PB165 Grafy a site:
Planovani projektu, planovani pomoci barveni graf
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Planovani projektu

o Zakladni problém planovani projektu

o precedencni podminky
paralelni stroj s neomezenym poctem stroju
minimalizace maximalniho Casu konce tloh (makespan)
relativné jednoduché na fe3eni: metoda kritické (nejdelsi) cesty
princip: nalezneme kritickou cestu a ta urcuje makespan
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o Rozsireni: variabilni doba trvani
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o doba trvani alohy spojena s cenou provadéni
o optimalizace: kompromis mezi cenou na ukonéeni projektu a cenou za
zkraceni délky dloh



Popis problému

o Popis problému
paralelnich stroj
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o n tloh s precedenénimi omezenimi
o doba provadéni p;
o objektivni funkce: minimalizace maximalniho ¢asu konce dloh
(makespan)
Zakladni problém s neomezenymi zdroji
Poo|prec| Cmax m>n metoda kritické cesty
Planovani projektu s omezenymi zdroji
Pl prec| Cimax 2<m<n NP aplny problém
o Znaceni

° SJf nejdrivéjsi startovni ¢as alohy j
C; = S} + p; nejdrivéjsi koncovy dlohy j
o S/ nejpozdgjsi startovni Cas Glohy j
C;’ nejpozdgjsi koncovy ¢as dlohy j
o Prec; (pfimi) predchudci alohy j
Vk € Prec; vsechny ulohy k, které predchazeji alohu j
Vj : k € Precj viechny ulohy j, které nasleduji alohu k



Metoda kritické cesty (critical path method CPM)

o Popis algoritmu pro nalezeni kritickych cest
o dopredna procedura
o start v case 0
o vypocet nejdrivejsiho startovniho casu kazdé alohy
o cas dokonceni posledni tlohy je makespan
o zpetna procedura
o start v Case rovném makespan
o vypocet nejpozdeéjsiho startovniho casu, aby byl realizovan tento
makespan
o Uloha s rezervou (slack job)
O jeji startovni €as miize byt odlozen aniz je navysen makespan
o dloha j, jejichz nejdFivéjsi startovni as SJf je mensi nez nejpozdé&jsi startovni Cas ij’
o rezerva dlohy j: SJf’ — ij
o Kiriticka aloha
o (loha, ktera nesmi byt odlozena
o dloha, jejiz nejdrivéjsi startovni €as je roven nejpozdéjsimu start. ¢asu
o Kiriticka cesta
o retez aloh zacinajici v case 0 a koncici v case Cpax
o v grafu miize existovat vice kritickych cest
kritické cesty se mohou Castecné prekryvat

) o graf kritickych cest G¢cp: podgraf dany mnozinou kritickych dloh a kritickych cest
Cviéeni: Jaky je rozdil mezi kritickou cestou a grafem kritickych cest? Ukazte rozdil na prikladu.



Kriticka cesta: zadani prikladu
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Priklad: dopredna procedura
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Priklad: zpetna procedura

12-6=6 24-12=12 34-10=24

oG
=14 36-10=26 \
s o B




Vysledky dopredné a zpetné procedury
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Porovnani S’; a S”;
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Kriticka cesta
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Graf kritickych cest G¢p
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o Gcp: dvé kriticke cesty {1,3,6,9,11,12,14}, {1,3,6,9,11,13,14},
které se Castecné prekryvaji



Metoda kritické cesty
@ Dopredna procedura
@ t=0
@ pro vsechny dlohy j bez predchidce: S; =0, C/ = p;
@ vypocitej postupné pro viechny zbyvajici dlohy j:
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r_ / /I _ ¢/ .
(k3) 5= vkePrec; Coo G =35 +p;
@ optimalni makespan je Cpax = max(Cy,..., C})
@ Zpetna procedura
°ot= Cmax

o pro viechny dlohy j bez naslednika: C/" = CmaX,SJf/ = Crmax — Pj
o vypocitej postupné pro viechny zbyvajici dlohy j:

S

o=c
\@ q/ — min SL/, SJ/, — C‘J/I o pj

Vk:j€Precy

o ovéf, ze 0 = min(Sy,...,S))



Cviceni

@ Jaka je grafova reprezentace rozvrhovaciho problému zadaného

tabulkou: aloha | doba trvani | predchadci

1 1 -

2 2 1

3 3 1

4 4 2,56
5 5 1,2
6 2 3

7 4 -

8 1 7,9
9 5 4

10 2 8

@ Nalezenéte graf kritickych cest v tomto grafu.
@ Jaky ma tento rozvrh makespan?

@ Existuji v problému alohy s rezervou? Pokud ano, uvedte o které alohy
se jedna. Jakou maji tyto alohy rezervu?



Kompromis mezi casem a cenou

o Lze uvazovat variabilni dobu trvani aloh
o za predpokladu vyssi ceny lze zkratit dobu provadéni

o Linearni cena

o Doba trvani pJf"i” < pj < p

o Marginalni cena: cena za zkraceni doby trvani alohy
o 1 casovou jednotku

c? — C.b

ci = J J
J T _max __ .,min

Pj Pj

doba provadéni

min prjnax

max

= cena provadéni tlohy j po dobu p;: cj!’ + cj(pJ - pj)



Cena za provadeni projektu

o Fixni rezijni naklady ¢ celkem: ChaxCo
na Casovou jednotku doby provadéni projektu
o Cena F(p;) za provadeni projektu
o pfi dobé provadéni aloh p;
uréena jako soucet

o ceny za provadéni vsech aloh
o fixnich rezijnich nakladd

F(pj) = Cnaxco + Y _ (¢ + ci(p]™ — pj))
J
o Cil: Vj nalézt p; a S; tak, aby byla F(p;) minimalni
prostfedky (penize)

doba provadéni




Variabilni doba trvani: metody reseni

o Objektivni funkce: minimalni cena projektu
o Kompromisni heuristika mezi casem a cenou
o dobra kvalita rozvrhu
o pouzitené i pro nelinearni cenu
o Dalsi pfistupy: formulace linearniho programovani

o systém linearnich nerovnic s linedrnim optimalizac¢nim kritériem
o simplexova metoda

o optimalni rozvrh

o nelinedrni verze obtizné fesitelné



Rez, minimalni rez

o Orientovany graf G = (V, E)

o Pocatecni uzel: zdroj s € V

o Koncovy uzel: stok t € V

o Rez ze zdroje s do stoku t: ... také mluvime o vrcholovém fezu
mnozina uzld V', jejiz smazanim z grafu se rozpoji zdroj a stok
o E’ mnozina hran incidentnich s V’

tj. v G'=(V-V',E-E’) neexistuje orientovana cesta z s to t
o Minimalni rez z s do t: fez U takovy, ze neexistuje fez W C U

o tj. vraceni libovolného uzlu z U do grafu znovu spoji zdroj a stok
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Rez, minimalni rez Il.
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Uvazujme orientovany graf Go = (o, Eop)
Do grafu pfidame zdroj:
o novy vrchol s a
o hrany S vedouci z s do vsech vrchold Gy bez predchadci
Do grafu pfidame stok:
o novy vrchol t a
o hrany T vedouci ze vSech vrcholii Gy bez naslednikd do t
Novy graf G = (V, E): V=WU{st}, E=EFEUSUT
o Budeme hledat fezy a minimalni fezy zs do t v G
pf. graf ma 4 minimalni fezy
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Cviceni: minimalni rez

Kolik minimalnich fezii a které maji nasledujici grafy?
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Kompromisni heuristika: priklad
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fixni rezijni naklady na casovou jednotku cy=6




Priklad (pokracovani): maximalni doba provadeni




Kompromisni heuristika: priklad

1] 1/2{3/4(5|/6|7(8/9|10(11({12|13|14
pJT“ax 5/6|9(12|7|12{10/6 (1019 |7 |8 |7 |5
co=6 p}“i" 3(5(719(5(9(8|3|7|5|4|5|5]2
c’ [20(25/20|15(30(|40({35|25|30|20|25|35(20|10
G 7121413 (4|3|414(4|5|12|2|4]|8
Naklady na provedeni projektu pfi maximalni dobé trvani aloh
F(p") CmaxCo + 2 _; (cjb + ¢i(p — pjmax)) =

CmaxCO+Zj Cjb —

56 x 6 +20 + 25420+ 15 + 30 + 40 + 35 + 25+
+30+20+25+354+20410 =

336 + 350 = 686



Graf kritickych cest G¢p

o Kandidati na redukci: uzel 11 a uzel 12, vybereme uzel 12
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Rezy: {1},{3}.{6}.{9} redukce doby provadeni
{11},{12},{14} ulohy 12z 8na7

o Fixni rezijni naklady se redukuji z 56 x 6 na 55 x 6 = 330
o Cena za provadéni aloh naroste o ¢1o = 2, tj. 350 + 2 = 352
o Celkova cena klesla z 686 na 330 + 352 = 682



Graf kritickych cest G¢p

Cl=7 012:2 Cl4=8
& o-d
5\63/@ VW
C3=4 Cll=2 013=4
¥ minimalni fez

Rezy: {1}1 }{3#{6},{9} s nejnizéi cenou

{11},{12,13},{14} 1
redukce doby trvani ulohy 11 ze 7 na 6
o Fixni rezijni naklady se redukuji z 55 x 6 na 54 x 6 = 324

o Cena za provadéni aloh naroste o ¢1; = 2, tj. 352+ 2 = 354
o Celkova cena klesla z 682 na 324 4 354 = 678



Graf kritickych cest G¢p

dalSi redukce: prouzel 2 na5aprouzel 11 nab5, ...

o Fixni rezijni naklady se redukuji z 54 x 6 na 53 x 6 = 318
o Cena za provadéni aloh naroste o ¢ + ¢;1 =2 + 2, tj. 354 + 4 = 358
o Celkova cena klesla z 678 na 318 + 358 = 676



Algoritmus kompromisni heuristiky

@ o Nastav doby provadéni na jejich maximum: p; = P

o Urci vsechny kritické cesty s témito dobami provadéni
o Zkonstruuj graf Gep kritickych cest
@ o Urci vdechny minimalni fezy v Gcp
o Najdi fezy, jejichz doba provadéni je vétsi nez jejich minimum:
p; > p"" Vj € Gep
o Pokud takovy Fez neexistuje STOP, jinak béz na krok 3
(3] o Pro kazdy minimalni fez: spocitej cenu redukujici vsechny doby
provadéni o 1 Casovou jednotku
o Vyber minimalni Fez s nejnizsi cenou
o Jestlize je mensi nez fixni rezijni naklady ¢y za €asovou jednotku béz na
krok 4, jinak STOP

@ o Redukuj vechny doby provadéni v minimalnim fezu o 1 €asovou
jednotku
o Ur&i novou mnozinu kritickych cest
Reviduj graf Gcp a béz na krok 2

©



Kompromisni heuristika: cviceni
@ Jaka je cena za provadéni projektu, pokud jsou doby trvani aloh maximalni, tj.
cemu se rovna F(p;"®) za nasledujicich predpokladi?

fixni rezijni naklady na ¢asovou jednotku jsou co = 4
p;"™ maximalni doba trvani dlohy j
pjf"i" minimalni doba trvani alohy j

¢j marginalni cena
Cf’ cena za provadéni Glohy j pfi maximalni dobé jejiho trvani
Prec; predchudci alohy j
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o Jak lze cenu za projekt zlepsit, pokud provedeme dva kroky kompromisni
heuristiky? Kterym Gloham upravite dobu trvani v jednotlivych krocich?
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Barveni grafu

Problém barveni grafu

o Je mozné obarvit vrcholy ‘

grafu s pouzitim n barev tak, .e
aby zadné dva sousedni
vrcholy nebyly obarveny G‘
stejnou barvou?
Chromatickeé cislo grafu
o Minimalni pocet barev n Barveni grafu a rozvrhovani
nutny k obarveni grafu tak,

by zadné dva sousedni

vrcholy nebyly obarveny
stejnou barvou. o Rozvrhovani operatorii

o Rezervacni problémy

o Prirazeni mistnosti

NP-aplny problém



Heuristiky pro barveni grafu se saturaci

o Stupen uzlu
o pocet hran spojenych s uzlem

o Uroven saturace
o pocet riiznych barev spojenych s uzlem

o Intuice
o obarvi uzly s vyssim stupném drive
o obarvi uzly s vyssi Grovni saturace drive
o Algoritmus
@ usporadej uzly v klesajicim poradi podle jejich stupné
@ pouzij barvu 1 pro prvni uzel
@ vyber neobarveny uzel s maximalni Grovni saturace

v pfipadé volby z nich vyber uzel
s maximalnim stupném v neobarveném podgrafu

obarvi vybrany uzel s nejmensi moznou barvou
jestlize jsou vSechny uzly obarveny STOP
jinak béz na krok 3
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Prirazeni mistnosti

o Problém prirazeni mistnosti
cil: pfifazeni mistnosti kazdému predmétu se zadanymi Casy
o Uloha = predmét s nékolika schiizkami tydné, jejichz Casy jsou urceny
o zdroj = mistnost
o dva predméty nesmi byt zaroven vyucovany ve stejné mistnosti
o vsechny schiizky predmétu musi byt vyucovany ve stejné mistnosti
mozné reseni:
o nalezeni rozvrhu vzhledem k danému poctu mistnosti
o nalezeni rozvrhu s minimalnim poctem mistnosti
o Prirazeni mistnosti jako barveni grafu

o vrchol: pfedmét
o hrana: mezi predméty, které vyzaduji stejny Cas vyuky
o barva vrcholu: odpovida vybrané mistnosti (zdroji)
o sousedici vrcholy/pfedméty musi mit rGzné barvy/mistnosti,
protoze vyzaduji stejny cas



Prirazeni mistnosti: priklad

Kolik mistnosti je tfeba k rozvrhovani téchto predméti?

predmét A B C D E
Casy (1,4) (13) (2,4) (35 (25)
stupen 2 2 2 2 2
Reseni:
mistnost cervena cervend seda

Q Cas/predmét A B
‘ 1 +

@
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+

+



Prirazeni mistnosti: priklad (pokracovani)

‘G
.G predmét A B C D
saturace -
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Prirazeni mistnosti: priklad (dokonceni)

I predmét A B C D
.G saturace - - -1
- -1

stupen neob. -

N A



Rezervacni problém

©

Priklady
o rezervace aut
o rezervace pokoji v hotelu
o rezervace strojl v tovarné
o Uréen Casovy interval pro kazdou rezervaci
°opi=di—r
o pj doba trvani dlohy
o rj termin dostupnosti
o d; termin dokonceni

©

Kazda rezervace vyzaduje zdroj (auto, pokoj, stroj)
o Mozné FeSeni

o lze rezervace realizovat s danym poctem zdroja?
o kolik zdrojii je tfeba ke splnéni rezervaci?



Rezervacni problém jako barveni grafu

©

Vrchol: rezervace

©

Hrana: pokud se dvé rezervace prekryvaji v ase
Barva vrcholu: odpovida vybranému zdroji
o sousedici vrcholy/rezervace musi mit réizné barvy/zdroje,
protoze se prekryvaji v Case
o kolik zdrojii je treba ke splnéni rezervaci
= chromatické Cislo
o lze rezervace realizovat s danym poctem zdrojii
= existuje barveni s danym poctem barev

©

j |1 2 3 4 5 6 7 8
o Priklad:| r; |O 1 1 3 4 5 6 6
d|5 3 4 7 6 7 9 8

Odpovidajici problém barveni grafu:




Rozvrhovani operatorii

o Zadano nékolik rtiznych operatorti
o Uloha pottebuje jeden nebo vice specifickych operatorti

Ulohy vyzadujici stejného operatora nemohou bézet zaroven

©

©

Jednotkova doba trvani alohy
Mozné Feseni:

(+]

o rozvrzeni viech tloh v ramci €asového horizontu
o nalezeni minimalniho ¢asu (=makespan) tak,
aby byly provedeny viechny tlohy
o Rozvrhovani operatori jako barveni grafu
o vrchol: dloha
o hrana: mezi tlohami, které potfebuji stejného operatora
o barva vrcholu: €as pro realizaci tlohy
o sousedici Glohy/vrcholy musi mit riizny ¢as/barvu,
protoze vyzaduji stejného operatora
o rozvrzeni viech dloh v ramci €asového horizontu
= existuje barveni s danym poctem barev
o makespan = chromatické ¢islo grafu



D.U. planovani schazek

VytvoF rozvrh pro 5 schiizek se 4 lidmi
o schiizka = tloha, €lovék = operator

o vsechny schiizky trvaji jednu hodinu

1 2 3 4 5
Joe 1 1 0 1 1
Lisa 1 1 1 0 0
Jane |1 0 1 0 O
Larry |0 1 0 1 1




D.U. planovani schizek (reseni)

1 2 3 4 5
Joe 1 1 0 1 1
Lisa 1 1 1 0 0
Jane |1 0 1 0 O
Larsry 1O 1 0 1 1

e Mtizeme vybrat bud
a“ e tlohu 1 nebo alohu 2

‘ Napf. vybereme 1 a obarvime
a e barvou 1




D.U. planovani schiizek (dokoncent)

° e Uroveh saturace = 2 pro uzel 3
B Uroven saturace = 3 pro uzel 5
Uroven saturace = 1 pro vSechny alohy Vyber 5 na obarveni

Vyber 2 vzhledem k nejvyssSimu stupni

Uroven saturace = 2 pro vsechny uzly

Vyber 4 vzhledem k nejvyssimu stupni V poslednim kroku obarvi 3
stejnou barvou jako 4

=celkem 4 barvy, tj. makespan=4



Shrnuti

Prirazeni mistnosti

o vrchol: predmét aloha
o hrana: mezi pfedméty vyzadujicimi stejny ¢as prinik casovych bodi
o barva vrcholu: odpovida vybrané mistnosti zdroj

o sousedici vrcholy/pfedméty musi mit rGzné barvy/mistnosti,
protoze vyzaduji stejny cas
Rezervacni problém

o vrchol: rezervace Gloha
o hrana: pokud se dvé rezervace prekryvaji v ase pranik interval
o barva vrcholu: odpovida vybranému zdroji zdroj

o sousedici vrcholy/rezervace musi mit rizné barvy/zdroje,
protoze se prekryvaji v Case
Rozvrhovani operatorii

o vrchol: tloha tloha
o hrana: mezi alohami vyzadujicimi stejného operatora  priinik zdroji
o barva vrcholu: ¢as pro realizaci tlohy casovy bod

o sousedici alohy/vrcholy musi mit razny €as/barvu,
protoze vyzaduji stejného operatora



Cviceni
Jakou grafovou reprezentaci maji nasledujici problémy? Problémy vyfeste a ukazte
postup reseni.
@ Urcete, ve kterych mistnostech se maji konat schizky tak, aby byla v kazdé
mistnosti nejvyse jedna schiizka a pfitom byly schiizky organizovany v
uvedenych terminech.

predmét A B C D E
casy (1,3,5) (24) (1,2) (34) (15

Napovéda: problém prifazeni mistnosti

@ Stroje v tovarné maji byt vyuzivany uvedenymi operacemi v nasledujicich
Casovych intervalech. Urcete, kolik stroja je tfeba a které stroje budou
vyuzivat jednotlivé operace v prfipadg, ze stroj mize zpracovavat nejvyse
jednu operaci.

operace A B C D E F
interval 1-3 24 1-4 45 538 56

Napovéda: rezervaéni problém



Cviceni (pokracovani)

@ Urcete, kolik ¢asu je potfeba pro realizaci operaci na uvedenych strojich,
jestlize maze byt na kazdém stroji zpracovavana nejvyse jedna operace.
operace 1 2 3 4 5 6 7
stroe AB CD ACE EF EG DG G

Napovéda: rozvrhovani operatori
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