Boltzmannuyv stroj

Organizac¢ni dynamika:
» Cyklické sit se symetrickymi spoji (1j. libovolny
neorientovany graf)

v

Mnozinu vSech neuront znac¢ime N

oznaCme ¢&; vnitini potencial a y; vystup (stav) neuronu j
INI

\4

\4

stav stroje: y € {-1,1)
oznacme wj; realnou vahu spoje od neuronu i k neuronu j.
Zadny neuron nema bias a pfepokladame wj = 0 pro j € N.

v

v



Botzmannuyv stroj

Aktivni dynamika: Stavy neuronl jsou inicialné nastaveny na
hodnoty z mnoziny {—1, 1}, {j. y(o) e{-1,1} proje N.

V t-tém kroku aktualizujeme nahodné vybrany neuron j € N
takto: nejprve vypocCteme vnitfni potencial

n
t—1 t—1
é]( )Zz Wti,-( :
i€j—

a poté nahodné zvolime hodnotu yj(t) e {-1,1} tak, ze
Py =1]=o(&™) kde

1
(&) = T

Parametr T(t) se nazyva teplota v Case t.



Boltzmannuyv stroj

» Velmi vysoka teplota T(t) znamena, ze P [yj(t) = 1] ~ta
stroj se chova témeér nahodné.

» Velmi nizké teplota T(t) znamena, Ze bud' P [yj(’) = 1] ~ 1

nebo P[y" = 1] ~ 0 v zavislosti na tom, jestli &Y > 0
j j

nebo 5}” < 0. Potom se stroj chova témér deterministicky
(tj. jako Hopfieldova sit).



Boltzmannuyv stroj - reprezentace rozlozeni

Cil: Chceme sestroijit sit, ktera bude reprezentovat dané
pravdépodobnostni rozlozeni na mnoziné vektor {—1, 1}IM.

Velmi hruba a nepfesna idea: Boltzmannuv stroj méni
nahodné sviij stav z mnoziny {1, 1}/M.

Kdyz nechame B. stroj bézet dost dlouho s fixni teplotou,
potom budou frekvence navstév jednotlivych stavli nezavislé na
inicialnim stavu.

Tyto frekvence budeme povazovat za pravdépodobnostni
rozlozeni na {—1, 1}/M reprezentované B. strojem.

V adaptivnim rezimu bude zadano néjaké rozlozeni na stavech
a cilem bude nalézt konfiguraci takovou, Ze rozlozeni
reprezentované strojem bude odpovidat zadanému rozlozeni.



Rovnovazny stav
Fixujme teplotu T (tj. T(t) = Tprot=1,2,...).

Boltzmann(v stroj se po jisté dobé dostane do tzv. termaini
rovnovahy. Tj. existuje Cas t’ takovy, Ze pro libovolny stav stroje
y* € {-1,1}N alibovolné t* > t’ plati, Ze

pn(y?) =P =]
spliiuje pn(y*) ~ e E0/T kde

1
—E T y
7 = Z e EM)/ E(y)= -5 Z Win,-) y]y
)/G{—1,1 }|N‘ I,j

tj. Boltzmannovo rozlozeni
Pozn.: Teorie Markovovych Fetézcli fika, ze P [}7(’*) = y*] je
také dlouhodoba frekvence navstév stavu y*.

Toto plati bez ohledu na inicialni nastaveni neurond! Sit tedy
reprezentuje rozlozeni py.



Boltzmannuv stroj - uceni

Problém: Tak jak jsme si jej definovali ma Boltzmann(v stroj
omezenou schopnost reprezentovat dana rozlozeni.

Proto mnoZinu neuronud N disjunkiné rozdélime na
» mnozinu viditelnych neuront V
» mnozinu skrytych neuronu S.
Pro dany stav viditelnych neurond a € {—1,1}!Vl oznaéme

Z pn(a, B)

—1,1)is|

pravdépodobnost stavu viditelnych neuronl a v termalnim
ekvilibriu bez ohledu na stav skrytych neurona.

Cilem bude adaptovat sit podle daného rozlozeni na {—1, 1}l



Boltzmannuv stroj - uceni

Adaptivni dynamika:
Necht py je pravdépodobnostni rozlozeni na mnoziné stavu
viditelnych neurond, tj. na {—1, 1}V,

Cilem je nalézt konfiguraci sité W takovou, Ze py odpovida py.
Vhodnou mirou rozdilu mezi rozdélenimi py a pq je relativni

entropie zvazena pravdépodobnostmi vzoru
(tzv. Kullback-Leibler divergence)

_ a)in P2&)
EW)= ), pal@)in 2o



Boltzmannuv stroj - uceni
&(W) budeme minimalizovat pomoci gradientniho sestupu, tj.
budeme poditat poslounost matic vah W(©, w(") ..
» vahy v W( jsou inicializovany ndhodné blizko 0
» v {-tém kroku (zde £ = 1,2,...) je W() vypoéteno takto:
(&) _ ypy(e-1) (€)
Wi =W, 7+ AW,
kde
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O _ _.(py. 2
AWjI. = —¢(¢) w;

(W)

je zména vahy w;; v £-tém kroku a 0 < ¢(£) < 1 je rychlost
uceni v £-tém kroku.

Zbyva spoditat (odhadnout) g—@(W).



Boltzmannuv stroj - uceni

Formalnim derivovanim funkce & lze ukazat, ze

& 1 )t
W T (<yj(t )yi(t )>ﬁxed <y( )y,( )>free)

() (1) ; o x4 (), (t) i
(y 2 >ﬁxedje pramerna hodnotay y; v termalni

rovnovaze za predpokladu, ze hodnoty viditelnych neuront
jsou fixovany na pocéatku vypoctu dle rozlozeni py.
(y(t )y( )> je prumérna hodnota y(t )y(t ) v termalni
rovnovaze bez fixace viditelnych neuronu

Celkové

Aw = —¢(0)- 28 =1y

aw,,

(6) (<y y’ d )>flxed <y(t )y’(t )>free)



Boltzmannuv stroj - uceni

Pro vypocet < yj(t*) y,.(t*)>ﬁxed proved’ nasledujici:
» Poloz Y := 0 a proved nasledujici akce g krat:

1. fixuj ndhodné hodnoty viditelnych neuront dle rozlozeni py
(tj. v prabéhu nasledujicich krokl je neaktualizuj)

2. simuluj stroj po t* krokl

3. pricti aktualni hodnotu y].(t*)yi(t*) k proménné V.

» Y/q bude dobrym odhadem <yj(t¥)y,.(t*)>ﬁxed za predpokladu,
Ze q je dostatecneé velké Cislo.

(yj(t*)yl.(t*)%ree se odhadne podobné, pouze se nefixuji viditelné
neurony (1j. v kroku 1. se zvoli libovolny startovni stav a v
nasledném vypoctu se mohou aktualizovat vSechny neurony).



Boltzmannuv stroj - ucéeni

Pro upfesnéni analyticka verze:

(), (t) _
<y y >fixed -
p a/ (04 (o4
= Y pdl —N(( f)yjﬁy,ﬁ
aelT 1V ﬁ e Taps PV

kde yf‘ﬁ je vystup neuronu j ve stavu (a, f).

<y( yl free Z PN

{—=1,1}INI



Omezeny Boltzmannuyv stroj (OBS)

Organizacni dynamika:
» Cyklicka sit se symetrickymi spoji, neurony jsou rozdéleny
do dvou skupin:
» V - viditelné
» S - skryté
Mnozina spoju je V x S (ij. Gplny bipartitni graf)
» Mnozinu vSech neurond znacime N
» oznacme ¢&; vnitfni potencial a y; vystup (stav) neuronu j
» stav stroje: y € {0, 1},
» oznaCme wj; vahu spoje mezi neuronem i a neuronem j.

» Uvazme bias: wj je vaha mezi neuronem j a "fiktivnim"
neuronem 0 jehoZ hodnota yj je stéle 1.



Omezeny Botzmannliv stroj

Aktivni dynamika: Hodnoty viditelnych neuront jsou inicialné
nastaveny na hodnoty z mnoziny {0, 1}.

V t-tém kroku aktualizujeme neurony takto:

» t liché: nahodné zvolime nové hodnoty skrytych neurond,
projeS

P[yj(t) = 1] =1 / [1 + exp (—wjo - Z W,-,-y’.(t_”])

eV

» t sudé: nahodné zvolime nové hodnoty viditelnych
neuronu, pro j € V

Ply=1]=1]/ [1 + exp(—wfo -2 Wﬁyft‘”]]

ieS



Rovnovazny stav
Definujeme energetickou funkci E

E(y) =- Z Wiy;yi — Z WioY; — Z WjoY;

ieV,jeS ieV jeS

Omezeny Boltzmann(v stroj se po jisté dobé dostane do
termalni rovnovahy. Tj. existuje Cas t* takovy, ze pro libovolny
stav stroje v* € {0, 1}IN! plati

P[7") =]~ pn()
Zde pn(y*) = e E07) kde
7 - Z e E0)
y€{0, 1M
tj. Boltzmannovo rozlozeni

Sit tedy reprezentuje rozlozeni py.



Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni

Pro dany stav viditelnych neuront a € {0, 1}'V! oznaéme
pv@)= Y pn(ap)
Bel0,1}18I

pravdépodobnost stavu viditelnych neuronl «a v termalni
rovnovaze bez ohledu na stav skrytych neuronu.

Adaptivni dynamika:
Necht pq je pravdépodobnostni rozlozeni na mnoziné stavu
viditelnych neurond, tj. na {0, 1}!V.

Rozlozeni py mlze byt dano tréninkovou posloupnosti
T = %1, %,..., %

tak, Ze
pa(a) = #(a, T)/p

kde #(a, T) je pocCet vyskytl a v posloupnosti 7

Cilem je nalézt konfiguraci sité¢ W takovou, ze py odpovida py.
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Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni

Vhodnou mirou rozdilu mezi rozdélenimi py a pq je relativni
entropie zvazena pravdépodobnostmi vzorl (tzv. Kullback
Leibler distance)

pa(a)
pv(a)

&)=Y, pa(a)in
ae(0,1j!

(Odpovida maximalni vérohodnosti vici posloupnosti 7~ v
pripade, ze py je definovano pomoci 7°)



Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni

&(W) budeme minimalizovat pomoci gradientniho sestupu, tj.
budeme poditat posloupnost vektor vah w(®, w(1), ..

» vahy v w(© jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v t-tém kroku (zde t = 1,2,...) je w(D) vypo&teno takto:

(ty _ ., (t=1) ()
Wit =wy AW,
kde
|98

) _ _.
ijl. = —¢(t) w;

(1)

je zména vahy w; v t-tém kroku a 0 < £(t) < 1 je rychlost
uceni v t-tém kroku.

Zbyva spoditat (odhadnout) j—v‘z(ﬁ/).



Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni

Lze ukazat, Ze

25

a_Wji - (<yjyi>fixed <y(t )yl(t )>free)

> (y,-y;)rixed je primérna hodnota y;y; po jednom kroku
vypoctu za predpokladu, ze hodnoty viditelnych neuront
jsou fixovany dle rozlozeni pq.
<y(t )y(t )>f je primérna hodnota yj(t*)y,(t*) v termalni
rovnovazerg%z fixace viditelnych neurond.

Problém: vypocet <y(t )y( )>free trva dlouho (musime
opakovaneé privést stroj do termalni rovnovahy).

() (1) S ArMErA
(y y; >re se proto nahrazuje <y,y,> recon COZ i€ primeérna
hodnota yj( )y,.( ) za predpokladu, ze inicialni hodnoty
viditelnych neuront jsou voleny dle pg.



Omezeny Boltzmannuyv stroj - uéeni
Tedy

AW = e(t) - (491 e = (¥i97)

r econ)

> ( y,-y,-) ixed S€ vypocte takto: Poloz Y := 0 a opakuj q krat:
» fixuj nahodné hodnoty viditelnych neurond dle py
» simuluj jeden krok vypocCtu a pficti aktualni hodnotu y;y; k Y
Pro vhodné g bude V//q dobrym odhadem (y,-y,-)

fixed
> < y,-y,-)recon se vypocte takto: Poloz Y := 0 a opakuj g krat:
» nastav nahodné hodnoty viditelnych neurond dle py
» simuluj tfi kroky vypoctu a pficti aktualni hodnotu yjy; k Y
(tj. vypocti hodnoty skrytych neurond, potom hodnoty viditelnych
(tzv. rekonstrukci vstupu) a potom hodnoty skrytych neuront)

Pro vhodné g bude VY/q dobrym odhadem (y,-y,-)

recon

<y,-y,-> ixed je mozné pocitat analyticky pro vhodné zadané pg.



Hluboké site

Standardni vicevrstva sit

Organizac¢ni dynamika:

) ) » Neurony jsou rozdéleny do
Vystupni O - O vrstev (vstupni a vystupni vrstva,
m obecné nékolik skrytych vrstev)
» Vrstvy Cislujeme od 0; vstupni
O O O vrstva je nulta
i » Napf. tfivrstva sit se sklada z
Skryté /M% jedné vstupni, dvou skrytych a
jedné vystupni vrstvy.

Q. Q O
o

O » Neurony v {-té vrstvé jsou
spojeny se vSemi neurony ve
vrstvé € + 1.

Vstupni

20



Hluboké site

Znaceni:

» OznaCme
» X mnozinu vstupnich neuront
» Y mnozinu vystupnich neuronu
» Z mnozinu v§ech neuron( (tedy X, Y C 2)

v

jednotlivé neurony budeme znacit indexy i, j apod.

v

&j je vnitfni potencial neuronu j po skonceni vypoctu
y; je stav (vystup) neuronu j po skonceni vypoctu

v

v

wj; je vaha spoje od neuronu i do neuronu j

\4

j— je mnozina vSech neurond, z nichz vede spoj do j
(zejména 0 € j_)
» j7 je mnozina vSech neuront, do nichz vede spoj z j

21



Hluboké site

Aktivni dynamika:
» vnitfni potencial neuronu j:

&= Z Wiy

i€j

» aktivacni funkce
B 1
" Tiet
pro vSechny neurony stejnd!
» Stav nevstupniho neuronu j € Z '\ X po skonéeni vypoctu je

yj=o0(&))
(y; zavisi na konfiguraci w a vstupu X, proto budu obcas psat y;(w, X))

> Sit podita funkci z RX! do R'Y!. Vypoéet probih& po vrstvach. Na
zacatku jsou hodnoty vstupnich neuron( nastaveny na vstup sité. V
kroku ¢ jsou vyhodnoceny neurony z ¢-té vrstvy.

22



Hluboké sité — adaptivni dynamika
Tréninkova posloupnost 7 vzoru tvaru
()_()1 7 31 ) 7 ()_()2/ C—I)Z) AR ()_()p/ C_I)p)

kde kazdé %, € {0, 1}X! je vstupni vektor a kazdé dy € {0, 1} je
ocekéavany vystup siteé. Pro kazdé j € Y oznacme dj; oCekavany
vystup neuronu j pro vstup Xx

(vektor dk Ize tedy psat jako (dkj)jey).

Chybova funkce

kde

Pouzivaji se i jiné funkce.
23



Proc¢ hluboké sité

.. kdyZ jedna vrstva staci k aproximaci libovolné rozumné funkce?

» Jedna vrstva je ¢asto znaCné neefektivni, tj. mize vyzadovat
obrovsky pocet skrytych neuront pro reprezentaci dané funkce

Vysledky z teorie Booleovskych obvod( ukazuji, Ze nutny pocet
neuronl muZze byt exponencialni vzhledem k dimenzi vstupu

.. 0k, pro¢ neucit hluboké sité pomoci obycejné zpétné propagace?
» Rychlost uceni rapidné klesa s poctem vrstev

» Hluboké sité maji tendenci se snadno pfetrénovat

24



Vicevrstva sit’ - mizejici gradient
Pro kazdé w; mame

JE & 9E,
o~

kde pro kazdé k = 1,..., p plati

JE, _ JEx
3
8Wj, ay] ( j)
a pro kazdé j € Z \ X dostaneme
JdEk ,
8y, =y — dy projeY
= dEk .
—_— = — -0 Wi rojeZN(YUX
> Z,: Sy, OE) Wy projeZN(YUX)

Pro standardni logistickou sigmoidu a vahy inicializované blizko
0 je o;(&r) - wyj mendineZ 1 (pro velké vahy zase vétsi nez 1).
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Hluboké sité — adaptivni dynamika

Piedpokladejme k vrstvou sit. Oznaéme

» W,; matici vah mezi vrstvamii—1a i
» F; funkci poCitanou ¢asti sité s vrstvami 0,1,...,i
tedy F; je funkce pocitana jednovrstvou siti skladajici se ze vstupni a
prvni vrstvy sité, Fy je funkce celé sité
VSimnéte si, ze pro kazdé i Ize vrstvy i — 1 a i spole¢né s matici W;
chapat jako omezeny Boltzmann(v stroj B; (pfedpokladame T = 1)

Uceni ve dvou fazich:
> predtrénovani bez uclitele: Postupné pro kazdé i = 1,..., k trénuj
OBS B; na ndhodné volenych vstupech z posloupnosti
Fiii(X1),..., Fiii (%)
pomoci algoritmu pro u¢eni OBS (zde Fy(X;) = X))
(tedy B; se trénuje na tréninkovych vzorech transformovanych vrstvami
0,...,i—1)

» doladéni sité s ucitelem napt. pomoci zpétné propagace
26



Hluboké site

Po prvni fazi dostaneme k vrstvou sit, ktera reprezentuje rozlozeni
na datech. Z tohoto rozlozeni Ize samplovat takto:

> prived nejvy$Si OBS do termalni rovnovahy (to da hodnoty
neuronu v nejvyssich dvou vrstvach)

» propaguj hodnoty do nizSich vrstev (tj. proved jeden krok
aktualizace stavi mezilehlych OBS)

» stav neuronl v nejspodnéjsi vrstvé potom bude predstavovat
vzorek dat; pravdépodobnost s jakou se tam objevi konkrétni
stav je pravdépodnosti onoho stavu v rozlozeni
reprezentovaném siti

27



Hluboké sité - klasifikace

Predpokladejme, Ze kazdy vstup patfi do jedné ze dvou tfid.
Chceme vstupy klasifikovat pomoci vicevrstvé sité.

Vicevrstvou sit Ize trénovat pomoci zpétné propagace. Ta je
silné zavisla na vhodné inicializaci, ¢asto hrozi dosazeni
mélkého lokalniho minima apod. Dobfe fungujici sit’ si vyvine
systém extraktor( vlastnosti (tj. kazdy neuron reaguje na
néjakou vlastnost vstupu). Jak toho dosahnout?

» Natrénuj hlubokou sit' na datech (v této fazi ignoruj
prislusnost do trid)

» Uvazuj vyslednou sit’ jako obyCejnou vicevrstvou sit, tj.
zamén dynamiku Boltzmannova stroje za sigmoidalni
aktivacni funkce a obvyklé vyhodnoceni zdola nahoru

» pridej vystupni vrstvu s jednim neuronem

» dolad’ sit pomoci zpétné propagace (mala rychlost uceni
pro skryté vrstvy, velka pro vystupni vrstvu): Pro vstupy z
jedné tfidy uvazujeme oCekavany vystup 1 pro ostatni 0.

28



Aplikace — redukce dimenze

» Redukce dimenze dat: Tedy zobrazeni R z R"” do R™
takové, ze
»m<n,
» pro kazdy vzor X plati, ze X je mozné "rekonstruovat" z
R(X).
» Standardni metoda PCA (exituje mnoho lineérnich i
nelinearnich variant)

29



Rekonstrukce — PCA

Original faces Recovered faces

1024 pixeld komprimovano do 100 dimenzi (tj. 100 Cisel).

30
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Fine-tuning

Unrolling

Pretraining



Obrazky — Predtrénovani

» Data: 165 600 Cernobilych obrazkd o rozmérech 25 x 25,
stfedni intenzita bodu 0, rozptyl 1.
Obdrzeno z Olivetti Faces databaze obrazki 64 x 64 standardnimi
Upravami.

» 103 500 tréninkova sada, 20 700 valida¢ni, 41 400
testovaci

» Sit': Struktura sité 2000-100-500-30, trénink pomoci
postupného vrstveni RBM.

Poznamky:

"rozmlzeny" Gaussovskym Sumem, rychlost ueni nizka: 0.001,
pocitano 200 iteraci

Ve vSech vrstvach kromé nejvySsi jsou hodnoty skrytych neurond pfi
tréninku binarni (v nejvy$si jsou hodnoty vypocteny ze sigmoidalni
pravdépodobnosti pfidanim Sumu)

Hodnoty viditelnych neurond jsou pfi tréninku realné z intervalu [0, 1]
(zde je mirna odchylka od naseho algoritmu)
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Obrazky — Doladéni

» Stochastické aktivace nahrazeny deterministickymi
Tj. hodnota skrytych neurond neni vysledkem nahodného pokusu, ale
pfimo vypoctu sigmoid udavajicich pravdépodobnost.

» Zpétna propagace
» Chybova funkce cross-entropy

Zpllnpl Z (1-p)In(1 - pi)

kde p; je intenzita i-tého pixelu ve vstupu a p; v
rekonstrukci.
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Vysledky

1. Original
2. Rekonstrukce hlubokou siti (redukce na 30-dim)
3. Rekonstrukce PCA (redukce na 30-dim)
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