4 Relace a jejich pouziti

V lekci si podrobné rozebereme matematicky aparat relaci (a funkei), kterému se v jeho
abstraktni podob& mnoho pozornosti v d¥ivéjsi vyuce nevénuje — na rozdil od naivniho
pohledu na mnoZiny a na ,funkce” ve vyznamu analytickych funkci (jako z + 1 &i
sin x). P¥itom na pojem relace velmi brzy narazi kaZdy informatik uZz jen p¥i studiu dat
a databazi a jeji abstraktni podobu bude potfebovat.

EMPLOYEE table {source) PROJECT table itarget)

FYy

PROJ_EMP tahle (relation table}

Source key

Struény prehled lekce
* Co je relace a funkce. Reprezentace relaci tabulkou a grafem.
* Zakladni vlastnosti binarnich relaci nad mnoZinou.

* Inverze relace, skladdni relaci a jeho vyznam.
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Zopakovani kartézského soucinu

Definice: Kartézsky soucin dvou mnozin A, B definujeme jako mnoZinu vSech
usporadanych dvojic ze slozek z A a B

AxB={(a,b) |ac A be B}.

e P¥iklady {a,b} x {a} = {(a,a), (b,a)},
{e.d} x {a,b} = {(c,a),(c,b),(d,a),(d,b)}.

Definice kartézského soucinu vice mnozin: Pro kazdé k € IN definujeme

Al X Ag x -+ x A ={(a1,a2, -+ ,ai) | a; € A; pro kazdé 1 <i < k}.

e Naptiklad Z® = 7 x 7Z x 7 = {(i, j, k) | i, 7,k € Z}.
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4.1 Relace a funkce nad mnoZinami

Vedle mnoZin jsou dalsim dilezitym zakladnim ,,datovym typem" matematiky
relace, kterym vzhledem k jejich mnohotvarnému pouZiti v informatice vénujeme
vyznamnou pozornost v této i pFisti lekci.

Definice 4.1. Relace mezi mnozinami Ay, Ay, --- , Ag, pro k € N,
je libovolna podmnoZina kartézského soucinu

RCA; xAg x -+ xX Ay
Pokud A; = Ay = --- = A, = A, hovofime o k-arni relaci R na A.
Ptiklady relaci.

e {(1,a),(2,a),(2,b)} je relace mezi {1,2,3} a {a,b}.
{(4,2-14) | i € N} je bindrni relace na N.

{(i,j,i+7j) | i,7 € N} je terndrni relace na N.

{3-i |1 € N} je undrni relace na N.

Jaky vyznam vlastn& maji undrni a nularni relace na A?
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Funkce mezi mnozZinami

Definice 4.2. (Totalni) funkce z mnoZiny A do mnoziny B
je relace f mezi A a B takova, Ze pro kazdé x € A existuje pravé jedno y € B

takové, ze (z,y) € f.

MnoZina A se nazyva defini¢ni obor a mnoZina B obor hodnot funkce f.

Neformalné ¥eceno, ve funkci f je kazdé ,vstupni hodnoté x pfifazena jednoznacné
»vystupni* hodnota y. (V obecné relaci potty , p¥itazenych® dvojic neomezujeme. . .)

o |
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Znateni: Misto (x,y) € [ piseme obvykle f(z) = v.
Zapis f : A — B ¥ikd, Ze f je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B.

Funkcim se také ¥ika zobrazeni.

P¥iklady funkci jsou tfeba nasledujici.

e Definujeme funkci f : N — N predpisem f(x) =z + 8.
Pak f = {(z,z +8) |z € N}.

e Definujeme funkci plus : N x N — N predpisem plus(i,j) =i+ j.
Pak plus = {(i,7,i+j) | i,5 € N}.
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Parcialni (Eastetné) funkce

Definice: Pokud nasi Definici 4.2 upravime tak, Ze poZadujeme pro kazdé x € A
nejvyde jedno y € B takové, Ze (z,y) € f, obdrzime definici parcidlni funkce
z A do B.

A B AxB fc AxB
(1;a)  (1:b)

(1ic)

(4;c)

(Z;b) ('I;d}( )
@9, N ) (4;a)
a
el G )
(2d) (3ib)
(3:)

V parcidlni funkci f nemusi byt pro né&které ,vstupni" hodnoty = funkéni hodnota
definovana (viz naptiklad f(2) v uvedeném obrazku).

Pro nedefinovanou hodnotu pouZivime znak L.
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Nasleduje nékolik p¥ikladd parcidlnich funkci.
e Definujeme parcidlni funkci f : Z — IN predpisem

| 34z jestlizex >0,
J@) = { L jinak.

Tj. f={(z,3+z) |z € N}.

e Také funkce f: R — R dand b&nym analytickym predpisem

f(z) =logx
je jen parcidlni — neni definovana pro x < 0.

e Co je relace, p¥itazujici lidem v CR jejich (eskd) rodnd &isla?
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4.2 Reprezentace koneénych relaci

Uklddéni dat — p¥edeviim sleduje vztahy mezi objekty (stejn& jako relace).

~»  relaéni databaze jako obecnd ukdzka pouziti relace.

Priklad 4.3. Tabulka rela&ni databdze prezentuje obecnou relaci.

Definujme nésledujici mnoZiny (,elementdrni typy")
e INAK ={a,---,2,A, -+, Z mezera},
e CISLICE ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Dile definujeme tyto mnoZiny (,odvozené typy")

e JMENO = ZNAK',  PRIJMENI = ZNAK?®,  VEK = CISLICE?,
e ZAMESTNANEC ,&“ JMENO x PRIJMENI x VEK.

Relaci ,typu” ZAMESTNANEC pak Ize reprezentovat tabulkou:
| JMENO | PRIJMENI | VEK |

Jan Novak 42
Petr Vichr 28
Pavel Zima 26

Stanislav | Novotny 52
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Reprezentace binarnich relaci na mnoziné

Znaceni: Bindrni relaci R C M x M lze jednozna&né znazornit jejim grafem:
e Prvky M znazornime jako body v roviné.

e Prvek (a,b) € R zndzornime jako orientovanou hranu (,3ipku®) z a do b.
Je-li a = b, pak je touto hranou ,smycka“ na a.

Naptiklad m&me M = {a,b,c,d,e, f} a R = {(a,a), (a,b), (b,c), (b,d), (b,e), (b, f),
(d,c), (e, ), (fic), (e,d), (e, f), (f,b)}, pak:

f

c

Pozor, nejedna se o , grafy funkci” zndmé t¥eba z matematické analyzy.

V ptipadé, Ze M je nekonednd nebo ,velkd", mize byt reprezentace R jejim
grafem neprakticka (zaleZi také na mife ,pravidelnosti* R).
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Znaceni: Bindrni relaci R C M x M lze jednoznatné zapsat také pomoci
matice relace — matice A typu M x M s hodnotami z {0, 1}.

e
! a /1 1000 0
] blo o111 1
a ¢clo o000 o0
b - dlo o100 0|4
elo o110 1
c F\o 11000

A zavérem se miizeme opét vratit k reprezentaci tabulkou. ..

| JMENO | PRIJMENI |

Jan Novak
Petr Vichr
Pavel Zima

Stanislav | Novotny
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4.3 Vlastnosti binarnich relaci na mnoziné

Definice 4.4. Necht R C M x M. Binarni relace R je
e reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

D D

e ireflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

KR

e symetrickd, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize (a,b) € R,

pak také (b,a) € R;
S

e antisymetrickd, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize
(a,b),(b,a) € R, pak a = b;

a b
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e tranzitivni, pravé kdyZ pro kazdé a, b, c € M plati, Ze jestlize (a,b), (b,c) €
R, pak také (a,c) € R.

a b c

Ndsleduji dva zdkladni typy bindrnich relaci; kde R je
e relace ekvivalence, pravé kdyzZ je R reflexivni, symetrickd a tranzitivni;

e (dstecné usporadani, pravé kdyz je R reflexivni, antisymetrickd a tranzi-
tivni (Easto ¥ikdme jen usporadani).

Pozor, miZe byt relace symetrickd i antisymetricka zarovei? "'/Ano!

<D <D <D

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2016 FI: IB000: Relace a jejich pouZiti



Ukazkové binarni relace

Priklad 4.5. Nékolik pfikladii relaci definovanych v pFirozeném jazyce.

Necht M je mnoZina vdech studentii 1. ro¢niku FI. UvaZme postupné relace
R C M x M definované takto

e (x,y) € R pravé kdyZ x a y maji stejné rodné &islo;
o (z,y) € R pravé kdyZz x ma stejnou vysku jako y (dejme t. na celé mm);
e (x,y) € R pravé kdyZ vy$ka = a y se nelidi vice jak o 2 mm;
e (x,y) € R pravé kdyZz x m3 alespoii takovou vysku jako v;
e (x,y) € R pravé kdyZz = m3 jinou vy¥ku neZ y (dejme tomu na celé mm);
e (x,y) € R pravé kdyZ x je zamilovdn(a) do v.

Které z nich tedy jsou ekvivalenci nebo usporadanim? O
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P¥iklad 4.6. Jaké viastnosti maji nasledujici relace?

e Bud R C N x N definovand takto (z,y) € R pravé kdyz x d&li y.
(Castetné uspotadani, ale ne kazdd dv& &isla jsou porovnatelnd.)

e Bud R C N x N definovand takto (x,y) € R pravé kdyZ = a y maji stejny
zbytek po déleni &islem 5. (Ekvivalence.)

e Necht F'={f| f: N — N} je mnoZina funkci. Bud R C F'x F' definovanj

takto (f,g) € R pravé kdyz f(z) < g(z) pro vdechna z. (Ireflexivni,

antisymetricka a tranzitivni, ale ne reflexivni — neni uspo¥adanim.) -

Co v pfipadé, Ze naSe relace nékterou z poptdvanych vlastnosti nema, ale ndm
by se ta vlastnost hodila? To ¥e$i tzv. uzdvéry relaci:

e Reflexivni uzdvér p¥ida do relace vdechny dvojice (x, ) nad mnoZinou.

e Symetricky uzavér zahrne do relace v8echny obrdcené dvojice k existujicim
dvojicim, neboli viechna chybgjici (x,y) pokud (y,z) € R.

e Tranzitivni uzavér nelze popsat aZ tak jednoduse, ale stru¢né ¥eceno ptidava
do relace v8echny ty dvojice (z,y), pro které se Ize (v grafu relace) dostat
z x do y ,,po Sipeckach".

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2016 FI: IB000: Relace a jejich pouZiti



4.4 Inverzni relace a skladani relaci
Ve vykladu se nyni vratime k obecnému pojeti relaci mezi mnozinami.

Definice: Necht R C A x B je bindrni relace mezi A a B. Inverzni relace
k relaci R se zna&i R~! a je definovéna takto:

R ={(b,a) | (a,b) € R}

A B A B

R: R1:

R~ je tedy relace mezi B a A.
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Definice skladani

Definice 4.7. SloZeni (kompozice) relaci R a S.
Necht R C Ax B a S C B x C jsou bindrni relace. SloZen/ relaci R a S
(v tomto potadil) je relace S o R C A x C' definovana takto:

S o R = {(a,c) | existuje b € B takov¢, ze (a,b) € R, (b,c) € S}

A B C A C

SloZeni relaci &teme ,, R sloZeno s S* nebo (pozor na poradil) ,,S po R".
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Nékolik matematickych ptikladl skladani relaci nasleduje zde.

o Jeli « A={a,b}, B={1,2}, C={X,Y},
* R={(a,1),(b,1),(b,2)}, S={(1,X)},

pak sloZenim vznikne relace
x SoR={(a,X),(b,X)}.
e Slozenim funkci h(z) = 2% a f(z) = # + 1 na R vznikne funkce

(foh)(x) = f(h(z)) = 2® + 1.

e Slozenim té&chze funkci ,,naopak" ale vznikne funkce

(ho f)(z) = h(f(z)) = (z+1)%

Poznamka: Nep¥{jemné je, Ze v n&kterych oblastech matematiky (napf¥iklad v algebte
p¥i sklddani zobrazeni) se setkdme s pravé opalnym zdpisem skldddni, kdy se misto
So R pise R - S nebo jen RS.
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Tvrzeni 4.8. Necht R C Ax B aS C B x C jsou bindrni relace. Pak inverzi
sloZené relace S o R je relace

A B C

(SoR)™'= R 'os™L
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4.5 Skladani relaci ,,v praxi“

Priklad 4.9. Sklddani v relatni databazi studentd, jejich pfedméti a fakult.

Mé&jme dvé binarni relace — jednu R p¥it. studentiim MU kédy jejich zapsanych

predmétl, druhou S p¥it. kédy predmétll jejich materskym fakultdm.

student (uo) | predmét (kéd) predmét (kéd) | fakulta MU
121334 MAO10 MAO010 Fl

R- 133935 M4135 g 1BO0O Fl
© | 133935 IA102 IA102 Fl
155878 M1050 M1050 P¥F
155878 IBO0OO M4135 P¥F

Jak z t&chto ,,tabulkovych” relaci zjistime, ktefi studenti maji zapsané predméty
na kterych fakultdch (tfeba na FI)?

Jednd se jednoduse o sloZeni relaci S o R. V naSem ptikladé tfeba:

student (uo) | fakulta MU
121334 Fi
133935 FI
So 133935 PYF
155878 FI
155878 PYF O
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Zobecnéné skladani relaci

Definice: (skladani relaci vy33i arity): M&me relace 7' C Ky x Ko X - -+ X K},
alU C Ly x Ly x -+ x Ly, pfi¢emZ pro n&jaké m < min(k,?) plati L; =
Ki—my1, Lo = Ki_pmio, ..., Ly, = K. Pak relaci T' |ze sloZit s relaci U na
zvolenych m slozkadch Ly, ..., L, (,ptekryti") s pouzitim Definice 4.7 takto:
e Poloime A = Ky x-- XKy, B=L1X--XLpaC= Ly 1X---XLy.

e P¥islugné relace pak jsou

-,

* R:{(&’,b)eAxB|(al,...ak,m,bl,...bm)eT}a

-

x S = {(b,E) e BxC | (bl,...bm,chrl,...C[) € U}
e Nakonec pfirozené polozme U o,, T'~ S o R, takZze vyjde U o,, T' =

{(6,E)| ex. b€ B, %e (a1, Qp—m,b1,... b)) €T a (b1, ...bm, Cs1, ... Co) EU}.

Schematicky pro snadn&j&i orientaci:
T C Ky X X Kp_,, X Kk—m—&—lx"'XKk
U C Ly X+ XLy XLgpy1 X--- XLy

Uo,TC Kix-xKp_,, X X L1 X - X Ly
A B C
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Pt¥iklad 4.10. Skladani v relaéni databazi pasaZérii a letu u let. spole¢nosti.

Podivejme se na pfiklad hypotetické rezervace letl pro cestujici, relace T.
Jak zndmo (tzv. codeshare), letecké spoletnosti si mezi sebou ,d&li" mista
v letadlech, takZe rizné lety (podle kédi) jsou ve skutelnosti realizovany
stejnym letadlem jedné ze spolecnosti. To zase ukazuje relace U.

pasazér | datum let datum let letadlo
Petr 5.11. | OK535 5.11. OKb535 CSA
. | Pavel 6.11. | OK535 . | 51 | AF2378 CSA
Jan 5.11. | AF2378 " | 5.11. DL5457 CSA
Josef 5.11. | DL5457 6.11. OK535 | AirFrance
Alena 6.11. | AF2378 6.11. AF2378 | AirFrance

Ptdme-li se nyni, setkaji se Petr a Josef na palubé stejného letadla? P¥ipadnég,
¢i letadlo to bude? Odpovédi ndm da sloZeni relaci U oo T', jak je popsdno vyse.

pasazér letadlo
Petr CSA
UosT: | Josef CsSA
Pavel AirFrance
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