8 Prochazeni a zpracovani grafi

Nyni se hloubgji podivame na grafy z programatorské perspektivy: podivdme se na
obecné schéma prochazeni grafu, které je zakladem mnoha uZite¢nych algoritml na
grafech. Poté se hloubg&ji zamé&¥Fime na dvé specifické grafové tlohy — hledani nejkratsi
cesty a minimalni kostry.

Struény piehled lekce
* Obecné schéma prochazeni a jednoduchého zpracovani grafu.
* Nejkratsi cesta v grafu a Dijkstriv algoritmus.

* Minimalni kostra grafu a jeji zdkladni algoritmy.
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8.1 Jak obecné projit souvisly graf

Metoda 8.1. Schéma algoritmu pro prochazeni grafem
Pro vytvoreni co nejobecnéjsiho schématu si pomiiZeme nasledujicimi:

e Vrchol grafu: md jeden ze stavd . ..
« po&atedni (inicia&ni) — ten dostane na za¥atku,
* nalezeny — implicitni stav poté, co jsme jej pfes nékterou hranu nalezli
(a odlozili ke zpracovani pozdgji),
% zpracovany — poté, co jsme uZ probrali vSechny hrany z n&j vychazejicf,

* (pFip. jeSté stav , post-zpracovany”, po dokon&eni viech ndslednikil).

e Uschovna: je pomocna datova struktura (mnoZina s dodatednymi atributy),

* udrzuje odloZené, tj. nalezené a jest&€ nezpracované vrcholy, volitelné
spolu s dodate¢nou specifickou informaci.

e Zplsob, kterym se vybiraji vrcholy z ischovny ke zpracovani, uréuje variantu
algoritmu prochdzeni grafu.

e V prohledavanych vrcholech a hranach se volitelné provadéji dodate¢né pro-
gramové akce pro zpracovani naseho grafu.
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Algoritmus 8.2. Generické prochazeni souvislé komponenty G grafu

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychdazejicich
hran z kaZdého vrcholu, plus p¥ipadné ohodnoceni.

e Vybereme lib. potatek prohledavani v € V(G); dschovna U < {u}.

e Dokud U # (), opakujeme:
« Zvolime libovoln& v € U; odebereme U < U \ {v}. )

*

Pokud stav(v) = zpracovany, vracime se na start cyklu. *)
P¥ipadn& provedeme libovolnou akci ZPRACUJ(v).
« Pro v8echny hrany f € E(G) vychdzejici z v provedeme:

*

— Necht w je druhy konec hrany f = vw;
— pokud stav(w) # zpracovany, odloZzime U < U U {w}. (**)

« stav(v) <— zpracovany; na start cyklu.

e Souvisld komponenta G uréend v je celd prohledand a zpracovana.

VSimnéte si, Ze v bodé& (**) obecn& miiZe dochazet k ndsobnému ukladani, coz
v prakt. implementaci ¢asto obejdeme pouhou zménou stavu vrcholu v U.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2016 FI: IB000: Prochdazeni grafu



Konkrétni ukazka jednoduchého prohledani

Pr¥iklad 8.3. Ukadzka priichodu ndsledujicim grafem z vrcholu a do S$i¥ky, tj. podle
Algoritmu 8.2 s implementaci tschovny jako fronty vrcholi (, first in, first out™).
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Znalkeni v prohleddvaném grafu: barevné aktudln& zpracovdvany vrchol a jeho hrany
objevujici nové vrcholy, krouzkem a plnou &arou jiz zpracované vrcholy a hrany.
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Nékteré varianty prochazeni grafu

Jak je vlastn& proveden krok (!); ,,Zvolime libovoln& v € U"?

Pravé tato volba zdsadné preduréuje vyslednou podobu prochdzeni grafu G a
okruh odpovédi, které je schopen algoritmus vypoditat. V nasem textu se blize
zabyvdme pouze nasledujicimi jednoduchymi variantami:

e Prochdzeni , do 3itky", znamé pod zkratkou BFS — tschovna U je imple-
mentovana jako fronta, neboli je voleno v € U od prvnich vrcholl vloZzenych
do U. Casto se pouziva v situacich, kdy konkrétni potadi volby v € U nenf
dilezité, jako napfiklad pFi vypsani souvislych komponent grafu.

e Dijkstriiv algoritmus pro nejkratsi cesty v grafu — z Gschovny vybirdme vzdy

YV

vrchol nejblizsi (dosud uréenou celkovou vzdalenosti) k po¢ate¢nimu w.
e Jarnikiv algoritmus pro minimalni ,propojeni” grafu (jeho kostru) —

z tschovny vybirdme vZzdy vrchol nejblizsi k jiZ zpracované &asti grafu.

Poznamka: Jarnikiv algoritmus se ve sv&tové literatute se obvykle pFipisuje Ameri¢anu
Primovi, ktery jej v8ak objevil a publikoval aZ skoro 30 let po Jarnikovi.
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Prochazeni do Sitky a do hloubky

Pro jen letmou ukdzku vyrazné odli¥ného zplsobu prochazeni grafu se podivime na
zékladni prochazeni do hloubky (zndmé pod zkratkou DFS). Zjednodusen& ¥eteno,
DFS ziskame, pokud v Algoritmu 8.2 implementujeme dschovnu U jako zdsobnik,
avdak musime korektn& zpracovat ndsobné ukladani tého? vrcholu (posune k vrcholu
zasobniku). Rozdil mezi BFS a DFS pak jednoduse ilustruji tyto obrazky tzv. stromi
prochdzeni (sestdvaji z hran, kterymi byly objeveny nové vrcholy grafu):

BFS DFS
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8.2 Vzddlenost v grafu

Definice 8.4. Vzdalenost d¢(u,v) dvou vrchold u,v v grafu G
je dana délkou nejkratsi cesty mezi v a v v G.
Pokud cesta mezi u,v neexistuje, je vzdalenost definovana dg(u,v) = co.

Neformalné Yeceno, vzdalenost mezi u, v je rovna nejmensimu poc¢tu hran, které musime
prekonat, pokud se chceme dostat z u do v. Specidln& vzdy plati dg(u,u) = 0.

Fakt: V neorientovaném grafu je vzddlenost symetrickd, tj. dg(u,v) = dg(v,u).

Lema 8.5. Vzddlenost v grafech spliiuje trojihelnikovou nerovnost:

Vu,v,w e V(G) : dg(u,v) +dg(v,w) > dg(u,w).
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BFS a zjisténi vzdalenosti

Jak nejsnadnéji uréime vzdélenost v grafu? Stadi si povS§imnout hezkych vlast-
nosti prochdzeni grafu do $itky.

Véta 8.6. Algoritmus prochdzeni grafu do Sitky Ize pfimo pouZit pro vypocet
grafové vzddlenosti z daného vrcholu .

e Toto je pomérné jednoducha aplikace, kdy pocateénimu vrcholu u p¥itadime
vzddlenost 0, a pak vZzdy kazdému dalSimu nalezenému vrcholu v p¥ifadime
vzdalenost o 1 vé&tsi nez byla vzdalenost vrcholu, ze kterého byl nalezen.

Diikaz se opird o nasledujici tvrzeni:
* Necht wu,v,w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, Ze dg(u,v) <

de(u,w). Pak p¥i algoritmu prochdzeni grafu G do 3itky z vrcholu u je
vrchol v nalezen dfive neZ vrchol w.

V dikaze postupujeme indukci podle vzdalenosti dg (u,v). .. O
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8.3 Hledani nejkratsi cesty

Definice: Vazeny graf je graf GG spolu s ohodnocenim w hran redlnymi &isly
w:EG)—R.

Kladné vazeny graf (G,w) je takovy, Ze w(e) > 0 pro vSechny hrany e.

Definice 8.7. (vaZena vzdalenost) Mé&jme (kladn&) vaZeny graf (G, w).
VazZenou délkou cesty P je

Q5P =3 i 0O

ViaZzenou vzdalenosti v (G, w) mezi dvdma vrcholy u,v pak je

dé(u,v) = min{d&(P) : P je cesta s konci u, v} .

Lema 8.8. VdZend vzdilenost v nezaporné vaZenych grafech (i orientovanych
grafech) spliiuje trojihelnikovou nerovnost.
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Ptiklad 8.9. Podivejme se na nasledujici ohodnoceny graf (&isla u hran udavaji
Jejich vahy—délky.)

S

a ° b
c

Vzdalenost mezi vrcholy a,c je 3, stejné tak mezi b,c. Co ale mezi a,b?  Je
jejich vzdalenost 67 Kdepak, vzddlenost a,b je 5, jeji cesta vede po ,hornich*
vrcholech, jak je vyznaéeno.

Povsimnéte si, Ze tento ptiklad zdroven ukazuje, Ze postup prohleddvanim do
Sitky neni korektni pro hledani vzdalenosti ve vaZzeném grafu. O
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Problém nejkratsi cesty

Jedn3d se patrné o nejznaméjsi ,,grafovy” problém v praktickych aplikacich, jenz
nalezneme od vyhledavani dopravnich spojeni, GPS navigaci, planovani pohybi
robota, az po tfeba rozhodovaci systémy.
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Dijkstriiv algoritmus

Algoritmus 8.10. Hledani nejkratsi cesty mezi v a v v kladné vaz. grafu.

e Vstup: Souvisly graf G, dany seznamem vrcholid a seznamy vychéazejicich
hran z kaZdého vrcholu, plus vdhy w hran. Po¢ate¢ni vrchol u a koncovy v.

e Uschovna U + {(u, d(u) =0)}.
e Dokud U # (), opakujeme:
« Zvolime (x, d(x)) € U takové, Ze d(x) je minimdlni.
Odebereme U + U\ {(z, d(z))}.
* Pokud x = v, algoritmus mize skontit.

« Pro v8echny hrany f € E(G) vychézejici z x provedeme:

— Necht y je druhy konec hrany f = zy;
a necht d'(y) = d(z) + w(f) (novd cesta do y pres z).

— Pokud (y, d(y)) € U, nebo (y, d(y)) € U pro d(y) > d'(y),

odlozime U« (U\ {(y.d(y))}) U{(y, d(y))}
(vyména za novou, lepsi do€asnou vzdalenost do y).

e Vystup: d(v) udavd vézenou vzdélenost z u do v.
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Klicem k pochopeni &innosti Dijkstrova algoritmu je ,uvidét”, Ze v kazdé jeho
fazi jsou spravné nalezeny vSechny nejkrat$i cesty z u vedouci po zpracovanych
vrcholech. Postupem prohledavani grafu se tak jednou dostaneme aZ k uréeni

spravné vzddlenosti cile v.

Pt¥iklad 8.11. Ukdzka b&hu Dijkstrova Algoritmu 8.10 pro nalezeni nejkratsi
cesty mezi vrcholy u,v v ndsledujicim vaZeném grafu.
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Dikaz spravnosti

Véta 8.12. Dijkstriv Algoritmus 8.10 pro kladné vaZeny graf (G,w) vZdy

Y7

spravné najde nejkratsi cestu mezi danymi vrcholy u,v.

Dukaz vede pres nasledujici zesilené tvrzeni indukci:

e V kazdé iteraci Algoritmu 8.10 hodnota d(x) uddvd nejkratsi vzdélenost
z vrcholu u do x pFi cesté pouze po uZ zpracovanych vnitfnich vrcholech.

V bazi indukce dovolujeme pouze cesty pouZivajici v a x, tj. jen hrany vychdzejici
z u. Ty jsou v prvni iteraci algoritmu probrany a jejich délky ulozeny do U.

V kaZzdém dalsim kroku je vybran jako vrchol x ke zpracovani ten, ktery ma
ze v8ech nezpracovanych vrcholi nejkratsi nalezenou vzdélenost od pocatku w.
V tom okamZiku je d(z) platnou vzddlenosti do z, nebot jakdkoliv cesta p¥es
jiny nezpracovany vrchol nemiiZe byt kratsi diky nezdpornosti vah w.

Z toho pak vyplyva, Ze zpracovani vrcholu = spravné upravi do¢asné vzdalenosti
odlozené do U. Diikaz indukci je hotov. O
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8.4 Problém minimalni kostry

V tomto pFipadé nebudeme hledat nejkratsi spojeni mezi dvojici vrcholi, ale
mezi v8emi vrcholy najednou — této Uloze se ¥ikd minimaini kostra neboli MST
(,,minimum spanning tree").
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V ndvaznosti na Oddil 7.4 definujeme toto:

Definice: Podgraf 1" C G souvislého grafu G se nazyva kostrou, pokud
* T je stromem a

« V(T) =V(G), neboli T' propojuje v3echny vrcholy G.

Vahou (délkou) kostry 7' C G vazeného souvislého grafu (G, w) rozumime
d%(T) = ZeeE(T) wle).

Definice 8.13. Problém minimalni kostry (MST) ve vaz. grafu (G,w)
hledd kostru 7' C GG s nejmen3i moZnou vahou (p¥es viechny kostry grafu 7).

Problém minimalni kostry je ve skutenosti historicky lzce svdzan s jizni Moravou
a Brnem, konkrétné& s elektrifikaci jihomoravskych vesnic ve dvacéatych letech! Pravé
na zakladé tohoto praktického optimaliza&niho problému brnénsky matematik Otakar
Boriivka jako prvni podal ¥eSeni problému minimalni kostry v roce 1926.
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Hladové feSeni minimalni kostry

3 4 3
3 2 1
1 2 1
1 2
1 4 2

Metoda 8.14. Hladovy postup pro minimalni kostru grafu (G, w).
Méjme ddn souvisly vaZeny graf G s ohodnocenim hran w.

e Sefadime viechny hrany G jako E(G) = (e1,ea,...,¢ey) tak, Ze w(ey) <
w(eg) < -+ <wl(epy).

e Inicializujeme prazdnou kostru 7' = (V(G),0).

e Pofadé pro: =1,2,...,m provedeme nasledujici:

« Pokud T + e; nevytva¥i kruznici, tak E(T) < E(T') U {e;}.
(Neboli pokud e; spojuje riizné komponenty souvislosti dosavadniho 77)

e Na konci 7" obsahuje minimalni kostru grafu G.
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UkaZeme si postup hladového algoritmu pro vyhledani kostry vySe zakresleného grafu.
Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4.

V obrazku pribéhu algoritmu pouzivame tlusté &iry pro vybrané hrany kostry a
te¢kované &ary pro zahozené hrany. Hrany ted postupné& p¥iddvdme do kostry / za-

hazujeme. ..
3 4 3 3 4 3
s\ 3 2 1 s 3 2 1/
1 > 2 1 "2
1% 2 IS 2 :
. S, ]
Ay L)
. . N
1 4 2 1 4 2

Ziskame tak minimalni kostru velikosti 1 +2+42+3+ 14142 = 12, kterd je v tomto
pripad& (ndhodou) cestou, na poslednim obrazku vpravo.
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Jarnikav (Primiv) algoritmus

Algoritmus 8.15. Hledani minimalni kostry ve vaz. grafu (G, w).
NiZe uvedend specifickd implementace prochdzeni grafu vyuZivd dschovnu
rozsitenym zpiisobem, kdy uklada i pFichozi hranu do vrcholu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholii a seznamy vychézejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus vdhy w hran.

e Vybereme lib. po&atek prohledavani u € V(G).
Uschovna U « {(u, 0)} a potateeni kostra T+ (V(G),0).
e Dokud U # (), opakujeme:
x Zvolime (z, €) € U takové, Ze w(e) je minimdlni (kde w(0) = 0).
Odebereme U < U \ {(:1:, e)}.
* Ptiddme E(T) < E(T) U {e} (nové hrana do budouci kostry).
« Pro v8echny hrany f € E(G) vychézejici z x provedeme:
— Necht y je druhy konec f = zy a f’ je takové, %e (y, f') € U.
— Pokud takové f’ neexistuje nebo w(f’) > w(f),

odloZzime U + (U\{(y, f’)}) U{(y, f)}

e Vystup: T udavd vyslednou minimalni kostru.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2016 FI1: 1B000: Prochazeni grafu



Nasleduje stru¢na ukazka pribéhu Jarnikova algoritmu.
3 4 3
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