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Intuice pro analyzu zdola nahoru

S —- XY
X — ab
Y - ¢C
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Nedeterministicka syntakticka analyza zdola nahoru

Veta 3.55. Necht G je libovolnd CFG, pak |ze zkonstruovat rozSireny PDA
R takovy, ze L(G) = L(R).

Dukaz. Vrchol zasobniku piSeme vpravo.
Konstruujeme rozSireny PDA R, ktery simuluje pravou derivaci v G
v obraceném poradi.

PDA R ma kroky dvojiho typu:

muze kdykoli nacist do zasobniku symbol ze vstupu

(redukce) je-li na vrcholu zasobniku retézec tvorici pravou stranu
néjakého pravidla v G, muze ho nahradit odpovidajicim levostrannym
neterminalem (a ze vstupu nic necte)
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Necht G = (N, %, P, S).
Polozme R = ({q,r}, X, NUZ U{L},d,q, L, {r}), kde L je nové pfidany
symbol a kde ¢ je definovana takto:

0(q,a,e) ={(qg,a)} provsechnaac X

je-li A — o pravidlo v P, pak /(q, ¢, a) obsahuje (g, A)

0(g,¢, LS) = 1(r,¢)}

IB102 Automaty, gramatiky a sloZitost, 7.11.2016 4/28



krok

vypoctu

odpovidajici pravidlo z G

(q, i+ixi, L) H-(q, +ixi,

— (
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Korektnost

S="aAy = xy < (q,xy,1) F-(q.y, LaA),
kde S =* aAy = xy je prava derivace a A je nejpravéj$i neterminal.

(=) indukci k délce odvozeni
(<) indukci k délce vypoctu

Pro A= S aa,y = ¢ dostavame:

S=*x < (g,x,1)F(qg,e LS) [Hr,e)}

“Vystupem?” je prava derivace v obraceném poradi. ]
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Efektivhost syntakticke analyzy

Nederministicky PDA — nedeterministicky algoritmus
—> exponencialni deterministicky algoritmus

Reseni:
m deterministicky algoritmus slozitosti O(n?), kde n = |w|
(algoritmus Cocke - Younger - Kasami)

m deterministické zasobnikové automaty
a deterministické bezkontextové jazyky

m linearni algoritmy pro specialni tridy deterministickych
bezkontextovych jazyku
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Vlastnosti bezkontextovych jazyku

Véta 3.58. (a 3.61.) Trida bezkontextovych jazykll (£») je uzaviena
vzhledem k operacim:

sjednoceni
zretézeni
iterace
pozitivni iterace

prunik s regularnim jazykem

Véta 3.60. Tiida bezkontextovych jazykd (£,) heni uzaviena vzhledem
K operacim:

prunik
doplnék
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Sjednoceni

L1 je generovan CFG Gy = (N4, %4, P1,S1) a
L2 je generovén CFG Go = (NQ, Y o, P2, Sg)

Bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokladat Ny N No = .

Definujeme G = (Ny UN> U {S}, X1 UXo, P, S), kde S je novy symbol a

P:P1UP2U{S%S1,S%SQ}.

Kazda derivace v G zacne pouzitim bud S — S; nebo S — S,. Podminka
N; N N> = () zarudi, ze pii pouziti S — Sy (resp. S — S») Ize v dalSim
derivovani pouzivat jen pravidla z P4 (resp. P»).

Jazyk L = Ly U L, je generovan gramatikou G.
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Zretezeni

L1 je generovan CFG G1 = (N1, X1, Py, S1) a
L, je generovan CFG Go = (N, X5, Po, So).

Bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokladat Ny N No = (.

Definujeme G = (Nt UN> U {S}, X1 U5, P, S), kde S je novy symbol a

P = P; UPQU{S%SVSQ}.

Jazyk L = L4.L, je generovan gramatikou g.
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Iterace a pozitivni iterace
L1 je generovan CFG G1 = (N, X1, Py, S1).

Definujeme G = (Ny U {S}, X4, P, S), kde S je novy symbol a

P—P,U{S—SS | ¢l

Jazyk L = L} je generovan gramatikou gG.

Definujeme G = (N; U {S}, X1, P, S), kde S je novy symbol a

P—P,U{S =SS | S

Jazyk L = L je generovan gramatikou G.
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Korektnost konstrukce pro iteraci

Dokazeme L(G) = Lj.
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Prunik a doplnek

Ly ={a"b"'c™ | mn>1} Lo={a"b’c™ | mn>1}
Oba tyto jazyky jsou CFL.

Kbyby L, byla uzavrena vzhledem k operaci pruniku, pak by i
LiNL,=4{a"b"c" | n > 1} musel byt bezkontextovy, coz v§ak neni.

Neuzavrenost L, vUci doplnku plyne z jeji uzavrenosti na sjednoceni,
neuzavrenosti na prunik a z De Morganovych pravidel:

L1N Ly, =co—(co—LyUco—Ly),

tj., kdyby L> byla uzavrena na doplnék, musela by byt uzavrena i na
prunik, coz vsak neni.
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Protipriklad k uzavrenosti na doplnek

L={ww|we{a b}*} neni CFL.
co—L je CFL.
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Prunik s regularnim jazykem

L = L(P), kdePJe PDA P = (Q1,Z,r,51,q1,ZO,F1)
R = L(A), kde A je deterministicky FA A = (Qo, X, b2, Go, F>)

Sestrojime PDA P’ takovy, ze L(P’') = LN R.

7), — (07 Z) r7 57 qO7ZO7 F)! kde
m Q= Q1 X 02

® Qo= (g1, Q)
mF=FxF

mo:prokazdéepe Qi,ge Q,ac L U{e}, Z €T plati:

5P, q),a,Z) = {({P,q),7) | (P,7) €d1(p,a,Z)ads(q,a)=q}

Zrejme plati w € L(P') <= w e L(P)NL(A).
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Rozhodnutelné problémy pro bezkontextove jazyky

Problém prislusnosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G a slovo w
rozhoduje, zda w € L(G) Ci nikoliv.

Problém prazdnosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) = 0 Ci nikoliv.

Problém konecnosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) je konecny Ci nikoliv.
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Konecnost

Veéta 3.68. Ke kazdé CFG G Ize sestrojit Cisla m, n takova, Zze L(G) je
nekonecny prave kdyz existuje slovo z € L(G) takove, ze m < |z| < n.

Dukaz. Predpokladejme, Ze G je v CNF.

Necht p, g jsou Cisla s vlastnostmi popsanymi v Lemmatu o vkladani.
Polozme m=pan=p+q.

(<) Jestlize z € L(G) je takové slovo, ze |z| > p, pak existuje rozdeleni
z = uvwxy spliiujici vx # ¢ a uv'wx'y € L(G) pro v8echna i > 0.
Tedy jazyk L(G) obsahuje nekonetné& mnoho slov tvaru uv'wx'y, je
tedy nekonecny.
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(=) Necht L(G) je nekonecCny. Pak obsahuje i nekonecné mnoho slov
délky vetsi nez p — tuto mnozinu slov oznacme M. Zvolme z M
libovolné takoveé slovo z, které ma minimalni délku a ukazme, ze
musi platit p < |z| < p+ q.

Kdyby |z| > p + g, pak (opet dle Pumping lemmatu pro GFL) Ize

Z psat ve tvaru z = uvwxy, kde vx # ¢, l[vwx| < ga uv'wx'y € L(G)
pro vSechna / > 0.

Pro i = 0 dostavame, Ze uwy € L(G) a soucasne |uwy| < |uvwxy|.
Z nerovnosti [uvwxy| > p+ g a |vwx| < g plyne, ze

luwy| > (p+q) — g = p. Tedy uwy € M, coz je spor s volbou z jako
slova z M s minimalni délkou. Celkem tedy musi byt |z| < p+q. [
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Vlastnost sebeviozeni

Definice 3.70. Necht G = (N, X, P, S) je CFG. Rekneme, Zze G ma
vlastnost sebevlozeni, jestlize existuji Ac Na u,v € X takova, ze
A =T UAv.

CFL L ma vlastnost sebevlozeni, jestlize kazda bezkontextova
gramatika, ktera jej generuje, ma vlastnost sebevlozeni.

Veta 3.71. CFL L ma vlastnost sebevlozeni, pravé kdyz L neni regularni.

Dukaz. Viz skripta.
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Nerozhodnutelné problemy
pro bezkontextove jazyky

Problém regularity

Neexistuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) je regularni Ci nikoliv.

(Tedy neni rozhodnutelné, zda L(G) ma vlastnost sebevlozeni Ci nikoliv.)

Problém univerzality
Neexistuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) = X* Ci nikoliv.

Problémy ekvivalence a inkluze také nejsou rozhodnutelné (plyne
z nerozhodnutelnosti problému univerzality).
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Deterministicke zasobnikove automaty

Definice 3.72. Rekneme, ze PDA M = (Q,X.T,6, gy, 2, F) je
deterministicky (DPDA), jestlize jsou splnény tyto podminky:

provsechna g € Qa Z < I plati:
kdykoliv 6(q,¢,Z) # 0, pak §(qg,a,Z) = () pro vSechna a € &

prozadné g€ Q, Z €I aa < ¥ U{e} neobsahuje é(q, a, Z) vice nez
jeden prvek

Rekneme, Ze L je deterministicky bezkontextovy jazyk (DCFL), pravé
kdyz existuje DPDA M takovy, ze L = L(M).
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Vlastnosti deterministickych
bezkontextovych jazyku

Véta 3.82. Trida DCFL je uzaviena na doplnek.

Intuice: DPDA ma nad kazdym slovem prave jeden vypocet. Pro dopinek
staCi zameénit koncové a nekoncové stavy.

Komplikace 1: DPDA nemusi docist vstupni slovo do konce, protoze se
vyprazdni zasobnik nebo prechod neni definovan.

Reseni:
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Komplikace 2: DPDA nemusi docist vstupni slovo do konce, protoze
prestane Cist vstup a neustale provadi e-kroky pod kterymy zasobnik
neomezene roste.

Reseni: s=|Q|, t=]I|
r=max{ly| | (p’.7) €d(p.e,Z), p,p € Q, Z €T}

zasobnik neomezeneé roste pri e-krocich <= béhem posloupnosti
e-kroku jeho délka vzroste ovice nezr-s-t
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Komplikace 3: DPDA nemusi docist vstupni slovo do konce, protoze
prestane Cist vstup a neustale provadi e-kroky pod kterymy zasobnik
neroste neomezene, tj. po jistém poctu kroku se jeho obsah opakuje.

Redeni: s=|Q|, t=1I
r=max{ly| | (p',7) €d(p.e.Z), p,p € Q, Z T}

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 7.11.2016 24/28



Komplikace 4: DPDA docte slovo, ale pak pod e-kroky prochazi koncové
| nekoncoveé stavy (ij. néktera slova jsou akceptovana puvodnim DPDA
| DPDA se zaménénymi koncovymi stavy).

Reseni:
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Prunik a sjednoceni
Véta. Trida DCFL neni uzaviena na prunik.

Dukaz. L; = {a"b"c™ | mn>1}al, ={a"b"’c™ | m,n> 1} jsou
DCFL, ale Ly N Lo = {a&"b"c" | n > 1} neni ani bezkontextovy.

Veta. Trida DCFL je uzaviena na prunik s regularnim jazykem.

Véta. Trida DCFL neni uzaviena na sjednoceni.

Dukaz. Plyne z uzavrenosti na doplhek, neuzavrenosti na prunik a
z De Morganovych pravidel:

L1 N Ly =co—(co—LyUco—Ly)
(Z uzavrenosti na sjednoceni by plynula uzavrenost na prunik.)
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Vztah deterministickych a nedeterministickych CFL

Veta. Trida DCFL tvofi vlastni podtridu tridy bezkontextovych jazykda.
Zejmeéna existuji bezkontextoveé jazyky, které nejsou DCFL.

Priklad. Jazyk co—{ww | w € {a, b}*} je CFL, ale neni DCFL.
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Aplikace (deterministickych)
bezkontextovych jazyku

m syntaxe programovacich jazyku je definovana pomoci CFG
(dobre uzavorkované vyrazy, if—-then—else konstrukty)

m DTD (Document Type definition) umoznuje definovat bezkontexové
jazyky — vyuziti ve znackovacich jazycich (HTML, XML,...)

m nastroje pro tvorbu parseru/prekladacu vyuzivaji ruzné algoritmy pro
linearni deterministickou syntaktickou analyzu:
LALR(1) - Yacc, Bison, javacup
LL(k) - JavaCC, ANTLR
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