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XKCD: Tabletop Roleplaying

YOUR PARTY ENTERS THE TAVERN.

T GATHER EVERYONE AROUND
A TABLE. I HAVE THE ELVES
SIART WHITTLING DICE AND
GET OUT SOME PARCHMENT
FOR CHARACTER SHEETS.

\ HEY, NO RECURSING.

/

https://xkcd.com/244/

)
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To iterate is human, to recurse divine. (L. Peter Deutsch)
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@ pouziti funkce pfi jeji vlastni definici

@ volani sebe sama (s jinymi parametry)

«0O0» «F»r <«

« =)

Do
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Sebereference

FRACTION OF AMOUNT OF LOCATION OF
THIS INAGE BLACK INK, BUACK. INK. IN
WHICH 1 WHITE. B8Y PANEL: THIS INAGE:
FRACTION OF

THIS IMAGE

WHOH IS BUACK, | 2 3

https://xkcd.com/688/
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Sebereferenéni test

© Které pismeno neni spravnou odpovédi na zadnou otazku:

(A)A (B)C (C)B

@ Odpovéd na 3. otdzku je:
(A) stejnd jako na 1. otdzku (B) stejnd jako na 2.
otazku (C) jinad nez odpovédi na 1. a 2. otazku

© Prvni otadzka, na kterou je odpovéd A, je otdzka:

(A)1 (B)2 (€)3

Hlavolamikon

6
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Pirati

@ 5 piratd si déli poklad: 100 minci

@ nejstarsi pirat navrhne rozdéleni, nasleduje hlasovani

@ alespon polovina hlasti = rozdéleno, hotovo

@ jinak = navrhujici pirat zabit, pokracuje druhy nejstarsi
(a tak déle) (rekurze!)

@ priority

@ prezit
@ mit co nejvice minci
© zabit co nejvic ostatnich pirdt

slozitéjsi varianty: 6 piratd a 1 mince, 300 pirdtd a 100 minci
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Rekurze a sebereference

Rekurze a sebereference — klicové myslenky v informatice

nékteré souvislosti:
@ matematickd indukce
e funkciondlni programovani
@ rekurzivni datové struktury
@ gramatiky
@ logika, nelplnost

@ nerozhodnutelnost, diagonalizace
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... nejen v informatice

M. C. Escher; Drawing Hands, 1948

Godel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid; Douglas
Hofstadter

DA
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Rekurze a Gvodni programovani

@ uvedené aplikace rekurze a sebereference Casto pomérné
narocné

@ hodi se poradné pochopit rekurzi na Grovni
jednoduchych programi

@ bezprostredni ndvaznost — Algoritmy a datové struktury
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nt=1-2---(n—1)-n

1 k B
f(n):{ pokud n

n-f(n—1) pokud n>1

it
v

Q>
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def fact(n):

f=1

for i in range(l,n+1):
f =11

return f

«0O0» «F»r <«

i
it
it
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i)



def fact(n):
if n == 1: return 1

else: return n * fact(n-1)

«O0)>» «F)» « =>»

« =)

Do
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1 24
4 * fact (3
NN
3 % Jfact(2
2 % ct (1

» 2 owac
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Vymyslete funkci, ktera:

@ vypise ¢isla od 1 do N

@ pomoci rekurze — bez pouziti cykld for, while

«40>» «F»r «=)>» 4
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Vymyslete funkci, ktera:

@ vypise Cisla od 1 do N

@ pomoci rekurze — bez pouziti cykld for, while
def sequence(n):
ifn > 1:

sequence(n-1)
print(n)

«O0» «F»r « =)

=

Do
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def test(n):
print(n)
ifn > 1:
test(n-1)
print(-n)

test(5)

«O)>» «F»r «

i
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test(3)

3 teSt( 2 )

2

-3
teSt(1 )

Tl
it
v

Q>
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def even(n):
print("even", n)
odd(n-1)

def odd(n):
print("odd", n)
ifn > 1:

even(n-1)

even(10)

«0O0» «F»r <«

i
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Rekurzivni stromecek
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nakreslit stromecek znamena:
@ udélat stonek

@ nakreslit dva mensi stromecky (pootocené)
@ vratit se na plvodni pozici

«0O0» «F»r « =

> <

Do
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def tree(delka):

forward(delka)

if delka > 10:
left (45)
tree(0.6 * delka)
right (90)
tree(0.6 * delka)
left(45)

back(delka)

«O> «F>» «=)r» «=)» = QR



Podoby rekurze, odstranéni rekurze

@ koncova rekurze (tail recursion)
e rekurzivni volani je posledni pfikaz funkce
e napr. uvedend funkce pro faktorial
e Ize vesmés pfimocare nahradit cyklem

@ ,plnd" rekurze

»zanorujici se" volani

napt. stromecek

Ize prepsat bez pouziti rekurze za pouziti zasobniku

(-]
(]
(-]
e rekurzivni podoba ¢asto vyrazné elegantnéjsi
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Hanojské véze aneb O konci svéta

video:

@ http://www.fi.muni.cz/"xpelanek/IB111/hanojske_veze/

@ https://www.youtube.com/watch?v=8yaoED8jc8Y
klaster kdesi vysoko v hordch u mésta Hanoj
velkd mistnost se tfemi vyznacenymi misty
64 rGzné velkych zlatych diski

podle véstby maji mnisi presouvat disky z prvniho na treti
misto

a az to dokondi ...
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http://www.fi.muni.cz/~xpelanek/IB111/hanojske_veze/
https://www.youtube.com/watch?v=8yaoED8jc8Y

Hanojské véze: pravidla

e N diskd riznych velikosti naskladanych na sobé
@ vzdy mize byt jen mensi disk poloZzen na vétSim
@ moznost presunout jeden horni disk na jiny kolicek

@ cil: presunout vSe z prvniho na treti

25 /69



Al Lol

Mmi”ﬁrﬂ H‘

Q>
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>>> SOlVG(3, uAn, "B", ncn)
A ->B
A >

= Q Q= W
1
\%
W= waan

«0O0» «F»r <«

i
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def solve(n, start, end, auxiliary):
if n ==

print(start, "->", end)
else:
solve(n-1, start, auxiliary, end)

solve(l, start, end, auxiliary)

solve(n-1, auxiliary, end, start)

DA
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Do
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Stav Glohy, reprezentace

@ stav Ulohy = rozmisténi disk(i na kolicich
@ disky na koliku A — seznam
o celkovy stav:

e 3 proménné, v kazdé seznam — nepékné
e seznam seznamd, koliky interné zna¢ime 0, 1, 2

e priklad stavu (6 diskd): [[4], [5, 2, 1], [6, 3]]
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Reseni vCetné vypisovani stavu

def solve(n, start, end, aux, state):

if n==1:
disc = statel[start].pop()
state[end] . append(disc)
print_state(state)

else:
solve(n-1, start, aux, end, state)
solve(l, start, end, aux, state)
solve(n-1, aux, end, start, state)

def solve_hanoi(n):
state = [ list(range(n,0,-1)), [1, [1 ]
print_state(state)
solve(n, 0, 2, 1, state)
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def print_state(state):
print(state)
print("--")

def print_state(state):
for i in range(3):

print ("Peg", chr(ord(’A’)+i), statel[i])
print("--")

(Or «Fr «=r «=r» E VQQE



for y in range(n+1):

sum([ len(s) for s in state 1)
line = ""

for peg in range(3):
for x in range(-n+l, n):
if len(statelpegl) > n-y and

abs(x) < statel[peg] [n-y]:
line += "x"
else:

line += " "
line += "

print(1line)

print ("-"*(n*6+1))

def print_state(state):
n =

DA
33/69



Sierpinského fraktal

rekurzivné definovany geometricky Gtvar

A La



Sierpinského fraktal

ANNNANNANNANNANNNANANANAN

35
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def sierpinski(n, length):
if n ==
triangle(length)
else:

for i in range(3):
sierpinski(n - 1, length)

forward((2 ** (n - 1)) * length)
right (120)

«O0» «F»r « =)

=

Do
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ly

Dalsi podobné frakta
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@ tutor.fi.muni.cz, Uloha Robotanik
@ jednoduché , grafické” programovani robota
o tézsi priklady zaloZeny na rekurzi

@ vizualizace pribéhu ,vypoctu”, zanorfovani a vynorovani z
rekurze

«0O0» «F»r <«

it
-


tutor.fi.muni.cz

rekurze jako , pamét”

et e e
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BATRAIRANR TR TR ATRANR ANR ANR AR ANR ARR ARR AN

HEE 85 X
3 T

Fl] |
F2l |l ][]

«0O» «Fr «=)r « =) = QR
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Pokryvani plochy L kostickami

@ mrizka 8 x 8 s chybéjicim levym hornim polem
@ Ukol: pokryt zbyvajici policka pomoci L kosticek
@ rozsireni:

e rozmér 2" x 2"
e chybéjici libovolné pole
e obarveni 3 barvami, aby sousedi byli riizni

41 /69



Ukazky reseni

42 /69



Reseni

@ rozdélit na Ctvrtiny
@ umistit jednu kostku

@ rekurzivné aplikovat reseni na jednotlivé ¢asti
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Premysleni o funkcich (rekurzivnich obzvlast)

obecné pro funkce:

@ ujasnit vstupné-vystupni chovani nez za¢nu psat funkci
rekurzivni funkce:
@ ujasnit vstupné-vystupni chovani nez za¢nu psat

@ pri psani funkce predpokladam, ze mam jiz funkci hotovou
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>>> reverse("star wars")
’sraw rats’

> <

Do
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>>> reverse("star wars")
’sraw rats’

def reverse(s):
if len(s) <= 1: return s

return reverse(s[1:]) + s[0]

«O> «F>» «=)r» «=)»

Do
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Co déla nasledujici funkce (vstup je fetézec)?
def magic(s):

if len(s) <= 1: return s

return magic(s[1:])

«0O0» «F»r <«
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v
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Seznam vnorenych seznamil

Seznam Cisel a vnorenych seznamii &isel (SCAVSC) je seznam,
ktery obsahuje ¢isla nebo SCAVSC.

rekurzivni datova struktura
1=1[1[2, 8], 4, [3, [1, 7], 6], [2, 4]1]

Jak vypocitat soucet vsech Cisel?
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def nested_list_sum(alist):
total = 0

for x in alist:

if isinstance(x, list):

total += nested_list_sum(x)
else:

total += x
return total

«40>» «F»r «=)>» 4
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Priklady pouziti rekurze v informatice

Euclidiv algoritmus — NSD
vyhledavani opakovanym pllenim
fadici algoritmy (quicksort, mergesort)
generovani permutaci, kombinaci
fraktaly

prohledavani grafu do hloubky

gramatiky
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def nsd(a,b):
if b == 0:
return a

else:

return nsd(b, a % b)

«0>» «F»r « =) 4

it
-
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@ hra na 20 otazek

@ hledani v seznamu

@ hledani v bindrnim stromu

«0O0» «F»r <«

> <

Do
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Vyhledavani: rekurzivni varianta

def binary_search(value, alist, lower, upper):

if lower > upper:

return False
mid = (lower + upper) // 2
if alist[mid] < value:

return binary_search(value, alist, mid+1, upper)

elif alist[mid] > value:

return binary_search(value, alist, lower, mid-1)

return True
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@ quicksort

e vyber pivota
o rozdél na mensi a vétsi

e zavolej quicksort na podcasti
@ mergesort

e rozdél na polovinu

e kazdou polovinu sefad pomoci mergesort
e spoj obé poloviny

«0O0» «F»r <«



Generovani permutaci, kombinaci

@ permutace mnoziny = vSechna mozna poradi
o priklad: permutace mnoziny {1,2,3,4}
e jak je vypsat systematicky?
o jak vyuzit rekurzi?
@ k-prvkové kombinace n-prvkové mnoziny = vSechny
mozné vybéry k prvki
e priklad: 3-prvkové kombinace mnoziny {A, B, C, D, E}
e jak je vypsat systematicky?
e jak vyuzit rekurzi?
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Kombinace

-G+

def combinations(alist, k):

if k == 0: return [ [] ]

if len(alist) < k: return []

output = [ ]

for comb in combinations(alist[1:], k-1):
comb . append (alist [0])
output .append (comb)

output.extend(combinations(alist[1:], k))

return output
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@ ne kazdé pouziti rekurze je efektivni
e Fibonacciho posloupnost (kralici):
h=1
h=1

fo = fo1 4 foz
11,235,813 21, 34, ...

@ Vi Hart: Doodling in Math: Spirals, Fibonacci, and Being a Plant

«O» «F

it
it
v
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def fib(n):

if n <= 2: return 1

else: return fib(n-1) + fib(n-2)

«0O0» «F»r <«
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fib(5)
VA T fib(4)
:'/fib(1) + fib(2) fib@) + fib3)
k | | ,/ | |

1 1 1

Jib(h) + @)

Q>
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@ Sachovnice N x N

@ rozestavit N dam tak, aby se vzdjemné neohrozovaly
@ zkuste pro N =4

pozn. specialni pfipad , problému splnéni podminek”

«0O0» «F»r « =

Er <

it
-

Do
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Problém N dam — reseni




Probléem N dam — algoritmus

@ ilustrace algoritmu backtracking
@ hrubd sila, ale ,,chytre”

@ zacneme s prazdnym planem, systematicky zkousime
umistovat damy

@ pokud najdeme kolizi, vracime se a zkousime jinou
moznost

@ prirozeny rekurzivni zapis
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Problém N dam — backtracking




Problém N dam — reprezentace stavu

@ pro kazdé pole si pamatujeme, zda na ném je/neni ddma
e dvourozmérny seznam True/False

@ pro kazdou damu si pamatujeme jeji souradnice
e seznam dvojic x;, y;

@ pro kazdy radek si pamatujeme, v kterém sloupci je ddma
e seznam Cisel (x;)
e nejvyhodnéjsi reprezentace
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def solve_queens(n, state):
if len(state) == n:

output (state)

return True
else:

for i in range(n):
state.append (i)

if check_queens(state):

if solve_queens(n, state): return True
state.pop()
return False

«0O0» «F»r « =)

« =)

Do
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Kdy se ohrozuji dvé damy?

Y, W

Y, W
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Kdy se ohrozuji dvé damy?

Yi

Y

X1 = X2
n=»y
X1 +y1=X+ )y
X1—=N=X2—)

66
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Problém N dam — reseni

def output(state):
for y in range(len(state)):
for x in range(len(state)):
if stately]l==x: print("X", end=" ")
else: print(".", end=" ")
print ()
print ()

def check_queens(state):
for y1 in range(len(state)):
x1 = stately1]
for y2 in range(yl+1l, len(state)):
x2 = statel[y2]
if x1 == x2 or xl-yl == x2-y2 or\
xl+yl == x2+y2:
return False
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Backtracking — dalsi priklady pouziti

e mnoho logickych Uloh:

e Sudoku a podobné dlohy
o algebrogramy (SEND + MORE = MONEY)

@ optimalizalni problémy (nap¥. rozvrhovani, planovéni)

@ obecny ,,problém splnéni podminek”
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Shrnuti

@ rekurze: vyuziti rekurze pro definici sebe sama

@ logické tlohy: Hanojské véze, L kosticky, ddmy na
Sachovnici

o fraktaly

@ aplikace v programovani: vyhledavani, razeni,
prohledavani grafu

@ klicova myslenka v informatice

nezapomerite na piraty
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