cvicenie

V toruse rozmerov n X n (t.j. zacyklenej mriezke) st na zaciatku zobudené
dva vrcholy. Napiste algoritmus, pomocou ktorého sa kazdy z nich dozvie
identifikdtor druhého s pouZitim O(n) sprév.

Ako sa Gloha zmeni, ak je komunikaéna siet hyperkocka?

Najdite asymptoticky optimalny (¢o do poétu sprav) algoritmus na volbu
$éfa v Gplnom bipartitnom grafe Kj, ,. Dokazte jeho zloZitost a optimalitu.

Najdite algoritmus na volbu $éfa v k-chorddlnom kruhu s pouzitim
O(n+ 7 log 7) sprav.

*

broadcasting a volba $éfa na (ne?)orientovanej hyperkocke s linedrnym
poctom sprav



routovanie

ciel: doruéovat srdvy medzi [ubovolnou dvojicou

modely ciele
> destination based > statické vahy (najkratsie cesty)
> splittable » dynamické vahy (hot potato)
> connections (wormhole) > deadlock
> buffering

v

selfish



najkratsie cesty

begin (* Initialize S to @ and D to @-distance *)
S:=02:
forall u, v do
if u = v then Dlu. v] :=0
else if uv € E then Du, v} := wy,
else Du, v] := oo :
(* Expand S by pivoting *)
while S # V do
(* Loop invariant: Yu, v : D[u, v] = d°(u, v) *)
begin pick w from V'\ S :
(* Execute a global w-pivot *)
forall v € V do
(* Execute a local w-pivot at u *)
forall v € V do
D[u, v] := min ( Du, v], Dfu, w] + D[w, v]) ;
S:=Su{w}
end (*Vu,v:Dlu, v]=d(u, v)*)
end



najkratsie cesty

var S, : set of nodes ;
D, : array of weights ;
Nb,, : array of nodes :
begin S, ;=@ :
forall v € V do
if v=u

then begin D, [v] := 0 : Nb,[v] := udef end
else if v € Neigh,
then begin D, [v] := w,. : Nb,[v] := v end
else begin D, [v] := oc ; Nb,[v] := udef end :
while S, # V do
begin pick w from V' \ S, :
(* All nodes must pick the same node w here *)
if u=uw
then “broadcast the table D,,"
else “receive the table D,
forall v € V do
if D,[w] + D,,[v] < D,[v] then
begin D, [v] := D, [w] + D[] :
Nby[v] := Nb,[w]
end :
Sy =8, U {w}
end
end



najkratsSie cesty

var S, : set of nodes ;
D, : array of weights ;
Nb,, : array of nodes ;

begin S, =0 ;
forall v € V do
ifv=u
then begin D, [v] := 0 ; Nb,[v] := udef end
else if v € Neigh,
then begin D, [v] := wy, ; Nb,[v] := v end
else begin D, [v] := o0 : Nb,[v] := udef end :
while S, # V do
begin pick w from V' \ S, ;
(* Construct the tree T, *)
forall € Neigh, do
if Nb,[w] = z then send (ys,w) to z
else send (nys,w) to z ;
num.rec, := 0 ; (* u must receive | Neigh, | messages *)
while num_rec, < |Neigh,| do
begin receive (ys,w) or (nys,w) message :
num.rec, = num-rec, + 1
end ;
if D,[w] < oo then (* participate in pivot round *)
begin if u # w
then receive (dtab,w, D) fromthis Nb,[w] :
forall = € Neigh, do
if (yys,w) was received from z
then send (dtab.w,D) to z ;
forall v € V do (* local w-pivot *)
if D, [w] + D[v] < Dy[v] then
begin D, [v] := D, [w] + D[v] ;
Nby,[v] := Nb,, [w]

end
end ;
Su =S, U {w}
en
end



Netchange

var Neigh, : set of nodes : (* The neighbors of u *)
D, : (* Dy [v] estimates d(u, v) *)
Nb, : (* Nby[v] is preferred neighbor for v *)
ndis, carray of 0. N'; (¥ ndis, [w, v] estimates d(w, v) *)
Initialization:

begin forall w € Neigh,. v € V do ndis,[w, v] :== N :
forall v € V do

begin D,[v] := N ; Nb,[v] := udef end ;
Dy [u] := 05 Nb,[u] := local ;
forall w € Neigh, do send (mydist.u,0) to w

Processing a (mydist, v, d ) message from neighbor w:

el { A (mydist.v.d) is at the head of Qu. }
in recei mydist,v.d) from w :
Procedure Recompute (v): . mlisu[uf n]y:; d: R(ﬁ('zmlpute (v)
begin if v = u -
then begin D, [v] := 0 ; Nb,[v] := local end )
else begin (* Estimate distance to v *) Upon failure of channel uw:
d =1+ min{ndis,[w, v] : w € Neigh,} ; begin receive (fail, w) ; Neigh, := Neigh,, \ {w} :
if d < N then forall v € V do Recompute (v)
H end

AR R A R Upon repair of channel wuw:

end A : . . y .
) w) ; Neigh, := Neigh, U {w} ;
else begin D,[v] := N ; Nb,[v] := udef end begin ;’:;:al]‘itlfgef’aé; w) ; Neigh, cigh, U {w}
. end ; begin ndis, [w, v] ;
if D, [v] has changed then send (mydist, v, Dyft]) to w
forall z € Neigh, do send (mydist. v, D,[v]) to x end



Netchange

var Neigh, : set of nodes : (* The neighbors of u *)
U : array of 0.. N (* Dy[v] estimates d(u, v) *)
Nb, v of nodes ;  (* Nb,[v] is preferred neighbor for v *)
ndis, array of 0. N5 (* ndis, [w, v] estimates d(w, v) *)
Initialization:

begin forall w € Neigh,. v € V do ndis,[w. v]
forall v € V do
begin D,[v] := N ; Nb,[v] := udef end ;
Dy [u] := 05 Nb,[u] := local ;
forall w € Neigh, do send (mydist.u,0) to w

Processing a (mydist. v, d) message from neighbor w:
{ A (mydist.v.d) is at the head of Qu. }
begin receive ( mydi: .d) from w :

ndis,w, v] = d : Recompute (v)

end

Procedure Recompute (v):
begin if v = u

then begin D, [v] := 0 ; Nb,[v] := local end =
else begin (* Estimate distance to v *) Upon failure of channel ww:
d =1+ min{ndis,[w, v] : w € Neigh,} ; begin receive (fail, w) : Neigh, := Neigh, \ {w} :
if d < N then forall v € V do Recompute (v)
begin D, w] =d end

Nby, [v] := w with 1 + ndis,[w, v] = d Upon repair of channel ww: )
begin receive (repair,w) : Neigh, := Neigh, U {w} ;

forall v € V do

end
else begin D, [v] := N ;

Nb,, [v] := udef end

end ;
. begin ndis,[w, v]
if D, [v] has changed then » send (mydist, I_D““,]) o
forall z € Neigh, do send (mydist. v, D,[v]) to x end
end end
korektnost

lexikograficky klesd hodnota [ty, t1, . . ., tn]
kde t; je pocet sprav (mydist, i)+ pocet dvojic u, v kde D,[v] =



packet routing

» synchrénny rezim

> vrcholy maja pakety (uloZené v bufferoch)

> v jednom kroku po jednej linke ide max. jeden paket
» algoritmus = odchadzajice linky + priorita bufferov

» celkovy cas




packet routing na mriezke VN x VN

Kazdy vrchol ma 1 paket, do kazdého smeruje 1 paket (permutation routing)

Najprv riadok, potom stipec. Prednost m4 ten s najdlhsou cestou.

analyza: sta&i 2v/N — 2 krokov

» po /N — 1 krokoch je kazdy v spravnom stipci (nebrzdia sa)
> routovanie v stipci ide v /N — 1 krokoch

» pre kazdé i plati: po N — 1 krokoch s koncové pakety na
koncovych miestach
» dovod: zdrzujl sa iba navzajom

velkost buffra v najhor§om pripade: 2/3v/N — 3



velkost buffra: priemerny pripad |

setting

Kazdy vrchol m3 jeden paket s ndhodnym ciefom

max. velkost buffra ~ podet zahnuti vo vrchole

r

pst, Ze aspof r zahne < (W) (iy < (&)

logN . o ~(pN—
pre r = o5&y je pst o(N7?)



velkost buffra: priemerny pripad |l

wide-channel: nepredbiehaji sa

lema

pst, Ze vo wch prejde aspoit a«/A/2 paketov cez hranu e po&as
t+1,t+2,...,t+ A je najviac el*-1-ana)a/2

olakavany pocet paketov na hrane (i,j) — (i + 1,j) je

chceme ukazat, Ze s velkou pstou ich neprejde prili§ viac



Cernovov odhad

lema

Majme n nezavislych Bernoulihho nah. prem. Xi, ..., X,, pricom
Pr[Xx = 1] < Py. Potom

PriX > BP] < et=5—nAAP

kde X =3 X;, P =S P;

E[eM¥] < 1+ Pe(e* —1) < ePu(e™ D)

E[e/\X] < eP(exfl)

E[eM] A1y
Pl > eMP] < o < P —1)-AgP



velkost buffra: priemerny pripad |l

lema

Majme n nezavislych Bernoulihho ndh. prem. Xi,..., X,, pricom
Pr[Xk = 1] < Py. Potom

PriX > BP] < et=5—nAAP

kdeX:ZX,-, P:ZP,

lema

pst, Ze vo wch prejde aspoit /A /2 paketov cez hranu e pocas
t+ ]-a t+ 2a sy t+ A je najviac e(Oc—l—ozln a)A/2

odakavany pocet paketov na hrane (i,j) — (i + 1,j) je

2i(vV'N — i)A _A
N =2

chceme ukazat, Ze s velkou pstou ich nepreijde prilig viac



velkost buffra: priemerny pripad |l

lema

ak je paket vo vzd. d od hrany e v Case T, a p prejde cez e v Case
T + d + 6, potom v kazdom kroku [T + d, T + d + 4] prejde paket cez e

dosledok

ak paket prejde cez e v ¢ase T vo wch, a prejde cez e v ¢ase T + 9§ v st. ,
tak v kazdom kroku [T, T + 0] prejde paket

lema

ak pocas [T +1, T + A] prejde cez e x paketov v &t., tak pre nejaké t prejde
X + t paketov cez e v ¢ase [T +1=1t, T + A] vo wch.

lema

pst, Ze cez e prejde viac ako a/A/2 paketov pocas konkrétneho okna A
krokov je najviac O(e(a—l—aln a)A/2)



dynamické routovanie

model

V kaZzdom kroku sa v kazdom vrchole s pstou A\ narodi paket s ndhodnym
cielom.

stabilita
Pre A > 4/v/N je systém nestabilny

veta

Ak je A < 0.99%, tak pst zdrzania konkrétneho paketu o A krokov je
e~ 0(8),

W.h.p. stagi buffer O(1 + 7).




hierarchické routovanie

ciel: minimalizovat podet rozhodnuti

veta
Pre siet s N vrcholmi sta&i O(v/N) rozhodnuti pri pouziti 3 farieb.

s-klastre:
> kazdy je shvisly, pokryvaju vsetky vrcholy
> kazdy obsahuje aspon s vrcholov a ma polomer najviac 2s

kostra spdjajiica centrd klastrov: m listov = m — 2 vetveni

veta
Pre siet s N a pre f < log N sta&i O(f - N*/f) rozhodnuti a 2f + 1 farieb

po i klastrovaniach s parametrom s: m; listov, max. m; — 2 vetveni =
mir1 = mi(2/s)



kompaktné routovanie
intervalové routovanie

> vrcholy maji ¢islal...n

» kazdy port ma priradeny interval

s linedrnymi intervalmi problém = pavik

s cyklickymi intervalmi ide v stromoch = vo v3etkych grafoch (kostra)

najkratSie cesty

nie vzdy sa da (glébus)



kompaktné routovanie

viac intervalov?
Majme graf s max. stupfiom A a optimalnym k-IRS. Nech Q = {q1,...,q/}
a W ={wi,...,I,} sd dizjunktné mnoZiny vrcholov také, Ze
Vw;, w; € W, w; # wjdq € Q také, Ze pre ziadnu hranu (q, q’) neplati, Ze do
w; aj do w; sa routuje po q'. Potom

m

k>—
—IA



kompaktné routovanie — dolny odhad

existuji dve mnoZiny vrcholov A, B, Ze pre kazdd dvojicu a;, b; pouZiva port
m,-,j

1
Ea
g
g
&

8
[ER
[T -

[
_No
W w oW W ow




kompaktné routovanie — dolny odhad

pre kazd(i maticu existuje graf, ktorého je "m.o.c.”

kazda kompaktna schéma vyZzaduje aspoi Q(nlog n) bitov v Q(n)
vrcholoch.




cvicenia
mriezka v/n X \/n, prednost ma hocikto; ukdZte, Ze v najhorSom pripade

treba viac ako 24/n krokov, ale sta&i O(+1/n)

mriezka \/n x 1/n, v kazdom vrchole spriva do ndhodného. Ukazte, Ze
w.h.p. do Ziadnoho vrchola nesmeruje viac ako 3log n/ loglog n sprav.

majme cestu z n procesorov, kazdy chce routovat prave dva pakety (Cerveny
a modry), pricom &ervené aj modré tvoria permutdciu. ukdzte, ze stadi n
krokov

N3djdite IRS s jednym intervalom po najkratSich cestach pre hyperkocku



odolnost voci chybam — strata sprav
Problém dohody

> synchrénny systém
> zname identifikatory
» kazdy ma na vstupe 0/1

> spravy sa mozu stricat

v

kazdy proces sa musi rozhodn(t

v

treba zarudit

» Dohoda: vsetky procesy sa rozhodni na th isti hodnotu
» Terminacia: kazdy proces sa rozhodne v kone¢nom case
» Netrivialita:
1. Ak vsetci za¢nil s hodnotou 0, musia sa dohodnit na 0.
2. Ak vsetci za¢ni s hodnotou 1 a spravy sa nestracajii, musia sa
dohodniit na 1.



neexistuje deterministické rieSenie

>

»

>

2 vrcholy, 1 linka

sporom, nech existuje a trva r kol

vypocet, kde zaén( obaja s hodnotou 1 a nestracaji sa spravy
dohodnii sa na 1

strati sa posledna sprdva, jeden z nich to nezisti

vypocet, kde neprejde ani jedna sprava a dohodnii sa na 1
jeden z nich dostane na vstup 0

aj druhy



randomizované riesenie (Gplny graf)

komunikacny pattern

zoznam trojic (i, j, t): v &ase t sa nestrati sprdva z j — j

(fixny) adversary = vstup a komunikaény pattern
Dohoda: Pr[ nejaké dva procesy sa rozhodni na réznu hodnotu] < ¢

algoritmus s e = 1/r

dany adversary 7: dvojice (i, t), kde i-procesor, t-¢as majme usporiadanie:
1 (i,t) <, (i, t'), kde t < t/

2. ak (i,j,t) €, tak (i,t —1) <, (j, t)

3. tranzitivita



Groven informovanosti

1. level,(i,0) =0
2. ak t > 0 a existuje j # i také, ze (j,0) £, (i, t), tak level,(i,t) =0

3. nech /; je max{level,(j,t') | (j, t') <, (i, t)}
potom level, (i, t) =1+ min{l; | j # i}



algoritmus

> prvy proces vygeneruje ndhodny kli¢
> procesy si pocitaji level

» rozhodnutie 1, ak vSetci maji 1 a mdj level je aspon kli¢

rounds := rounds + 1
let (L;, V;, k;) be the message from j, for each j from which a message arrives

if some k; # undefined then key := k;
for all j # i do
if some Vj(j) # undefined then val(j) := Vir(j)
if some L () > level(j) then level(j) := max {Ly(5)}
level(i) == 1 + min {level(j) : j # i}
if rounds = r then
if key # undefined and level(i) > key and val(j) = 1 for all j then
decision = 1
else decision := 0



dokaz

» Dohoda: Pr[ nejaké dva procesy sa rozhodn(i na réznu hodnotu] <
» Termindcia: kazdy proces sa rozhodne v kone¢nom case
> Netrivialita:

1. Ak vSetci za¢n( s hodnotou 0, musia sa dohodnit na 0.
2. Ak vsetci zacnl s hodnotou 1 a spravy sa nestracajd, musia sa
dohodn(t na 1.

termindcia a netrivialita st zrejmé
pre fixny pattern, aka je pravdepodobnost nezhody?
levely sa liSia max o 1, preto jediny problém je ak key = max{/;}



dolny odhad

3 P % . s ] v 1
lubovolny r-kolovy algoritmus ma pravdepodobnost nezhody aspoil 5

orez

pre adversary B s patternom v a proces i, B’ = prune(B, i)
1. ak (4,0) <, (i, r) tak sa vstup j zachovd, inak znuluje

2. trojica (j,j', t) je v kom. patterne B’, akk je vy a (j/, t) <, (i, r)

PEB[i sa rozhodne 1] = PPrme(B:)[j sa rozhodne 1]

lema

Ak maja na vstupe vetci 1, P[i sa rozhodne 1] < e(level(i,r) + 1)



lema

Ak maji na vstupe vetci 1, P[i sa rozhodne 1] < g(level(i,r) + 1)

» indukcia na level(i, r): nech level(i,r) = O:
» B’ = prune(B, i) = prune(B’, i)
» PB[i sa rozhodne 1] = PE'[i sa rozhodne 1]

> od j-¢ka neprisla sprava, B” = prune(B’,j) = prune(B”,j) je trividlny
adversary

> P5'[j sa rozhodne 1] = PB"[j sa rozhodne 1]

> lenze PB"[j sa rozhodne 1] = 0, takze PB'[j sa rozhodne 1] = 0

> pst nezhody je ¢, = |PB'[i sa rozhodne 1] — PB'[j sa rozhodne 1]| < ¢
> preto PB'[i sa rozhodne 1] < & a PE[i sa rozhodne 1] < ¢

> nech level(i,r) >0

> B’ = prune(B, i) = prune(B’, i)



