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Uvod

Zékladnim cilem védniho oboru matematické logiky je konstrukce a studium
tzv. formdlnich systému. Zjednodusené receno, formalni systém je néjaky
matematicky model abstraktniho mysleni. Takovy model se obvykle sklada
ze sady symboll a souboru pravidel pro manipulaci s témito symboly. Dile-
7ité je, ze uvedené symboly nenesou a priori zadny vyznam (ten jim ,zvenéi*
mus{ dodat nékdo, kdo tyto symboly interpretuje) a manipulace s nimi je
¢isté mechanicka. Jedna se tedy o model takového druhu mysleni, které je
v principu simulovatelné nasimi béznymi pocitac¢i. Zda takovy model po-
skytuje veskeré lidské mysleni, to je hluboka filosoficka otazka, kterou se
v tomto predmétu zabyvat nebudeme. I pfesto je uziteéné se matematickou
logikou zabyvat, minimalné ze dvou niZe uvedenych divodi.

Z matematického hlediska je uzitecné mit jasno v tom, kdy je néjaky
vysledek skutecné nevyvratitelné dokazan, a za jakych predpokladi. V ma-
tematice se prakticky nikdy nepouzivaji stoprocentné formalni diukazy, ne-
bot takové dilkkazy by byly pro ¢lovéka necitelné. Vzdy se nechdva prostor
pro c¢tenare, aby si doplnil nékteré myslenkové kroky, a dikaz se poklada
za dostatecény, pokud svého ¢tenaie presvédéi. Takovymto dikazim v na-
sem predmétu rikame metadikazy, nebot vyuzivajl néco co lezi mimo zkou-
many formalni systém, napriklad ¢tenarovy znalosti ¢i intuici. Matematici
si dlouho vystacili pouze s témito metadiikazy. Casem ovsem zjistili, ze ma-
tematika zalozend na intuitivnim chapéani zdkladnich pojmt v sobé obsa-
huje netesitelné spory, viz napiiklad znamy Russeliiv paradox. Zacala tedy
snaha o striktni formalizaci matematiky, kterd by ji zbavila veskerého na-
nosu intuice. Existovalo dokonce presvédceni, ze veskerou matematiku lze
redukovat na nékolik zakladnich axiomt a mechanickou manipulaci s nimi.
Paradoxné to byl pravé logik Kurt Godel, ktery svymi vétami o netiplnosti
ukazal, ze néco takového v principu neni mozné. Na druhou stranu se uka-
zuje, ze i kdyz neni mozné zmechanizovat veskerou matematiku, je mozné
zmechanizovat v podstaté veskerou matematiku kterou kdy lidé pouzivali.
Existuje nékolik projekti, jejichz cilem je s pomoci pocitact najit mecha-
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nické dikazy co nejvétsiho mnozstvi znamych matematickych tvrzeni (viz
napt. projekty Mizar a Metamath). Vzhledem k tomu, ze nékteré slavné di-
kazy maji desitky, ba i stovky stran, a jsou tedy tézko zkontrolovatelné i témi
nejlepsimi matematiky, jde zajisté o chvalihodny pocin. Mimo to, studium
formalnich dikazi umoznilo matematikiim uvédomit si, jaké predpoklady
(axiomy) potfebuji k provedeni daného dikazu. Nékterd zakladni tvrzeni
z riuznych obort (napf. topologie ¢i matematické analyzy) se opiraji o tzv.
axiom vybéru, ktery i dnes (byt jen ve velmi malé mife) vyvolava jistou
kontroverzi — jak vzhledem ke své nekonstruktivni podstaté, tak vzhledem
k nékterym neintuitivnim vysledktim, které umoznuje dokazat.
Jak jiz bylo feceno, matematické logika modeluje ty oblasti premysleni, které
jsou simulovatelné pocitacem. Poskytuje nam tedy pfirozeny jazyk, pomoci
kterého lze pocitaci predkladat ruzné ulohy k feSeni. Napriklad v oblasti
verifikace programut obvykle chceme formalné dokazat, ze néjaky systém ma
néjakou vlastnost, obvykle popsatelnou vhodnou logickou formuli. To ovSem
casto muze byt nadlidsky tkol, nebot zminéné systémy byvaji vysoce kom-
plexni (a i kdyby byl diikaz proveditelny ¢lovékem, u systému jako jsou ridici
jednotky letadel ¢i operac¢ni systémy v jadernych elektrarndch nemusi byt
zadouci spolehnout se pouze na tsudek ¢lovéka). V takové situaci je idedlnim
resenim predat pocitaci vhodnou formalni specifikaci systému a pozadované
vlastnosti a nechat jej mechanicky najit dikaz spravnosti/bezpecnosti atd.
daného systému. Abychom mohli pocitace naprogramovat k feSeni téchto
problémt, ¢i viibec pouzivat vysledné programy (tj. umét specifikovat vlast-
nosti systému pomoci formuli raznych logik), je tieba mit alespon zékladni
prehled o tom, jak logické systémy funguji.

Pevné doufdme, ze tato sbirka tiloh, opatfend doplnujicimi vysvétlujicimi
komentari, napomuze Ctenari k ziskani tohoto prehledu.
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Kapitola 1

Syntax vyrokové logiky

1.1 ,Standardni® vyrokova logika

V této sekci se setkame s prvnim formalnim systémem: vyrokovou logikou
s operatory =, V, A, —. Existuji v8ak i systémy vyrokové logiky s jinymi mno-
zinami operatori. Budeme se jimi pro jednoduchost zabyvat vice az v ka-
pitole 3. Neforméalné feceno, syntax formalniho systému nam iika, o jaké
symboly se v daném systému zajimame a jak s nimi mizeme manipulovat.
O manipulaci se symboly se vice dozvime v kapitole o odvozovacich systé-
mech, zde se zaméfime pouze a jen na symboly samotné.
Pripomenme si definice z prednasky.

Definice 1.1 Abeceda vyrokové logiky je soubor nésledujicich symboli:

e Spocetné mnoho znakui pro vyrokové proménné (napt. A, B,C,...
nebo Xl,XQ,Xg, ce )

e Symboly pro logické spojky: "=, 'V, '\’ a '’
e Symboly pro zavorky: '(* a ’)’.

Pripominame, ze z pohledu syntaxe nenesou tyto symboly zadny hlubsi
vyznam. Naptiklad se nikde netikd, ze symbol A, ktery se ve formulich vyro-
kové logiky typicky vyskytuje, se mé interpretovat jako, standardni logicka
spojka ,AND . Ptirazovat vyznam témto symbolim budeme az v dalsi ka-
pitole. Ve skutec¢nosti nebudeme pritazovat vyznam pouze symboliim samot-
nym ale téz fetézcum (sloviim) z nich vytvorenym. Zaroven néas vSak budou
zajimat pouze ty Tetézce, které maji urcity specidlni tvar, tzv. formule vy-
rokové logiky.
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Definice 1.2 Formule vyrokové logiky je slovo ¢ nad abecedou vyrokové
logiky, pro které existuje tzv. vytvorujici posloupnost, tj. konetna posloup-
nost slov ¥, ..., (kde k > 1) takova, ze ¢, = ¢ a pro kazdé 1 < i < k
maé slovo 1; jeden z nasledujicich tvaru:

e 1); je vyrokova proménnd, nebo
e ; je tvaru —1;, pro néjaké j < 7, nebo
e 1; je tvaru (¢; o ;1) pro néjaké j, j' < i, kde o € {V, A, —=}.

Vyse uvedena definice tika, ze formule vyrokové logiky jsou pfesné ta
slova, ktera lze v konecném poctu kroku vytvorit z jistych zakladnich sta-
vebnich prvki (proménnych) pomoci riznych syntaktickych konstrukei (spo-
jek). Vzpomenime si, ze podobny postup se pouziva napiiklad pro definici
syntaxe regularnich vyrazu. Z definice je ihned vidét, zZe je-li ¥1,..., ¥ vy-
tvorujici posloupnost pro néjakou formuli ¢, pak pro libovolné 1 < i < k je
Y1, ..., Y; vytvorujici posloupnost pro ;. Zejména vsechna slova vyskytujici
se ve vytvorujici posloupnosti jsou samy o sobé formulemi.

V této cvicebnici budeme standardné znacit vyrokové proménné velkymi
znakamy latinské abecedy a formule vyrokové logiky malymi znaky frecké
abecedy.

Priklad 1.1 Urcete, které z nasledujicich slov jsou formulemi vyrokové lo-
giky.

a) (XAY)

b) (X AY)—= (Y VZ))

c) (X5 AVXs)

d)

/\le X,; — jednd se o symbolicky zapis konjunkce k£ proménnych, pro
jenoznacnost uzavorkovanych zprava, tj. o slovo tvaru

(Xa A (XA AN (X1 AXE))--)

e) ?il Xi

£) (X =Y AZ))
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ReSeni Probereme pouze nékteré piipady.

Slovo z piikladu b) je formule, nebot pro néj méme napiiklad nasledujici
vytvorujici posloupnost: ¥ = X, o =Y, 3 = Z, g = (Y2 V ¢3), 15 =
(1 A a), Y6 = (Y5 — a), 7 = —bs.

Slovo z prikladu e) neni formule, nebot formule je vzdy koneénd po-
sloupnost znak.

Slovo z prikladu f) rovnéz neni formule. Na prvni pohled je toto tvrzeni
ziejmé, ale jak jej formalné dokazat? Musime ukazat, ze Zddnd z nekonecné
(dokonce nespocetné) mnoha vsech moznych vytvorujich posloupnosti ne-
muze byt vytvorujici posloupnosti pro slovo ((X — Y A Z)). Zptisob, jakym
lze tento dikaz provést, je uveden nize. A

Jednim z moznych zptsobu jak ukézat, ze dané slovo s neni formuli
vyrokové logiky, je nasledujici: ukdzeme, ze kazdd formule vyrokové logiky
mé urcitou vlastnost P, kterou zadané slovo P nema. To, ze néjakou vlast-
nost maji vSechny formule vyrokové logiky, lze nejlépe dokazat tzv. indukei
vzhledem ke struktute formule. Tento princip je mozné vyjadrit nasledovneé:

Véta 1.3 [O strukturalni indukei.] Necht P je néjakd vlastnost takovd, ze:

a) Kazda formule tvaru X, kde X je libovolnd proménnd, mé vlastnost
P.

b) Maji-li formule ¢; a 19 vlastnost P, pak i formule =)y, (11 A 1),
(11 V1) a (11 — 12) maji vlastnost P.

Pak libovolna formule vyrokové logiky méa vlastnost P.

Pouziti strukturalni indukce ilustrujeme na ptikladu 1.1 f). Chceme uka-
zat, ze slovo (X — Y — Z)) neni formuli vyrokové logiky. Ukézeme tedy,
ze kazda formule ¢ vyrokové logiky ma nasledujici vlastnost P:

P: kazdy vyskyt vyrokové proménné ve slové ¢ sousedi s nejvyse jednim
vyskytem bindrniho operitoru v tomto slové.

Je ihned vidét, ze slovo ((X — Y — Z)) tuto vlastnost nemé (jediny vyskyt
Y v tomto slové sousedi se dvéma vyskyty operdtoru —) a pokud zminéné
tvrzeni vskutku plati, nemtize byt toto slovo formuli. Metadiikaz tvrzeni po-
vedeme strukturdlni indukci. Ve skute¢nosti metadokazeme silnéjsi tvrzend,
a sice ze kazda formule ¢ ma nasledujici vlastnost:

P’: kazdy vyskyt proménné ve slové ¢ sousedi s nejvyse jednim vyskytem
binarniho operatoru a zdroven, pokud se néjakd proménna vyskytuje
na konci ¢i na zacatku slova ¢, pak tento vyskyt proménné nesousedi
s zadnym vyskytem bindrniho operdtoru.
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a) Béze: Ve formuli tvaru X, kde X je vyrokova proménna, se zadné bi-
narni operatory nevyskytuji. Takova formule tedy trividlné ma vlast-
nost P’.

b) Indukéni krok: Necht v, 15 jsou libovolné formule majici vlastnost
P'. Formule —/7 m& rovnéz tuto vlastnost, nebot pripojeni unérniho
operatoru — na zacatek slova tuto vlastnost zfejmé nijak neovlivni.
Necht nyni o € {V, A, =} je libovolny bindrni operator. Sporem pred-
pokladejme, Ze slovo (11 o 92) nemd vlastnost P’. Protoze toto slovo
za¢ind a kon¢i zavorkami (a nikoliv proménnymi), musi platit, ze je
v ném vyskyt néjaké proménné X sousedici se dvéma vyskyty bindrniho
operatoru. Pro uréitost predpokladejme, ze tento vyskyt je v podslové
11 (v opaéném pripadé lze postupovat symetricky). Pak bindrni ope-
rator vyskytujici se vlevo od tohoto vyskytu rovnéz lezi v podslové i,
coz znamena, ze operator lezici vpravo od tohoto vyskytu v podslové
11 nelezi (to by byl spor s predpokladem, ze slovo ; ma vlastnost
P’).} Ale pak slovo 1 konéi vyskytem proménné, kterému predchazi
vyskyt binarniho operatoru — to je opét spor s predpokladem, zZe slovo
11 m4 vlastnost P’.

Tim je metadikaz hotov. Vsimnéte si, ze v metadikazu jsme pouzili
standardni trik pouzivany v metadiikazech zalozenych na indukci, kterym
je zesileni dokazovaného tvrzeni. Pokud bychom chtéli strukturalni indukei
primo dokazovat, ze vSechny formule maji puvodni vlastnost P, metadikaz
by se patrné ve druhém bodu ,zasekl“. Neuméli bychom totiz vyloucit moz-
nost, ze slova 11 a ¥y sice maji vlastnost P, ale formule 11 kon¢i vyskytem
proménné jemuz predchézi vyskyt binarniho operatoru.

Priklad 1.2 Dokazte, ze mezi libovolnymi dvéma bindrnimy operatory ve
formuli vyrokové logiky je alespon jeden vyskyt (levé ¢i pravé) zavorky.

Priklad 1.3 Dokazte, ze slovo z piikladu 1.1 c) neni formuli vyrokové lo-
giky.

Délkou formule ¢ (znacime |¢|) se rozumi pocet znaku abecedy vyrokové
logiky, ze kterych se formule sklada.

Priklad 1.4 Dokazte, ze kazda formule ¢ vyrokové logiky, ve které se ne-
vyskytuje operator negace, mé nésledujici vlastnosti:

Toto tedy znamend, ze onen vpravo se vyskytujici binarni operator je onfm ,0“ od-
délujicim podslova 1 a ¥s. V dikazu ovSem tento fakt nepotfebujeme.
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a) |p| je liché ¢islo.

. e . Lo el

b) Pocet vyskytt proménnych ve formuli ¢ je alespon .
Reseni Metadokazeme obé dvé tvrzeni zaroven. Presnéji feceno, ukazeme,
ze libovolna formule ¢ spliiuje nésledujici metaimplikaci:

Pokud se ve formuli nevyskytuje operator negace, pak jeji délka je 4m—3,
kde m je pocet vyskyti proménnych v této formuli. (*)

Z toho vyplyvaji obé pozadovand tvrzeni, nebot 4m — 3 je vzdy liché cislo
am > % =m — %.

Postupujeme strukturalni indukei:

Baze. Pokud ¢ = X, kde X je proménnd, pak mdme m =1a |p|=1=
4m — 3. Tvrzeni tedy plati.

Indukéni krok. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro néjaké formule
(1 a 9. Formule tvaru —¢; evidentné obsahuje vyskyt operdtoru negace
a trividlné tedy splnuje metaimplikaci (*). Nyni uvazme libovolnou formuli
¢ tvaru (1 0 p2), kde o € {V,A,—}. Pro i € {1,2} oznatme m; pocet
vyskyti proménnych ve formuli ¢;. Zfejmé m =mj + my (nepridali jsme
zadné nové vyskyty proménnych). Déle dle indukéniho predpokladu méame
lpi| = 4m; — 3, pro obé i € {1,2}. Konecné |¢| = |p1] + |p2] +3 (k 1 a @2
jsme pridali dvé zavorky a operdtor o). Dohromady dostavame

o] = 1| + 2| +3 =4my —3+4mg —3+3=4-(my +ma) —3 =4m—3.

Tvrzeni tedy plati. Vskutku tedy plati, Ze pro libovolnou formuli ¢ mame
lp| = 4m — 3, kde m je pocet vyskytu proménnych v této formuli. A

Priklad 1.5 Dokazte, Ze pocet vyskytu zdvorek (levych i pravych dohro-
mady) v libovolné formuli ¢ vyrokové logiky je roven dvojnasobku poctu
vyskytt binarnich operatori ve ¢.

Priklad 1.6 Pro libovolnou formuli vyrokové logiky ¢ ozna¢me B(p) a N(¢)
pocet vyskytli binarnich operatorti, resp. operatorti -, ve formuli ¢. Najdéte
vztah mezi témito hodnotami a délkou formule ¢ (tj. naleznéte vhodnou
funkci f dvou celoc¢iselnych proménnych takovou, ze pro libovolnou formuli
e plati f(B(p), N(¢)) = |p|). Prislusny vztah pak dokazte pomoci struktu-
ralni indukce.

Priklad 1.7 Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Své rozhodnuti zdi-
vodnéte.
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a) Ke kazdé formuli vyrokové logiky existuje jednozna¢né urcend vytvo-
fujici posloupnost.

b) Ke kazdé formuli vyrokové logiky existuje koneéné mnoho vytvoruji-
cich posloupnosti.

¢) Pokud budeme pozadovat, aby se ve vytvorujici posloupnosti neopa-
kovaly formule, pak je vytvorujici posloupnost kazdé formule urcena
jednoznacné az na poradi formuli v posloupnosti.

7 definice vytvorujici posloupnosti vime, ze kazdou formuli ¢ lze psat
v jednom z nasledujicich tvara: X, kde X je proménnd, nebo =) & (¢ o
19), kde 9, 11,19 jsou formule a o je bindrni operator. Jsou vsak formule
¥, 11,2, na které muzeme rozlozit formuli ¢, uréeny jednoznacné? Pokud
méa formule ¢ tvar —), pak je jasné vidét, ze formule ¢ je urcena jedno-
znacné. V pripadé formule tvaru (¢ o ¢2) ale neni okamzité jasné, pro¢ by
takovou formuli nebylo mozné psat ve tvaru (61 062), kde 61, 65 jsou formule
rizné od vy, resp. 1o. Nésledujici piiklady ndm pomohou ukazat, Ze tato
nejednoznacnost vskutku nastat nemuze.

Priklad 1.8 Dokazte, ze kazda formule ¢ vyrokové logiky je dobte uza-
vorkovana, tj. ze se v ni vyskytuje stejny pocet pravych a levych zavorek
a zaroven se v kazdém prefixu 1)/ slova v vyskytuje nejvys tolik pravych
zavorek, co levych. Déle dokazte, ze kazdy vyskyt bindrniho operdtoru v li-
bovolné formuli je uzavien alespon v jedné dvojici zdvorek.

Definice 1.4 Rekneme, Ze néjaky binarni operator o mé ve formuli ¢ vnéjsi
vyskyt, pokud plati ¢ = (¢1 o ¥2), kde 11, 1 jsou formule, ve kterych je
kazdy vyskyt binarniho operatoru uzavien v alespon jedné dvojici zavorek.
Onim vnéjsim vyskytem operdtoru o je pravé vyskyt oddélujici podslova

a ¢2.

Alternativné se da tici, ze vyskyt bindrniho operatoru ve formuli ¢ je
vnéjsi, pokud je uzavien pouze v jediné dvojici zavorek.

Priklad 1.9 Dokazte, ze v kazdé formuli se vyskytuje nejvyse jeden vnéjsi
vyskyt binarniho operatoru. Jako dtsledek pak ukazte nésledujici: pokud
mame ¢ = (Y1 0 1y) = (01 0 2), kde o je bindrni operdtor a 1,12, 01,602
jsou formule, pak ;1 = 01 a Yo = 65. Béhem provadéni dikazu si peclivé
uvédomte, kterd z vyse uvedenych tvrzeni v dikazu pouzivite.

Kazdou formuli lze tedy jednoznacné rozlozit na jisté kratsi formule, tzv.
podformule.
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Definice 1.5 Pro formuli ¢ vyrokové logiky definujme mnozinu jejich pod-
formuli Sub(y) takto:

e pokud ¢ = X, pak Sub(p) ={X},

e pokud ¢ = =), kde 1 je formule, pak Sub(yp) = {¢} U Sub(v)),

e pokud ¢ = (91 0 1)9), kde 1)1, 1o jsou formule, pak Sub(p) = {p} U

Vsimnéte si, ze kazda formule je svou podformuli.

b4 Priklad 1.10 K nasledujicim formulim najdéte mnozinu vsech jejich pod-
formuli:

a) o= (((-X1 = X2) = ~(Xs A ==Xy)) = (-X; = X2))
b) = (X = (Xp—1 = (Xp—2... (X2 = X1)...)))
Reseni
Sub(p) = {p, (X1 = X2) = ~(X3 A ==Xy)), (X1 = X2), X1, X1, Xo,
(X3 A==Xy), (X3 A —XYy), X3, - Xy, 2 Xy, X4}

Sub(v) ={X; |1 <i<k}U{y |1 <i <k}, kdeyy =X;aproi>1je
i = (Xi = Y1) A

Nyni navazeme na piiklad 1.7.

Qi Priklad 1.11 Ukazte, ze ke kazdé formuli ¢ existuje prdvé jedna (aZ na
poradi formuli v posloupnosti) vytvorujici posloupnost 1, ..., 9, v niz se
vyskytuji pouze formule ze Sub(y), z toho kazda pravé jednou.

fdy Priklad 1.12 Necht B(p) a N(p) jsou stejnd ¢isla jako v piikladu 1.6.
Dokazte, ze kazda formule ¢ mé vytvorujici posloupnost délky nejvyse

N(p)+2B(p) + 1.

Daéle dejte priklad formule 1 majici vytvorujici posloupnost délky ostre
mensi nez N () + 2B(¢) + 1.
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Poznamka 1.6 V okamziku, kdy se v dalsich kapitolach nebudeme zamé-
fovat na syntaxi vyrokové logiky jako takovou, casto budeme implicitné
vyuzivat riznych syntaktickych konvenci. Napiiklad budeme casto vyne-
chavat vnéjsi zdvorky, tzn. psat napr. X — Y namisto spravného (X —
Y'). Také budeme uzivat riznych syntaktickych zkratek, napriklad budeme-
li pracovat s vyse zminénou ,standardni“ vyrokovou logikou, pak budeme
zapis X < Y chédpat jako syntaktickou zkratku pro formuli (X — Y) A
(Y — X). Je dilezité si uvédomit, ze uzivanim téchto konvenci neménime
vyse uvedenou definici syntaxe standardni vyrokové logiky, pouze pouzivame

Vv

1.2 Obecné systémy vyrokové logiky

Obecné lze zavést vyrokovou logiku i s jinymi operatory. Muzeme napiiklad
uvazit ,omezenou“ vyrokovou logiku, v niz se vyskytuji pouze operdtory —
a — a napriklad zapis X VY je pouze syntaktickou zkratkou pro formuli
(=X — Y). Nebo muzeme naopak obohatit standardni vyrokovou logiku
z predchozi kapitoly o bindrn{ operédtor +» — v takovém pripadé se (X < Y)
stavd formuli prislusného systému a nikoliv pouze syntaktickou zkratkou.
Muzeme téz pouzivat zcela netradiéni operatory, véetné operatoru arity vyssi
nez 2. NiZe je zopakovana formélni definice z prednasky.

Definice 1.7 Necht Fi,..., F; je konecny soubor operatoru, pricemz kazdy
operator ma prirazenu svou aritu, coz je nezaporné celé cislo. Definujeme
formalni logicky systém L(Fi,...,Fg), kde

e abeceda je tvorena spocetné mnoha znaky pro proménné, znaky pro
zévorky a symboly pro vyse uvedené operatory Fi, ..., Fg;

e formule ¢ systému L(Fi, ..., Fg) je slovo nad vyse zminénou abecedou,
pro néjz existuje tzv. vytvorujici posloupnost, tj. kone¢na posloupnost
slov 91, ..., ¢y (kde k > 1) takova, ze 1, = ¢ a pro kazdé 1 < i < k
ma slovo ; jeden z nasledujicich tvart:

— ; je vyrokova proménnd, nebo

— 4 je tvaru Fy(¢j,,...,1;,), kde 1 <€ <k, njearita Fy a jp, <1
pro vsechna 1 < m < n. Pokud n = 1, piSeme F; 11 namisto
Fu(¥1) (tj. vynechdvame vnéjsi zavorky u undrnich operatoru), je-
li n = 2, pouzivame infixovy zépis (tj. piSeme (11 Fytb2) namisto

Fi(11,v2)).
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V dalsim textu budou piiklady obsahovat presné vymezeni toho, jaky
logicky systém pravé pouzivame. Pokud bude toto vymezeni chybét, impli-
citné se ma za to, ze pouzivame standardni vyrokovou logiku z predchozi
podkapitoly.

Uvédomme si, Ze vSechny syntaktické pojmy (jako napiiklad podformule)
lze jednoduse rozsirit i na tyto obecné systémy vyrokové logiky. Konkrétné
pojem podformule bychom definovali induktivné takto: Sub(X) = X, kde X
je proménna, a Sub(F (41, .-, ) = {F(p1,- .., ¢n) JUUL; Sub(;). Stejné
jako u standardni vyrokové logiky lze ukazat, ze tato definice je jednoznacna.

Priklad 1.13 Uvazme formélni logicky systém L(—,®), kde = mé aritu
1 a ® mé aritu 3. Rozhodnéte, které z nasledujicich slov jsou formulemi
tohoto systému. Pro ta, kterd identifikujete jako formule, najdéte vytvorujici
posloupnost.

a) (XoY)

© (X, 0(X,Y,~Z), Z)

)
b) ®(——X,Y,-X)
C) -

)

d) «(XOY 062

Priklad 1.14 Me¢jme stejny logicky systém jako v predchozim prikladu. Pro
libovolnou formuli ¢ tohoto systému oznac¢me T'(¢) pocet vyskytu operato-
ru ® v této formuli. Dokazte, ze kazda formule ¢ ma 27(p) + 1 vyskytu
promeénnych.

Priklad 1.15 Méjme stejny logicky systém a necht T'(p) je stejné ¢islo jako
v predchozim piikladu. Necht déle N(¢) je pocet vyskutu operdtoru negace
ve . Dokazte, ze pro kazdou fromuli ¢ existuje vytvorujici posloupnost
délky nejvyse N(p) + 3T (p) + 1.

Priklad 1.16 Dokazte, Ze pro libovolny logicky systém L(Fy,..., Fy) a li-
bovolnou formuli ¢ tohoto systému plati, ze poslednim znakem ve ¢ je bud
prava zavorka, nebo proménn4.

ReSeni Necht L(Fy,..., F}) je libovolny, ale nadéle pevné zvoleny logicky
systém. Dtikaz vedeme strukturalni indukei.

e Baze v = X kde X je proménnd. Zrejmé o konci na X
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e Indukéni krok ¢ je tvaru Fj(p1,...,¢n), kde 1 < j < k, n je arita
Fj a kde ¢1, ..., ¢, spliuji poZadovanou vlastnost. Pokud n = 1, pak
dle definice (podle které vynechdavame zavorky u undrnich operdtort)
konéi ¢ stejnym znakem, kterym konéi ¢,,. Dle indukéniho predpo-
kladu je timto znakem proménné nebo prava zavorka. Je-li n > 2, pak
formule ¢ nutné kondéi pravou zavorkou.

A

Definice 1.8 (Nahrazeni podformuli) UvaZzme libovolny logicky systém
L(Fy,...,F}) a libovolnou formuli ¢ tohoto systému. Necht o1, ..., o, je
néjakd vytvorujici posloupnost pro ¢ (ozna¢me tuto posloupnost A) a necht
1,01, ..., &, 0; jsou néjaké formule uvazovaného systému, kde & # &; proi #
j. Uvazme posloupnost formuli A’ kterd je definovana takto: nejprve do A’
postupné za sebe zaradime vytvorujici posloupnosti pro formule 01, 6o, ..., 0,
a za takto vzniklou posloupnost pfipojime posloupnost formuli ¢}, ..., ¢!
kde pro libovolné 1 < i < m plati

0; pokud ¢; = &; pro né&jakeé j,
i =< pokud ¢; # &; pro vSechna j a ¢; je proménna,

Fi(#ys--5#5,)  pokud @; # &5 pro v8. j a i = Fi(@js -, 9j;)

Ziejmé A’ je vytvorujici posloupnost pro formuli ¢/,. Tuto formuli ozna¢me

©(&1/01,&2/00, ..., 0/00).

Priklad 1.17 Dokazte, ze formule ¢(&1/61,&2/602,...,&/0¢) je definovina
korektné, tj. ze nezavisi na volbé vytvorujici posloupnosti A pro ¢.

Priklad 1.18 M¢jme formuli ¢ = (X — (Y A =Z)). Naleznéte formule
0=o(X =Y)/2),p=p(YA22)/~(Y = Z)) ap=(X/(YNZ),Y/X).

Reseni Mamef =, p=(X - (Y = Z)au=((YAZ) = (XA-Z)).
A



Kapitola 2
Sémantika vyrokové logiky

V predchozi kapitole jsme se seznamili s tim, jak vypadaji formule vyrokové
logiky ze syntaktického hlediska. Doposud pro nas formule nebyly ni¢im
jinym nez Tretézci pismenek a jinych znacek. Teprve nyni témto Fetézctim
pritadime néjaky vyznam, neboli sémantiku.

Budeme pracovat se dvéma standardnimi pravdivostnimi hodnotami:
pravda (true, 1) a nepravda (false, 0). Vyrokové proménné ve formulich
zastupuji tzv. atomické vyroky, které jsou bud pravdivé, nebo nepravdivé,
a které jiz nelze déle rozlozit na jednodussi vyroky. Atomicky vyrok sam
0 sobé pravdivy ¢i nepravdivy ovsem neni, jeho pravdivostni hodnotu je
tfeba proménnym prifadit ,,z vnéjsku®, pomoci tzv. valuace.

Definice 2.1 Valuace je zobrazeni, které kazdé ze spocetné mnoha pro-
meénnych prifadi hodnotu 1 nebo 0.

Nize budeme zapisem Var znacit (spocetny) soubor vSech proménnych.

Pravdivost atomickych vyroku, a tedy ani formuli, které se z nich skla-
daji, nelze vyhodnotit bez znalosti valuace. Na druhou stranu libovolnou
valuaci je mozné jednoznac¢né rozsirit z proménnych na formule a vyhodno-
tit tak pravdivost libovolné formule.

Definice 2.2 Necht v: Var — {1,0} je valuace a ¢ je libovolna formule.
Rozsifime v na soubor vSech formuli. Hodnotu v(y) definujeme induktivné
takto:

e pokud ¢ = X, pak v(X) je jiz definovano;

e pokud ¢ = —¢’, pak v(p) = 1 tehdy a jen tehdy kdyz v(¢') = 0;

12
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e pokud ¢ = @1 A g, pak v(p) = 1 tehdy a jen tehdy kdyz v(p1) =
v(p2) = 1;

e pokud ¢ = @1 V 9, pak v(p) = 0 tehdy a jen tehdy kdyz v(p1) =
v(p2) = 0;

e pokud ¢ = @1 — 2, pak v(¢) = 0 tehdy a jen tehdy kdyz v(p1) =1
a zaroven v(ypsz) = 0.

Predchozi definice definuje valuaci pro formule standardni vyrokové lo-
giky. Sémantice obecnych logik se budeme vénovat v pristi kapitole.

Definice 2.3 Rekneme, Ze formule ¢ je pravdiva ve valuaci v, pokud v(p) =
1. Formule ¢ je tautologie, resp. kontradikce, jestlize je pravdiva v kazdé,
resp. neni pravdiva v zadné valuaci. Rekneme, Ze formule je splnitelnd, po-
kud je pravdivad v alespon jedné valuaci. Rekneme, ze formule ¢ a 1) jsou
ekvivalentni, piSeme ¢ = 1, pokud v(p) = v(¢)) pro libovolnou valuaci v.

Priklad 2.1 Rozhodnéte a dokazte, zda jsou nasledujici formule splnitelné.

a) X AN—X

b) X A (Y — =X)

)
)

c) ( XVY)AN(-XV-Z)AN (Y V 2Z)

d) (XAY)= " DOAN(XA=Z)=Y)A(R(XAY) = (X A-X))
)

e) (XAY)Vo(XVY)) = (=X AX)

ResSeni Odpovédi jsou nasledujici: a) NE, b) ANO, ¢) ANO , d) NE, e)
ANO. Formule v b) je splnéna libovolnou valuaci v takovou, ze v(X) =1
a v(Y) = 0. Formule v ¢) je splnéna napiiklad libovolnou valuaci v niz
v(X) =1, v(Y) =v(Z) = 0. Formule v e) je splnéna libovolnou valuaci v
splnujici to, Ze prdvé jedna z proménnych X, Y se ve v zobrazi na 1. To,
ze formule v d) neni splnitelnd bychom mohli ovérit naptiklad sestrojenim
pravdivostni tabulky. Protoze ale velikost pravdivostnich tabulek roste expo-
nencialné s poctem proménnych, je ¢asto vyhodnéjsi argumentovat slovneé.
Oznacme

e = (XAY)=>-2)AN(XA-2Z) = Y)ANXAY)—= (X A-X)).

®1 ®2 ¥3
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Sporem predpokladejme, Ze existuje valuace v takovd, ze v(yp) = 1. Pak
musi byt v(¢1) = v(p2) = v(ps) = 1. Protoze ziejmé v(X A -X) = 0,
musi platit v(—(X A )) = 0, jinak by totiz platilo v(¢3) = 0. Musi tedy

platit v(X) = v(Y) = 1. Protoze v(p1) = 1, musi navic platit i v(=Z) = 1.
Protoze i v(¢p2) = 1, (X) =1lawv(=Z) =1 plyne v(=Y) = 1, spor s tim,
zev(Y)=1. A

Piiklad 2.2 Rekneme, Ze valuace v a v’ jsou na proménngch {X,Y,Z}
rizné, pokud pro nékterou proménnou A € {X,Y, Z} plati v(A) # v'(A).

Zadejte formuli vyrokové logiky ¢ s proménnymi XY, Z, takovou ze ¢
je pravdiva pravé pii 3 valuacich riznych na {X,Y, Z} (tedy pravdiva pii 3
z 8 valuaci ruznych na {X,Y, Z}).

ReSeni Takovych formuli je nekoneéné mnoho, jedna z moznych je
p=XANYVZ)

Nad ramec zadani zdivodnime spravnost naseho feseni tabulkou vsSech va-
luaci riznych na {X,Y, Z}.

=
OOOO!—‘HD—‘)—‘N
S—

[~
OO)—‘HOOD—‘HQ
S~—

[~
OHOHOHOHQ
S~—

[
ooooo»a.—u—@
SN—

A

Priklad 2.3 Rozhodnéte a dokazte, zda jsou nasledujici formule tautologi-
emi.

a) X - (Y = X)

b) (X =Y)—=2Z)= (X = (Y = Z)
) (X=>¥ =2)=>(X=Y)—>2)

) X=>F—=2)=(X=Y)=(X—2)
e) (XVY)— (Y = X)

f) (XAY)VZ)— (X ==Y V-2))
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Priklad 2.4 Najdéte formule vyrokové logiky ¢ a 1) takové, Ze jsou soucasné
splnény vsechny nasledujici podminky:

e © — 1 je tautologie,
e <> Y neni tautologie,
e ) —  je splnitelna.

Priklad 2.5 Rozhodnéte, zda pro libovolné formule ¢, 1, £ vyrokové logiky
plati

o= W= =(p—=9Y)—¢

Své tvrzeni zduvodnéte.

Priklad 2.6 Rozhodnéte a zdivodnéte, zda existuji takové formule ¢ a 1
vyrokové logiky, pro které soucasné plati, ze

e ¢ — 1) je splnitelnd, ale neni tautologie,

e a zaroven Y — o neni splnitelna.

ReSeni Takové formule neexistuji. Abychom to ukdzali, vezméme si li-
bovolnou dvojici formuli ¢ a 1 spliujici prvni podminku, tj. to, ze formule
 — 1 je splnitelnd, a ukazme, zZe nemize platit druhd podminka, tj. ze i for-
mule ¥ — ¢ musi byt splnitelnd. Protoze formule ¢ — 1 neni tautologie,
musi existovat valuace v* takovd, ze v*(¢ — 1) = 0. Z definice sémantiky
pro operator — plyne, ze nutné v* (1)) = 0. Z toho ale (rovnéz diky definici
sémantiky pro —) plyne v*(¢p — ¢) = 1, coz ukazuje, ze formule ) — ¢ je
splnitelna. A

Priklad 2.7 Dejte priklad formuli ¢ a 1 takovych, ze

e © — 1 je tautologie a zaroven
e ) = ¢ je kontradikce.

Priklad 2.8 Necht A je vyrokova proménné. Rozhodnéte a dokazte, zda
existuje formule ¢ takova, ze
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Priklad 2.9 V jisté zemi ziji dva druhy lidi: poddani, ktefi na otazku vzdy
odpovi pravdivé, a politici, kteri vzdy zalzou. Pocestny z ciziny, ktery se
chce dostat do hlavniho mésta, prijde na neoznacenou krizovatku. Nastésti
jde kolem nékdo z mistnich — spécha vsak, a odpovi tak pocestnému pouze
na jedinou otdzku. Na co se ma pocestny zeptat, aby s jistotou zjistil, ktera
cesta vede do mésta? (Na otdzku musi jit odpovéded stylem ano/ne.)

Priklad 2.10 V jesté jiné zemi ziji t¥i druhy lidi: poddani, kteri vzdy fikaji
pravdu, politici, kteri vzdy 1zou, a obchodnici, ktefi 1zou ¢i fikaji pravdu dle
své libosti. Cestovatel zrovna sedi v mistni krémé a bavi se s hospodskym
(ktery je poddanym a k4 tedy pravdu). Hospodsky fekne cestovateli: ,, Vidis
tamhlety t¥i lidi co sedi u stejného stolu? Jeden z nich je poddany, jeden je
politik a jeden je obchodnikem. Pokud pomoci trech otézek zjistis, kdo je
kdo, més u mé pivo zadarmo. Na kazdou otdzku ti mize odpovédéd jen jeden
z nich, ale mtzes si vzdycky vybrat, ktery.“ Cestovatel ma vskutku zizen.
Jaké otazky (a komu) mé polozit? (Na otdzky musi opét jit odpovédét stylem
ano/ne). (Hint: Nejprve pomoci dvou otézek identifikujte obchodnika.)

Priklad 2.11 Je nasledujici soubor formuli splnitelny? Rozhodnéte a zda-
vodnéte.

T={B<+ D,A— B,(AVBVD)A(-AVC)A(=CV-D),
D— (A« Q))}

Priklad 2.12 V systémech pro spravu balicku v linuxu (napf. dpkg nebo
RPM) je vyuzita vyrokova logika pro FeSeni zavislosti mezi balicky. Jednim
z problému je zajistit, aby repozitar neobsahoval zadné rozbité balicky, které
neni mozné nainstalovat. Znacné zjednodusené mame systém jako trojici

(P,d,C), kde

e P je mnozina balicki,

e d: P — 2P piifazuje kazdému balicku p mnozinu balick?, na kterych
p zavisi, a

e C C P x P je symetricka relace dvojic balicki, které jsou spolu v kon-
fliktu.

Instalace je mnozina balicka @ C P.
Rekneme, Ze instalace Q je zdravd, pokud

a) pro kazdy balicek p € @ plati d(p) C @ a zaroven
b) pro kazdé dva balicky p,q € Q plati (p,q) & C.
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Daéle rekneme, ze balicek p je nainstalovatelny, pokud existuje zdrava
instalace ) obsahujici p.

Popiste algoritmus, ktery pro zadany systém (P,d,C) a balicek p € P
vypise formuli vyrokové logiky ¢, takovou ze

@ je splnitelnd <=  balicek p je nainstalovatelny. (2.1)

Algoritmus by mél bézet v ¢ase polynomidlnim vzhledem k |P|. Dokazte, ze
vysledna formule splinuje metaekvivalenci (2.1).

ReSeni Pro kazdy balitek ¢ € P budeme pouZivat vyrokovou promén-
nou X, jejiz valuace intuitivné odpovidad tomu, zda ¢ patii do instalace Q.
Algoritmus vrati formuli

=1 Npa A\ ps3,

kde (intuitivé vysvétleno)

1 =X, vynuti p € @,
po = /\ (Xq— /\ X,) vynuti ke kazdému ¢ € @ také jeho zdvislosti a
qeP red(q)

p3 = /\ (-XyV—X,) vynuti, aby v instalaci nebyly konfliktni balicky.
(g.r)eC

Je ziejmé, Ze ke konstrukci formule ¢ je zapotiebi pocet krokt polynomi-
alni vzhledem k |P| (konkrétné muzeme pouzit horni odhad na pocet kroku
o(lPP)).

Nad rdmec zadéani jesté dokdzeme ekvivalenci (2.1).

e “=": Necht v je valuace, pii které je ¢ pravdiva. Ukdzeme, ze mnozina
balickt @ = {q | v(Xy) = 1} je zdrava instalace obsahujici p.
Z definice dostédvame v(p1) = v(p2) = v(pz) = 1. Ziejmé p € Q, pro-
toze v(X,) = 1. Sporem dokdzeme, ze @ je zdrava. Predpokladejme,
ze @ neni zdrava. Pak bud

a) existuji balicky ¢ € Q a r & Q takové, Ze r € d(q). V tom pripadé
dostavame v(X,) =1 a v(X,) # 1, a tedy v(¢2) = 0, spor. Nebo

b) existuji balicky ¢,r € @ takové, ze (¢,r) € C. V tom piipadé
dostavame v(X,) = v(X,) =1, a tedy v(p3) = 0, spor.
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e “<": Necht @) je zdrava instalace obsahujici p. Ukdzeme, ze ¢ je prav-
diva pfi valuaci v definované

(X) 1 pokud existuje g € @, takové ze X = X,
v =
0 jinak.

a) Ziejmé v(p1) = 1, protoze @) obsahuje p.
b) Uvazme libovolny bali¢ek ¢ € P a polozme

020=Xs— N\ X
red(q)

Pokud ¢ ¢ @, pak zjevné v(pa24) = 1. Pokud ¢ € @, pak také
d(q) € Q, protoze @ je zdrava. Tedy také v(pq,) = 1. Celkové
v(p2) = 1, protoze v(p2,4) = 1 pro kazdé ¢ € P.

¢) Uvazme libovolné konfliktn{ balicky (¢,r) € C. Pak bud ¢ ¢ Q
nebo r ¢ @, protoze Q je zdravéa. Tedy v(—X,V—-X,) = 1 a celkové

v(ps) = 1.

Formule ¢ je pravdiva pri valuaci v, protoze v(p1) = v(p2) = v(p3) =
1.

A

Q3 Priklad 2.13 Mame 3n tkold a m lidi, z nichz kazdy je schopen vyfesit
pravé 3 konkrétni tkoly. Soubor n z téchto m lidi nazveme dobry, pravé
kdyz kazdy kol umi vyresit néktery z vybranych n lidi.
To stejné formélnéji: Jsou dana ¢islan, m € N. Oznacme N = {1,...,3n}.
Déle je dan soubor S = {Ny,..., Ny}, kde N; C N a |N;| = 3 pro kazdé
i € {1,...,m}. Podsoubor T' C S nazveme dobry, pravé kdyz T = N
a |T| =n (UT znaci jako obyvkle mnozinu pravé téch prvku, které patii do
aspon jedné mnoziny z T').

Reseni Jak dokdzeme, uvedenou vlastnost ma napiiklad formule

3n m 3n m m

o= AV 4 A AR A and
i=1 j=1 =1 j=1 k=j+1
iENj ’LGN ZGNk

Necht n, m, S = {N1,..., Ny} je libovolny validni vstup. Pro kazdou
valuaci v mizeme uvazovat ji prislusny podsoubor

T, ={N;|ie{l,...,m},v(4;) =1}
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Naopak pro libovolny podsoubor 1T° C S mlzeme uvazovat

valuaci vr definovanou predpisem v(A;) = 1 pro j € {1,...,m} takova,
ze N;j € T, a v(X) = 0 pro ostatni vyrokové proménné X.
Ziejmé

3n m
AV 4|=1

i=1 j=1
ieN;
prave kdyz pro vSechna i € N existuje j € {1,...,m} takové, ze i € N;
a v(A;) =1, tedy prave kdyz |JT, = N. Déle zfejmé

AN A anag| =1,

=1 j=1 k=j+1
ieN; i€ENy

pravé kdyz pro pro vSechna i € N existuje nejvys jedno j € {1,...,m}
takové, ze i € Nj a v(A;) = 1, tedy pravé kdyz mnoziny v T, jsou po dvou
disjunktni.

Pokud T, = N (pfipomenime, ze |N| = 3n a kazdd mnozina N; je
trojprvkova) a prvky podsouboru 7" jsou po dvou disjunktni, pak jich musi
byt pravé n, a tedy T je dobry podsoubor. Naopak je-li T' dobry, pak jsou
ziejmé jeho prvky po dvou disjunktni.

Dohromady tedy dostdvame, zZe je-li ¢ splnéna néjakou valuaci v, pak T,
je dobry podsoubor souboru S; naopak pokud je T néjaky dobry podsoubor
souboru S, pak vr(p) = 1. A

Priklad 2.14 (Sudoku) (Pokud je na Vés nésledujici zadani na prvni pre-
¢teni moc abstraktni, dosadte si za n trojku. Zadani pak odpovida klasic-
kému sudoku 9 x 9.) Necht n > 3 je prirozené ¢islo. Zadédnim sudoku typu
n? xn? mame formalné na mysli matici Z typu n? xn?, kde kazda buiika ma-
tice obsahuje jednu z hodnot {1,...,n2, 1} (L reprezentuje nepredvyplnéné
policko). ReSenim takového zadani Z je libovolnd matice Ry stejného typu,

jejiz butiky obsahuji &fsla z mnoziny {1,...,n%} a ktera spliiuje nasledujici:

e pro libovolné (i, ) takové, ze Z(i,j) # L, plati Z(i,5) = Rz(3,7) (tj.
nelze prepsat predvyplnénd cisla ze zadéani);

e pro libovolné 1 < 4, j < n? plati, Ze v i-tém fadku ani v j-tém sloupci
matice Ry se zadna hodnota neopakuje.
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e pro libovolné 0 < k, ¢ < n plati, ze mnozina {Rz(n-k+i,n-£+j5) |1 <
i,j < n} obsahuje viechna ¢isla z mnoziny {1,...,n?}. (Jinak feceno,
rozdélime-li matici Ry prirozenym zpusobem na podmatice typu nxn,
tak se v zddné podmatici nevyskytuje dvakrat totéz ¢islo.)

Popiste algoritmus, ktery pro dané zadani sudoku Z zkonstruuje formuli
vyrokové logiky ¢z takovou, ze

pz je splnitelnd < existuje feseni Rz sudoku Z.

Dale popiste algoritmus ktery, dostane-li na vstup valuaci splnujici Vami
uvedenou formuli ¢ (napiiklad ve formé tabulky pravdivostnich hodnot
pro proménné ve formuli), zkonstruuje z této valuace feseni sudoku Z. Oba
dva algoritmy by mély bézet v case polynomialnim vzhledem k n.

Priklad 2.15 Je nasledujici formule s vyrokovymi proménnymi A, B, C spl-
nitelnd? Rozhodnéte a dokazte.

(A= -AAN((B<C)AN (A= C))
Priklad 2.16 (SAT solver) Najdéte co nejrychleji spliujici valuaci.

(AVBVC)A(mAV-DV-E)AN(BVCV-E)AN(DV-AV B)A
(FAVBVE)AN(AV BV -D)A(-AV-BV-E)A(-BVCV-D)A
(DV—-AV-B)AN(mAVBVC)A(mAV-BV-C)A(—~AV-CV D)A
(-DV =BV -C)AN(AV-CVE)A(~AVBVA)A(CV-BVD)A
(A V-BVC)AN(DVEV-C)

Definice 2.4 Necht T je soubor vyrokovych formuli. Rekneme, ze T je spl-
nitelny, pokud existuje valuace v takova, ze pro kazdou formuli ¢ € T' plati
v(p) = 1. O takové valuaci fekneme, ze spliuje soubor T'. Déle fekneme, ze
formule v je tautologickym dusledkem souboru formuli 7', piseme T' = 1,
jestlize pro libovolnou valuaci v spliujici soubor T' plati v(¢)) = 1.

Definice 2.5 Neorientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V' je mnozina
vrcholu a £ C {{u,v} | u,v € V} je mnozina hran mezi vrcholy (tedy
mnozina nejvyse dvouprvkovych nepradnych mnozin).

Klika v neorientovaném grafu je podmnozina vrcholi C C V| kde kazdé
dva vrcholy u,v € C jsou spojené hranou, tedy {u,v} € E.
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Priklad 2.17 Necht G je neorientovany graf. Naleznéte systém formuli T
takovy, ze

T je splnitelny = G obsahuje kliku o velikosti alespon 3

Priklad 2.18 Necht G je neorientovany graf a k € N. Naleznéte systém
formuli T takovy, ze

T je splnitelny <= G obsahuje kliku o velikosti k&
a T lze sestrojit v polynomidlnim case vzhledem k velikosti G a k.

Definice 2.6 Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V je mnozina
vrcholti a E C V? je mnozina orientovanych hran mezi vrcholy.

Necht G = (V, E) je orientovany graf a |V| = n. Hamiltonovskd kruznice
(HK) v orientovaném grafu G je posloupnost vrcholt ug, u1, . . . , up—1 takova,
7e pro vSechna 0 < ¢ < n — 1 plati (ui, %it1modn) € F a pro vsechna
0 <i<j<n—1plati v; # v,.

Priklad 2.19 Necht G = (V, E) je orientovany graf o n vrcholech. Nalez-
néte systém formuli 7 takovy, Ze

T je splnitelny <= G obsahuje Hamiltonovskou kruznici (2.2)

a T lze sestrojit v polynomialnim ¢ase vzhledem k velikosti n.

ReSeni Pouzijeme vyrokové proménné Eyw, kde u,w € V, a X, kde ¢
je celé ¢islo mezi 0 an—1a w € V. Proménnd F, , intuitivné reprezentuje
vyrok ,mezi vrcholy u a w vede hrana®, zatimco X;,, reprezentuje vyrok
,vrchol w je i-tym vrcholem na Hamiltonovské kruznici H “, kde H je néjaka
HK grafu G. Systém 7 pak vypada nasledovné:

T:{T]}U{@Lw,l/%w|0§i§n—1,w€V}U{9i,fi|0§i§n—1}, kde



g

KAPITOLA 2. SEMANTIKA VYROKOVE LOGIKY 22

n= /\ Eu,w A /\ _‘Eu,w )

(u,w)EFE u,weV
(u,w)¢E
i = Yo = ( N\ X
ueV
u Fw
Yiw=Xiw = N\ ~Xjw),
0<j<n—1
J#
0; = /\ (Xiu A Xit1 mod nw) = Buw),
u,weV
weV

Nebudeme formélné dokazovat, ze systém 7T spliiuje metaekvivalenci
(2.2), uvedeme pouze intuitivni zduvodnéni. Nejprve predpokliddejme, Ze
existuje valuace v splnujici systém 7. Formule 7 vynuti, aby valuace pro-
ménnych E,,, kédovala vstupni graf G (tj. aby v(E,.) = 1 pravé kdyz
mezi u a w vede hrana). Formule typu ¢; ., (je jich celkem n) dohromady
vynuti, ze nejvyse jedna z proménnych z mnoziny {X;,, | w € V} bude mit
pritazeno true (intuitivné nejvyse jeden vrchol muze byt i-tym vrcholem
konkrétni HK), podobné n formulf tvaru 1; ,, dohromady vynuti, Ze nejvyse
jedna z proménnych {Xj;,, | 0 < j < n — 1} bude mit pfitazeno true (tj.
zadny vrchol se na HK neopakuje). Koneéné n formuli typu & vynuti, aby
pro kazdé 0 < i < n—1 existovalo alespon jedno w € V takové, Zze X; ,, bude
mit prifazeno true. Pokud tedy dohromady vynuti, Ze pro libovolnou splnu-
jici valuaci v definujeme posloupnost ug, . . . u,—1 tak, ze u; je jediny vrchol w
spliujici v(X; ) = 1, pak tato posloupnost obsahuje vSechny vrcholy grafu
G. Navic, formule tvaru 6; vynuti, aby pro kazdé i vedla hrana mezi vrcholy
Uj & Uit1 mod n- Posloupnost ug, ... u,—1 je tedy Hamiltonovskou kruznici.

Naopak se snadno ukaze, ze pokud wuy,...,un,—1 je HK grafu G, pak
miuzeme zkonstruovat splnujici valuaci v nasledovné: pro vSechny vrcholy
u, w polozime v(E,, ,,) = 1 pravé kdyz mezi v a w vede hrana, a pro vSechna
0 <i<n-—1avsechna w € V polozime v(X;,) = 1 pravé kdyz u; = w.
Vsem ostatnim proménnym priradi v hodnotu 0.

A

Priklad 2.20 Necht T je spinitelng soubor vyrokovych formuli a necht ¢
je libovolnd vyrokovéa formule. Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici
tvrzeni:
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a) jestlize T = ¢, pak T [~ —p,
b) jestlize T' & —p, pak T |= .

Priklad 2.21 Necht T je libovolny neprdzdng soubor vyrokovych formuli
a necht ¢, ¥ jsou libovolné vyrokové formule. Rozhodnéte a dokazte, zda
plati nasledujici tvrzeni:

a) Pokut T |= ¢ — 1, pak bud T |= v nebo T' = —p.

b) Je-li 77 = {=¢ | £ € T} (tj. T’ obsahuje pravé negace formuli ze
souboru T'), pak T = ¢ pravé kdyz T" | —.

Reseni

a) Tvrzeni neplati. Jako protiptiklad uvedme situaci, kdy ¢ = A, ¥ = B
aT ={A — B}. Ztejmé {A — B} = A — B. Zaroven ale neplati
{A — B} E -A ani {A — B} = B. Pro prvni zminény priklad staci
uvazit valuaci v takovou, ze v(A) = v(B) = 1. Pak v(A — B) =1
a v(—A) = 0. Pro druhy pfipad (neplati {A — B} = B) stac¢i uvazit
valuaci v takovou, ze v'(A) = v'(B) = 0. Pak opét v'(A — B) = 1,
avsak v'(B) = 0.

b) Tvrzeni neplati. Jako protipriklad méjme situaci kdy 7" = {A A B}
a @ = A Ztejmé {A AN B} = A, neplati vSak {=(A A B)} = —A.
Abychom ukézali druhé tvrzeni, staci uvazit valuaci v takovou, Ze
v(A) =1 a v(B) = 0. Pro tuto valuaci plati v(=(A A B)) = 1, avsak
v(=A) =0.

A

Priklad 2.22 Necht T1,75,... je posloupnost splnitelnych soubori vyro-
kovych formuli. Rozhodnéte a dokazte, zda soubory 2, T; a (i=; T; jsou
splnitelné.

Priklad 2.23 Necht S je soubor vSech splnitelnych formuli vyrokové logiky
a S’ je soubor vSech tautologii vyrokové logiky. Rozhodnéte a dokazte, zda
jsou soubory S, resp. S’ splnitelné.

Priklad 2.24 Nechf 17,75, ... je posloupnost nesplnitelngch souboru vyro-
kovych formuli takovd, ze pro libovolné ¢ plati T;11 C T; (tj. Ti+1 je vlastni
podmnozinou 7;). Rozhodnéte a dokazte, zda je soubor (52, T; vzdy nutné
nesplnitelny, ¢i naopak vzdy nutné splnitelny.
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ReSeni Soubor N2 T; muze byt jak splnitelny, tak nesplnitelny. Uvazme
nejprve soubor vyrokovych formuli 7'= {X; A =X, | ¢ > 1}. Neformélné te-
¢eno, soubor 1" obsahuje nekoneéné mnoho ,kopii* formule X A—X, pricemz
abychom tyto kopie rozlisili, nahradime proménnou X v i-té kopii promén-
nou X; (tj. rozliSeni provedeme pomoci indext proménnych). Dale poloZzme
T, = T\{Xl/\—'Xl,...,Xi/\—'Xi} = {X]’/\—‘Xj |] > Z+1} Pak soubor
T; neni splnitelny, nebot obsahuje nesplnitelnou formuli X; A —=X;. Avsak
Nig, T; je prazdny soubor (ovérte!), ktery je z definice splnitelny.

Na druhou stranu uvazme situaci kdy T; = (T'U {Xo A =Xo}) \ {X1 A
X1, ., Xi AN X ={X; A=X; | j > i+ 1} U{Xo A —~Xp}. Znovu ziejmeé
plati, ze kazdy soubor T; je nesplnitelny, ovSem tentokrat je nesplnitelny
i soubor N2 T; = {Xo A = Xo}. A

Priklad 2.25 Méjme libovolny neprazdny soubor vyrokovych formuli T°
a formuli ¢ takovou, Ze T' |= ¢. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje kone¢ny
vlastni podsoubor 7" C T takovy, ze T = .

Véta 2.7 [o kompaktnosti] Necht T je soubor formuli vyrokové logiky. T je
splnitelny pravé kdyz kazda konecna c¢ast T' je splnitelna.

Priklad 2.26 Méjme libovolny nekonecny soubor vyrokovych formuli T°
a formuli ¢ takovou, ze T' = . Rozhodnéte a dokazte, zda existuje kone¢ny
podsoubor 7" C T takovy, ze T' = .

ReSeni Tvrzeni plati. Jeden zpiisob, jak toto tvrzeni dokazat, je s pouzi-
tim véty o korektnosti a tuplnosti pro Lukasiewiczuv odvozovaci systém pro
vyrokovou logiku (viz kapitola 4, kde se k tomuto piikladu jesté vratime).
Protoze jsme se vsak v této sbirce dosud odvozovacimi systémy nezabyvali,
ukdzeme si alternativni dukaz tohoto tvrzeni pomoci véty o kompaktnosti.

Nejprve si uvédomme, ze soubor T'U {—¢} neni splnitelny. Pokud by
totiz existovala valuace v splnujici tento soubor, musela by tato valuace
zejména spliiovat soubor T'. Protoze dle predpokladu T' = ¢, muselo by pla-
tit i v(¢) = 1 a tedy v(—¢) = 0, spor. Dle véty o kompaktnosti tedy existuje
kone¢ny soubor formuli Ty C T'U{—¢} ktery neni splnitelny. Pokud Ty C T,
pak za hledany soubor T” ze zaddni muzeme vzit pfimo Ty, nebot libovolnd
formule (tedy i ¢) je tautologickym dusledkem nesplnitelného souboru for-
muli. V opa¢ném pripadé lze psat Ty = Th U {—¢}, kde Ty C T'. Tvrdime, ze
T) = ¢. Pokud je T nesplnitelny, pak toto plati trividlné. V opaéném pii-
padé uvazme libovolnou valuaci v spliujici 77. Pak musi platit, ze v(—p) = 0,
jinak by Tp byl splnitelny. Tedy v(¢) = 1. Protoze v byla libovolna valuace
splnujici 71, plati 71 E ¢. A
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488 Priklad 2.27 Nésledujici priklady neni tézké vytesit bez pouziti véty o kom-
paktnosti, zkuste je ale vyresit pomoci této véty.

a) Necht A je spocetnd mnozina. Dokazte, ze existuje linedrni usporadéani
< na A.

b) Necht S je nekoneény jazyk nad abecedou {0,1}. Dokazte, ze exis-
tuje nekonecné slovo ajasas--- takové, ze pro kazdé ¢ € N je a1 - - - a;
prefixem néjakého prvku z S.

c) Necht A, B jsou spocetné mnoziny a R C A x B je relace takova,
ze pro kazdé a € A je B, = {b | (a,b) € R} konefny neprazdny
soubor. Dokazte, ze pokud pro kazdou konecnou ¢ast A’ C A existuje
injektivni funkce fa : A’ — B takova, ze far C R (zde funkci fas
chapeme jako relaci), pak existuje také injektivni funkce f : A — B
takova, ze f C R.

& Priklad 2.28 Necht ¢, ¢ a £ jsou formule vyrokové logiky. Dokazte, ze
plati:

a) (p— )= (~p V)

b) (e A1) = (mp V)

c) (e V)= (mp )

d) (e AR VE) = ((pAY)V(pAE))
) (V@A) = ((pVY)A(pVE))

X Priklad 2.29 Prevedte formuli (A — B) A ((C — E) — =(C A —=D)) do
DNF.

¢

Q Pi¥iklad 2.30 Ptevedte formuli (A — B) V ((C — E) — =(C A =D)) do
CNF.



Kapitola 3

Nestandardni logické
systémy

Jak jiz bylo zminéno v prvni kapitole, existuji systémy vyrokové logiky s riz-
nymi mnozinami operatori. V této kapitole budeme analyzovat tyto systémy
z hlediska jejich "popisné sily". Kritérium, podle kterého budeme popisnou
silu hodnotit, je schopnost vyjadrit vyrokové funkce.

Definice 3.1 Vyrokovd funkce je funkce F : {0,1}" — {0,1}, kde n > 1.

Intuitivné n-arni vyrokova funkce je totalni funkce, ktera kazdému n-ar-
nimu vektoru nul a jedniéek ptifadi nulu, nebo jednicku. Priklad vyrokové
funkce miizeme vidét v tabulce 3.

Priklad 3.1 Kolik je vSsech n-arnich vyrokovych funkci?

ReSeni Pro n-4rni funkei mame 2" ¥4dk v tabulce. V poslednim sloupci
tabulky mizeme mit 2Po¢et fadkit 1gznvch vektort nul a jednicek. Kazdy vek-
tor reprezentuje jednu vyrokovou funkci. Tedy pocet vSech n-arnich vyroko-

vych funkef je 22", A
1110
1101
0|11
0[(0|0

Tabulka 3.1: Piiklad binarni vyrokové funkce zadané tabulkou - jde o kla-
sickou funkci ,XOR.

26
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Nyni si obecné definujeme logicky systém pro libovolny konec¢ny soubor
vyrokovych funkci.

Definice 3.2 Necht Fi,..., Fi je koneény soubor vyrokovych funkci. Defi-
nujeme forméalni logicky systém L(F7, ..., Fy), kde

e Abeceda je tvorena znaky pro vyrokové proménné, zavorkami a znaky
F1,...,Fi pro uvedené vyrokové funkce.

e Pojem formule systému L(Fy, ..., Fy) je definovan v definici 1.7.

e Valuace rozsifime z vyrokovych proménnych na formule pfredpisem

V(F(WY1,...,¢n)) = Fo(n),...,v(n)).

Vsimnéme si, ze nyni uz mame formalné zadefinovanou syntax i séman-
tiku obecného logického systému. Dosud uvazovany logicky systém je podle
definice 3.2 L(—,V, A, —). Driive zavedené sémantické pojmy (splnitelnost,
pravdivost, atd.) se opiraji pouze o pojem valuace a ,funguji* tedy v libo-
volném systému L(F1, ..., Fy).

Od tohoto okamziku budeme smétovat k definici plnohodnotnosti logic-
kého systému, coz je schopnost popsat libovolnou vyrokovou funkci. K tomu
je nutné definovat pro libovolnou formuli logického systému jeji vyrokovou
funkci. Pro tcely tyto definice zvolme libovolné (ale déle pevné) linedrni
usporadani C na souboru vSech vyrokovych proménnych.

Definice 3.3 Necht ¢ je formule £(F1,..., F)) a necht Xy,..., X, je vze-
stupné usporddéna posloupnost (vzhledem k C) vSech vyrokovych promén-
nych, které se ve ¢ vyskytuji. Formule ¢ jednoznac¢né urcuje vyrokovou
funkei F, : {0,1}" — {0,1} danou predpisem F, () = v (p), kde vy je
valuace definovand takto:

e v=(X;) = (i) pro kazdé 1 < i < n (kde @ (i) znad i-tou slozku
vektoru ),

e v (Y) = 0 pro ostatni proménné Y.

Z definice F, v definici 3.3 plyne, ze @ € {0,1}" je n-arn{ vektor nul

a jednicek. Tento vektor U ndm diky linedrnimu usporddani £ na souboru

vsech vyrokovych proménnych jednoznacné urcuje valuaci v na vyrokovych

proménnych a tim padem i na libovolné formuli . Pro libovolny takovy

vektor a formuli ¢ lze tedy jednoznacné definovat hodnotu vyrokové funkce
F,() na vektoru ' jako valuaci vg ().

Z definice funkce urcené formuli piimo plyne, ze pokud ¢ ~ ¢/, kde

formule ¢ obsahuje stejné proménné jako ¢, pak F, = F.
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|| O
= = = O

O| O = =

Tabulka 3.2: Vyrokova funkce pro Schefferiuv operdtor ¢ A 1 =~ =(p A )

= oo O

O O = =
Ol = O =

Tabulka 3.3: Vyrokova funkce pro Schroderuv operator ¢ | ¥ ~ —(¢ V 1)

Priklad 3.2 Méjme néjaky logicky systém L(Fi, ..., Fy). Necht ¢ je libo-
volna formule tohoto systému a necht &1, 604, ...,&, 0y jsou formule takové,
ze & =~ 0; pro vsechna 1 < j < £. Dokazte, ze ¢ = p(&1/6h,...,&0/0;) (viz
definice 1.8).

Priklad 3.3 Méjme logicky systém L(F1,..., Fx). Necht p a &1,...,& jsou
libovolné formule tohoto systému. Dokazte, ze v libovolné valuaci v plati
v(p(X1/&1, ..., Xe/&)) = V' (p), kde v’ je valuace definovand nasledovné: pro
libovolné 1 < j < ¢ klademe v'(X;) = v(&), pro jakoukoliv jinou proménnou
Y klademe v'(Y) = v(y).

ReSeni Postupujeme indukci vzhledem ke struktuie formule ¢. Pokud ¢ =
X, kde X je proménnd, mdme dvé moznosti: bud X = X; pro néjaké 1 <
Jj < Ca pak v(e(X1/&,..., Xe/&)) = v() = V(X;) = V'(p), nebo X
neni rovna ani jedné z proménnych X; a potom v(¢o(X1/&1,...,Xe/&)) =
v(X) =v(X).

Necht nyni ¢ = Fi(p1,...,¢q,;), kde a; je arita funkce F;. Pak plati,
ze 0(X1/61,...,Xe/&) = Fi(¢h,--.,0,,), kde pro viechna 1 < r < a; je
o= (X1/&1, ..., Xe/&). Pro libovolnou valuaci v mame

v(p(X1/€1, .., Xe/&r)) = Fi(v(e1), .-, 0(@L,) = Fi(v'(91), - .., v" (0r))
=v'(),

kde druhé rovnost plyne z indukéniho predpokladu. A
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Definice 3.4 Systém L(Fi,...,F}) je plnohodnotny, jestlize pro kazdou
vyrokovou funkci F' existuje formule ¢ systému L(F7y,..., F)) takovd, zZe
F=F,

Véta 3.5 Logicky systém L£(—,V, A) je plnohodnotny.

Dikaz Pouzitim tabulky vyrokovych funkci a disjunktivni normélni formy,
viz prednéaska.

Termin plnohodnotnosti neni samoucelny. Napiiklad v pocitacich jsou
veskeré vypocty vykondavany v dvojkové soustavé a na nejnizsi drovni jsou
vypocty implementoviny pomoci tranzistorti nebo diod spajenych do hra-
del, které jsou schopny vykonavat jednoduché logické operace (AND, OR,
NOT, NAND, NOR, XOR). V obvodech se nemusi vyskytovat vsechny typy
hradel (z ekonomickych divodi), zpravidla je ale vybér hradel takovy, aby
bylo mozné implementovat libovolnou funkci, tedy aby byl systém hradel
plnohodnotny.

Dalsi aplikace plnohodnotnosti je pii dokazovani vlastnosti logickych sys-
tému. Napriklad doted jsme pracovali se systémem L(—,V, A, —) a vime, Ze
systém L(—, V, A) je plnohodnotny. Tedy dokdzeme — ekvivalentné vyjadrit
pomoci systému L(—, V,A) a muzeme pouzivat — pouze jako syntaktickou
zkratku. Poziti systému £(—, V, A) namisto systému £(—, V, A, —) muze vést
k zjednoduseni dikazt napr. budeme mit méné pripadl ovérovani pri struk-
turalni indukci.

Abychom obecné dokéazali, ze je néjaky logicky systém plnohodnotny,
méli bychom spravné ukazat, jak pro libovolnou vyrokovou funkci nalézt pii-
slusnou formuli, kterd tuto funkci zadava. Ve skutecnosti ¢asto vyuzivame
faktu, ze néjaky jiny logicky systém je plnohodnotny. Pokud bychom napft.
méli formélné spravné metadokédzat, ze systém L£(—, A) je plnohodnotny s po-
moci toho, ze systém L(—, A, V) je plnohodnotny, méli bychom ukézat, ze
pro libovolnou formuli ¢ logického systému L(—, A, V) existuje formule
logického systému L£(—, A) takovd, ze F, = F. Nasledujici piiklad ukazuje,
Ze ve skutecnosti staci ukdzat, ze systém L(—, A) dokéze vyjadiit vSechny
spojky logického systému L(—, A, V).

Priklad 3.4 Mégjme formélni logické systémy £; = L(Fy,...,F;) a Lo =
L(Gy,...,Gy). Predpokladejme, Ze pro libovolné 1 < i < k existuje formule
Y; systému Lo takovd, ze Iy, = F;. Pak pro libovolnou formuli ¢ systému
L1 existuje formule 1) systému Ly takovd, ze F, = Fy,.
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ReSeni Dle definice 3.3 lze predpoklddat, Ze pro libovolné 1 < i < k se
ve formuli v; vyskytuje pravé k; riiznych proménnych Xy, ..., X,,, kde a; je
arita funkce F;. Necht Ly, resp. Lo, oznacuje soubor vSech formuli systému L,
resp. Lo. Uvazme téz logicky systém £ = L(Fy, ..., Fy, G1,...,Gy) a oznac-
me L soubor vSech formuli tohoto systému. Ziejmé L1 U Lo C L. Definujeme
transformaci T': L1 — Lo, ktera nahrazuje spojku F; formuli v; induktivné
takto: pokud Y je libovolnd proménnd, pak klademe T(Y) =Y. Pokud ¢ je
formule tvaru F;(&1, ..., &, ), pak klademe

T(SO) - wi(Xl/T(§1>vX2/T(§2) T 7Xai/T<£ai))'

Jinak feceno, T'(¢) vznikne nahrazenim proménné X; ve formuli 1; formuli
T'(&;), pricemz nahrazeni provedeme soucasné pro vSechna 1 < j < q; (viz
definice 1.8).

Ukéazeme, ze pro libovolnou formuli ¢ € Ly plati nasledujici tvrzeni: ve
¢ a T(p) se vyskytuji stejné proménné a F, = F{T(¢)). Pak pro libovolnou
formuli ¢ systému £; je formule T () formuli systému Lo pro kterou plati
Fy = Fry).

Postupujeme indukei vzhledem ke struktute formule ¢. Pokud ¢ je pro-
ménnd, pak T'(¢) = ¢ a trividlné plati F, = Frp (. Pokud ¢ € L; je tvaru
Fi(&1, ..., &), pak formule &1, ..., &, rovnéz ndlezi L; a plati tedy pro né
indukéni predpoklad. Zejména plati, ze libovolnd proménné se vyskytuje ve
@, pravé kdyz se vyskytuje v néjakém ¢;, 1 < j < a; coz dle indukéniho
predpokladu nastane pravé tehdy, kdyz se tato proménnd vyskytuje v néja-
kém T'(§;) a tedy i v T'(p). Ve formulich ¢ a T'(¢) se tedy vyskytuji stejné
proménné. Déle pro libovolny vektor u € {0,1}% plati

Fo(u) = Fi(Fg (u), ..., Fg, (u)) = Fi(Fre,)(u), ..., Fre, ) ()
= Fy,(Fre,) (), ..., Fre, ) (u) = Frg)(u),

kde druha rovnost plyne z induk¢niho predpokladu, tieti rovnost plyne
z toho, Ze F, = F; a posledni rovnost plyne z piikladu 3.3.
Tim je tvrzeni dokazano. A

Priklad 3.5 Rozhodnéte a dokazte, zda je logicky systém L(—, A) plnohod-
notny.

ResSeni Plati (X VY) ~ =(=X A =Y) (d4 se ukézat napt. tabulkou). Dle
prikladu 3.4 tedy v systému L£(—, A) 1ze vyjadiit vSechny vyrokové funkce,
které jsou vyjadritelné v systému L(—, V, A). Protoze druhy zminény systém
je plnohodnotny, je i £(—, A) plnohodnotny. A
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Toto schéma dtikazu je mozné vyuzit automaticky, proto pri ukazani
plnohodnotnosti systému L(FY, ..., F,) na zdkladé plnohodnotnosti jiného
systému L(G1,...,G) postaci, kdyz ukdzeme, ze pro kazdou m-arni vy-
rokovou funkci Fi(¢1, ..., ¢m) systému L(G1, ..., Gy), kterd se nevyskytuje
v{F,..., F,}, existuje formule ¢ systému L(F1, ..., Fy,), t.z. Fi(©1,. .., om)
~ ¢ nebo F; = G,

Priklad 3.6 Rozhodnéte a dokazte, zda je logicky systém L(A) plnohod-
notny.

ReSeni Tvrzeni neplati. Abychom to ukézali, dokaZeme, Ze libovolné for-
mule ¢ systému L£(A) mé nésledujici vlastnost P:

P: pokud se ve ¢ vyskytuje pouze jedna vyrokova proménna (bez Gjmy
na obecnosti ji oznac¢ime Xi), pak X1 ~ .

Uvédomme si, ze z toho jiz plyne, ze v systému L(A) neni mozné vyjadrit
negaci. Pro libovolnou formuli ¢ tohoto systému pak totiz plati plati F,(0) =
Fx,(0) =0 # =(0).

Fakt, ze kazda formule ¢ splnuje vlastnost P dokazeme strukturalni
indukci.

e Baze: Pro formuli X; zrejmé plati X ~ X7.

e Indukéni krok: Je-li ¢ tvaru @1 A @2, kde 1 1 @2 maji vlastnost
P, pak mohou nastat dva pripady. Bud ¢ obsahuje vice nez jednu
proménnou, v kterémzto piipadé ¢ trivialné spliuje P. Nebo ¢ obsa-
huje jen jednu proménnou (ozna¢me ji X1) a tedy i ¢1, @2 obsahuji
pouze tuto proménnou. Protoze ¢, w9 maji vlastnost P, musi platit
p1 Ao = X1 A X1 = X1, kde prvni ekvivalence plyne z prikladu 3.2
a druhd je trivialni.

A

Priklad 3.7 Rozhodnéte a dokazte, zda jsou nésledujici logické systémy
plnohodnotné.

a) L(—)
b) L(A,V)
) L(=,—)
d) L(])



g

KAPITOLA 3. NESTANDARDNI LOGICKE SYSTEMY 32

Priklad 3.8 Dejte priklad vyrokové formule ¢ logického systému L(—, )
takovou, ze F, : {0,1}? — {0, 1} (tedy funkce "vyjadiend'formuli ¢) je ddna
nasledujici tabulkou (v poslednim sloupci jsou hodnoty pro vstup urceny
prvnimi dvéma sloupci):

Ol O

O O = =
Ol = O

Priklad 3.9 Pro vyrokovou logiku méjme formalni logicky systém L(e,m),
kde e je unarni vyrokové funkce takova, ze pro libovolné a € {0, 1} je o(a) =
1 a m je ternarni tzv. majoritni funkce, tj. funkce takova, ze pro libovolné
a,b,c € {0,1} mame

a pokuda=5>

c jinak.

m(a,b,c) = {

Rozhodnéte a dokazte, zda existuji formule @, 1) systému L(e, m) takové, ze
a) Fgo = Fﬁx,
b) Fw = Fxvy.

(Zde — a V jsou standardni operace ,negace* a ,disjunkce*.)

Reseni NeZ popiSeme Feseni, uvédomme si, Ze majoritni funkce vzdy vraci
tu z hodnot 0, 1, kterd se mezi jejimi tfemi argumenty vyskytne alespon
dvakréat.

ad a): Takova formule v systému L(e, m) neexistuje. Abychom to dokéza-
li, ukazme, Ze pro libovolnou formuli ¢ tohoto systému s jednou proménnou
plati F, = idg 1) nebo F,, = F,x. Postupujeme strukturalni indukei. Pokud
v = X, pak zfejmé F, = idyo1y. Pokud ¢ = ey, pak F, = Fox. Predpo-
klddejme tedy, ze ¢ = m(1)1, 99, 13), kde pro ¥y, 19, 13 dokazované tvrzeni
plati. Mohou nastat dva pripady. Bud pro alespon dva indexy j € {1,2,3}
plati Fyy, = Fex a pak (z definice majoritni funkce) i Fi, = Fox. Nebo pro
alespoil dva indexy j € {1,2,3} plati Fy, = id 1y, a pak i F, = ido 13-
Tim je pozadované tvrzeni dokazano.

ad b): Takové formule existuje, sta¢i uvazit napriklad ¢ = m(X,Y, eX).
Rovnost Fy, = F'xyy lze oveéfit sestrojenim pravdivostnich tabulek pro obé
formule. (Ovérte!)

A
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Priklad 3.10 Pro formuli ¢ = A — (B — (C — D)) naleznéte ekvi-
valentni formuli v logickém systému L(]), kde | je Shefferiv operdtor (t.j.

P&~ (PAg)).

Priklad 3.11 Méjme formuli vyrokové logiky ¢ = (X <« V). Najdéte k ni
ekvivalentni formuli v logickém systému L£(—, —), pokud takova existuje.

Priklad 3.12 K nésledujici formuli zadejte ekvivalentni formuli v (neplno-
hodnotném) logickém systému L(A, —).

(B A-C)V-A4)V (B A D)

Priklad 3.13 K nésledujici formuli zadejte ekvivalentni formuli v (neplno-
hodnotném) logickém systému L(V, —).

=((=BV A) A (-CV A)AN-D)

Priklad 3.14 Me¢jme binarni vyrokovou funkci — zadavajici standardni im-
plikaci a undrni vyrokovou funkci A takovou, ze

A(l)=0

A(0)=0

Rozhodnéte a dokazte, zda formalni logicky systém L(—, A) je plnohod-
notny.

Pro vyrokové funkce — a A pouzivejte ve formulich tohoto systému
shodné symboly, tedy — a A. V dukazu muzete vyuzit plnohodnotnost ji-
nych logickych systémt z prednasky.

Definice 3.6 Vyrokova funkce F je Schefferovska, jestlize L(F) je plnohod-
notny systém.

Priklad 3.15 Dokazte nasledujici tvrzeni: Vyrokova funkce F' arity n > 1
je Shefferovska praveé tehdy, kdyz plati nasledujici podminky:

a) F(P,...,P)~ —P (P je vyrokovia proménnd)

b) pro néjakéd x1,...,x, € {P,Q} (P, Q jsou ruzné vyrokové proménné)
plati, ze F(x1,...,x,) neni ekvivalentni ani =P ani =Q. (VySe F znaci
n-arni vyrokovou spojku prislusejici funkei F'.)
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ReSeni <=: Pfedpoklddejme platnost podminek 1. a 2. a necht proménné

Z1,..., Ty € {P,Q} jsou takové, ze F(x1,...,x,) neni ekvivalentni ani —P
ani Q).

Idea: Nasledujici pravdivostni tabulka ukazuje, jakych pravdivostnich hod-
not muze nabyvat formule F(z1,...,z,).

P Q Flzi,...,zn) F(1,...,70)

1 1 0 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

Z tabulky je zfejmé, Ze mame pouze dvé moznosti. Ostatni moznosti jsou
vylouCeny podminkami 1. a 2. V prvnim piipadé se symbol F chova jako
spojka A (NOR) a ve druhém piipadé jako | (NAND). Obé tyto spojky jsou
Shefferovské, coz ndm da pozadovany vysledek.

Formdlni dikaz: Pro z,y € {0,1} ozna¢me u*¥ = (ui?,...,ut¥) € {0,1}"
vektor délky n definovany takto:

U,

ey J* pokudz;=P
y pokud z; = Q

Pozorovéani:
(a) F(u) =1a F(u'') =0 (plyne pfimo z podminky 1.)

(b) Pokud by platilo, F(u'%) = 0 a F(u®') = 1, pak by bylo F(z1,...,2,) ~
-P

(c) Pokud by platilo, F(u!'?) = 1 a F(u®!) = 0, pak by bylo F(z1,...,2,) ~
—Q

Tudiz moznosti (b) a (c¢) by byly v rozporu s nasim predpokladem. Z toho

plyne, Zze nam zbyvaji pouze dvé moznosti, jak se mize funkce F' chovat na
vektorech u®¥. Tyto moznosti jsou

i. F(u'®)=F@) =0
ii. F(ul®) =Fu) =1

V pripadé i. plati, ze F' = F,. V pripadé 2 pak plati F' = F|. Dle prikladu
3.4 existuje pro kazdou formuli ¢ systému L(A) (v pripadé i.), resp. systému
L(|) (v ptipadé 2) formule ¢ systému L(F) takova, ze F, = Fy. Protoze
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systémy L(A) a L(]) jsou plnohodnotné (viz prednaska), musi byt i systém
L(F) plnohodnotny, tj. funkce F' je Shefferovska.

=>: Dukaz provedeme obménou. Predpokladejme nejprve, Ze neplati
podminka a) ze zadani prikladu. Mame celkem t¥i moznosti.

(i.) F(1,...,1)=1a F(0,...,0)=0
(ii.) F(1,...,1)=1a F(0,...,0)=1
(iii.) F(1,...,1)=0a F(0,...,0)=0
Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze ani v jednom z vysSe uvedenych pripadi,

nemize byt funkce F' Shefferovska.

Tvrzeni: Necht ¢ je formule L(F') obsahujici pravé jednu vyrokovou pro-
ménnou P.

(i.) Jestlize F(1,...,1) =1a F(0,...,0) =0 pak F (1) =1
(ii.) Jestlize F(1,...,1)=1a F(0,...,0) =1 pak F (1) =1
(ili.) Jestlize F(1,...,1) =0a F(0,...,0) =0 pak F,(0) =0

Dikaz: ad (i.): Indukei vzhledem k délce vytvorujici posloupnosti pro ¢.

e Jestlize ¢ je vyrokova proménnd P a v je valuace takovd, ze v(P) = 1
a v(Y) = 0 pro ostatni vyrokové proménné Y, pak ziejmé F,(1) =
v(p) =v(P)=1.

e Jestlize ¢ je tvaru F(¢1,...,%,) pro néjaké formule v, ..., 19, a v je
valuace takovd, ze v(P) = 1 av(Y') = 0 pro ostatni vyrokové proménné
Y, pak z indukéniho predpokladu plyne, ze v(1;) = 1 pro1 <i <n
a tedy

Fw(l):V(f(wlauwwn)):F(V(T/Jl)a”'vy(l/}n)):F(lﬂ”'vl):l

Body (ii.) a (iii.) se dokaz{ uplné stejné.

7 vyse uvedeného tvrzeni tedy plyne, ze pokud neni splnéna podminka
a) ze zadani, pak funkce F' neni Shefferovskd, nebot neexistuje formule ¢
systému L(F') takova, ze F, = F..

Nyni predpoklddejme, Ze podminka a) je splnéna, ale neni splnéna pod-
minka b) Dokdzeme, ze pro kazdou formuli ¢ € L(F) s pravé jednou vy-
rokovou proménnou P plati bud ¢ = P nebo ¢ =~ —P. Diukaz povedeme
indukeci vzhledem k délce vytvorujici posloupnosti pro .
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e Jestlize ¢ je vyrokova proménnd P, pak zfejmé ¢ ~ P.

o Jestlize ¢ je tvaru F(¢1,...,%y), pak z indukéniho predpokladu plyne,
ze bud ¢; ~ P nebo ¢; ~ =P pro 1 < i < n. Pak (viz. pitklad 3.2)
o~ F(Py,...P,) kde

B P pokud ¢; = P
" |-P pokud ¢; ~ —P

Uvazme nyni formuli ¢/ = F(x1,...,z,), kde z; = P pokud P; = P
a x; = @ jinak. Necht pfitom Ip (resp. Ig) je mnozina vsech in-
dexu takovych, ze x; = P (resp. x; = Q). Protoze predpokldaddme,
7e podminka 2. neni splnéna, dostaneme, Ze bud ¢’ =~ —P nebo
¢ ~ Q. V prvnim piipadé to zejména znamend, ze v(¢') = v * (¢')
pro libovolné dvé valuace takové, ze v(P) = v — (P). Nyni pro li-
bovolnou valuaci v uvazme valuaci v+ takovou, ze v * (Q) = v(—P)
av#* (X)=v(X) pro proménné X # @Q. Pak pro libovolnou valuaci v
plati v(p) = vx(¢') = v(¢') = v(=P), kde druhé rovnost plyne z toho,
ze v(P) = v * (P) a tfeti z toho, ze ¢’ &~ = P. Tedy ¢ ~ —P. Podobné
se ukaze, ze pokud ¢’ ~ —Q paki ¢ ~ —Q.

Z vyse uvedeného plyne, ze neexistuje formule ¢ € L(F') takovd, ze
F,(1)=1a F,(0) =1 a tudiz F neni Shefferovska. A

Priklad 3.16 Rozhodnéte a dokazte (bez pouziti Prikladu 3.15!) zda jsou
nasledujici formalni logické systémy plnohodnotné.

a) L(=)!
b) L()

Priklad 3.17 Pokuste se na zakladé klasifikace z Prikladu 3.15 odvodit
vzorec vyjadiujici pocet n-arnich Shefferovskych funkei (viz. prednéska).

1Symbol — zde zastupuje bindrni funkci, kters udava sémantiku (tj. pravdivostni ta-
bulku) implikace



Kapitola 4

Dokazovaci systém pro
vyrokovou logiku

Podstatnou motivaci pro vznik matematické logiky bylo studium platnosti
usudki, tedy toho, zda néjaké tvrzeni logicky vyplyva ze zadanych predpo-
kladt. Receno jazykem vyrokové logiky: zajima nas, zda pro dany soubor
formuli T" a danou formuli ¢ plati 7' = ¢. Navic bychom radi toto ovéfeni
korektnosti zautomatizovali, aby o platnosti isudku vskutku nebylo pochyb.

Je-li soubor T konec¢ny, napt. T = {¢1, ..., ¢k}, pak lze ukdzat, ze T |= ¢
pravé kdyz (o1 A+ Apg) — ¢ je tautologie. Pfitom otdzku, zda né&jaka for-
mule je tautologie, muze relativné snadno zodpovédét pocita¢ (napiiklad
sestrojenim tabulky pravdivostnich hodnot, existuji ovSéem mnohem efektiv-
néjsi algoritmy). Tento pristup ma ovSem dvé zasadni nevyhody. Za prvé,
soubor predpokladi nemusi byt nutné kone¢ny (s takovymi soubory se se-
tkdme zejména pozdéji v predikatové logice). V takovém pripadé neni vyse
uvedeny postup viubec pouzitelny, a to ani v tom piipadé, kdy je soubor T'
néjakym zpusobem kone¢né reprezentovatelny, tj. zpracovatelny pocitacem.
Za druhé, znalost toho, Ze (o1 A -+ A k) — ¢ je tautologie, nds sice pre-
svédcuje o tom, ze ¢ je dusledkem T, nedava ale zadny vhled do toho, proc¢
tomu tak je. Jinak feceno, nedozvime se nic o strukture daného tsudku,
o tom, jakym myslenkovym procesem lze danou formuli z predpokladt od-
vodit.

Z tohoto divodu zavadime pojem odvozovaciho systému, tj. souboru pra-
videl, pomoci nichz 1ze ryze syntakticky, bez jakékoliv znalosti sémantiky,
vytvaret (,odvozovat“) z néjakych predpokladi nové formule. Oddéleni syn-
taxe od sémantiky je dulezité, aby tuto ¢innost mohl vykondvat i stroj, ktery
sémantiku ,nechape“. Cilem je ziskat takovy odvozovaci systém, pomoci

37
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kterého lze odvodit néjakou formuli ¢ z néjakého souboru formuli 7" prave
kdyz T = .

Neformalné feceno, odvozovaci systém je dan souborem axiomi (¢i sché-
mat axiomi) a souborem odvozovacich pravidel. V této ¢asti se soustiedime
na tzv. Lukasiewicziv odvozovaci systém pro L£(—,—) (vzpomenme si, Ze
libovolnou logickou spojku lze vyjadiit pomoci — a —). Ten je ddn nésle-
dovné:

Schémata axiémi:

e Al: v = (¥ =)
e A2 (p—= (W =)= ((p =) = (¢ —=8)
o A3 (mp = ) = (b = ¢)
Odvozovaci pravidlo:
e MP: Z pa ¢ — 1 odvod 9. (modus ponens)
Definice 4.1 Bud T soubor formuli.

e Dikaz (¢i odvozeni) formule ¢ ze souboru predpokladu T je konecnd
posloupnost formuli ¢1,- -+, ¢k, kde ¢ je ¥ a pro kazdé ¢;, kde 1 <
1 < k, plati alespon jedna z nasledujicich podminek:

— ; je prvek T
— (; je instanci jednoho ze schémat A1-A3;

— ; vznikne aplikaci pravidla MP na formule ¢,,, ¢, pro vhodné
1<m,n<i.

e Formule ¢ je dokazatelnd z predpokladt T, psano T F 1, jestlize
existuje dtikaz ¢ z predpokladi T'. Jestlize T' F ¢ pro prazdné T,
fikame zZe 1 je dokazatelna a piseme - ).

Tim, ze odvozeni probiha postupné, v jednotlivych krocich, lze sledovat
strukturu prislusného tsudku. Navic v kazdém korektni odvozeni se vyu-
zije pouze konecné mnoho predpokladi, pocita¢ tedy muze provést dukaz
i z nekone¢ného souboru T, je-li tento soubor néjakym zpiisobem reprezen-
tovatelny v pocitaci.

Je-li dany odvozovaci systém korektni, pak mame zaruceno, ze vSechny
odvozené formule jsou dusledky ptvodnich predpokladu. Je-li systém navic
uplny, pak 1ze pomoci néj odvodit praveé formule vyplyvajici z danych pred-
pokladt. Pro Lukasiewiczuv systém byly na prednasce dokazany nasledujici
véty:
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Véta 4.2 [o dedukci] Necht ¢, ¢ jsou formule a T' soubor formuli. Pak pro
Lukasiewiczuv systém plati: T U {1} - ¢ pravé kdyz T + 1 — .

Véta 4.3 [o korektnosti] Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Pak pro
Lukasiewicziv systém plati: jestlize T'F ¢, pak T |= .

Véta 4.4 [o uplnosti] Necht ¢ je formule a 7' soubor formuli. Pak pro
Lukasiewicztv systém plati: jestlize T' |= ¢, pak T + .

Predchozi véty ukazuji, ze Lukasiewicztv systém je presnou formalizaci
usudku ve vyrokové logice (se spojkami —, —). Piiklady odvozeni v Luka-
siewiczové systému je mozné nalézt na slidech k prednésce.

Priklad 4.1 Necht P a @ jsou vyrokové proménné. Rozhodnéte, zda jsou
nasledujici formule dokazatelné. Pokud u nékteré formule rozhodnete, zZe je
dokazatelnd, naleznéte jeji dikaz v Lukasiewiczové systému.

a) P— (Q — P)
b) P— P
c) P—=>Q

Priklad 4.2 Rozhodnéte a dokazte, zda pro kazdou formuli ¢ vyrokové
logiky plati bud ¢, nebo - —¢p.

Priklad 4.3 Mgjme konecny soubor formuli vyrokové logiky T a formuli ¢

takovou, ze T' |= . Dokazte (bez odvolani se na vétu o tplnosti), ze T F .
Muzete mimo jiné vyuzit toto tvrzeni (a nemusite ho dokazovat):

Pro libovolnou formuli ¢ vyrokové logiky takovou, ze = ¢, plati - ¢.

Priklad 4.4 Rozhodnéte a dokazte, zda pro libovolny soubor T formuli
vyrokové logiky a pro libovolné formule ¢, plati T'U {p} F ¢ — 9.

ReSeni Toto obecné neplati. Uvazme T prazdny soubor, p=Aay =B,
kde A, B jsou vyrokové proménné. Ziejmé plati A = A — B. Stac¢i uvazit
valuaci v takovou, ze v(A) = 1 a v(B) = 0. Tato valuace spliuje soubor
{A}, ovsem v(A — B) = 0. Dle véty o korektnosti musi platit A ¥ A — B.

A

Priklad 4.5 Rozhodnéte a dokazte, zda existuje formule vyrokové logiky
p, kterd neni tautologie, a soubor formuli T" takovy, ze plati T - .
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Véty o korektnosti a tiplnosti jsou mocnym nastrojem, na prednasce vsak
byly dokézény pouze pro Lukasiewicziiv systém.! Ve zbytku této ¢asti bu-
deme zkoumat rizné jiné odvozovaci systémy, u nichz korektnost ani iplnost
a priori predpokladat nemuzeme.

Priklad 4.6 M¢jme odvozovaci systém s jednim schématem axiomu Al:
¢ — @ a s pravidlem modus ponens. Necht ¢ je formule systému L£(—, ).
Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni.

a) Pokud I ¢, pak = ¢.
b) Pokud [ ¢, pak F .

Priklad 4.7 Uvazme formdlni logicky systém L£(—,e) se dvémi undrnimi
vyrokovymi funkcemi, kde — je standardni negace a e je unarni vyrokova
funkce takova, Ze pro libovolnou formuli ¢ plati ey = (¢ V —p).

Uvazme déle nasledujici odvozovaci systém S pro £(—,e). Systém S ob-
sahuje jedno schéma axiomt

Al! [ ] _'w
a nasledujici 3 odvozovaci pravidla:

P1: z e odvod e e e,
P2: z e e odvod v,
P3: 7Z ® —|—\—|w odvod — e w

Diikaz formule ¢ v systému S (z préazdného souboru predpokladu) je
konec¢na posloupnost formuli &1, . . ., &, kde & je ¢ a navic pro kazdé &;, kde
1 <1 <k, plati alespon jedna z nésledujicich podminek:

— &; je instanci schématu Al;
— &; vznikne aplikaci jednoho z pravidel P1-P3 na formuli §;, pro vhodné
1<y <.

Rekneme, 7e formule ¢ je v systému S dokazatelnd (znacime g o),
existuje-li jeji dikaz v systému S.

Rozhodnéte a dokazte, zda pro libovolnou formuli ¢ logického systému
L(—, o) plati: jestlize Fg ¢, pak = ¢.

LV literatufe lze nalézt mnoho jinych korektnich a tplnych odvozovacich systémi pro
vyrokovou logiku, témi se vSak v této sbirce nebudeme zabyvat.
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ReSeni Tvrzen{ neplati. DokdZeme to tak, Ze v tomto systému odvodime
konkrétni formuli, kterd neni tautologii. Uvazme tedy napriklad nasledujici
dikaz formule — ¢ X v systému S:

1) o =X instance Al (pro ¢ = =—X)
2) —oX P3 na 1)

Ziejmé ale — o X neni tautologie (je to dokonce kontradikce).
A

Piiklad 4.8 2 Uvazme odvozovaci systém S z piedchoziho prikladu. Roz-
hodnéte a dokazte, zda je v systému S dokazatelna formule o ¢ =X | kde X
je vyrokova promeénna.

ReSeni Danou formuli nelze v systému S odvodit. Abychom to mohli do-
kézat, (meta)dokdzeme nejprve platnost nasledujiciho tvrzeni:

Tvrzeni 4.5 Necht ¢ je libovolnd formule dokazatelnd v systému S. Pak
pocet vyskytl symbolu e ve ¢ pred prvnim vyskytem jakéhokoliv jiného
symbolu (nez e) je lichy, nebo nulovy.

7 predchoziho tvrzeni pak ihned plyne nedokazatelnost formule e ¢ =X
v systému S, nebot v této formuli je pocet vyskyti symbolu e pired prvnim
vyskytem jiného symbolu roven 2; je tedy sudy a nenulovy.

(Meta)dikaz Torzeni 4.5: Fixujme dukaz &, ..., & formule ¢ (ten exis-
tuje, nebot dle predpokladu je ¢ dokazatelnd). Pro i € {1,...,k} ozna¢me
l; po¢et symboli e ,na zacatku“? &;. Indukef vzhledem k i ukdZeme, Ze pro
vSechna i € {1,...,k} je l; liché ¢islo, nebo nula.

Predpoklddejme, ze i = 1. Pak & musi byt instanci schématu Al a musi
tedy mit tvar e—1) pro néjakou formuli v. Ihned vidime, ze [; = 1.

Nyni predpoklddejme, ze ¢ > 1 a ze pro vSechna j < ¢ je l; liché ¢islo,
nebo 0. Mohou nastat nasledujici pripady:

e & je instanci schématu Al. Pak Ize stejné jako vyse ukézat, ze [; = 1.

o ¢ vznikne aplikaci P1 na ¢;, kde j < 7. Thned vidime, Ze l; = [; + 2.
Z indukéniho pfedpokladu vime, Ze [; je bud nula, nebo liché ¢islo.
Z definice pravidla P1 ale zaroven vidime, Ze §; musi mit tvar e pro

2Zadéni tohoto piikladu bylo inspirovano takzvanym MU-puzzle z knihy Douglase
Hofstadtera Gédel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid.

3Kdybychom chtéli byt co nejformalnéjsi, mohli bychom definovat I; jakozto délku
nejdelsiho prefixu slova &; skladajiciho se pouze ze symbolu e.
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néjakou formuli 1. Zejména tedy musi byt [; > 1 a tudiz I; # 0.
Dohromady dostdvame, Ze [; musi byt liché ¢islo a tedy i l; = 1; 4+ 2 je
liché ¢islo.

e &; vznikne aplikaci P2 na §;, kde j < i. Podobné jako v predchozim
piipadé vidime, Ze [; = l; — 2. Z indukéniho pfedpokladu vime, zZe [; je
bud nula, nebo liché ¢islo. Z definice pravidla P2 ale zaroven vidime,
ze &; je tvaru e e ¢ pro vhodné 9. Zejména tedy l; # 0. Dohromady
dostdvame, Ze I; musi byt liché a tedy i [; = [; — 2 je liché.

e & vznikne aplikaci P3 na §;, kde j < ¢. Pak & musi mit tvar — e pro
néjakou formuli ¢ a tedy I; = 0.

Tim je Tvrzeni 4.5 dokézédno. Vsimnéme si, ze ackoliv neni odvozovaci
systém S korektni (viz predchozi priklad), nelze v ném odvodit libovolnou
formuli.

A

Priklad 4.9 Uvazme formdlni logicky systém L£(—,e) se dvémi undrnimi
vyrokovymi funkcemi, kde — je standardni negace a e je unarni vyrokova
funkce takova, Ze pro libovolnou formuli ¢ plati ey = (¢ A —p).

Uvazme dale nésledujici odvozovaci systém R pro L(—,e). Systém R
obsahuje jedno schéma axiomi

Al: - e Qp
a nasledujici 3 odvozovaci pravidla:

P1: z e odvod —e - e 1),
P2: z e odvod — e =),
P3: z Y odvod ——.

Diikaz formule ¢ v systému R je definovan obdobné jako v prikladu 4.7.

Rekneme, Ze formule ¢ je v systému R dokazatelnd (znacime Fg ),
existuje-li jeji dikaz v systému R. Rozhodnéte a dokazte, zda pro libovolnou
formuli ¢ plati: jestlize Fr ¢, pak | ¢.

ReSeni Tvrzeni plati. Chceme dokazat: pro kazdou formulie logického sys-
tému L(—, ) plati
o=k e
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Staci ukazat, ze libovolna instance schématu A1 je tautologie, a Ze pokud je
tautologii vstup nékterého z pravidel P1-P3, je tautologii i jeho vystup (tj.
ze kazdé pravidlo je korektni — z tautologie vzdy odvodi tautologii).

A1l: ukdzeme, Ze = — e ¢ pro libovolnou formuli . Fixujme libovonou
ale nadéle pevnou valuaci v a formuli . Pak v(ep) = v(p A =) = 0, coz
vyplyva z definice spojek e, = a A. Z toho a z definice negace vyplyva, ze
v(—eyp)=1.

Abychom snadnéji dokazali korektnost pravidel P1 a P2, dokdzeme si
nasledujici pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 4.6 Formule ¢ logického systému L(—, e) je tautologie, pravé kdyz
obsahuje alespon jeden vyskyt symbolu e a pocet vyskytu symbolu negace
pred prvnim vyskytem symbolu e je lichy.

(Meta)dikaz Torzeni 4.6: Nejprve ukdzeme, Ze libovolnd formule sys-
tému L(—, e), kterd obsahuje lichy vyskyt symbolu — pfed prvnim vyskytem
symbolu e, je tautologie. Potom ukazeme, ze zadna jina formule systému
L(—, ®) nemuze byt tautologie.

Vyse jsme ukézali, Ze v(e£) = 0 pro libovolnou formuli § a valuaci v.
7 definice negace dale plyne £ =~ ==& pro libovolnou &. Tedy pro formuli
Y = —...- e, kterd mé lichy pocéet negaci pred prvym vyskytem e plati
Y = - e . Vyse jsme ukazali, ze — o ¢ je tautologie a tedy i v je tautologie.

Ukazme nyni, ze formule nemajici uvedeny tvar nemuze byt tautologii.
Mohou nastat dva pripady: bud ¢ neobsahuje e, nebo obsahuje e a pred
prvnim vyskytem e ma sudy pocet vyskytt symbolu —.

Nejprve predpokladejme, Ze 1) obsahuje e a pred prvnim vyskytem e ma
sudy pocet negaci, tj. ma tvar ¢ = ~...— e p. Z & &~ =—~§ pro libovolnou
¢ plyne ¢ ~ ep. Vyse jsme ukézali, ze v(e£) = 0 pro libovolnou formuli £
a valuaci v. Tedy® neni tautologie (je to dokonce kontradikce).

Zbyva ukazat, ze formule ¢, kterd neobsahuje o, neni tautologie. Mohou
nastat 2 pripady: bud ¢ obsahuje sudy pocet negaci, nebo lichy pocet negaci.
Zjevné 1) obsahuje préavé 1 vyrokovou proménnou, ozna¢me ji A. V pripade,
Ze 1 obsahuje sudy pocet negaci, uvazme valuaci v takovou, ze v(A) = 0.
Opétovnym pouzitim £ ~ ——¢ pro libovolnou ¢ dostavame, ze v(¢)) = 0,
tedy ¢ neni tautologie. Podobné pro pripad, kdy  obsahuje lichy pocet
negaci (volime valuaci t.z. v(A4) = 1).

O

7 Tvrzeni 4.6 plyne, Ze vystupy P1 a P3 —e—e1 a ~e—) jsou tautologie,
tedy pravidla P1 a P2 jsou korektni.*

4Vsimnéte si, ze v ditkazu jsme vitbec nemuseli zkoumat tvar vstupt téchto pravidel.
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Korektnost pravidla P3 vyplyva z toho, ze £ ~ ——¢ pro libovolnou for-
muli &. A

Priklad 4.10 Uvazme odvozovaci systém R z predchoziho prikladu. Do-
kazte, ze libovolna formule ¢ systému L(—, o), ktera je tautologii, je v od-
vozovacim systému R dokazatelna.

ReSeni Necht 9 je libovolné tautologie systému L£(—,e). Z Tvrzeni 4.6
plyne, ze ¢ = ... e, kde pocet vyskytu symbolu — pred prvnim vysky-

tem e je roven 2n + 1 pro néjaké n € Ny. Uvazme dikaz &1, ... &, formule
Y v systému R, kde £, = — e je instanci (A1), a pro libovolné 2 <i <n+1
je &i+1 = & formule vznikld aplikaci (P3) na &;. A

Priklad 4.11 V této tloze se budeme zabyvat systémem L(—, =) vyrokové
logiky. Uvazujme néasledujici schémata axiomu:

Ay (_'_'90 - QD),
Ag: —.

Daéle pro libovolnou mnozinu S C {1,2} necht Dg oznacuje odvozo-
vaci systém s pravidlem modus ponens, kde axiomy jsou pravé ty formule,
které jsou instanci schématu Ag pro aspon jedno s € S. (Tedy v systému
Dy nejsou zddné formule axiomy, v systému Dy jsou axiomy pravé in-
stance schématu A; apod.) Odvozovaci systém nazyvame korektni, prave
kdyz kazda v ném dokazatelna formule je tautologie. Obracené odvozovaci
systém nazveme uplny, pravé kdyz kazda tautologie je v ném dokazatelna.

O kazdém ze systému Dy, Dy1y, Dyay, Dy 2y rozhodnéte a dokazte, zda
je korektni a zda je tplny.

Reseni V odvozovacim systému Dy neni zadnéa formule axiomem, takie
zadnd posloupnost (kladné délky) formuli neni dukaz, a tedy zadn4a formule
neni dokazatelna. Takovy odvozovaci systém je tedy trividlné korektni, ale
neni uplny, nebot napiiklad tautologie (A — A) v ném neni dokazateln4.
Podivejme se nyni na systém Dygy. Jak uvidime, v tomto odvozova-
cim systému jsou dokazatelné jen jeho axiomy, coz (meta)dokazeme indukei
vzhledem k délce (formélniho) dikazu: Dle definice dikazu muze byt jeho
prvni formuli jediné axiom. Nyni predpoklddejme, ze mame dtkaz sestéva-
jici pouze z instanci schématu As. Dle definice dikazu pak dalsi formule
bude opét axiomem nebo vznikne aplikaci MP na formule jiz obsazené v da-
kazu. MP lze ale aplikovat jen v pripadé, Ze jedna z formuli zacina levou
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zdvorkou, avsak vsechny instance schématu Ay za¢inaji negaci. V Dyoy tak
neni dokazatelna naptiklad tautologie (A — A), takze Dyoy neni tiplny. Na
druhou stranu v Dygy je dokazatelnd formule —A (je totiz axiomem), kterd
ziejmeé neni tautologie, takze tento odvozovaci systém neni ani korektni.

V systému Dy je situace podobnd — opét jsou dokazatelné jen jeho
axiomy. Tentokrat ovsem bude zdivodnéni, pro¢ nelze aplikovat MP, trochu
obtiznéjsi. Predpokladejme pro spor, ze v néjakém dikazu vznikla néktera
formule aplikaci pravidla MP na formule o, (o« — () a uvazme prvni for-
muli, ktera takto vznikla (formule o, (o — /3) jsou tedy instancemi schématu
Ay). Formule « je tedy tvaru (——p — ), takze druhd z formuli je tvaru
((m—¢ — @) — B), coz neni mozné, jelikoz druhym znakem kazdé instance
schématu A; je negace. Uvazime-li navic, ze vSechny axiomy tohoto odvo-
zovaciho systému jsou ziejmé tautologie, dostavame, ze je korektni. Neni
ovSem uplny, jelikoZz v ném neni dokazatelnd napriklad tautologie (A — A).

Konecné v odvozovacim systému Dy 9} je kazdd formule § dokazatelna:
(==&, (=€ = €),§) je zfejmé jeji dukaz (instance Az pro ¢ = =&, instance
Aj pro ¢ = &, aplikace MP na predchozi dvé). Takovy odvozovaci systém je
tedy trividlné Uplny, ale neni korektni, nebot napiiklad formule A je doka-
zatelnd, ale neni tautologie. A



Kapitola 5
Syntax predikatové logiky

Predikatova logika je rozsitenim vyrokové logiky. V predikatové logice pro-
ménné nemusi nabyvat pouze hodnot pravda/nepravda, ale mohou nabyvat
hodnot z libovolného predem urceného univerza. Déale predikatova logika
umoznuje vyjadiovat se o vztazich mezi prvky tohoto univerza pomoci tzv.
predikdti.

Pro definici syntaxe predikdtové logiky nejprve definujeme jazyk.

Definice 5.1 Jazyk (stejné jako jazyk s rovnosti) je systém predikatovych
symbolt a funkénich symboli, kde u kazdého symbolu je dana jeho cetnost
(arita), kterd je nezdpornym celym ¢islem.

Predikatové symboly arity nula v jistém smyslu odpovidaji konstantam
True a False, funkéni symboly arity nula jsou symboly pro konstanty. Pre-
dikdtovym a funkénim symbolim se také tika mimologické symboly. Jazyk
je tedy plné urcen mimologickymi symboly. Rozdil mezi jazykem a jazykem
s rovnosti se projevi v tom, ze do predikatové logiky pro jazyk s rovnosti
pridame specidlni logicky symbol =, jehoz sémantika bude definovana spe-
cialnim zptsobem.

Pro lepsi pochopeni budeme definice ilustrovat na piikladu z algebry.
Vime Ze pologrupa je dvojice (M, -), kde

e M je nosnd mnozina,
o - MxM—Ma
e - je asociativni (tedy pro kazdé k,l,m z M plati (k-1)-m =k-(l-m)).

Jazyk teorie pologrup tedy bude jazykem s rovnosti obsahujici jeden
funkéni symbol - arity 2.

46
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Definice 5.2 Abecedu predikatové logiky pro jazyk L tvori nasledujici sym-

boly:
e 7Zmaky pro proménné z,y, z, . . ., kterych je spocetné mnoho.
e Mimologické symboly, tj. predikatové a funkéni symboly jazyka L.

Je-li £ jazyk s rovnosti, obsahuje abeceda specidlni znak = pro rovnost.

Logické spojky — a —.

Symbol V pro univerzalni kvantifikator.
o Zavorky (a ).

Definice 5.3 Termem jazyka L je slovo ¢t nad abecedou predikatové logiky
pro jazyk L, pro které existuje vytvorujici posloupnost slov ty,--- ,tg, kde
k>1, te jet,aprokazdé 1 <i < k ma slovo t; jeden z nasledujicich tvaru:

e proménna,

o f(tiy, - ,ti,), kde 1 <iy,--- i, <k, f je funkéni symbol jazyka L,
an je arita f.

Poznamka 5.4 U bindrnich funkénich symbolu (a pozdéji také predikéti)
dovolime pro vétsi ¢itelnost infixovy zdpis. U funkénich (a predikdtovych)
symbolu arity nula budeme psat ¢ misto ¢().

Pro term (z - y) - z jazyka pologrup {-} existuje napiiklad nasledujici
vytvorujici posloupnost z,vy,z,(x - y), (z - y) - z. Posloupnost neni uréena
jednoznac¢né a term (z - y) - z ma nekoneéné mnoho jinych vytvorujicich po-
sloupnosti. Déle si vSimneme, Ze term musi mit kone¢nou délku (vzhledem
k poc¢tu znaki), protoze mé kone¢nou vytvorujici posloupnost a kazdym kro-
kem ve vytvorujici posloupnosti priddme maximalné koneé¢né mnoho znakii.

Definice 5.5 Term je uzavieny, jestlize neobsahuje proménné.

Uzavieny term musi tedy obsahovat minimélné jeden funkéni symbol
arity 0.

Priklad 5.1 Mégjme jazyk s rovnosti {f, g, h,i}, kde vSechny symboly jsou
funkcni. Urcete které z nasledujicich termi jsou uzaviené:

e f(g,h),
e f(g,h(g,f)),
o f(g,f(h,i)).
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Reseni
e ano, term neobsahuje proménné a f ma aritu 2 a g, h maji aritu 0,

e ne, neni to term, protoze funkéni symbol f by musel mit soucasné aritu
0a?2,

e ano, term neobsahuje proménné a f ma aritu 2 a g, h, ¢ maji aritu 0.
A

Definice 5.6 Formule predikatového poctu jazyka L je slovo ¢ nad abece-
dou predikatové logiky pro jazyk L, pro které existuje vytvorujici posloup-
nost slov ¥y, , ¥, kde k > 1, ¥ je ¢, a pro kazdé 1 < i < k mé slovo 1;
jeden z nasledujicich tvart:

o P(ty,--- ,ty), kde P je predikatovy symbol jazyka L arity naty,--- ,t,
jsou termy jazyka L.

e {1 =19, je-li £ jazyk s rovnosti a ¢, t3 jsou termy jazyka L.
e —p; pro n¢jaké 1 < j <1,

e (¢ — ;) pro néjakd 1 < j, 5" <1,

e Vr1);, kde x je proménnd a 1 < j <.

Pro formuli p = VaVyVz (z-y) -z = - (y- 2) jazyka pologrup {-} existuje
naptiklad nésledujici vytvotrujici posloupnost (z-y)-z,z-(y-2),(z-y) -z =
x-(y-2),Vz(x-y)-z=a-(y-2),VyVz (z-y) - z=x-(y-2), ¢

Poznamka 5.7 Ve zbytku textu budeme pouzivat nasledujici ,zkratky“:
e dz ¢ znaci “Vz
e V1 znati —p — P
e © A1 znacl —(p — ).

e v & Y zmadi (¢ — ¥) A (Y — @), kde symbol A dale ,rozvineme*
podle predchoziho bodu.

I pro predikatovou logiku lze vyuzit techniku indukce vzhledem k délce
vytvorujici posloupnosti. Kdyz budeme dokazovat slozitéjsi tvrzeni tvaru
»bro kazdou formuli predikatového poctu pro jazyka L plati... “, je nékdy
nutné vyuzit strukturdlni indukci dvakrat: pro pomocné tvrzeni o termech
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(zde vedeme dikaz indukei vzhledem ke struktufe termu) a pro tvrzeni o for-
mulich. Tento postup bude pouzit naptiklad v prikladu 7.2. Zde uvedeme
jen jednoduchy priklad, nejprve ale zavedme a procviéme dalsi pojmy, které
budeme potiebovat.

Definice 5.8 Kazdy vyskyt proménné ve formuli predikatového poctu je
bud volny nebo vazany podle néasledujicitho induktivniho predpisu:

e Ve formuli tvaru P(ty,- - - ,t,) jsou vSechny vyskyty proménnych volné.

e Vyrokové spojky neméni charakter vyskytti proménnych, tj. je-li dany
vyskyt proménné ve formuli ¢ volny (resp. vazany), je odpovidajici
vyskyt ve formulich =1, ¢ — 1, ) — ¢ rovnéz volny (resp. vazany).

e Ve formuli Vz 9 je kazdy vyskyt proménné = (véetné vyskytu za kvan-
tifikdtorem) vézany; byl-li vyskyt proménné ruzné od x volny (resp.
vazany) ve formuli 1, je odpovidajici vyskyt ve formuli Vz ¢ rovnéz
volny (resp. vazany).

Definice 5.9

e Proménnd se nazyva volnou (resp. vazanou) ve formuli, ma-li v ni volny
(resp. vazany) vyskyt.

e Formule je oteviend, jestlize v ni zadna proménné nema vizany vyskyt.

e Formule je uzaviend (také sentence), jestlize v ni zddnd proménnd
nema volny vyskyt.

e Zapis p(x1,- - ,xy) znadi, Ze vSechny volné proménné ve formuli ¢ jsou
mezi x1,- -, T, (nemusi nutné platit, ze kazda z téchto proménnych
je volna ve ).

e Univerzalni uzavér formule ¢ je formule tvaru V- - -V, ¢, kde pro-
ménné xi,--- , T, jsou pravé vsechny volné proménné formule .

Vsimneme si, ze proménna mize byt ve formuli soucasne volné i vazana,
napf. proménnd z ve formuli P(x) — VaP(z).

Priklad 5.2 Napiste univerzalni uzavér pro nasledujici formule:
o P(x) — Jz (xr =y A P(2)),

o Vz (P(z) =Q(y)) — z Ay (Q(y, 2)).
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ReSeni Vyfesime prvni bod, druhy se vyfesi podobné. Jednoduse identifi-
kujeme vSechny proménné, které maji v zadané formuli volny vyskyt. Jsou
to proménnd x v podformuli P(x) a proménné y, z v podformuli 3z (z =
y A P(z)). Ted uz jen staci pridat univerzalni kvantifikdtory pred zadanou
formuli. Vysledek je tedy: VaVyVz(P(x) — Jx (x = y A P(z2))). A

Ted uz nasleduje slibena aplikace strukturalni indukce.

Priklad 5.3 Necht méme jazyk s rovnosti £ = {P, f}, kde P je bindrni
predikatovy symbol a f je ternarni funkéni symbol. Dokazte, ze pro kazdou
otevienou formuli jazyka L plati, Ze obsahuje sudy pocet vyskyti promén-
nych.

Reseni Nejdriv dokdzeme pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 5.10 Necht mame vysSe definovany jazyk L. Kazdy term tohoto
jazyka obsahuje lichy pocet vyskytt proménnych.

Dikaz Tvrzeni dokazeme pro libovolny term t¢ jazyka £ pomoci struktu-
ralni indukce.

Baze. Pokud t = x, kde z je proménnd, pak ¢ obsahuje jeden vyskyt
proménné a tvrzeni plati.

Indukéni krok. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké termy tq, to
a t3, tedy obsahuji p1, p2 a p3 vyskytu proménnych, kde p1, p2 a p3 jsou licha
¢isla. Term f(t1,t2,t3) obsahuje p1 + p2 + ps vyskytia proménnych, coz je
ziejme liché ¢islo.

Ted dokazeme tvrzeni ze zadani prikladu.

Dikaz Tvrzeni dokazeme pro libovolnou otevienou formuli ¢ jazyka L po-
moci strukturdlni indukce.

Baze. Necht je formule ¢ tvaru P(t1,t2) nebo t; = to, kde t; a ty maji
p1 a p2 vyskytd proménnych. Z predchoziho tvrzeni vime, Ze libovolny term
obsahuje lichy pocet vyskyti proménnych. Ziejmé ¢ obsahuje p1+ps vyskyti
proménnych, coz je sudé cislo.

Indukéni krok. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké formule
a g, tedy obsahuji p; a ps vyskytd proménnych a obé jsou to suda disla.
Pokud je ¢ tvaru —¢; tak obsahuje p; vyskytd proménnych, coz je sudé
¢islo. Pokud je ¢ tvaru 1 — @9, tak obsahuje p; + ps vyskyt proménnych,
coz je sudé ¢islo. Formule tvaru Vzy nemusime uvazovat, protoze takova
formule obsahuje vazany vyskyt proménné x primo za kvantifikdtorem, tedy
neni otevrena.
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A

Definice 5.11 Term ¢ je substituovatelny za proménnou z ve formuli ¢,
jestlize zadny vyskyt proménné v termu t se nestane vazanym po provedeni
substituce termu t za kazdy volng vyskyt proménné z ve formuli ¢. Je-
li ¢ substituovatelny za x ve ¢, znaci zapis ¢(z/t) formuli, kterd vznikne
nahrazenim kazdého volného vyskytu x ve ¢ termem ¢.

Priklad 5.4 Mégjme jazyk £ = {P,Q} s rovnosti, kde P i @ jsou unérni
predikatové symboly. Pro kazdou z nasledujicich formuli rozhodnéte, zda je
term f(y) substituovatelny za x, a pokud ano, provedte substituci a zapiste
vyslednou formuli.

o VyVax =y,

e V2(P(z) — P(y)) — Q(z) A WQ(y),
o Vy(P(z) —» VzP(x)) — z =y.

ReSeni V prvni formuli nenf z4dny volny vyskyt proménné x, tedy zadany
term je substituovatelny a vysledna formule je VyVzP(z) = P(y). V druhé
formuli bodé je term dany term opét substituovatelny, vysledna formule je
Va(P(z) — P(y)) — f(y) A FyQ(y). V poslednim bodé neni term Q(f(y))
substituovatelny za x protoze v podformuli Vy(P(x) — Yz P(x)) se nachdzi
volny vyskyt x, ale y by se v této podformuli stala vazanou. A

Definice 5.12 Necht ¢ je formule a t1,--- ,t, termy, které jsou v uvede-
ném poradi substituovatelné za proménné z1,--- , z, ve ¢ (predpokldadame,
7e x1,- -+ , &y jsou ruzné). Symbol ¢(x1/t1, -, xy/ty) znaci formuli, kterad
vznikne ,simultannim nahrazenim* kazdého volného vyskytu z; termem ¢;
pro kazdé 1 < i < n. Pfesnéji, ¢(x1/t1,--- ,xn/ty) je formule

p(x1/21) - (Tn/2n)(21/t1) - - (2n/tn),

kde z1,- -+, 2z, jsou (rtuzné) proménné, které se nevyskytuji v ¢1,--- ,t, ani
mezi T1,: - ,Tp.

Rozdil mezi simultdnnim a postupnym nahrazenim ilustrujeme na pri-
kladé. Formule P(z,y)(z/y,y/x) je po aplikovani simultdnniho nahrazeni
P(y, z), zatimco formule P(z,y)(z/y)(y/z) je po aplikovani prvniho nahra-
zeni P(y,y)(y/x) a po aplikovani druhého nahrazeni P(z,z). Simultanni
nahrazeni se pouziva pri dikazu véty o dplnosti pro predikatovou logiku
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(konkrétné ve véte o konstantach), ktery ale v cvicebnici neuvadime. De-
finice simultdnniho nahrazeni je zde kvuli konzistenci s prednaskou a na
procviceni tohoto pojmu.

Priklad 5.5 Uvazme formuli ¢ = Vy((P(z) — 32P(y))AP(z)) — (P(y) +>
P(2)). Zapiste formule o(y/x)(x/2) a p(y/z,x/2).



Kapitola 6

Sémantika predikatové
logiky 1

Sémantika predikatové logiky se silné opird o pojem realizace jazyka. Aby-
chom uméli fict, zda je néjaka formule pravdiva, musime védét, jakych hod-
not mohou nabyvat proménné a jaky vyznam maji predikdtové a funkéni
symboly.

Definice 6.1 Realizace M jazyka L je zadana

e neprdazdnym souborem M, nazyvanym univerzum (pfipadné nosic).
Prvky univerza nazyvame individui.

e Prirazenim, které kazdému n-arnimu predikatovému symbolu P pri-
fadi n-arni relaci Pyq na souboru M,

e prifazenim, které kazdému m-arnimu funkénimu symbolu priradi funk-

ci fpy: M™— M.
Ohodnoceni je zobrazeni prirazujici proménnym prvky univerza M.

Realizace je vlastné svét, ve kterém se budeme pohybovat. Univerzum je
to, z Ceho se svét sklada. Prvky univerza mohou byt tplné libovolné, napr.
prirozena Cisla, ovoce, auta,... Definovani funkci a relaci ndm zase urcuje jaké
zakonitosti plati mezi jednotlivymi prvky univerza. To Ze n-arni predikatovy
symbol je definovany jako n-arni relace koresponduje s tim, ze predikatové
symboly zadavaji vlastnosti systému. Danou vlastnost spliuji jenom ty n-
tice univerza, které se nachédzi v relaci (tedy v mnoziné n-tic). Nasledujicimi
dvéma definicemi zavedeme pojem pravdivosti formule v realizaci.

53
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Definice 6.2 Realizace termu ¢ pii ohodnoceni e v realizaci M, pséano tM €]
(pripadné jen t[e], je-li M jasné z kontextu), definujeme induktivné takto:

o zle] =e(x)

o f(ti,-- tm)le] = faltale], -+, tmle])
(pro m = 0 je na pravé strané uvedené definujici rovnosti faq(0)).

Tedy v pripadé fixované realizace nam kazdy term predstavuje néjaky
prvek univerza. Ted uz mame v rukach vse potiebné pro zadefinovani prav-
divosti formule.

Definice 6.3 (A. Tarski) Bud M realizace £, e ohodnoceni a ¢ formule
predikdtového poctu jazyka L. Ternarni vztah M |= ¢|e] definujeme indukei
ke struktuie ¢ takto:

o M= P(ty, -+ ,tm)le] prave kdyz (t1le], - ,tm[e]) € Pum.

o Jestlize L je jazyk s rovnosti, pak M = (t; = t2)[e] pravé kdyz ti]e]
a tale] jsou stejnd individua.

M = —ple] préavé kdyz neplati M = i[e].
M = (¢ — €)[e] prave kdyz M = €[e] nebo neplati M |= 1[e].

M E Vzile] pravé kdyz M = yle(z/a)] pro kazdy prvek a uni-
verza M, kde ohodnoceni e(x/a) je takové, Ze proménné z priradi
prvek a a kazdé jiné proménné y priradi hodnotu e(y).

Jestlize M = ¢[e], fikdme, Ze ¢ je pravdiva v M pri ohodnoceni e. Jestlize
M = ¢le] pro kazdé e, je ¢ pravdiva v M, pséno M = .

vvvvvv

tvaru Vz ¢le]. Zde musime zarudit, ze formule ¢ je pravdiva pro libovolny
prvek univerza, ktery muzeme nahradit za kazdy vyskyt proménné z, ktery
je vazany uvedenym prvnim vyskytem kvantifikdtoru V.

Ted procvicime definice na jednoduchych prikladech.

Priklad 6.1 Méjme jazyk £ = {P} bez rovnosti, kde P je unarni predika-
tovy symbol. Znegujte formuli

p =Va Jy (P(x) — =P(y)).

Tedy najdéte formuli ¢ ekvivaletni formuli —¢ takovou, ze ¥ obsahuje negaci
pouze na urovni predikdtovych symbola (podobné jako formule ¢). Uzaviené
formule &, ¢’ jazyka £ nazyvame ekvivalentni, pokud pro kazdou realizaci M
jazyka L plati M | &, pravé kdyz M = &'.
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Reseni 3J2Vy(P(x) A P(y)). A

Priklad 6.2 Mégjme jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je bindrni funkéni sym-
bol. Dejte piiklad uzavrené formule ¢ predikatového poctu jazyka L takové,
Ze pro libovolnou realizaci M jazyka L plati M = ¢ pravé tehdy, kdyz

2)
b)

c)

(M, -a1) je pologrupa
(M, - prq) je monoid

(M, ) je grupa

Reseni

a)

V predchozi kapitole jsme uvedli, ze binarni funkce musi splnovat aso-
ciativitu. Tedy formuli ¢ musime vynutit, aby pro libovolné tii prvky
x,y,z € M platilo, ze - (y - z) = (z - y) - z. Tedy vysledn8 formule
zajistujici vlastnosti pologrupy je p1 = VaVyVz (z- (y-2) = (x-y) - 2).
Podobné jako pro predchozi bod si zjistime definici monoidu. Kromé
asociativity musi jesté existovat jednotkovy prvek. Formule na vynu-
ceni jednotkového prvku je JzVy(z -y = x Ay - = x). Musime si
uvédomit, ze asociativita a existence jednotkového prvku musi platit
soucasné, tedy mezi nase vytvorené formule musime dat konjunkci.
Vyslednd formule je tedy w2 = o1 AJaVy(x -y =z Ay -z = x).

Okrem asociativity a existence jednotkového prvku z musime zarudit
existenci inverzniho prvku pro kazdé y € M. Pokud bychom védéli, ze
proménnd x se realizuje jako jednotkovy prvek, mohli bychom pouzit
formuli Vy3z(y-z = kA z-y = k). To, ze x se realizuje jako jednotkovy
prvek musime vynutit vhodnym rozsifenim nasi formule. Vyslednou
formuli pro vynuceni existence inverzniho prvku slozime ze dvou ¢asti:

e formule pro existenci jednotkového prvku,

e formule pro existenci inverzniho prvku za predpokladu, ze x je
jednotkovy prvek.

Proto vysledna formule pro existenci inverzniho prvku je
pr=Fx(Vy(z-y=xANy-z=x)A\Vy3z(y- 2=z ANz -y=ux)).

Vsimneme si, ze existencéni kvantifikdtor musi byt pred celou slozenou
formuli, aby se x vskutku v celé formuli realizovalo jako jednotkovy
prvek.

Tedy vysledna formule zajistujici vSechny vlastnosti grupy je 1 A @s.

A
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Priklad 6.3 Méjme jazyk £ = {~} s rovnosti, kde ~ je binarni predikétovy
symbol. Dejte priklad wzavrené formule ¢ predikdtového poctu jazyka L
takové, ze pro libovolnou realizaci M jazyka L plati M = ¢ pravé tehdy,
kdyz

a) ~q je relace ekvivalence na M
b) ~a je relace usporadani na M
Reseni

a) Vo(x ~z) A\VaVyVz((z ~y ANy~ 2z » x ~ 2) AVaVy(z ~y — y ~ x)
b) Va(x ~ x) AVaVyVz((zx ~ y Ay ~ 2z =z ~ z) AVaVy((z ~ y Ay ~
x) > x=1y)

A

Priklad 6.4 Mégjme jazyk £ = {<} s rovnosti, kde < je binarni predikdtovy
symbol. Uvazme t¥i realizace N, Z, Q jazyka £ s nosi¢i N,Z,Q (mnoziny
prirozenych, celych a raciondlnich ¢isel), které interpretuji symbol < jako
standardni ostré usporadani na prislusné mnoziné ¢isel. Dejte priklad uzav-
fené formule ¢ predikatového poctu jazyka L takové, ze

a) Nl p, Z 0, QF o,
b) NEo, Z = QF ¢,
) NEp, 2o Q¢
Reseni
a) ¢ =JzVy(z =y Va <y) (tedy existuje nejmensi prvek),

b) o =VaIyly < x AVz(z <yVze < zVz=yVz=urx) (neexistuje
nejmensi prvek, a zaroven ke kazdému prvku existuje prvek bezpro-
stfedné mensi- mezi tyto dva uz neni mozné zatradit dalsi prvek),

c) p =VaVy(lr <y — 3z(z < 2 Az < y)) (mezi kazdé dva prvky lze
zaradit dalsi). !
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Priklad 6.5 Méjme jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je bindrni funkéni sym-
bol. Uvazme tfi realizace Z, Q, R s nosic¢i Z,Q, R (mnoziny celych, racional-
nich a redlnych ¢isel), které intepretuji symbol - jako standardni ndsobeni
¢isel. Dejte priklad uzaviené formule ¢ predikatového poctu jazyka L takové,
ze

Q¥ v, RE ¢

Priklad 6.6 Necht £ = {+, %} je jazyk s rovnosti, kde + a * jsou bindrni
funkéni symboly. Déle necht M je realizace tohoto jazyka, kde univerzum
je mnozina prirozenych cisel s nulou a 4+ a *aq jsou standardni operace
s¢itani a nasobeni. Zadejte formuli p(z,y) se dvéma volnymi proménnymi x
a y takovou, ze pro libovolné ohodnoceni e plati

M E ¢le],

pravé kdyz e(x) - e(y) je délitelné druhou mocninou néjakého prvocisla.

Priklad 6.7 Necht L je jazyk s rovnosti a se dvéma bindrnimi funkénimi
symboly + a x. Déle necht R = (Rzo, FRsq> *R>0) a@)= (on, +Qs¢> *Q>0)
jsou dvé realizace tohoto jazyka, které maji za nosi¢ nezdporna realna, resp.
nezapornd racionalni ¢isla a kde funkéni symboly + a * jsou realizovany
standardni operaci s¢itdni a nasobeni na prislusSnych mnozinach. Zadejte
formuli ¢ v jazyce L takovou, ze R = ¢ a Q - ¢.

Priklad 6.8 Necht L je jazyk s rovnosti a dvéma bindrnimi funkénimi sym-
boly + a *. Ozna¢me R = (R, +g, ) realizaci tohoto jazyka s realnymi ¢isly
jako nosicem, kde operace 4+ a * jsou realizovany standardnimi operacemi
sCitani a nasobeni na mnoziné redlnych cisel. Zadejte formule @1, 2 a @3
s volnou proménnou x, ptip. y takové, ze pro libovolné ohodnoceni e plati:

a) R ¢i(x)[e], pravé kdyz e(z) = 0

b) R = pa(x)[e], pravé kdyz 0 < e(x)

) R = @3(x,y)le], prave kdyz e(z) < e(y)
kde < je standardni usporadani realnych ¢isel.

Priklad 6.9 Méjme jazyk £ = {f, <, D} s rovnosti, kde f je undrni funkéni
symbol, < je binarni predikatovy symbol a D je bindrni funkéni symbol.

Ltaké lze pouzit formuli b1 A —bo kde 11 je formule z 1. a )2 je formule z 2.
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Méjme realizaci M, jejimz nosicem jsou redlna cisla, faq je libovolna
funkce nad redlnymi ¢isly, <a je standardni usporadani a Dy pritadi dvéma
redlnym ¢islum jejich rozdil v absolutni hodnoté, tedy Daq(a,b) = |a — b|.

Zadejte formuli ¢ v jazyku L s volnou proménnou [ tak, ze pro libovolné
ohodnoceni e plati

M = ¢le] pravé kdyz e(l) = lim faq(x)

T—r00

Pro pfipomenuti: Rikdme, ze [ € R je limita funkce f v nekoneénu, pokud
pro libovolné kladné e existuje kladné A takové, ze pro vsechna x > A plati
lg(x) — 1] < e.

Priklad 6.10 Méjme jazyk £ = {P} s rovnosti, kde P je bindrni predika-
tovy symbol. Dale méjme formule

e =Vo Iy Iz (=(y = 2) A P(z,y) A P(x, z))
=3z VyVz (Ply,z) AN P(z,z)) =y =2)
Zadejte realizaci M jazyka L takovou, ze
o M = p a zaroven M = 1),
o M = ¢ a zéroven M |= 1.
Reseni
o ({a,0}, Pm = {(z,y) [,y € M}),
e ({a,b, ¢}, Pr={(a,a),(a,b), (b,a), (b, ¢), (¢, a), (¢, b)})-
A

Priklad 6.11 Méjme jazyk £ = {S, N} s rovnosti, kde S a N jsou bindrni
funkéni symboly. Mé&jme realizaci M, jejiz nosi¢ je mnozina N (pfirozena
¢isla bez nuly), Sy je standardni séitdni na mnoziné N a N je standardni
nésobeni na mnoziné N.

Zadejte formuli ¢ v jazyku L s volnou proménnou «x tak, ze pro libovolné
ohodnoceni e plati

M = ¢le] pravé kdyz e(z) je prvocislo.

Pro pripomenuti: Rikdme, ze prirozené ¢islo x je prvocislo, pokud je
délitelné pravé dveéma Cisly: x a 1.
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Priklad 6.12 Méjme jazyk £ = {S, N} s rovnosti, kde S a N jsou bindrni
funkéni symboly. Mé&jme realizaci M, jejiz nosi¢ je mnozina N (pfirozena
¢isla bez nuly), Spq je standardni séitdni na mnoziné N a Ny je standardni
nasobeni na mnoziné N.

Zadejte formuli ¢ v jazyku L s volnou proménnou x tak, ze pro libovolné
ohodnoceni e plati

M = ¢le] pravé kdyz e(x) je ndsobek ¢isla 3.

Priklad 6.13 Méjme jazyk £ = {f,<,D} s rovnosti, kde f je undrni

funkéni symbol, < je bindrni predikatovy symbol a D je bindrni funkéni

symbol. Méjme realizaci M, jejiz nosi¢ jsou realné cisla, faq je libovolnéd

funkce nad redlnymi ¢isly, <a je standardni usporadani a Dy pritadi dvéma

redlnym c¢islum jejich rozdil v absolutni hodnoté, tedy Daq(a,b) = |a — b|.
Zadejte formuli ¢ v jazyce L takovou, ze

MEp pravé kdyz fm je spojité funkcee

Pro pripomenuti: Redlna funkce je spojitd, pokud je spojitd v kazdém
bodé z € R. Reédlna funkce f je spojitd v bodé ¢ € R, pokud lim,_,. f(z) =
f(¢), tedy pokud pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, ze pro libovolny
bod z, ktery spliuje |z — ¢| < 6, plati |f(z) — f(c)| <.

Priklad 6.14 Méjme jazyk £ = {©} s rovnosti, kde © je bindrni funkéni
symbol. Mé&jme dale realizaci M jazyka L, jejimz nosicem je 2V (tj. mnozina
vSech podmnozin prirozenych ¢isel) a kde © ¢ je mnozinovy rozdil. Zadejte
formuli ¢ v jazyce L s jednou volnou proménnou z takovou, ze pro libovolné
ohodnoceni e plati

M = ¢le] pravé kdyz e(x) je jednoprvkova podmnozina mnoziny N.

Pro pfipomenuti uvadime stru¢nou ilustraci chovani operace © u4:
{5,6} oM {3,5,7} = {6},
{1,3} o {1,2,3} = 0.

Priklad 6.15 Mé&jme jazyk £ = {+,*} s rovnosti, kde + a * jsou bindrni
funkéni symboly. Méjme déale realizaci M jazyka L, jejimz nosi¢em je mno-
zina vech kladnych celych ¢isel Z>° a kde + a * se realizuji jako standardni
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s¢itani, resp. nasobeni na této mnoziné. Zadejte formuli ¢ jazyka £ se dvéma
volnymi proménnymi z a y takovou, ze pro libovolné ohodnoceni e plati:

M = ¢le] & e(z) =max{k | k = 2' pro néjaké [ > 0 a zaroven k < e(y)}.
(Tj. e(x) musi byt nejvétsi mocnina dvou mensi nebo rovna e(y).)

Priklad 6.16 Mé&jme jazyk £ = {4+, N} s rovnosti, kde + je bindrni funkéni
symbol a N je unarni predikatovy symbol. Méjme dale realizaci M jazyka
L, jejimz nosicem je mnozina R>(¢ vSech nezapornych realnych cisel, + se
realizuje jako standardni s¢itani a N4 obsahuje pravé vsechna cela cisla
obsazend v R>q. Zadejte formuli ¢ jazyka £ se dvémi volnymi proménnymi
x a y takovou, zZe pro libovolné ohodnoceni e plati:

Mi=ple] < e(r) = [e(y)]-
(Tj. e(x) je celd ¢ast e(y) — nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovno e(y).)

Priklad 6.17 Méjme jazyk £ = {+,*} s rovnosti, kde + a * jsou bindrni
funkéni symboly. Méjme déle realizaci M jazyka L, jejimz nosi¢em je mnozi-
na Ny vsech prirozenych ¢isel s nulou, + se realizuje jako standardni scitani
a * se realizuje jako standardni nésobeni. Zadejte formuli ¢ jazyka L se
tfemi volnymi proménnymi z, y a z takovou, ze pro libovolné ohodnoceni e
plati:

M= yple] < e(z) #0 ae(x) je zbytek po déleni ¢isla e(y) ¢islem e(z) .
Neformalné popiste vyznam formule.

Priklad 6.18 Méjme jazyk £ = {<} s rovnosti, kde < je binarni prediké-
tovy symbol. Mé&jme déle realizaci M jazyka L, jejimz nosicem je mnozina
2N vSech podmnozin prirozenych éisel a kde < je standardni mnozinova
inkluze. Zadejte formuli ¢ jazyka £ se dvéma volnymi proménnymi x a y
takovou, Ze pro libovolné ohodnoceni e plati:

MEple] <  mnoziny e(z) a e(y) maji neprazdny prunik.
Neformalné popiste vyznam své formule.
Priklad 6.19 Méjme jazyk £ = {+,*} s rovnosti, kde + a % jsou bindrni

funkéni symboly. Méjme déle realizaci M jazyka L, jejimz nosi¢em je mnozi-
na Ny vsech prirozenych ¢isel s nulou, + se realizuje jako standardni s¢itani
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a * se realizuje jako standardni nésobeni. Zadejte formuli ¢ jazyka L se
tfemi volnymi proménnymi z, y a z takovou, ze pro libovolné ohodnoceni e
plati:

MEple] < e(x) #0 ae(z) je nejvétsi spoleény délitel ¢isel e(y) a e(z).
Neformalné popiste vyznam své formule.

Priklad 6.20 Necht ¢ je formule predikatového poctu jazyka L takova, ze
z je jedina volnd proménnd ve . Rozhodnéte, zda pro libovolnou realizaci
M jazyka L a libovolnou proménnou y substituovatelnou za x ve ¢ plati

a) Mo — (p(z/y)),
b) M E ¢ = 3y (e(z/y)).
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Kapitola 7

Sémantika predikatové
logiky 11

V této kapitole uvedeme abstraktnéjsi a také slozitéjsi priklady tykajici se
sémantiky predikatové logiky.

Priklad 7.1 Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni: Mé&jme néjaky jazyk
L, realizaci M jazyka L a formuli ¢ predikdtového poctu jazyka L. Pak

M [ ¢ pravé tehdy, kdyz M = —p

ReSeni Implikace "zleva doprava'plati. Dokdzeme tedy nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 7.1 Jestlize M = ¢, pak M & —p.

Diukaz Predpokladejme, ze M |= ¢. Pak (z definice) pro kazdé ohodnoceni
e plati M |= ¢[e]. Nosi¢ M je neprazdny (z definice realizace) a tedy existuje
alespon jedno ohodnoceni e takové, ze M = ¢[e]. Pak ale M = —ple] a tedy
M —p.

Implikace "zprava doleva'neplati. Dokdzeme tedy:

Tvrzeni 7.2 Existuji jazyk L, realizace M jazyka L a formule ¢ predika-
tového poctu jazyka L takové, ze M = ¢ a zédroven M (= .

Dikaz Polozme £ = {P} kde P je unarni predikdtovy symbol. Realizaci
M definujeme nésledovné: nosi¢ M = {a,b} a Py = {a} (Puxm je unarni
relace). Konecné polozme ¢ = P(z).

Nyni necht e je ohodnoceni takové, ze e(x) = a. Pak M = P(x)[e],
protoze e(x) = a € Py a tedy M = = P(z)[e]. Z toho plyne, ze M = —P(x).

62
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Déle necht e je ohodnoceni takové, 7e e(z) = b. Pak M [~ P(x)[e] a tedy
Celkem tedy M = —P(z) a zaroven M = P(x), coz bylo dokazat.

A

Priklad 7.2 Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni: Méjme jazyk L, re-
alizaci M jazyka L a uzavrenou formuli ¢ predikatového poctu jazyka L.
Pak

M [ ¢ pravé tehdy, kdyz M = —p

Reseni Tvrzeni plati. Nejprve ovsem dokdzeme nésledujici pomocné tvr-
zeni.

Tvrzeni 7.3 Je-li ¢ term jazyka L a eq, ey jsou ohodnoceni takova, Ze
e1(x) = ex(x) plati pro kazdou proménnou x vyskytujici se v ¢, pak tle;] =
t[EQ].

Dikaz Tvrzeni dokdzeme metaindukci vzhledem k délce vytvorujici pos-
loupnosti pro ¢ (t.j. strukturalni indukef).

e Je-li t = x proménna, pak
tler] = zler] = e1(x) = ea(x) = z(ez] = t[e2]

o Jelit = f(t1,...,ty) kde f je n-arni funkéni symbol jazyka L aty,..., t,
jsou termy, pak

t[el] = f(tl, e ,tn)[el] = fM(tl[el], e ,tn[el]) =
fM(t1[€2], o ,tn[ez]) = f(tl, - ,tn)[eg] = t[EQ],

kde druhé rovnost plyne z indukéniho predpokladu.

Nyni si uvédomme, zZe tvrzeni tvaru ,pro vSechny uzaviené formule ¢
plati. .. “, nelze primo dokazat strukturalni indukci, nebot uzaviené formule
vznikaji z neuzavienych pridanim kvantifikatora. Tvrzeni ze zadani prikladu
je tudiz prilis slabé, protoze netrika nic o neuzavienych formulich. Musime
tedy dokazat nasledujici silnéjsi tvrzeni.

Tvrzeni 7.4 Je-li ¢ formule predikatového poctu jazyka L a ey, eo libovolna
ohodnoceni takovd, ze e;(z) = ea(z) pro kazdou proménnou z volnou ve ¢,
pak plati: M = @[e1], pravé tehdy kdyz M = ples].
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Dikaz Tvrzeni dokdzeme metaindukei vzhledem k délce vytvorujici pos-
loupnosti pro .

o Jellip=P(ty,...,t,), kde P je n-drni predikétovy symbol a t1, ..., t,
jsou termy, pak

M = pler] & (tilel], ... tale1]) € Py
= (t1[€2], - ,tn[ez]) € Ppm
& M ': 90[62]7

kde druha ekvivalence plyne z Tvrzeni 7.3 a z toho, Ze ve ¢ jsou vSechny
proménné volné, tedy ej a es se shoduji na vSech proménnych majicich
vyskyt ve .

o Je-li £ jazyk s rovnosti a ¢ = t; = ta, kde t1,t2 jsou termy, pak
podobné jako v predchozim bodé mame

M = plel] < tiler] = tafeq]
=4 tl[eg] =19 [62]
& M E plea],

o Je-li o =, pak

M pler] & M Pled]
& M £ les]
< M ): ()0[62]7

kde druha ekvivalence plyne z indukéniho predpokladu a z toho, zZe
libovolnd proménnd je volnd v 1) tehdy a jen tehdy, kdyz je volna ve

©.
o Je-lli o =11 — 1o, pak
M = pler] & bud M = hafer] nebo M £ 41 [ed]
< bud M [= 1hs]ez] nebo M = 1)1 [eg]
= M ’: 90[62]a
kde druha ekvivalence plyne z indukéniho predpokladu a z toho, ze

libovolna proménnd je volnd v ¥ nebo v ¥y tehdy a jen tehdy, kdyz
je volna ve .
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o Jelli p =Vy1), pak

M = ple1] & pro kazdé a € M plati M | ¢lei(y/a)]
< pro kazdé a € M plati M | ¥lea(y/a)]
<M ): ¢[€2]7

kde druhou ekvivalenci 1ze zdivodnit takto: Z definice plyne, ze pokud
je libovolnd proménna x volnd v 1, pak bud x je y nebo x je volné ve
. Z toho plyne, ze pro libovolnou proménnou x, ktera je volna v ¢
a pro libovolné a € M plati, Ze e1(y/a)(z) = ea(y/a)(z). Pozadovana
ekvivalence potom plyne z indukéniho predpokladu.

Nyni dokazeme tvrzeni ze zadani prikladu.

= : Tento smér byl v obecnéjsi podobé dokazan v Prikladu 7.1.

< : Predpoklddejme, ze M P~ ¢. Potom existuje ohodnoceni e takové,
7e M = ¢le]. Protoze Zddnd proménnd neni volna ve ¢, dostaneme z pred-
choziho tvrzeni, ze M [~ p[€'] a tedy M = —p[e'] pro libovolné ohodnoceni
€'. 7 definice plyne, ze M = —p. A

Priklad 7.3 Mégjme jazyk £ = {P,Q} bez rovnosti, kde P a @ jsou unérni
predikatové symboly. Rozhodnéte a dokazte, zda pro kazdou realizaci M
jazyka L plati

M EVz (P(z) < Q(x)) — (Vx P(z) +» Yz Q(x))

ReSeni [Neforméalné] Plati. Mé&me libovolnou realizaci M a ohodnocent
e takové, ze M = Vo (P(z) <+ Q(x))[e]. Pro kazdé a € M tedy plati
M = P(z) < Q(z)[e(z/a)]. Tedy pro kazdé a € M plati e[x/a)(x) € P,
pravé kdyz e[z/al(x) € Qum, a tedy plati a € Pay, pravé kdyz a € Qum
(protoze e[z /a](z) je a).

Predpokladejme, ze M = Va P(z)[e]. Obdobnou argumentaci jako vyse
dostavame, ze pro vsechna a € M plati a € Py. Dle vyse dokazaného to
znamend, ze pro vSechna a € M plati a € Qu. tedy M |E Vo Q(x)[e].
Symetricky se ukaze i platnost opacné implikace, tedy celkové dostavame

M = (Vo P(z) + Vz Q(x))le]. A
ReSeni [Formalné]
Méjme libovolnou realizaci M a libovolné ohodnoceni e. Vyraz

M EVz (P(z) + Q(z)) = (Vz P(z) + Vx Q(x)) [e].
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z definice plati pokud

M Yz (P(z) <> Q(x)) [e] nebo
M [EVz P(z) < Vz Q(x) [e]

Predpokladejme, ze
MV (P(z) < Q) [¢],
potrebujeme dokézat, ze
M EVz P(z) < Yz Q(x) [e]
coz dle definice plati, pokud
M =V P(x)le], pravé kdyz M E Ve Q(x) [e].
Upravou predpokladu dle definice méme
M = (P(z) + Q(x)) [e(xz/a)] pro vechna a € M,

a tedy pro kazdé a € M plati

M E P@) [e(x/a)), prave kdyi M = Q(x) [e(x/a)].

66

(7.1)

Nyni muzeme dokéazat pozadovanou ekvivalenci. Predpokladejme jeji levou

stranu, tedy, ze plati
M |=Vz P(z) [e],

to je z definice pravé kdyz pro libovolné a € M plati
M = P(x) [e(x/a)]

coz s pomoci tvrzeni (1) plati, pravé kdyz pro libovolné a € M
M E Q@) [e(w/a)]

coz je z definice pravé kdyz

M =V Q(z) [¢].
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Dostali jsme pravou stranu dokazované ekvivalence. Celkové tedy pro zvolené
e plati

M =V (P(z) + Q(x)) — (Vo P(z) + Vo Q(x)) [e].
Protoze jsme zvolili e libovolné, dostavame

M EVx (P(x) + Q(x)) — (Vz P(x) + Vx Q(x)).
A

Priklad 7.4 Necht L je jazyk bez rovnosti s jednim unarnim predikatovym
symbolem P. Rozhodnéte a dokazte, zda pro kazdou realizaci M jazyka L
plati

M E P(z) = VaP(z)

Priklad 7.5 Necht £ = {f, g} je jazyk s rovnosti, kde f a g jsou undrni
funkéni symboly. Rozhodnéte a dokazte, zda pro libovolnou realizaci M
jazyka L plati

M E Vy(f(z)=y—gy) =2) = g(f(z)) ==

Priklad 7.6 Méjme jazyk £ s rovnosti a unarnim predikdtovym symbo-
lem P. Rozhodnéte a dokazte, zda je nasledujici formule pravdiva v kazdé
realizaci jazyka L:

(Vo P(z) «» 3z P(x)) = Vo Yy (x = y)

Priklad 7.7 Necht ¢ je formule predikatového poctu jazyka L takova, ze
z je jedina volnd proménnd ve . Rozhodnéte, zda pro libovolnou realizaci
M jazyka L a libovolnou proménnou y substituovatelnou za x ve ¢ plati

Mo = o(x/y).

Reseni Odpovéd: Tvrzeni neplati! Zdivodnéni: Necht £ = {P} kde P je
unarni predikatovy symbol. Definujme realizaci M takto:

o M ={a,b}

o Prp={a}
Nyni uvazme ohodnoceni e takové, Ze e(x) = a a e(y) = b a formuli ¢ =
P(x). Ztejmé M = (P(x) — P(x)(x/y))le], protoze e(x) = a € Pprae(y) =
b ¢ Pu.
Poznamka: M = ¢ — Jyp(z/y) plati pro libovolnou realizaci jazyka L.
A
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Priklad 7.8 Rozhodnéte, zda existuje jazyk £ s rovnosti a jeho realizace
M takovd, ze pro vSechny formule ¢ predikatového poctu jazyka L plati
M = @. Své tvrzeni zdiavodnéte.

ReSeni Neexistuje protoze Va(z = z) je pravdiva pro libovolnou realizaci
jazyka L. A

Priklad 7.9 Necht £ je jazyk bez rovnosti a s jednim bindrnim predika-
tovym symbolem P. Rozhodnéte, zda pro libovolnou realizaci M jazyka L
existuje ohodnoceni e takové, ze

M ((3zP(z,y)) = 32P(x,2) )]e]

Své tvrzeni zduvodnéte.

Reseni Tvrzeni plati, mohou nastat 2 piipady:

e Py = (), pak uvedend formule je trividlné pravdivd pro libovolné
ohodnoceni, protoze neni pravdivy predpoklad implikace, tedy M =
JzP(x,y)le] pro zadné e a tedy M |= ((FxP(z,y)) — IzP(x, z))[e].

e Existuje a,b € M, t.z. (a,b) € Ppq. Zvolime e tak, aby platilo e(z) = a.
Je zfejmé, ze M |= 3zP(z,2)[e] a tim paddem i M = ((FzP(x,y)) —
JzP(x, z))|e].

A

Priklad 7.10 Necht £ je prazdny jazyk s rovnosti. Rozhodnéte a dokazte,
zda existuje formule ¢ jazyka L takova, ze pro kazdou realizaci M jazyka
L existuji ohodnoceni e, e’ takovd, ze M = ¢[e] a zdroven M £ ¢[e/].

ReSeni Neexistuje. Pfedpoklddejme, Ze existuje takova formule ¢. Vezmé-
me realizaci M s jednoprvkoviym nosicem M = {a}. V této realizaci existuje
jen jedno ohodnoceni e (toto ohodnoceni pfifadi véem proménnym prvek a).

Z definice nemuze soucasné platit M = ple] a M = ¢le], tedy dochazime
ke sporu s podminkami, které ma ¢ spliovat. A
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Priklad 7.11 Mé&jme jazyk £ = {R} s rovnosti, kde R je bindrni prediké-
tovy symbol. Uvazme nasledujici formule predikatové logiky jazyka L:

p1 = 3 ((Yy~R(y,2)) A\V2(Vy-R(y. 2) > 2 = 7))

w2 = VaVyVz ((R(y,x) A R(z,x)) = y = z)

w3 = VaVy (R(z,y) — 3z(z # y A R(z, 2)))

w4 = VaVyVzVu ((R(z,y) A R(z,z) A R(z,u)) = (y=2Vy=uVz=u))

Naleznéte realizaci M jazyka L jejiz nosi¢ ma alespon 6 prvka a pro kterou
plati M = 1 A2 Ags Apy. Svou volbu realizace M zdiivodnéte.! Dokazte,
7e neexistuje realizace M’ jejiz nosi¢ by mél 22913 prvki a pro kterou by
platilo M’ = 1 A a2 A @3 A py4.

ReSeni Nejprve si uvédomme, ze kazdou realizaci M jazyka £ je mozné
neformalné vnimat jako (potencidlné nekonecény) graf s mnozinou vrcholu M
a mnozinou hran Rj4. Intuitivné, formule ¢ k4, ze v tomto grafu existuje
pravé jeden vrchol do kterého nevede zddna hrana. Formule @9 7iké, ze do
kazdého vrcholu vede nejvyse jedna hrana. Formule @3 vynucuje, Ze zadny
vrchol nemé presné jednoho naslednika a formule ¢4 Tikd, ze kazdy vrchol
ma nejvyse dva nasledniky. Konjunkei téchto formuli splnuje zejména kazdy
binarni strom, pokud tedy chceme realizaci s alespon 6 prvky, lze uvazit
realizaci M s nosicem M = {1,2,3,4,5,6,7}, v niz

Ry ={(1,2),(1,3),(2,4),(2,5),(3,6),(3,7)}-

Pro druhou ¢ast zadani si staci uvédomit, ze kazda realizace s koneénym
nosicem, ve které je pravdiva konjunkce uvedenych formuli, ma nosic¢ liché
mohutnosti. Vskutku, kazdé takova realizace M je vlastné orientovany graf,
jehoz kazda komponenta slabé souvislosti? mé jeden ze dvou néasledujicich
tvart:

a) Bindrni strom. Pfitom M mé pravé jednu takovou slabé souvislou
komponentu, nebot @1 vynucuje, ze v grafu je pravé jeden vrchol do

17Zd@vodnén{ nemusi mit formu zcela forméalniho dikazu, ale musi byt pochopitelné
a presvédcivé. Idealni bude, pokud v prirozeném jazyce co nejlépe popiSete vyznam formuli
p1-pa, tj. popisete vlastnosti, které realizace musi mit, aby v ni dana formule byla pravdiva,
a poté ovérite, ze Vase realizace tyto vlastnosti ma.

2Mnozina vrcholt C' daného orientovaného grafu je slabé souvisld, pokud pro libovolné
dva vrcholy u,v € C plati, ze pokud zapomeneme orientaci jednotlivych hran, pak u je
dosazitelnd z v. Komponenta slabé souvislosti je pak kazdd maximaln{ (vzhledem k inkluzi)
slabé souvisld mnozina vrcholu.
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kterého nevede zadna hrana: tento vrchol je nutné bindrniho stromu
(formule 9 vynucuje, ze jde skuteéné o strom a formule p3 a @4 vy-
nucuji bindrnost).

b) Komponenta, ve které do kazdého vrcholu vede jedna hrana. Tvrdime,
ze takovd komponenta ma (velmi intuitivné) tvar kruznice, na jejimz
kazdém vrcholu je ,privéseny“ binarni strom, tj. napiiklad kompo-
nenta s vrcholy A, B,C,1,2,3,4,5 a hranami

(4, B),(B,C),(C,A),(A,1),(B,2),(C,3),(3,4), (4,5).
Formalizujte toto intuitivni tvrzeni!

Snadno nahlédneme, Ze jedind komponenta typu a) (bindrni strom) ma
lichy pocet vrcholi, zatimco libovolnd komponenta typu b) mé sudy pocet
vrcholi (nékolik stromi s lichym poctem vrchola a ke kazdému stromu pii-
slusejici vrchol na kruznici, celkem tedy sudy pocet). Pocet vrcholi grafu je
tedy lichy a nemtize byt roven ¢islu 22013,

A

Priklad 7.12 Méjme jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je bindrni funkéni
symbol. Mé&jme formuli ¢ =V Vy (x-y = y-x). Rozhodnéte a dokazte, zda

a) pro kazdou realizaci M jazyka L plati M = ¢,
b) existuje realizace M jazyka L takovi, ze M = .

Priklad 7.13 Méjme jazyk £ = { P} bez rovnosti, kde P je bindrni predika-
tovy symbol. Rozhodnéte a dokazte, zda pro libovolnou realizaci M jazyka
L plati nasledujici tvrzeni:

a) M EVzVz (P(x,z) = 3y P(z,y))

b) M | (Vo 3y P(x,y)) — 3y Va P(x,y))
c) M (3y Ve P(x,y)) — (Vo 3y P(z,y))



Kapitola 8
Teorie predikatové logiky

V predchozich kapitolach jsme zavedli pojem realizace, na ktery nahlizime
jako na svét, o kterém se pomoci predikatovych formuli vyjadifujeme. Vzhle-
dem k tomuto svétu definujeme pravdivost formuli. V této kapitole se bu-
deme zabyvat tim, jak pomoci formuli vymezit néjaky soubor svéti (tj. rea-
lizaci) pro které plati urcité zakonitosti. Vyuzijeme k tomu soubory formuli
— tzv. teorie.

Definice 8.1 Bud £ jazyk (pfip. jazyk s rovnosti).

e Teorie (s jazykem L) je soubor T formuli predikdtového poctu ja-
zyka L. Prvky T se nazyvaji axiomy teorie T

e Realizace M jazyka L je model teorie T', psdno M |= T, jestlize M |=
@ pro kazdé ¢ z T.

Takze teorie je jednoduse soubor formuli. Je dilezité si uvédomit, ze
tento soubor muze byt nekonecny. Definici si procvi¢ime na dvou jednodu-
chych prikladech.

Priklad 8.1 Necht £ = {P} je jazyk s rovnosti, kde P je binarni predikato-
vy symbol a a je nuldrni funkéni symbol. Zadejte néjaky model k nasledujici
teorii T' v jazyce L.

T ={Vx P(z,x),
Vo Yy ((P(z,y) = Py, z)),
Va Vy Vz (P(z,y) A Py, 2)) = P(x,2)) }

71
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ReSeni Prvni formule vynucuje, aby realizace Py predikdtového symbolu
P v kazdém modelu M teorie T byla reflexivni. Timto vlastné vyloucime
vSechny realizace, které nemaji reflexivni Pyq. Podobné druhé formule vynu-
cuje symetrii a tieti tranzitivitu. Tim padem pro libovolny model M teorie T'
plati, Ze Paq je soucasné reflexivni, symetricka a tranzitivni. Modelem tedy
mohou byt napiiklad realizace ({a,b,c}, Pmy = {(z,xz) | * € M}) anebo
<N7PM:{(xuy) ’.Z‘szz}). A

Priklad 8.2 M¢jme jazyk £ = () s rovnosti. Dejte piiklad teorie T s jazykem
L takové, ze jeji modely jsou pravé realizace s nekonecnym nosicem.

ResSeni Formule 3z3y—(z = y) je pravdiva pouze v realizacich s alespon
dvouprvkovym nosi¢em. Podobné formule

Su3y3(~(e = y) A=(y = 2) A—(z = 2))

je pravdiva pouze v realizacich s alespon tiiprvkovym nosicem. Obecné pro
n €42,3,...} formule

On=3x1--- Ty /\ —(z; = x5)
1<i,j<n
i #j
je pravdiva praveé v realizacich s alespon n-prvkovym nosicem. Hledana te-
orie T je tedy {¢n | n € {2,3,...}}. Vskutku, libovolna realizace M s ne-
kone¢nym nosi¢em ziejmé spliuje M = ¢, pro libovolné n (nebot zfejmé
mé alespon n-prvkovy nosi¢). Na druhou stranu zadné realizace M, ktera
je modelem T, nemuze mit koneény nosi¢, nebot kdyby méla dejme tomu
n-prvkovy nosi¢ (pro néjaké n € N), nemohlo by platit M = ¢,11. Meta-
ekvivalence pozadovand v zadani je tedy splnéna. A

Nekonecné teorie maji striktné vyssi vyjadrovaci silu jako konec¢né teo-
rie. V predchozim prikladé jsme pouzili nekone¢nou teorii. Pomoci konecné
teorie priklad vyresit nelze. Formalni argument poskytneme az v kapitole
10 pomoci véty o kompaktnosti v Prikladu 10.5.

Definice 8.2 Bud £ jazyk (pfip. jazyk s rovnosti). Teorie je splnitelnd,
jestlize mé& model.

Priklad 8.3 Mégjme jazyk £ = {S} s rovnosti, kde S je unérni funkéni
symbol. Dejte priklad splnitelné konecné teorie T s jazykem L takové, ze
vSechny jeji modely maji nekonecny nosic.
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Reseni Uvazme T = {VaVy(S(z) = S(y) — = =), Iy¥z—(S(z) = y)}.
Nejprve ukazeme, ze teorie T nemd konecény model. Necht M je model
teorie T'. Potom S je injektivni funkce definovana na M, kterd neni surjek-
tivni. Takova funkce ovSem nemuze existovat na kone¢ném souboru, a proto
M musi byt nekonecny soubor.
Nyni ukdzeme, ze T je splnitelna. Definujme realizaci M jazyka L takto:

e M = Ny (pfirozend ¢isla s nulou)
e Spm(n) =n+1proneNy
Je ziejmé, ze M =T. A

Vsimnéte si, ze zaddni predchoziho prikladu se od prikladu 8.2 1is{ (kromé
jiného jazyka) v tom, Ze jsme nepozadovali, aby modely teorie byly prdvé
realizace s nekonecnym nosicem. Napriklad realizace s nosicem N, ve které se
S realizuje jako identita, neni modelem teorie z feSeni predchoziho prikladu.

Mame-li soubor svétd, kterymi se zabyvame, omezeny na modely né-
jaké teorie, mizeme se bavit o tom, zda je néjaka formule v téchto svétech
pravdivd. Napriklad si mtizeme zadefinovat teorii monoida 1" tim, Ze do ni
zahrneme formuli vynucujici asociativitu a existenci jednotkového prvku,
tedy

T={VaVyVz ((z-y) - 2 =2 (y-2)), JaVy(z-y =y Ay -z=y)}

Tim padem se budeme pohybovat jen ve svétech (tj. realizacich), které jsou
monoidy. Déle nds muize zajimat, zda plati, Zze v kazdém monoidu existuje
nejvyse jeden jednotkovy prvek. Tedy se budeme ptat, zda je formule

VaVyVz((x -z =zANz-x=zANy-z2=zANz-y=2z2) > x=1y)
pravdiva v kazdém modelu teorie T

Definice 8.3 Bud £ jazyk (pfip. jazyk s rovnosti). Formule ¢ je séman-
tickym dusledkem teorie T, psano T = ¢, jestlize ¢ je pravdiva v kazdém
modelu teorie 7.

Priklad 8.4 Necht ¢ = Vax—(S(x) = ) a necht T je teorie z feSeni Prikla-
du 8.3. Rozhodnéte, zda plati T |= .
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ReSeni Odpovéd: Neplati! Zdtuvodnéni: Definujme realizaci M jazyka £
takto:

o M = N()
e SpM(0)=0aSy(i)=i+1proi>1
Realizace M je ziejmé modelem 7" a zaroven M B . A

Priklad 8.5 Necht T je koneCna teorie s jazykem L. Dokazte, ze existuje
konecénd teorie T s jazykem L takovd, ze M | T' pravé tehdy, kdyz M £ T
pro libovolnou realizaci M jazyka L.

Reseni Nejprve predpokladejme, ze T = {1, ..., ¢n} kde ¢1, ..., p, jsou
uzaviené formule. Uvazme 77 = {\/i=; ~¢;}. Pro libovolnou realizaci M
jazyka L plati

MEVL—vi & MEVL, el pro kazdé ohodnoceni e
& M E —g;e] pro néjaké i a pro kazdé ohodnoceni e
& M | —y; pro néjaké i
& M £ p; pro néjaké i
&S MBET
kde druha ekvivalence plyne z uzavrenosti formuli @1, ..., ¢, a Tvrzeni 7.4
z Teseni Prikladu 7.2 (M = —y;e| pro néjaké i a néjaké e a tudiz pro vsechna
e, protoze —p; je uzaviena) a ¢tvrta ekvivalence je piimo tvrzeni dokazané
v Prikladu 7.2.
V obecném pripadé nemusi byt formule z T uzaviené. Tuto situaci Tesi
nasledujici jednoduché tvrzeni.

Tvrzeni 8.4 Necht ¢ je formule predikdtového poctu jazyka £ a necht z
je proménna. Potom pro libovolnou realizaci M jazyka L plati M |= Vo
pravé tehdy, kdyz M = .

Dukaz

M EVzp < M = Vaple] pro kazdé ohodnoceni e
< M ple(z/a)] pro kazdé ohodnoceni e a pro kazdé a € M
< M = ¢le] pro kazdé ohodnoceni e
e Mo,
kde treti metaekvivalenci je mozné zduvodnit takto: = plyne z toho, zZe

kazdé ohodnoceni e je mozné psat ve tvaru e = e(z/e(x)), zatimco < plyne
jednoduse z toho, Ze e(z/a) je jedno konkrétni ohodnoceni. A
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Priklad 8.6 Necht £ = {~,a} je jazyk s rovnosti, kde ~ je binarni predi-
katovy symbol a a je nularni funkéni symbol. Zadejte néjaky model k nasle-
dujici teorii T' v jazyce L.

T={VeIy(z~y), YaVy((z~yAy~zx)— (x=aAy=a))}
U{ pn |neN,n>2}, kde

On=3x1--- T2y /\ —(x; = x5) AN (25 ~ x5)
1<i,j<n
i #£j

Priklad 8.7 Méjme jazyk £ = {P, o} bez rovnosti, kde o je bindrni funkéni
symbol a P je unarni predikatovy symbol. Mé&jme déle teorii T s jazykem L:

T ={P(xoy) < ~(P(x) A P(y))}-

Zadejte néjaky term t jazyka L takovy, ze v libovolném modelu M teorie T’
plati M [= P(t). Své Teseni struéné zdivodnéte.

Priklad 8.8 Mgjme jazyk £ = {P,a, f} s rovnosti, kde P je bindrni predi-
katovy symbol, a je nularni funkéni symbol a f je unarni funkéni symbol.
Daéle méjme teorii

T ={Vz P(z,x),
Vo Vy (P(z,y) A Py, z)) = = =y),
Ve Yy Vz ((P(z,y) A P(y,2)) — P(x, z)),
Va (P(z,a) <> =(P(f(x),a))) }

Zadejte realizaci M jazyka L takovou, ze je modelem teorie T

Priklad 8.9 Mégjme jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je bindrni funkéni
symbol. Pro libovolné prirozené ¢islo n > 2 uvazme nasledujici formuli ¢,,:

Qj)n = 3%13.%’2 e Elen /\ f(xgi_l, .21321') 75 f(.TUQj_l, xgj).
1<i<j<n
Uvazme déle teorii T' = {VaxIyVz(y = f(x,2))} U{¢n | n > 2}.
Rozhodnéte, zda je teorie T splnitelna. Pokud ano, najdéte néjaky jeji
model; v opa¢ném pripadé zdivodnéte, pro¢ zadny model nema4.
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Priklad 8.10 Méjme jazyk £ = {f, g} s rovnosti, kde f a g jsou undrni
funkéni symboly. Pro libovolné prirozené ¢islo n > 2 uvazme nasledujici
formuli v,,:

VY =dx1dxy ... 2y
N (@) # F@) A(gla) # (7)) A (f (i) # g(2))-

1<i,j<n,i#j

Uvazme dale teorii T' = {Vz3y(f(z) = g(v))} U {¢n | n > 2}. Naleznéte
néjaky model teorie T'. Své feseni strucné a neformalné zdivodnéte.

Priklad 8.11 Méjme jazyk £ = {R} s rovnosti, kde R je binarni prediké-
tovy symbol. Zadejte teorii T takovou, ze realizace M je modelem T', praveé
kdyz (M, Rpq) je linedrné usporadand mnozina.

Priklad 8.12 Necht £ je jazyk s rovnosti a s jednim bindrnim predikato-
vym symbolem R. Dejte priklad teorie T' s jazykem L takové, Ze libovolna
realizace M jazyka L je modelem T praveé kdyz (M, Ryq) neni linearné
usporadana mnozina.

Priklad 8.13 Necht £ je jazyk s rovnosti a s jednim bindrnim predikato-
vym symbolem <. Dejte piiklad teorie T' s jazykem L takové, Ze libovolna
realizace M jazyka L je modelem T, pravé kdyz (M, < ) je usporadand
mnozina, v niz kazdy prvek je porovnatelny s nekonec¢né mnoha jinymi prvky.

Priklad 8.14 Necht L je prazdny jazyk s rovnosti. Zadejte teorii T" takovou,
Ze pro libovolnou realizaci M plati, ze M |= T, pravé kdyz nosi¢ M realizace
M je nekoneény nebo existuje k € N takové, ze |M| = 2F.

Piiklad 8.15 Necht A je libovolnd mnozina. Rekneme, Ze nekoneénd po-
sloupnost X1, Xo, X3, ... podmnozin mnoziny A je klesajici, jestlize pro libo-
volné ¢ > 1 plati X; D X;41, tj. je-li X;41 vlastni podmnozinou mnoziny X;.
Limitou posloupnosti podmnozin X1, Xo, X3, ... je mnozina X := (72, X;.

Uvazme jazyk £ = {P" | n > 1} U{S} bez rovnosti,! kde S, P!, P?, ...
jsou unérni predikdatové symboly. Zadejte splnitelnou teorii T s jazykem L
takovou, ze v libovolném modelu M této teorie je PJ{A, P/%/U P/?(/(, ... klesajici
posloupnosti podmnozin mnoziny M s neprdazdnou limitou.

'Proménné n opét nabyvé pouze hodnot z oboru piirozenych &isel.
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ReSeni Pro libovolné n > 1 definujme formule

bn = V(P (z) — P™(x)) A Jz(P"(z) A ~P™(z))

vynucuje P/r\L/t_‘—lngr\LA vynucuje Py, #P}\Tl
pn = Va(S(x) — P"(z)).

vynucuje SpCPL,

Pozadovanou teorii 1" pak muzeme zadat nasledovné:

T = {$n, pu | n > 1} U {32S(2)}.

Posledni pfidana formule vynucuje neprazdnost mnoziny Sxs. Pak Sy
musi byt ve vSech modelech teorie T' neprazdnd mnozina, kterd je pod-
mnozinou vech mnozin Piy, Py, ... (diky formulim p,). Musi tedy byt
i podmnozinou jejich priniku, coz zarucuje neprazdnost limity.

A

Priklad 8.16 Necht L je prazdny jazyk s rovnosti. Rozhodnéte, zda existuje
teorie T' s jazykem L, kterda ma model s jednoprvkovym nosicem a zaroven
model s nekoneénym nosi¢em a zaroven nemé zadny model s konecnym
nosicem mohutnosti vétsi nez 1. Své tvrzeni zdivodnéte.

Priklad 8.17 Necht £ je jazyk s rovnosti a se dvéma undrnimi predika-
tovymi symboly P a (. Zadejte teorii T takovou, ze realizace M jazyka
L je modelem teorie T, pravé kdyz nosi¢ M realizace M ma pravé ctyri
prvky, z nichz dva jsou jen v Py a dalsi dva jen v Q¢ (pFesnéji, pravé kdyz
(M| =4, |Ppm| =1Qm|=2a PmNQum =0).

Priklad 8.18 Necht £ je jazyk s rovnosti a s jednim bindrnim predikato-
vym symbolem R. Zadejte teorii T takovou, ze realizace M = (M, Rrq) je
modelem teorie T', pravé kdyz R4 je relace ekvivalence na M s dvouprvko-
vym rozkladem (tedy kdyz mnozina M/Raq ma pravé dva prvky).

Pro pripomenuti: pro mnozinu X a relaci ekvivalence ~ definujeme pro
kazdé a € X prislusnou tfidu rozkladu [a]~ = {b | a ~ b}, dale rozklad
mnoziny X dle ~ je X/~ = {[a]~ | a € X}.

Priklad 8.19 Necht £ = {R} je jazyk s rovnosti, kde R je binérni prediké-
tovy symbol. Zadejte teorii T' takovou, ze libovolna realizace M s nosicem
M je modelem teorie T', pravé kdyz R je relace ekvivalence na mnoziné
M a kazda trida rozkladu mnoziny M dle relace Rpaq ma pravé dva prvky.
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Priklad 8.20 Necht £ je jazyk s rovnosti s jednim bindrnim predikatovym
symbolem R. Zadejte teorii T' takovou, ze libovolné realizace M je modelem
teorie T', pravé kdyz (M, Raq) je usporadand mnozina s nejvétsim a nejmen-
$im prvkem.

Priklad 8.21 Necht L je jazyk s rovnosti s jednim bindrnim predikdtovgm
symbolem P. Zadejte teorii T' takovou, ze libovolna realizace M = (M, Py,)
je modelem teorie T', pravé kdyz Py je injektivni funkce na mnoziné M,
kterd md pevng bod.

Pro pfipomenuti: Kazda funkce je relace, zapis f(a) = b je jen zkratka
pro (a,b) € f. Prvek a je pevnym bodem funkce f, pokud f(a) = a.

Priklad 8.22 Necht £ je jazyk s rovnosti s jednim binarnim predikatovym
symbolem P a jednim unérni funkénim symbolem f. Zadejte teorii T tako-
vou, ze libovolna realizace M jazyka L je modelem teorie T', praveé kdyz Py
je usporadani na mnoziné M a f je izotonni funkce vzhledem k usporadani
P

Pro pripomenuti: Funkce f: X — X je izotonni vzhledem k usporadéani
<, pokud pro libovolné prvky a,b z mnoziny X, které splnuji a < b, plati,

ze f(a) < f(b).

Priklad 8.23 Necht L je prazdny jazyk s rovnosti. Zadejte teorii T' takovou,
ze libovolné realizace M je modelem teorie T', pravé kdyz nosi¢ M realizace
M je bud nekoneény nebo ma sudy pocet prvki.

Tip: Mtze Vam pomoct vyjadrit formuli ¢, , kterd vyzaduje, ze “realizace
mé pravé n prvkia’.

Priklad 8.24 Méjme jazyk £ = {N,S,+,*} s rovnosti, kde N je nuldrni
funkéni symbol, S je unarni funkéni symbol a 4+ a * jsou binarni funkcéni
symboly. Zadejte teorii T' v jazyce L, kterd splnuje () pro libovolnou re-
alizaci M s nosicem Ny (pfirozend ¢isla s nulou), ve které je symbol N
realizovan jako 0, symbol + jako standardni sé¢itani na Ng a symbol S jako
operace néslednika (tedy funkce, kterd ¢islu n priradi ¢islo n+1 pro libovolné
nc No).

M je modelem teorie T, pravé kdyz je symbol * realizovan jako standardni
nasobeni na No. (I)



Kapitola 9

Dokazovaci systém
predikatové logiky

Stejné jako u vyrokové logiky (viz kapitola 4) zavadime pojem dokazovaciho
systému, abychom podchytili platnost a zpusob vytvareni tsudkiu v predi-
katové logice. Chceme tedy mit k dispozici soubor pravidel pro prepisovani
formuli takovy, Zze néjakou formuli ¢ lze odvodit z néjaké teorie T pravé kdyz
T E ¢. Uvédomme si, ze v predikatové logice je otazka, zda T = ¢, vysoce
netrivialni uz v pripadé kdy 7T je prazdna teorie. Zatimco ve vyrokové logice
stacilo k ovéfeni = ¢ projit vSechny valuace ruzné na proménnych vysky-
tujicich se ve ¢ (téch je konecné mnoho), v predikitové logice je potieba
overit, ze ¢ je pravdiva v kazdé realizaci daného jazyka, pricemz téchto rea-
lizaci je nekone¢né mnoho. (A navic nékteré realizace maji nekone¢ny nosic,
¢ili samotné ovéreni, zda ¢ je pravdiva v dané realizaci, mize byt pro poci-
ta¢ nefesitelnym tkolem.) Pouziti vhodného odvozovaciho systému je tedy
jedinou nadéji, jak automatizovat vytvareni tsudki v predikatové logice.
Jak dale uvidime, tuto nadéji je mozné naplnit jen ¢astecné. Godelova
véta o Uplnosti ukazuje, ze vskutku existuje odvozovaci systém, v némz plati
»I F o prave kdyz T = ¢ (kde F znaci relaci odvoditelnosti, ¢i dokazatel-
nosti, v daném systému). To znamen4, ze problém, zda pro danou teorii T’
a formuli ¢ plati T |= ¢ je édstecné rozhodnutelngi.! To znamen4, Ze existuje
algoritmus, ktery bude pro danou teorii 1" postupné vypisovat vsechny for-
mule z ni vyplyvajici (pokud je téchto formuli nekoneéné mnoho, algoritmus
nikdy neskonéi) — algoritmus jednoduse bude na axiomy teorie 7' postupné
aplikovat pravidla vyse zminéného odvozovactho systému a postupné tak

1Samoziejmé pouze za predpokladu, Ze je teorie T, pokud je nekoneéns, néjakym zpi-
sobem reprezentovatelna v pocitaci.
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bude odvozovat nové a nové formule vyplyvajici z T. Na druhou stranu,
prace Alonza Churche a Alana Turinga z roku 19362 obecné ukazuji, Ze pro-
blém, zda T = ¢, neni rozhodnutelny, tj. neexistuje pocitac¢ovy algoritmus,
ktery by jej fesil. Nutno podotknout, Ze i pres toto omezeni je automatické
dokazovani pro predikatovou logiku aktivné studoviano a existuji efektivni
nastroje, které umi pro mnoho teorii a formuli (byt ne pro vsechny) dokézat
¢i vyvratit, zda dand formule z dané teorie opravdu vyplyva.

V tomto predmétu studujeme nasledujici odvozovaci systém pro predi-
katovou logiku:

e Schémata vyrokovych axiémii:

- Pl o= W =)
- P2 (o= W —=8) = (v =) = (p—=9))
— P3: (mp = ) = (v — )

e Schéma axiému specifikace:
— P4: Vxyp — ¢(x/t), kdet je term substituovatelny za x ve .
e Schéma axiému distribuce:

- P5: (Vx (e — ¢)) = (¢ — Vo), kde z neméd volny vyskyt
ve @.

e Odvozovaci pravidla:
— MP: Z ¢ ap— 1 odvod . (modus ponens)
— GEN: Z ¢ odvod Vx ¢, kde z je proménnd (generalizace)

Je-li £ jazyk s rovnosti, pridame dale nasledujici schémata axiému rov-
nosti:

e Rl: =2

e R2: (r1=y1 A Axp=yn A P(x1, -+ ,24)) = P(y1,* ,Yn),
kde P je predikatovy symbol arity n.

b R’3 (xl:yl ANRRRA xm:ym) — (f(‘rh e 7xm):f(y1, e 7ym))7
kde f je funk¢ni symbol arity m.

20ba byli ve své praci silné ovlivnéni dikazem Goédelovych vét o nedplnosti.
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e Rovnéz je zapotiebi nasledujici schéma axiom, které je mozné nefor-
malné chapat jako variantu schématu R2 pro rovnost:
(r=yANu=vAzx=u)—y=n1.
Toto schéma explicitné uvadime, nebot formalné vzato = neni predi-
katovy symbol a tak pouzitelnost tohoto schématu nevyplyva z toho,
ze mame k dispozici schéma R2. Pritom bez tohoto schématu neni

mozné napiiklad dokédzat symetrii rovnosti, ktera ptitom plati v kazdé
realizaci jazyka s rovnosti.

Definice 9.1 Bud T teorie jazyka L. Dukaz (¢i odvozeni) formule ¢ v teorii
T je konecnd posloupnost formuli 1, --- , i, kde ¢ je ¥ a pro kazdé ¢,
kde 1 < i < k, plati alespon jedna z nasledujicich podminek:

® ; je prvek T

e (; je instanci jednoho ze schémat P1-P5;

e L je jazyk s rovnosti a ¢; je instanci jednoho ze schémat R1-R3;

e ¢; vznikne aplikaci MP na formule ¢,,, ¢, pro vhodné 1 < m,n < i.
e ¢; vznikne aplikaci GEN na formuli ¢,, pro vhodné 1 < m < i.

Definice 9.2 Bud T teorie jazyka L.
e Formule 9 je dokazatelnd v teorii T, psdno T | 1, jestlize existuje
dikaz ¢ v T. Jestlize T - 1) pro prazdné T', fikame ze 1 je dokazatelna
a piseme F 1.

e Formule ¢ je vyvratitelna v teorii T, jestlize T F =)

e Teorie T' je sporna (téz inkonzistentni), jestlize kazdd formule predi-
katové logiky jazyka L je v T dokazatelnd.

e Teorie je bezesporna (téz konzistentni), jestlize neni sporna.

Poznamka 9.3 (Princip dosazeni do tautologie vyrokového poctu)
Je-li ¢ tautologii £(—,—), ve které nahradime vyrokové proménné formu-
lemi predikatové logiky tak, ze dana vyrokova proménnd je nahrazena vzdy
touz formuli, obdrzime formuli predikatové logiky, ktera je dokazatelnd v od-
vozovacim systému predikatové logiky pouze pomoci P1-P3 a MP.

iy Priklad 9.1 Méjme jazyk £ = {P} bez rovnosti, kde P je unérni predika-
tovy symbol. Necht
T ={-P(x),3y P(y)}.

Ukazte, ze teorie T je spornd.
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ReSeni Uvédomme si, 7e Jy P(y) je pouze syntaktickou zkratkou pro for-
muli =Vy = P(y) Ukdzeme, Ze pro libovolnou formuli ¢ jazyka £ plati T+ ).
Dikaz formule v v teorii 1" vypad4 néasledovné:

1) ~P(x) axiom T’
2)Va-P(x) GEN na 1)
3) Va P(x) — = P(y) instance P4
4)=P(y) MP na 3) a 2)
5) Vy—=P(y) GEN na 4)
6) ~Vy ~P(y) axiom T
7)Vy -P(y) = (- — —~Vy =P(y)) instance P1
8) " — —Vy ~P(y) MP na 7) a 6)
9) (—y = ~Vy =P(y)) = (Yy =P(y) — ¥) instance P3
10) vy ~P(y) = ¢ MP na 9) a 8)
11)v MP na 10) a 5).

Vsimnéme si, ze v krocich 6)-11) jsme viibec nevyuzili konkrétni tvar formuli
Vy—P(y) a =Vy—P(y). Vyuzili jsme pouze faktu, ze v teorii je odvoditelna
néjaka formule a jeji negace. To ukazuje, ze v kazdé teorii, ve které je mozno
dokézat néjakou formuli i jeji negaci, je mozné dokazat libovolnou formuli.
Takova teorie je tedy nutné sporna. A

Priklad 9.2 Méjme jazyk £ = {f, A} s rovnosti, kde f je undrni a A
je nuldrni funkéni symbol. Naleznéte dikaz formule f(A) = A v teorii

{A=f(A)}

Priklad 9.3 Necht L je jazyk s rovnosti s bindrnim predikdtovym symbo-
lem P. Rozhodnéte a dokazte, zda plati

FVYxVy (z =y — (P(z,y) V 3z (-P(z,2)))).

P1i préaci s odvozovacim systémem pro predikatovou logiku lze vyuzit nasle-
dujici pomocnou vétu:

Véta 9.4 [o dedukei] Necht T je teorie jazyka L, 1 uzaviend formule jazyka
L a ¢ (libovolnd) formule jazyka L. Pak T+ ¢ — ¢ prave kdyz TU{y} F .

Nasledujici véty ukazuji, Zze pomoci vyse uvedeného odvozovaciho sys-
tému lze formalizovat pravé vSechny tsudky platné pro predikatovou logiku
1. radu.
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Véta 9.5 Necht T je teorie a ¢ formule jazyka teorie T'. Jestlize T F ¢, pak
T E= .

Véta 9.6 Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) Pro kazdou teorii T' a pro kazdou formuli ¢ jazyka teorie T plati, ze
jestlize T' = ¢, pak T+ .

b) Kazda bezespornd teorie ma model.

Véta 9.7 [o tplnosti, Kurt Godel] Kazd4 bezespornd teorie ma model. Pro
kazdou teorii T a kazdou formuli jejiho jazyka tedy (dle véty 9.6) plati, Ze
jestlize T' = ¢, pak T+ ¢.

Priklad 9.4 Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni: Pokud
teorie ma model, pak musi byt bezesporna.

ReSeni Tvrzeni (mozna ponékud piekvapivé) neplati. Protipifklad vsak
existuje jen jeden a jde o velice specialni pripad. Uvazme prazdny jazyk bez
rovnosti a prazdnou teorii s timto jazykem. Pak v této teorii lze trividlné
dokazat libovolnou formuli daného jazyka, nebot dany jazyk zadné formule
nema. Teorie je tedy dle nasi definice sporna. Na druhou stranu libovolna
realizace daného jazyka (téch je dokonce nekone¢né mmnoho) je modelem
prazdné teorie. A

Predchozi priklad ukazuje spiSe na nedostatecnost nasich definic. Pro
yrozumné* jazyky a teorie zminéné tvrzeni plati.

Priklad 9.5 Necht L je libovolny jazyk, ktery je bud neprazdny nebo je
jazykem s rovnosti. Dokazte, ze pak pro kazdou splnitelnou teorii s jazykem
L plati, Ze je bezesporna.

Priklad 9.6 Necht L je prazdny jazyk s rovnosti. Mé&jme teorii T' s jazykem
L a jeji model M. Déle necht ¢ je formule v jazyce £ takovd, ze plati M = .
Plati T F ¢? Zdtvodnéte.

Priklad 9.7 Necht £ je jazyk a T1, T jsou dvé bezesporné teorie v jazyce
L. Rozhodnéte a dokazte, zda

a) teorie T7 U Ty je bezespornd;
b) teorie 71 N T5 je bezesporna.
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Reseni

a) Tvrzeni obecné neplati. Uvazme prazdny jazyk s rovnosti a teorie T3 =
{FzVyx =y} a Ty = {Jryx # y}. Ziejmé obé teorie jsou splnitelné
a dle prikladu 9.5 jsou tedy bezesporné. Avsak sjednoceni téchto teorii
je nesplnitelna teorie a dle véty o tplnosti je tedy sporné.

b) Tvrzeni plati. Uvédomme si, ze v libovolném dikazu v teorii 71 NTs se
vyuzivaji pouze axiomy nalezejici jak do 17 tak do T5. Tedy libovolna
formule dokazatelnd v T1 NT5 je dokazatelnd jak v Tp tak v Th. Pokud
by tedy 711 NT% byla sporna teorie, byly by i obé teorie 77, T sporné,
(meta)spor.

A

g Piiklad 9.8 Necht £ prazdny jazyk s rovnosti. Necht T, 75, . .. je posloup-
nost sporngch teorii v jazyce L takovou, ze pro kazdé ¢ > 1 plati T;41 C T;.
Polozme S = ;2 T;. Rozhodnéte a dokazte, zda

a) S je spornd,
b) S je bezesporna.

g  Priklad 9.9 Dokaite, ze z nésledujictho tvrzeni (a) plyne tvrzeni (b):
a) Necht T je teorie a ¢ formule jejiho jazyka. Pokud T = ¢, pak T F .

b) Kazdé bezespornd teorie mé model.

gz Priklad 9.10 Uvazme jazyk £ = {R} s rovnosti, kde R je bindrni prediké-
tovy symbol. Pro libovolné prirozené ¢islo n > 1 uvazme nasledujici formule:

@n(l‘vyl,y% . ayn) = ( /\ _'(yi = yj) A /\ R(mvyl))

1<i<j<n 1<i<n

On, = V2V Yy2 . .. Vyon—1(p2an—1 — IY2n ©2n)

& = Ty Tyo ... Tyon (gmn AVz(R(z, z) — \/ (y; = z)))
1<i<2n

Nakonec jesté uvazme formuli
p =VYrIyR(z,y).
Uvazme nésledujici teorii T
T= {0 n=1}U{& |n>1}U{p}

Rozdhodnéte, zda je teorie T bezesporna. Své tvrzeni zduvodnéte.
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ReSeni Teorie T je bezesporné, nebot ma model (a zaroven jeji jazyk je
neprazdny, viz priklad 9.5). Abychom se o tom presvédéili, uvedme nejprve
intuitivni vyznam jednotlivych formuli. Necht tedy M je libovolna realizace
jazyka L. Naslednikem vrcholu a € M je libovolny takovy vrchol b € M, pro
ktery je (a,b) € R.

Prejdéme nyni ke slibovanému vyznamu formuli. Necht n je libovolné

prirozené ¢islo a necht a,by,...,b, jsou takové prvky, ze plati M = @,[e],
kde e je libovolné ohodnoceni splnujici e(z) = aae(y;) = b; pro1l <i < n. Je
ziejmé, ze pak vrcholy by, ..., b, musi tvorit n po dvou ruznych néslednikt
vrcholu a.

Nyni je jasné, ze formule 6,, ma néasledujici vyznam: pro libovolny vrchol
musi platit, Ze pokud jsme schopni najit 2n — 1 riznych naslednika tohoto
vrcholu, pak jsme schopni najit i 2n néasledniki tohoto vrcholu. Toto je
ekvivalentni tvrzeni, ze zddny vrchol nema presné 2n — 1 nasledniki. Z toho
vyplyva, ze v.M jsou pravdivé vSechny formule 6,, pro n > 1 pravé tehdy,
kdyz zadny vrchol grafu (M, Raq) nemd lichy pocet nésledniku.

Formule &, 1ika, Ze existuje vrchol, pro néjz umime najit 2n jeho raznych
nasledniki a zaroven libovolny naslednik tohoto vrcholu je roven nékterému
z téchto 2n naslednikt. Tedy jinak feCeno, Ze existuje vrchol ktery ma presné
2n nasledniki. Z toho vyplyva, ze v realizaci M jsou pravdivé vsechny for-
mule &, pro n > 1 pravé tehdy, kdyz pro kazdé sudé ¢islo k existuje v grafu
(M, Rpq) alespon jeden vrchol s presné k nasledniky.

Konecné je ziejmé, ze v M je pravdiva formule p pravé tehdy, kdyz kazdy
vrchol grafu (M, Ry¢) mé alespon jednoho néslednika.

Rekapitulace: M je modelem teorie T pravé tehdy, kdyz v (potencidlné
nekone¢ném) grafu (M, Raq) plati vSechny tyto ti vlastnosti:

e Neexistuje vrchol s lichym poctem néaslednikd.

e Pro kazdé sudé ¢islo k existuje alespon jeden vrchol s pfesné k nésled-
niky.

e Kazdy vrchol ma alespon jednoho naslednika.
Vsechny tyto vlastnosti plati napriklad v realizaci M, kde M =N a
Ry ={(a,b) | a jeliché,b > a} U{(c,d) | ¢ je sudé,d < c}.
A

V dikazu véty o tplnosti se vyskytly dva zasadni pojmy tykajici se teorii
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— henkinovskost® a tdplnost. Zatimco henkinovskost je spiSe pomocnym po-
jmem hodicim se v diikazu véty o iplnosti, pojem wpiné teorie je vyznamnym
sam o sobé.

Definice 9.8

e Teorie T je henkinovska, jestlize pro kazdou formuli ¢ jazyka teorie T’
s jednou volnou proménnou x existuje v jazyce teorie T konstanta c
takovd, ze T - 3z ¢ — ¢(x/c).

e Teorie T je uplna, jestlize je bezespornd a pro kazdou uzavienou for-
muli ¢ jejiho jazyka plati bud T ¢ nebo T+ —p.

Teorie je tedy uplna, jestlize kazdou formuli v ni lze bud dokéazat, nebo
vyvratit. Podivejme se na pojem tplné teorie jesté optikou vét o korektnosti
a uplnosti, které rikaji, ze T F ¢ pravé kdyz T = . Z tohoto pohledu je
teorie T uplna, jestlize kazdd ,vlastnost® popsatelna formuli daného jazyka
je splnéna bud ve vSech modelech teorie T, nebo v zédném. Uplné teorie
tedy popisuje své modely tak presné, jak jen to je v jejim jazyce mozné —
zadné dva modely aplné teorie nelze rozlisit zadnou formuli jejiho jazyka.

Pozor, nepletme si pojem tuplnosti teorie a Uplnosti dokazovaciho sys-
tému. Jde o dvé zcela odlisné véci. Godelova véta o tplnosti se tyka upl-
nosti dokazovaciho systému, tedy toho, ze kazdou formuli vyplyvajici z te-
orie lze v této teorii dokédzat. Godelovy véty o nedplnosti se naopak ty-
kaji (ne)iplnosti teorii. V podstaté fikaji, ze kazd4 alespon trochu zajimavéa
Uuplna teorie nemiize byt reprezentovatelnd pocitacem.

Priklad 9.11 Méjme jazyk £ = {S} s rovnosti, kde S je undrni funkéni
symbol. Uvazme teorii

T = {Va¥y(S(z) = S(y) — = = y), IVa—(S(z) = y)}

s timto jazykem. Je T bezesporna? Je T Uplna?

ReSeni 7 fedeni pifkladu 8.3 vidime, 7e T je splnitelna. Z piikladu 9.5
plyne, Ze je i bezesporné.

Teorie T neni uplna. Uvazme formuli ¢ = Vz—(S(z) = z) z Prikladu 8.4.
Ukézali jsme, ze T = ¢. Na druhou stranu uvazme —¢ = Jz(S(z) = z).
Model teorie T z Ptikladu 8.3 ukazuje, ze T' [~ —¢. Z véty o korektnosti
plyne, ze T ¥ ¢ a T ¥ = a tedy T neni tiplna teorie. A

3Podle Leona Henkina, amerického logika ktery objevil diikaz véty o tplnosti prezen-

vvvvvv
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Priklad 9.12 Je dén jazyk £ = {P, f} s rovnosti, kde P je unarni pre-
dikdtovy symbol a f je unarni funkéni symbol. Dale je dana jeho teorie

T= {@17 ¥2,¥3, 504}’ kde

5 5 5
p1 = Jx13roTrsIrgTTsVy (/\ /\ T #xp A \/ Y= xl) ,
i=1 j=i+1 i=1

@2 = JzIYVz(z #y A P(x) ANP(y) A (P(z) = (z =2V z=1y))),
p3 = Ya(P(f(x))),
¢4 = Va(P(z) = f(z) = z).

Rozhodnéte a dokazte, zda je teorie T bezespornd a zda je tplna.

ReSeni Nejprve si rozebereme vyznam jednotlivych formuli teorie T': Uvaiz-
me libovolnou realizaci M = (M, P, faq) jazyka L. Pro jednodussi vyja-
dfovani a v souladu s nize uvedenymi obrizky budeme individua x € Py
oznacovat jako cervend, ostatni pak jako cernd.

Ziejmé M = 1, pravé kdyz M je pétiprvkova. Podobné M |= ¢, pravé
kdyz pravé dvé individua jsou cervend. Dale M = @3, pravé kdyz je obraz
kazdého individua v fa Cerveny. A koneéné M = ¢y, pravé kdyz vsechna
cervend individua jsou pevnymi body f.

Uvazme nésledujici modely M, M’ teorie T (formdln¢ M = M' =
{CL, b,c,d, 6}7 Py = Py = {a7 b}7 Im = {(av a)? (b7 b)? (Cv a’)v (d7 a)? (€7a)}7
fame =A{(a,a),(b,b), (¢,a), (d, a), (e, ) }):

(D)—, (D—
(oo O=
()~ O

model M model M’

Tyto modely zfejmé nejsou izomorfni (a jsou to — az na izomorfizmus
— jediné modely nasi teorie; to ale k vyfeseni zadani védét nepotiebujeme),
a jsou dokonce rozlisitelné v nasi predikatové logice: uvazme (uzavienou)
formuli p = Vz (P(z) — 3y (-P(y)Af(y) = x)) — intuitivné: kazdé ¢ervené
individuum ma né&jaky ¢erny vzor. Ziejmé M (£ o a M’ = ¢, takze M’ £
—p. Z toho dostavame, ze T' [~ ¢ ani T' - —¢.
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Podle véty o korektnosti tak T ¥ ¢ ani T' ¥ —.

Teorie T je tedy bezespornd (nasli jsme formuli, kterd v T neni doka-
zatelnd), ale neni tGplnd (nasli jsme uzavienou formuli takovou, ze v 1" neni
dokazatelnd ani ona, ani jeji negace). A

Priklad 9.13 Méjme jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je undrni funkéni
symbol. Méjme teorii

T ={vVaVy (f(z) = fly) > 2 =y)}
Rozhodnéte a dokazte, zda plati nésledujici tvrzeni.

a) T |= Ve =(f(x) = z)
b) Teorie T je bezesporna.
c¢) Teorie T je tplna.

Priklad 9.14 Méjme jazyk £ = {R} s rovnosti, kde R je binarni prediké-
tovy symbol. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje upind teorie T s jazykem
L takova, ze pro libovolnou realizaci M jazyka L plati:

MET pravé kdyz (M, Ry) je linedrné usporddand mnozina.

Priklad 9.15 Méjme jazyk £ = {R} s rovnosti, kde R je bindrni predika-
tovy symbol. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje upind teorie T' s jazykem
L takova, ze pro libovolnou realizaci M jazyka L plati:

M ET pravé kdyz (M, Raq) je linedrné usporadand t¥iprvkovd mnozina.

Intuice nam tiké, ze odpovéd na otazku z predchoziho prikladu je ,ano“.
Staci uvést teorii, kterd vynuti, aby Raq byla linedrné usporddand mnozina
a aby nosi¢c M byl tiiprvkovy. Pak zadné dva modely takové teorie nelze
rozlisit formuli jazyka L, nebof vSechny modely vypadaji ,stejné“ — no-
si¢ ma tii prvky a ty jsou linedrné usporadany nad sebou. Je otazka, jak
uplnost takové teorie formalné dokazat. Jevi se byt zddoucim zavést pojem
homomorfismu realizact.

Definice 9.9 Necht £ je néjaky jazyk a necht Mi, Ms jsou néjaké dvé
realizace tohoto jazyka. Zobrazeni ®: M; — My se nazyvad homomorfismus
z M1 do My, jestlize jsou splnény nasledujici podminky:

e Pro libovolny n-arni funkéni symbol f jazyka L a libovolnou n-tici
individui a1, ...,a, z M; plati:

(I)(f/\/h (aly cee ’an)) = f./\/lz(q)(al)) LR (I)(an))
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e Pro libovolny n-arni predikatovy symbol jazyka L a libovolnou n-tici
individui a1, ..., a, z M; plati:*

(al,. . .,an) S PM1 = (<I>(a1), R ,<I>(an)) S PM2

Je-li navic ® bijekce, fekneme, zZe jde o izomorfismus a ze realizace M
a Ms jsou izomorfni.

Priklad 9.16 Méjme jazyk £ a dvé izomorfni realizace M;, My tohoto
jazyka. Dokazte, ze pak pro libovolnou uzavienou formuli ¢ jazyka L plati

MiEpe M e

ReSeni Necht ®: My — M, je izomorfismus z M; do Ms. Pro libovolné
ohodnoceni e: Var — M; uvazme ohodnoceni ®(e): Var — My definované
tak, ze pro libovolnou proménnou z klademe ®(e)(x) = ®(e(x)).

Nejprve ukazeme, ze pro libovolny term ¢ jazyka L a libovolné ohodno-
ceni e: Var — M plati ®(tle]) = t[®(e)]. Postupujeme indukei vzhledem ke
strukture termu. Pokud ¢ je proménnd x, pak ®(t[e]) = ®(e(x)) = ®(e)(z) =
t[®(e)]. Predpokladejme nyni, Ze ¢ je tvaru f(t1,...,t,), kde f je n-arni
funkéni symbol a t;, pro 1 < i < n, je term pro ktery dokazovand rovnost
plati. Pak mame

D(tle]) = O(fm, (tale], - - tnle])) = o (R(Eale]), - - ., R(tnle]))
= fM2 (tl [(I)(e)]7 s 7tn[¢<e)])a

kde druha rovnost plyne z toho, ze ® je homomorfismus a posledni rovnost
z induk¢niho predpokladu. Rovnost ®(t[e]) = t[®(e)] tedy plati pro libovolny
term ¢.

Dokazme nyni tvrzeni ze zadani prikladu. Presnéji, dokdzeme, zZe pro
libovolnou formuli ¢ jazyka £ a libovolné ohodnoceni e: Var — M; plati
My = ple] & Ma = ¢[®(e)]. Vzhledem k tomu, ze ® je bijekce, tak prira-
zeni, které ohodnoceni e pfiradi ohodnoceni ®(e), tvori bijekci mezi mnozi-
nou vsech ohodnoceni typu Var — M; a mnozinou vSech ohodnoceni typu
Var — My (rozmyslete si, proc!). Zejména tedy bude platit, ze formule ¢
je pravdivd v M ve vSech ohodnocenich, pravé kdyz je pravdivd v Ms ve
vSech ohodnocenich. Tim bude dikaz hotov.

Postupujeme indukci vzhledem ke strukture (.

4V literatufe se asto v nésledujici definici pouZivd metaimplikace namisto metaekvi-
valence, ndm vsak tato silnéjsi definice usetii trochu prace.
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Baze: Musime rozlisit dva pripady. Za prvé, formule ¢ muze byt tvaru
P(ty,...,ty), kde P je n-arni predikdtovy symbol a t1,..., %, jsou termy
jazyka L. Pak pro libovolné ohodnoceni e: Var — M; plati

M E ple] & (tiel, ... tale]) € Pu, < (®(t1]e]), - .., Btale])) € Pu,
< (t[®(e)], . ... ta[P(e)]) € Pm, & Ma |= o[@(e)],

kde druha ekvivalence plyne z toho, ze ® je homomorfismus a treti ekviva-
lence plyne z vyse dokdzaného pomocného tvrzeni o termech.
Za druhé, ¢ muze byt tvaru t = t/, kde t, ¢’ jsou termy. Pak

M [ gle] < tle] = t'le] < O(tle]) = O('[e]) < t[D(e)] = t'[D(e)]
& My = ¢[@(e)],

kde druhé ekvivalence plyne z toho, ze ® je injekce a treti ekvivalence plyne
z vyse dokdzaného tvrzeni o termech.

Indukéni krok: Nejprve predpokladejme, Ze ¢ je tvaru —), kde 9 je
formule pro niz dokazované tvrzeni plati. Pak pro libovolné ohodnoceni
e: Var — M plati

M [ gle] & My = dle] & My E ¢[@(e)] & Ma | ¢[D(e)],

kde druhé ekvivalence plyne z indukéniho predpokladu.
Pripad, kdy ¢ je tvaru 11 — 15 se vyrtesi obdobné. (Vyzkousejte si to.)
Nakonec uvazme pripad kdy ¢ je tvaru Vzy, kde ¢ je formule pro niz
dokazované tvrzeni plati. Pak mame, pro libovolné ohodnoceni e: Var — M,

Mi = ple] & My = ¢Yle(x/a)] pro lib. a € My
< Mo E ¢[®(e(z/a))] pro lib. a € M;
< Mo E ¢[(®(e))(z/b)] pro lib. b € Mo
& Ms = o[®(e)],

kde druha ekvivalence plyne z toho, ze ® je homomorfismus a tieti ekviva-
lence z toho, ze ®(e(xz/a)) = (®(e))(x/P(a)) a z toho, ze ¥ je surjekce a tedy
libovolné b € My lze psét ve tvaru ®(a) pro vhodné a € M.

Tim je pozadované tvrzeni dokazano pro libovolnou formuli . A

Priklad 9.17 Necht T je teorie jejiz kazdé dva modely jsou izomorfni. Do-
kazte, ze pak teorie T je tplna.



Qg

ug

KAPITOLA 9. DOKAZOVACI SYSTEM PREDIKATOVE LOGIKY 91

ReSeni Sporem predpokladejme, 7e existuje uzaviend formule ¢ jazyka
teorie T' takova, ze T ¥ ¢ a zéroven T ¥ —p. Dle véty o tplnosti plati T |~ ¢
a T £ —p. Zejména tedy existuji modely M; a My teorie T' takové, ze
My [ p a My = —¢. Dle piikladu 7.2 navic plati My = ¢, nebot ¢ je
uzavrena formule.

Dle predpokladu jsou realizace M; a My izomorfni, dle ptikladu 9.16
tedy musi platit ze formule ¢ je pravdiva bud v obou téchto realizacich,
nebo ani v jedné z nich. V pfedchozim odstavci jsme vsak ukazali, ze ¢ je
pravdivd v My a nikoliv v. M, spor. A

Poznamka 9.10 Vztah byt izomorfni“ je tranzitivni. Otézka, zda jsou
libovolné dva modely teorie T izomorfni je tedy ekvivalentni otazce, zda
existuje model teorie T, kterému je kazdy jiny model této teorie izomorfni.

Poznamka 9.11 Nyni jiz mame navod na to, jak vytesit priklad 9.15. Staci
uvazit teorii
T = {31 FwFagvy ( \ (wi#x)AN \ y=ua), Vo Rz, z),
1<i<j<3 1<i<3
Vavyvz ((R(z,y) A R(y, 2)) = R(z, 2)),
Vavy ((R(z,y) A R(y, x)) = = = y),
VaVy(R(z,y) V R(y, v))}-

Snadno se ukéze, ze modely této teorie jsou prave realizace jazyka L s tiiprv-
kovym nosicem, v nichz se R interpretuje jako relace linedrniho usporadani
na nosi¢i. Rovnéz je snadné vidét, ze libovolné dvé takové realizace jsou
izomorfni a tedy dle ptikladu 9.17 je teorie T uplna.

Priklad 9.18 Méjme jazyk L bez rovnosti a dvé realizace My, My jazyka
L. Predpokladejme, ze existuje surjektivni homomorfismus z My do Mas.
Dokazte, ze pak pro libovolnou uzavienou formuli ¢ jazyka £ plati M; = ¢
pravé kdyz Ms | .

Priklad 9.19 S pomoci predchoziho prikladu dokazte nasledujici: Méjme
teorii T s jazykem L bez rovnosti. Predpokladejme, Ze existuje model M
teorie T' takovy, ze pro libovolny jiny model M’ teorie T' existuje surjektivni
homomorfismus z M’ do M. Pak teorie T je Gplna.

Dodejme, ze v prikladech 9.17 a 9.19 nelze obecné nahradit implikaci
ekvivalenci. Vskutku, existuji iiplné teorie které maji navzajem neizomorfni
modely a zaroven nemaji jeden konkrétni model, na néjz by sly ostatni mo-
dely zobrazit surjektivnim homomorfismem.
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g Priklad 9.20 Uvazme jazyk £ = {A} s rovnosti, kde A je bindrni funkéni
symbol. Uvazme nasledujici teorii 7"

T = {3z3y((z # y) ANVz((x = 2) V (y = 2))),
JaVyA(x,y) = x,
Vavy(A(z,y) = Ay, x)),
Ve A(z,x) = x}.

Rozhodnéte, zda je teorie T tiplna. Své tvrzeni zdtvodnéte.

ReSeni UkéZeme, Ze zadand teorie ma az na izomorfismus pravé jeden
model. Dle prikladu 9.17 je tedy tplna.

Staci ukazat, ze libovolné dva modely teorie T' jsou izomorfni.

Nejprve si uvédomme, ze formule 3x3y((z # y) AVz((z = 2) V (y = 2)))
vynucuje, ze kazdy model teorie 7' ma pravé dvouprvkovy nosi¢. Ze zbyva-
jicich formuli teorie T' plyne, Ze funkéni symbol A musi byt realizovan jako
komutativni a idempotentni operace, vuci které existuje neutralni prvek.
Zejména realizace M v niz se A realizuje jako operace zadana nasledujici
tabulkou, je modelem teorie T'.

Uvazme nyni libovolny, ale nadédle pevny model M’ teorie T. Ukdzeme,
ze je izomorfni modelu M. Bez jmy na obecnosti nechf je jeho nosicem
soubor {a, 8}. Z vySe uvedeného vyplyvd, Ze funkéni symbol A muze byt
v M’ realizovan dvéma zpusoby:

Aw | a B
o) a «
g a B
nebo
A M (07 B
! «
B g B
V prvnim pripadé volime izomorfismus nasledovné: ®(a) = a, ®(b) = .
Ve druhém pripadé volime izomorfismus takto: ®(a) = 3, ®(b) = . A

g3 Priklad 9.21 Méjme jazyk £ = {f,a,b} s rovnosti, kde f je unarni funkéni
symbol a a a b jsou nularni funkéni symboly. Méjme teorii

T={Ve(z=aVe=0), ~(f(a) = f(b), V& f(f(z)) = x}.

Rozhodnéte a dokazte, zda je teorie T" Uiplna.
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Reseni Teorie T neni tiplnd. Uvazme formuli ¢ = Vz f(z) = 2. UkdZeme,
ze T ¥ ¢ a zaroven T ¥ —p. Dle véty o korektnosti sta¢i ukézat, ze T = ¢
a zaroven T [~ —p. Uvazme realizace Mj, My jazyka L definované nésle-
dovné:

My ={a,8} amy = by =8 fmu(@)=8 fm(B) =«
My ={a,B} apmy, = by, =0 fmy(a) =a

Obé dvé realizace jsou modelem teorie T: V obou je kazdy prvek nosice
realizaci nékteré z konstant a, b; realizace funkéniho symbolu f zobrazi prvky
reprezentované ruznymi konstantami na ruzné prvky nosice, a term f (ZL') se
realizuje jako identita. Zaroven My = ¢ (faq, neni identita) a My = —p
(fm, je identita). Tim je dukaz hotov. A

Priklad 9.22 Méjme jazyk £ = {P, f,a,b} s rovnosti, kde P je undrni
predikatovy symbol, f je unarni funkéni symbol a a a b jsou nularni funkéni
symboly. Méjme teorii

T={P(z) & (x=aVz=0),IxVy(=Ply) =y =)
P(z) = (P(f(2)) A=z = f(2))) }-

Rozhodnéte a dokazte, zda je teorie T' iplna.

Priklad 9.23 Necht £ je jazyk s rovnosti a s jednim undrnim funkénim
symbolem f. Rozhodnéte a dokazte, zda je nésledujici teorie tiplna.

T = {VaVyf(x)=fly) }

Priklad 9.24 Méjme jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je undrni funkéni
symbol. Méjme déle nasledujici teorii T' s jazykem L:

T = {ElxlEngElxgEmVy (( /\ z; # x5) A ( \/ y=xk))
1<i<j<4 1<k<4

VaVy(f(2) = f(y) = = =y). Va(z # [(z))}.

Rozhodnéte a dokazte, zda je teorie T' tiplna.

Priklad 9.25 Méjme jazyk £ = {M, f} s rovnosti, kde f je undrni funkéni
symbol. Méjme déale nasledujici teorii T' s jazykem L:
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T = {ElxlEIxQEngEILNy( /\ xi # x5) A ( \/ Yy =Tk),
1<i<j<4 1<k<4

Jz1332 (11 # 22 AVY (M (Y) < (y = 21 VY = 22))),
Vo (M(z) — =M(f(2))),Va(~M(z) = (f(z) = 2))}.

Rozhodnéte a dokazte, zda je teorie T' tiplna.

Priklad 9.26 Necht £ je préazdny jazyk s rovnosti (tedy jazyk s rovnosti,
ktery nemd zadny predikétovy ani funkéni symbol).

a) Zadejte ptiklad bezesporné teorie, kterd neni iplna. Zdavodnéte, proc¢
neni aplna.

b) Rozhodnéte a dokazte, zda existuji dvé tplné teorie T} a Tj takové, Ze
Ty NTy = 0.

Priklad 9.27 Necht L je jazyk bez rovnosti s jednim unarnim predikato-
vym symbolem P a jednim nuldrnim funkénim symbolem 0. Rozhodnéte
a dokazte, jestli je teorie T'= {P(0)}

a) bezesporna,
b) tdpln4.

Priklad 9.28 Méjme jazyk £ = {P} bez rovnosti s unarnim predikatovym
symbolem P. Necht
T ={P(z), 3z (-P(2))}.

Rozhodnéte a dokazte, zda je teorie T
a) bezesporna,
b) dplnd.

Priklad 9.29 Méjme jazyk £ = {P} bez rovnosti s unarnim predikatovym
symbolem P. Necht

T = {3z P(x), 3z (—P(z))}.
Rozhodnéte a dokazte, zda je teorie T

a) bezesporna,
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b) uplna.
Dalsim dulezitym syntaktickym pojmem je pojem rozsireni teorie.
Definice 9.12

e Teorie S je rozsiteni teorie T, jestlize jazyk teorie S obsahuje jazyk
teorie T a v teorii S jsou dokazatelné vSechny axiémy teorie T'.

e Rozsiteni S teorie T' se nazyva konzervativni, jestlize kazda formule
jazyka teorie T, ktera je dokazatelnd v .S, je dokazatelna i v T

e Teorie S a T jsou ekvivalentni, jestlize S je rozsifenim T a souCasné T’
je rozsitenim S.

b4 Priklad 9.30 Méjme teorie T a S se stejnym jazykem takové, ze S je roz-
sitenim T'. Dokazte, ze pak kazdy model teorie S je modelem teorie T'.

iy Priklad 9.31 Uvazme jazyk £ = {P} s rovnosti, kde P je binarni predika-
tovy symbol. Uvazme nésledujici teorie T a S

T ={VaVy(P(z,y) <> P(z,x))},

Rozhodnéte a dokazte, zda je:
a) teorie S rozsitenim teorie T,

b) teorie T rozsifenim teorie S.

Reseni

a) Odpovéd je ne. Musime ukézat, ze S ¥ VaVy(P(x,y) <> P(z,x)). Dle
véty o korektnosti staci ukdzat, ze S = VaVy(P(x,y) < P(x,x)). Na-
jdeme tedy model M teorie S, pro ktery plati M £ VaVy(P(x,y) <
P(z,z)). Jako nosi¢ realizace M zvolime mnozinu {a, b} a jako reali-
zaci Py predikatového symbolu P zvolime bindrni relaci {(a, b), (b, a)}.
Zjevné plati M = S. Diale M = P(z,y)[e(xz/a)(y/b)], kde e je libo-
volnd valuace. Ale M W= P(x,z)[e(z/a)(y/b)], tedy z definice = plati
M EN2YyY(P(z,y) < Pz, x)).
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b) Odpovéd je opét ne. Stejné jako vyse sta¢i najit model M teorie T spl-
nujici M = VaVy(P(x,y) <> P(y,x)). Jako nosi¢ realizace M zvolme
opét mnozinu {a,b} a jako realizaci Py predikdtového symbolu P
zvolme bindrni relaci {(a, b), (a,a)}. Pak plati M = T, staci si uvédo-
mit, ze M = P(z,y)[e] pravé kdyz e(z) = a, coz nastane pravé kdyz
M = P(z,x)le]. Ale M [E VaVy(P(z,y) < P(y,x)), nebot relace Py

neni symetricka.

VY Piiklad 9.32 Méjme prazdny jazyk £ s rovnosti a teorii v jazyce £
T'={3z3y—~(z=y) }

Déle mé&jme jazyk £’ = {¢,d} s rovnosti, kde ¢, d jsou nuldrni funkéni sym-
boly, a teorii v jazyce L'

Rozhodnéte a dokazte, zda je teorie T” konzervativnim rozsifenim teorie 7.

ReSeni Teorie T” je konzervativni rozsifeni teorie 7.

e 7' je rozsiteni T, pokud T" F 3z Jy —(z = y). Z véty o tplnosti staci
ukdzat, ze T" = 3z Jy —(x = y). Piedpokladejme, Ze existuje model
M teorie T” takovy, ze M [~ 3z Jy —~(x = y). Pak ovSem nosi¢ modelu
M mé pravé jeden prvek, tedy ¢y = dy a nemize platit M = T,
spor.

e T’ je konzervativni rozsiteni T, pokud pro kazdou formuli ¢ v jazyce

L plati, Ze pokud T F ¢, pak i T F ¢. Uvazme tedy libovolnou formuli
o v jazyce L takovou, ze T' + . Z véty o korektnosti je formule
¢ pravdiva v kazdém modelu teorie T”. Z véty o tplnosti ndm staci
ukazat, ze ¢ je také pravdiva v kazdém modelu teorie T'.
Vezméme libovolny model M teorie T'. Nosi¢ M modelu M mé zjevné
alespon dva prvky, ozna¢me je a, b. Definujme rozsirenou realizaci M’
s nosi¢em M’ = M a konstantami cy; = a a dyy = b. Zjevné je M’
modelem teorie T, tedy M’ = . Protoze formule ¢ je v jazyce L,
nevyskytuji se v ni konstanty ¢ a d, tudiz je ¢ pravdiva i v pavodni
realizaci M.
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Reseni [prvni ¢ast pres odvozovaci systém] Mnohem pracnéji je mozné
postupovat nasledovné. Budeme potrebovat nasledujici pomocné tvrzend,
které lze dokdzat podobné jako vétu 37 (d) ve slajdech.

Tvrzeni 9.13 Necht L je libovolny jazyk, T teorie v jazyce L a ¢, ¥ libo-
volné uzaviené formule v jazyce L. Pak Tt (¢ — =) — (¢ — —p).

JxIy—(z = y) je zkratka pro formuli =Vz——Vy——(z = y), jiz dokdzeme
z T

1) Vy-=(c=y) = ~(c=d) P4
2) T'F(Vy —(c=y)— —(c=d) —

(m(c=d) = Yy ==(c=1y)) Tvrzeni 9.13
3) ~(c=d) = ~Vy=(c=y) MP na 1), 2)
4) —(c=d)
5) —Vy-—(c=1y) MP na 3), 4)
6) Ve——Vy—-—(r=1y) —> —Vy-—(c=1y) P4
7) Tk (Ya-Vy=(z =y) & ==Vy-=(c=y)) —

(=Vy——(c =y) = “Ve-—Vy——(z = y)) Tvrzeni 9.13
8) —Vy——(c=y) = Ve—Vy-—(z = y) MP na 6), 7)
9) —~VazoVy-—(z =y) MP na 5), 8)

A

Priklad 9.33

10 Necht L je jazyk s rovnosti. O kazdém z nasledujicich dvou tvrzeni roz-
hodnéte, zda je pravdivé.

a) Necht T je teorie s jazykem L. Necht S je bezespornd teorie, kterd je
rozsitenim teorie T'. Pak S je konzervativnim rozsitrenim T

b) Necht T je Gplna teorie s jazykem L. Necht S je bezespornd teorie,
kterd je rozsitenim teorie T'. Pak S je konzervativnim rozsitenim T

Své tvrzeni zduvodnéte.

Priklad 9.34 Méjme jazyk £ = {P} s rovnosti, kde P je undrni predi-
kétovy symbol. Déle méjme teorie S = {P(z) +» P(y)} a T = {x = y}
s jazykem L.

a) Je T rozsifeni teorie S?
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b) Je T konzervativni rozsifeni teorie S?

Priklad 9.35 Necht L je jazyk s rovnosti a s jednim unarnim predikatovym
symbolem P. Dale necht T je teorie s jazykem L. Naleznéte rozsiteni T’
teorie T' takové, ze pro kazdou realizaci M plati, ze M = T, préavé kdyz
M E T a zaroven Py = M. Rozhodnéte a dokazte, zda je takové rozsiteni
konzervativni.

Priklad 9.36 Necht £ = {f, P,c} je jazyk s rovnosti, kde f je undrni
funkéni symbol, P je unarni predikét a ¢ je nularni funkéni symbol. Uvazme
nasledujici teorii v jazyce L

T ={ 3z -(f(x) =), 3= P(z), 3= ~P(x)}.

Zadejte néjakou konkrétni ® tiplnou teorii S, kterd je rozsifenim teorie T
Dokazte, ze S je rozsitenim teorie T a ze S je tiplna teorie.

ResSeni Polozme

S =T U{JxyVz(z=xVz=y), Vo f(x)=c, Plc) }.

nanejvys 2 prvky f je konstantni

S je rozsiteni T', protoze T C S, tedy kazdy axiom z T lze v S snadno
dokazat. S je bezespornd, protoze nasledujici realizace M je zjevné modelem
teorie S.

M ={a,b}, epr = a, fu(a) =a, far(b) =a, Py ={a}.

Teorie S je tiplna, nebot 1ze snadno kazdy jeji model je izomorfni vyse uve-
denému modelu M (viz. priklad 9.17). To lze snadno ovéfit: zfejmé kazdy
model M’ teorie S mé presné dvouprvkovy nosi¢, oznacme jej {«a, f}; pravé
jeden z téchto prvku (ten reprezentovany konstantou ¢ — bez Gjmy na obec-
nosti necht je to prvek ) nédlezi do Pyy (protoze Ppy # M', coz vynucuje
teorie T') a funkce fyy zobrazi vSechny prvky na uvedeny prvek a. V tako-
vém pripadé staci zvolit izomorfismus ®(«) = a, ®(3) = b. A

Priklad 9.37 Uvazme jazyk £ = {R} s rovnosti, kde R je bindrni predika-
tovy symbol. Déale uvazme nésledujici teorii T' s jazykem L:

T = {VaVy(R(z,y) - Vz(R(z,2) > z=1y))}.

5Tedy nestaéi odkizat na vétu 74 ze slajdi.
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Nyni uvazme jazyk £ = £ U {f} s rovnosti, kde f je unarni funkéni
symbol, a teorii 7" s timto jazykem zadanou ndsledovné:

T = {VaVy(R(z,y) = f(y) = 2),YaVy (z £y = f(z) # f(y)}-
Rozhodnéte a dokazte, zda:
a) T’ je rozsifenim teorie T,

b) T’ je konzervativnim rozsifenim teorie 7.

ResSeni Teorie T" je rozsifeni teorie T, které ovSem neni konzervativni.
Nejprve ukézeme, ze T” je rozSifenim teorie T. Z¥ejmé jazyk teorie T’
obsahuje jazyk teorie T, staci tedy ukazat, ze

T' = VaVy (R(x,y) — Vz(R(z,2) — 2 = y)).

Ozna¢me tuto formuli (jediny axiom teorie T') jako (. Dle véty o uplnosti
staci ukézat, ze T' | .

Sporem predpokladejme, Ze existuje model M teorie T” takovy, ze M
. Z Tarského definice pravdivosti plyne, Ze musi existovat trojice individui
a,b,c v nosi¢i M takovych, ze (a,b) € Ry, (a,¢) € Ry a b # c. Protoze
M E T, musf platit fa(b) = a a fam(c) = a (vynucuje to prvni axiom
teorie T”). To ovSem neni mozné, nebot v kazdém modelu teorie T" se f
realizuje jako injektivni funkce (vynucuje to druhy axiom teorie T"), spor.

Nyni ukdzeme, ze T" neni konzervativnim rozsifenim teorie 7'. Dle defi-
nice musime najit formuli ¢ jazyka L takovou, ze T ¥ ¢ a T' I 1. Uvazme
formuli ¢ = VaVyVz ((R(x,2) A R(y,z)) — = = y). Neformalné feceno,
formule v Tika, ze R se ma realizovat jako relace, jejiz inverze je parcialni
funkce. Dle vét o korektnosti, resp. o iplnosti, sta¢i ukézat, ze T' = 1, resp.
T E .

Nejprve ukazeme, ze T' £~ 9. Uvazme realizaci M, jazyka £ danou na-
sledovneé:

e jejim nosi¢em je soubor M = {0,1},
o Ry, = {(070)7 (17 O)}

Pak ziejmé M, |= T (neformalné feCeno, ¢ iika, ze R se musi realizovat
jakozto parcidlni funkce) avsak M B~ ¢ (nebot Rj\/%l = {(0,0),(0,1)} neni
parcidlni funkce). Tedy T' }~ 1.
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Nyni ukézeme, ze T’ = 1). Sporem predpokladejme, ze existuje model
My teorie T" takovy,® Ze My W~ 1. Z Tarského definice pravdivosti plyne,
ze existuji prvky a, b, ¢ v nosi¢i realizace My takové, ze (a,c) € R,
(b,c) € Rpm, a zaroven a # b. Pak ale musi platit fa,(c) = a a a,(c) = b
(vynucuje to prvni axiom teorie T”), coz neni mozné, nebot fuq, je funkee,
spor. Tim je dikaz hotov. A

Priklad 9.38 Necht L je jazyk s rovnosti a jednim unarnim predikatovym
symbolem P. Pro teorie A = {Vz (P(z))} a B = {VxVy (z = y)}. Rozhod-
néte a dokazte, zda

a) teorie B je rozsifeni teorie A,
b) teorie B je konzervativni rozsifeni teorie A.

Priklad 9.39 Necht £ = {f} je jazyk s rovnosti, kde f je undrni funkéni
symbol.
Méjme teorie

S ={Va vy (f(z) = f(y)
T={Vz3Iz(z=[f()AVy (z=fly) = 2=y)) }

Rozhodnéte a dokazte zda

e T je rozsitenim S,
e T je konzervativnim rozsitenim S.

Priklad 9.40 Méjme teorie S, T a U takové, ze teorie T je rozsifenim teorie
S a teorie U je rozsitenim teorie T'. Dokazte, ze pak teorie U je rozsifenim
teorie S.

Priklad 9.41 Z prednasky vime, Ze ke kazdé bezesporné teorii
e existuje henkinovska teorie, kterd je jejim konzervativnim rozsirenim,
e existuje Uplna teorie ve stejném jazyce, kterd je jejim rozsitenim.

S vyuzitim vysSe uvedeného dokazte: ke kazdé bezesporné teorii T' existuje
uplna a henkinovska teorie, ktera je rozsirenim 7.

5Tj. Ma je realizace jazyka L’
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Kapitola 10

Véta o kompaktnosti

Dulezitym dusledkem Godelovy véty o iplnosti je véta o kompaktnosti. (Ve
skuteénosti jsou tyto dvé véty ekvivalentni.)

Véta 10.1 [o kompaktnosti] Teorie 7" ma model, pravé kdyz kazd4 jeji pod-
teorie s koneéné mnoha axiémy (a s minimalnim jazykem, v némz jsou tyto
axiomy formulovatelné) méa model.

Véta o kompaktnosti ma nékolik zasadnich zpisobi pouziti. Lze pomoci
ni ukédzat existenci modeli teorie spliujicich urc¢ité vlastnosti. Toto lze déle
vyuzit k ditkazu nevyjadritelnosti nékterych vlastnosti pomoci teorii predi-
katové logiky. Podrobnéji viz priklady nize.

Nez se dostaneme k prikladtm, pripomenme si dva dulezité dusledky
véty o kompaktnosti dokdzané na prednésce.

Véta 10.2 Necht T je teorie a necht pro kazdé n € N existuje model teorie
T jehoz nosi¢ ma mohutnost alespon n. Pak T' ma nekonecny model.

Véta 10.3 (Lowenheimova-Skolemova) Necht T je teorie s jazykem L,
kterda ma nekoneény model. Necht « je nekonecny kardinal takovy, ze k > |L|.
Pak T' ma model mohutnosti .

7 Lowenheimovy-Skolemovy véty mimo jiné plyne, ze kazda teorie, ktera
ma nekoneény model, ma nekonecné mnoho navzajem neizomorfnich model
(modely s nosi¢em ruzné kardinality nemohou byt izomorfni).

Nésledujici piiklad Ize vyftesit i bez véty o kompaktnosti.

Priklad 10.1 Necht T je konecna teorie s jazykem L obsahujici pouze uza-
viené formule. Dokazte, Ze existuje konecnd teorie T” s jazykem L takovd,
ze M =T’ préavé tehdy, kdyz M = T pro libovolnou realizaci M jazyka L.

101
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g3 Priklad 10.2 Necht L je libovolny jazyk. Rozhodnéte a dokazte, zda exis-
tuje teorie T s jazykem L takova, Ze realizace M je modelem teorie T', pravé
kdyz nosi¢ M mé koneény sudy pocet prvki.

r Priklad 10.3 Necht £ je libovolny jazyk. Rozhodnéte a dokazte, zda exis-
tuje

a) teorie T' s jazykem L takova,
b) konecnd teorie T s jazykem L takova,

ze realizace M je modelem teorie T, pravé kdyz nosi¢ M mé& nekonecny
nebo sudy pocet prvki.

x  Priklad 10.4 Necht £ je prazdny jazyk s rovnosti. Rozhodnéte a dokazte,
zda existuje konecnd teorie T s jazykem L takova, ze jejimi modely jsou
prave realizace jazyka L s nekoneénym nosicem.

2ix  Priklad 10.5 Necht £ je jazyk s rovnosti. Rozhodnéte, zda plati nasledujici
tvrzeni:

a) Existuje teorie T' s jazykem L takova, ze M |= T pravé tehdy, kdyz
nosi¢ M je konecny.

b) Existuje teorie T s jazykem L takovd, ze M |= T pravé tehdy, kdyz
nosi¢ M je nekonecny.

c) Existuje konecnd teorie T' s jazykem L takové, ze M |= T pravé tehdy,
kdyz nosi¢ M je nekonec¢ny.
Reseni

a) Odpoveéd: Ne! Zduvodnéni: Z prenasky vime, ze plati nasledujici tvr-
zeni: Pokud pro kazdé n existuje model teorie 7" mohutnosti alespon
n, pak existuje i nekoneé¢ny model teorie T'.

b) Odpovéd: Ano! Zdiavodnéni: Uvazme
T ={pi | pi =Vai Vo, Iy(Nio ~(z; = y)),i > 1}

Ziejmé plati, ze M | ¢; pravé tehdy, kdyZ nosi¢ M obsahuje vice nez
1 prvka.
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¢) Odpovéd: Ne! Zdavodnéni: Predpoklddejme, ze T je takova teorie. Pak
dle Piikladu 8.5 existuje konecnd teorie T” takova, ze M | T' préavé
tehdy, kdyz M [~ T pro libovolnou realizaci M jazyka L. Avsak,
modely teorie T” jsou pravé realizace jazyka L s koneénym nosicem,
coz je spor s 1.

A

Priklad 10.6 Me¢jme libovolnou konecnou teorii T' s jazykem L takovou, ze
kazdy neprdzdny vlastni podsoubor T je splnitelny. Rozhodnéte a dokazte,
zda je T splnitelny.

Priklad 10.7 Méjme jazyk £ = {C} s rovnosti, kde C je bindrni predika-
tovy symbol.

Rozhodnéte a dokazte, zda existuje teorie T takova, ze realizace M ja-
zyka L je
modelem 7', pravé kdyz (M, C ) je usporddand mnozina s konecné mnoha
mazximdlnimi proky.

Pro pripomenuti: Prvek x usporddané mnoziny je maximdlni, pokud ne-
existuje zadny ostre vétsi prvek nez x.

ReSeni Takové teorie T neexistuje. Pfedvedeme dva alternativni metad-
kazy sporem, jeden pomoci Véty 10.1 a jeden pomoci Véty 10.2.

Zamérme se nejprve na dikaz pomoci véty o kompaktnosti. Predpoklé-
dejme, ze hledana teorie T vskutku existuje. Pro libovolné n € N uvazme
formuli

Y = Fzq .. e, Vy ( /\ T # 5 A /\(szy—wi:y))-

1<i<j<n 1<i<n

Neformalné receno, formule v, vynucuje existenci alespon n navzajem ruz-
nych maximéalnich prvkd. Déle uvazme teorii

T'=TU{¢,|neN}

Ukézeme, ze teorie T” je splnitelnd. To vSak bude spor, nebot v kazdém mo-
delu M teorie T je (M, E ) uspofddanou mnozinou (nebot M je zaroven
modelem teorie T') s nekoneéné mnoha maximalnimi prvky (nebot M = 1,
pro vSechna n € N). Protoze vSak kazdy model teorie 7" je modelem T, ze
splnitelnosti 7" plyne existence modelu teorie T' v némz se C realizuje jako
relace usporadani s nekonetné mnoha maximalnimi prvky, spor s predpo-
kladem kladenym na 7.
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Dle véty o kompaktnosti stac¢i ukazat, ze kazda konecéna podteorie F'
teorie T” je splnitelnd. Fixujme tedy libovolnou kone¢nou podteorii F' C T".
Lze psat F = Fy U Fy, kde Fy C T a Fy C {4, | n € N}. Protoze F a tedy
i F1 a F5 jsou konecné teorie, existuje nejvétsi m € N takové, ze v, €
F,. Uvazme realizaci M,, jazyka £ s nosi¢em {1,2,...,m}, pro niz plati
Ca,,= {(J,7) | 1 <j < m}. Vsimnéme si, ze (M,,,Cxq,,) je usporadand
mnozina s m navzajem neporovnatelnymi (a tedy maximélnimi) prvky. Dle
predpokladu plati M,, = T (nebot (M,,,Cx,,) je usporddand mnozina
s kone¢né mnoha maximalnimi prvky) a tedy i M,, = Fi. Navic M,,, = Fb,
nebot ¢; € F» implikuje ¢ < m a tedy F> vynucuje pouze existenci alesponi m
maximalnich prvki. Dohromady dostavame M, |= F, tedy F' je splnitelna,
coz jsme chtéli ukazat.

Nyni uvazme alternativni (avsak v jadru velmi podobny) dikaz pomoci
véty 10.2. Opét sporem predpokladejme, ze existuje teorie T vyhovujici za-
déani prikladu. Uvazme teorii

T'=TUu{VaVy(x Cy =2 =y)}.

Nové pridand formule vynucuje, aby se predikdtovy symbol C realizoval
jakozto identicka relace. Spoleéné s teorii 1 tedy nova formule vynucuje,
aby v prislusné usporadané mnoziné byly kazdé dva prvky nesrovnatelné.
Uvazme nyni, pro libovolné m € N, realizaci M,, z predchoziho odstavce.
Vyse jsme jiz zdavodnili, ze M,, | T a rovnéz ziejmé M,, = VaVy (z C
y = x =1y). Tedy M,,, E T". Protoze m bylo zvoleno libovolné, znamena to,
7e T" m4 model libovolné kone¢né kardinality. Dle véty 10.2 m4 tedy i model
Mo s nekoneénym nosicem. I v tomto modelu ale musi byt C realizoviana
jako identicka relace, a tedy (Moo, g, ) obsahuje tolik maximélnich prvki,
kolik je prvku nosice, tedy nekoneéné mnoho. Protoze T' C T, méme Mo,
T, spor s predpokladem kladenym na T A

Priklad 10.8 Méjme jazyk £ = {P,Q} s rovnosti, kde P a @ jsou undrni
predikatové symboly. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje teorie T' s jazykem
L takova, ze pro libovolnou realizaci M jazyka L plati

MET & PyUQusm # M a zaroven PyNQaq je konecény soubor individui.
(Vyse M znaéi nosic¢ realizace M.)

Priklad 10.9 Méjme jazyk £ = {f} s rovnosti, kde f je undrni funkéni
symbol. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje teorie T s jazykem L takova, ze
pro libovolnou realizaci M jazyka L plati

MET <<  fy mé konecny obraz.
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gy Priklad 10.10  a) Necht 77,75, T5 ... je nekone¢na posloupnost teorif se

stejnym jazykem. Predpoklddejme, Ze pro kazdé i € N md teorie T;
model s nekone¢nym nosicem a ze T; O T;y1 pro libovolné i € N.
Rozhodnéte a dokazte, zda i teorie (2; 7; ma model s nekonec¢nym
nosicem.

Necht T71,75,T5 ... je nekoneénd posloupnost teorii se stejnym jazy-
kem. Pfedpoklddejme, ze pro kazdé i € N md teorie T; model s ne-
koneénym nosicem a ze T; C T;,1 pro libovolné i € N. Rozhodnéte
a dokazte, zda i teorie |J;=; 7; ma model s nekone¢nym nosicem.

Reseni

a)

Odpovéd je ano, nebot kazdy model teorie T je i modelem teorie
o0
>, T;.
=1+

vvvvvv

T = ;2 T; a uvazme teorii
T =T U{p,|n €N},

kde pro libovolné n je ¢, = Jz1...3zy A\i<icj<n, @i # x; formule
vynucujici nosi¢ mohutnosti > n. UkdZzeme, ze T” je splnitelnd. V ta-
kovém pripadé m4 totiz 7" model, ktery je zjevné nekoneény (protoze
jsou v ném pravdivé formule ,, pro libovolné n) a zaroven je modelem
teorie T' (nebot T' C T7).

Dle véty o kompaktnosti stac¢i ukazat, ze libovolna kone¢néd podteo-
rie I C T’ je splnitelnd. Zvolme tedy libovolnou takovou kone¢nou
podteorii. Pak lze F' psat jako sjednoceni F' = Fy U F5, kde F; C T
a Fy C{y, | neN}L

Pro kazdou formuli ¢ € T' existuje index k, € N takovy, ze ¢ € T,.
Protoze Fy C T je konecna teorie a protoze T; C Tjy1 pro vsechna
J, existuje index k takovy, ze Fy C T, (staci vzit maximalni k., pfes
vSechny ¢ € F). Necht M je néjaky model teorie T} s nekoneénym
nosicem (dle zadani alespon jeden takovy model existuje). Pak M, =
Fy, protoze Fy C Ty, a zdroveni Mo = {¢n | n € N} a tedy i Mo E
F5. Celkem tedy My, = F, coz jsme chtéli ukazat.
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Cilem nésledujiciho prikladu je ukazat nevyjadritelnost tranzitivniho uzd-
veru v predikatové logice prvniho raddu. Nejprve si pripomenme vyznam
uvedeného pojmu.

Definice 10.4 Necht R je binarni relace na néjaké nosné mnoziné M. Rek-
neme, ze binarni relace T' na stejné mnoziné je tranzitivnim uzdvérem relace
R, jestlize jsou splnény nasledujici podminky:

a) T je tranzitivni;
b) RCT;
¢) pro libovolnou tranzitivn{ relaci 7" takovou, ze R C T" plati T C T".

Jinak feceno, tranzitivni uzaveér relace R je nejmensi (vzhledem k mnozinové
inkluzi) tranzitivni relace obsahujici relaci R jako podmnozinu.

Pojem tranzitivniho uzadvéru je v informace nesmirné dulezity. Napriklad
relace dosazitelnosti v orientovaném grafu G = (V| E) je jednoduse tranzi-
tivnim uzévérem hranové relace E C V2. Piesto nelze tento objekt definovat
v predikatové logice prvniho radu.

Priklad 10.11 Necht £ je libovolny jazyk s rovnosti obsahujici dva bindrni
predikdtové symboly R a T (jazyk L ale muze obsahovat i jiné predika-
tové i funkéni symboly). DokazZte, Ze neexistuje zadné teorie T' s jazykem L
takova, ze pro libovolnou realizaci M jazyka L by platilo

MET <& Ty je tranzitivni uzaver relace Ry (10.1)

Reseni K feseni prikladu vyuzijeme néasledujici pomocné tvrzeni, které
(kvuli lepsi ¢itelnosti dikazu) dokdzeme pozdéji.

Tvrzeni 10.5 Necht p je binarni relace na néjaké mnoziné M. Pak uspora-
dand dvojice prvku (a, b) patii do tranzitivniho uzavéru relace p pravé kdyz
existuje konecnd posloupnost prvki ag, aq, ..., a;, takova, ze ag = a, a, = b
a pro libovolné 0 < i < m je (a;,a;+1) € p.

Nyni sporem predpokladejme, Ze existuje teorie T s jazykem L splnujici
metaekvivalenci 10.1. Uvazme teorii

T =T U{VaVy¥z ((R(z,y) A R(x,2)) =y = 2), VaVy T(z,y)}.

Intuitivné, prvni pridand formule vynucuje, aby realizace symbolu R byla
parcidlni funkce, zatimco druhd formule (spolec¢né s puvodni teorii T) vynu-
cuje, aby libovolna dvojice prvki lezela v tranzitivnim uzavéru relace, ktera



KAPITOLA 10. VETA O KOMPAKTNOSTI 107

je realizaci symbolu R. Dokézeme, ze teorie T md model s nekonecnym
nosicem. Vskutku, uvazme, pro libovolné m € N, nasledujici realizaci M,,
jazyka L:

e M,, ma nosi¢ M,, ={1,...,m},
e Rap,, ={(,j+1)|1<j<m}u{(m+1,1)},
[ ] TMm :MErL?

e jakykoliv jiny predikdtovy symbol (kromé vyse uvedenych) je realizo-
van jako prazdna relace a jakykoliv funkéni symbol je realizovan jako
konstantni funkce vracejici 1 pro libovolny argument.

Ziejmé Tyy,, je tranzitivnim uzavérem R4, . Dle predpokladu M, = T.
Zaroven R4, je parcidlni funkce a 1)y, obsahuje vSechny dvojice prvki
univerza, tedy M,, E T". Protoze m bylo zvoleno libovolné, dostavame, ze
T’ mé modely s nosi¢em libovolné konecéné kardinality. Dle véty 10.2 ma T’
i model s nekoneénym nosi¢em.

Nyni ukdzeme, Ze T’ nemuZe mit model s nekoneénym nosi¢em, coz
je spor s predchozim odstavcem. Sporem predpokladdejme, Ze T’ ma mo-
del Mo, jehoz nosi¢ je nekoneény. Fixujme libovolné dvé riizna indivi-
dua ¢, d z nosice My,. Protoze My, | VaVyT(x,y), musi platit (c,d) €
Tm,, a (d,c) € T, pricemz Ty, je tranzitivnim uzédvérem Rpq (ne-
bot My | T). Dle Tvrzeni 10.5 existuji dvé konecné posloupnosti in-
dividui ag,...,an a bg,...,by takové, ze ag = by = ¢, ayy = bg = d
a pro vSechna 0 < i < ma 0 < j < ¢ plati (a;,a;+1) € Rpm,,, resp.
(bj,bj+1) € Ram., . Protoze Mo, méa nekonecny nosic, existuje v tomto nosici
individuum e takové, ze e & {ag,ai,...,am,bo,b1,...,b}. Opét ale musi
platit, ze (a,e) € Trp,, tedy existuje posloupnost individui e, ..., e ta-
kova, ze eg = a, e, = e a (e;,e;+1) € Rap,, pro vSechna 0 < i < k. Necht
q je nejvétsi index takovy, ze e, € {ag,a1,...,am,bo,b1,...,be}. Ze zpi-
sobu, jakym jsme vybrali e = e, plyne ¢ < k. Navic e; = a, nebo e, = b,
pro vhodné r. Pak ale (eg,ex+1) € Ram,, a zaroven (ex, f) € Ram.,, kde
f = ar41 nebo f = b,.41 pro vhodné r. Zrejmé ex,1 # f, coz je spor s tim,
7e Moo EVaVyVz (R(z,y) AN R(x,2)) = y = 2).

Dikaz Tvrzeni 10.5: Metaimplikace <= se ukaze velice snadno (zkuste
si to jako jednoduché cviceni), soustredime se tedy na dikaz metaimplikace
=. Pro danou relaci p definujme relaci p’ takto: (a,b) € p/ pravé kdyz
existuje konecnd posloupnost prvkia ag,...,a,, takova, ze ap = a, a,, = b
a pro libovolné 0 < i < m je (a;,a;+1) € p.
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Ziejmé p C p'. K dikazu metaimplikace = stac¢i ukazat, ze p’ je tranzi-
tivni, nebot pak tranzitivni uzavér relace p je podmnozinou p’. Necht tedy
(a,b) € p' a (b,c) € p. Existuji tedy posloupnosti a = ag,as,...,ay, = b
ab = by,bi,...,bp = c takové, ze dva po sobé jdouci prvky v téchto po-
sloupnostech jsou v relaci p. Pak posloupnost dosvédcujici, ze (a,c) € p je
jednoduse posloupnost a = ag,a1,...,am =b=10bg,b1,...,by =c. A
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Kanonicka struktura

V dukazu véty o tplnosti se ukazuje, ze kazda bezesporna teorie ma model.
Jak vSak takovy model nalézt? Jedind véc, kterou mame k dispozici a kterou
muzeme pii konstrukci modelu vyuzit, je jazyk prislusné teorie. A pravé
z jazyka lze ryze syntaktickym zptisobem vytvorit tzv. kanonickou strukturu
teorie.

Definice 11.1 Bud T teorie, kde jazyk teorie T" obsahuje alespon jednu
konstantu. Kanonicka struktura teorie T je realizace M jazyka teorie T,
kde

e univerzum M je tvofeno vSemi uzavienymi termy jazyka teorie T

e realizace funkéniho symbolu f arity n je funkce faq, kterd uzavienym
termum ¢y, - - - ,t, pritadi uzavieny term f(ty,--- ,ty);

e realizace predikdtového symbolu P arity m je relace Ppq definovand
takto: (t1,--- ,tm) € Py plati pravé kdyz T+ P(t1, -+ ,tm).

Véta 11.2 [o kanonické strukture] Necht T je tplnd henkinovska teorie,
a necht jazyk teorie T' je jazykem bez rovnosti. Pak kanonickd struktura
teorie T' je modelem T

Pro nésledujici tii priklady fixujme jazyk £ = {P,0, f} kde P je unarni
predikatovy symbol, 0 je nularni funkéni symbol a f je unarni funkéni sym-
bol.

Priklad 11.1 Popiste kanonickou strukturu teorie 73 = {P(0)} s jazykem
L.

109
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eseni Kanonickd struktura teorie T je realizace Mj jazyka L takova,

8¢ &

o My = {fi(0) | >0} (kde f°(0) = 0)
o fan (F1(0)) = f(f1(0)) = f1(0)
e Op, =0

e Py, = {0}
Jedind véc, kterd neni zfejma z definice kanonické struktury je Puq, = {0}.
Musime ukazat, ze T = P(0), a ze T' I/ P(f*(0)) pro i > 1.

o Ziejmé T+ P(0).

e Necht i > 1. Staéi ukédzat, ze T = P(f%(0)). Pozadovany vysledek pak
plyne z véty o korektnosti. Necht M je realizace jazyka L definovana
nasledovné:

— M ={a,b}

— fmla) =ba fa(b) =0

—0pm=a

— Pp={a}
Ziejmé M |= T, protoze a € Py, a ziejmé také M = P(f*(0)) pro
i > 0, protoze fi(a) =b & Py Celkem tedy T b= P(f(0)) a dle véty
o korektnosti 7 ¥ P(f%(0)).

A

Priklad 11.2 Popiste kanonickou strukturu teorie T = {P(x)} s jazykem
L.

ReSeni Kanonickd struktura My teorie Th se lisi od struktury M; z P¥i-
kladu 11.1 pouze v interpretaci predikdtového symbolu P. Dokéazeme, ze
Pty = {/(0) | i = 0}. |

Dle definice kanonické struktury musime ukazat, ze T+ P(f"(0)) pro
i > 0. Dukaz muze vypadat takto:

T + Pz) P(z)eT
T + VzP(x) GEN

T F VaP(z)— P(z)(z/f'(0)) P4

T + P(z/f"(0)) MP



g

Qg

ug

KAPITOLA 11. KANONICKA STRUKTURA 111

Priklad 11.3 Popiste kanonickou strukturu teorie T3 = {Jz P(z)} s jazy-
kem L.

ReSeni Kanonickd struktura Ms teorie Ts se lisf od struktur M; a Mo
z predchozich prikladi pouze v interpretaci predikatového symbolu P. Do-
kazeme, ze Py, = 0.

Ukazeme, ze T = P(f1(0)) pro i > 0. Pozadovany vysledek pak plyne
z véty o korektnosti. Necht M je realizace jazyka L definovand nasledovné:

o M= {a,b}

* fmla) =aa fu(b)=0b
¢ Opf—b

o Py ={a}

Z¥ejmé M |= T, protoze Py # 0, a ziejmé také M = P(f4(0)) pro i > 0,
protoze f4,(0am) =b & Pr. Celkem tedy T B P(f%(0)).
Vsimnéte si, ze kanonické struktura M3 neni modelem T3. A

Priklad 11.4 Necht £ je jazyk bez rovnosti s jednim nularnim funkénim
symbolem C, jednim unarnim funkénim symbolem ¢ a jednim unarnim pre-
dikdtovym symbolem (. Popiste realizaci M jazyka L takovou, ze M je
kanonickou strukturou teorie ' = {Q(g(C))}. Zdtavodnéte, ze M je sku-
tecné kanonickd struktura teorie 7'

Priklad 11.5 Necht £ = {A, B, f, P} je jazyk bez rovnosti, kde A a B jsou
nularni funkéni symboly, f je unarni funkéni symbol a P je unarni predi-
katovy symbol. Popiste realizaci M jazyka L takovou, ze M je kanonickou
strukturou teorie

T ={P(A), ~P(B)}.

Zdivodnéte, ze M je skutecné kanonické struktura teorie T

Priklad 11.6 Méjme jazyk £ = {A, g, P} bez rovnosti, kde A je nuldrni
funk¢ni symbol, g je unarni funkéni symbol a P je unarni predikatovy sym-
bol. Uvazme dale nasledujici teorii T' s jazykem L:

T ={A, P(z) = P(g(g(x)))}-

Popiste kanonickou strukturu teorie T'. Sviij vysledek zduvodnéte.
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Priklad 11.7 Méjme jazyk £ = {P, f, A, B} s rovnosti, kde P je undrni
predikdtovy symbol, f je undrni funkéni symbol a A, B jsou nuléarni funkéni
symboly (konstanty). Uvazme nésledujici teorii T' tohoto jazyka:

T ={P(A), Ve(P(z) = P(f(z))), f(A) = f(f(B))}.
Necht M je kanonickd struktura teorie T.
a) Popiste nosi¢ realizace M.

b) Popiste realizaci Py predikdtového symbolu P v kanonické strukture
M. Dokazte, ze Vase Feseni obsahuje Py jako podmnozinu (tj. pro
vsechny prvky nosice, které podle Vas nendlezi do Py formalné do-
kazte, ze do Py vskutku patfit nemohou.)

ReSeni Nosi¢em realizace M je soubor M vsech uzavienych termi jazyka
L, tj. soubor M = {f(A), f{(B)|i>0} (kde f°(A) = A a fO(B) = B).
Tvrdime, Ze Py = {f1(A) | i > 0} U{f/(B) | j > 2}. Abychom dost4li
zadani, musime ukézat, ze B € Py a f(B) € Py. Z definice kanonické
struktury to znamend ukazat T ¥ P(B) a T ¥ P(f(B)), pticemz podle véty
o korektnosti staci ukézat, ze T' = P(B) a T |~ P(f(B)).
Uvazme realizaci M’ jazyka £ danou nésledovné:

e jejim nosicem je soubor M’ = {a,b, ¢},

e Awy=a, Bar =b,

o fam(a) =a, frr(b) =c¢, famr(c) = a,

® PMI = {a}
Ziejmé M’ je modelem teorie T: M’ |= P(A), nebot Ayy = a € Py,
M’ = Vx(P(z) — P(f(z))), nebot fap(a) = a € Pyy a koneéné M’ =
f(A) = f(f(B)). nebot oba uvedené uzaviené termy se v .M’ realizuji jako
prvek a.

Zaroven ale M’ £ P(B) (nebot Byy = b € Pry) a M = P(f(B))
(nebot far(Bay) = ¢ € Pay). Nalezli jsme tedy model teorie T' ve kte-

rém uvedené formule nejsou pravdivé, tyto formule tedy nemohou byt jejim
sémantickym dusledkem. A
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g Priklad 11.8 Méjme jazyk £ = {P, f, A} bez rovnosti, kde P je unarni pre-
dikatovy symbol, f je undrni funkéni symbol a A je nularni funkéni symbol
(konstanta). Uvazme nésledujici teorii T' tohoto jazyka:

T = {P(A),Va(P(z) v P(f(z)))}.
Necht M je kanonickd struktura teorie T

a) Popiste nosi¢ realizace M.

b) Popiste realizaci Py predikdtového symbolu P v kanonické strukture
M. Dokazte, ze VaSe FeSeni obsahuje Py jako podmnozinu (tj. pro
vsechny prvky nosice, které podle Vas nenélezi do Py, dokazte, ze do
Py vskutku patfit nemohou).

g Priklad 11.9 Méjme jazyk £ = {P, A, f,g} s rovnosti, kde P je undrni
predikdtovy symbol, A je konstanta (tj. nularni funkéni symbol) a f, g jsou
unarni funkéni symboly. Méjme déle nasledujici teorii T' s jazykem L:

T ={P(A), A= f(A), P(f(x)) = P(g(f(x))), P(g(x)) = P(f(g(x)))}-

Oznacme M kanonickou strukturu teorie T'. Popiste nosic¢ této kanonické
struktury a relaci Ppq. Své feseni zdiivodnéte.

ReSeni Nejprve popisme nosi¢ M kanonické struktury M, tj. soubor viech
uzavienych termi daného jazyka. Chceme-li tento soubor popsat formélné
zcela presné, jakozto mnozinu slov nad abecedou {A4, f, g, (,)}, mizeme po-
uzit napriklad tuto formu zapisu z teorie formalnich jazyku:

M = ] My, kde My = {f(,9(}" - {A}- D}*.
k>0
Popripadé téz muzeme rtict, ze M je jazyk generovany gramatikou s kotfeno-
vym netermindlem S a s pravidly {S — A, — f(5),5 — g(S)}. V poradku
je 1 klasicky matematicky zapis, kdy se nestarame o zavorky a zavadime

zkratky fO(t) = ¢°(t) = t a f*(t) = f(f'(1), g'(t) = 9(g'(#)), pro
libovolny term t. Pak 1ze psat naptriklad

M = {20 (282 (- 2 (2 (A)) ) | k> 0,2 € {fog} ai; > 0pro1<j <k}

Nyni popisme realizaci Py predikdtového symbolu P v kanonické struk-
ture M. Vyuzijeme opét posledné zminény zkratkovity zapis, kde pro libo-
volny term t klademe (f 0 ¢)°(t) =t a (f o g)"1(t) = f(g(t)).

Pri={g"((f 0 9) (f*(A)) | k20,5 > 0,i € {0,1}}.
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(Neformélné: postupujeme-li od nejvnitinéjsi aplikace funkéniho symbolu
na A, pak nejprve se miize objevit libovolné mnozstvi aplikaci symbolu f,
jakmile se vsak objevi prvni aplikace symbolu g, musi se sttidat aplikace
symboll g a f, pricemz mtzeme skoncit jak aplikaci symbolu f, tak aplikaci
symbolu g.)

Nyni ukazme, ze pro vSechny t € Py vskutku plati 7'+ P(t). Ozna¢me
tiik term g'((f o g)7(f*(A))). Chceme tedy ukdzat ndsledujic:

Véta 11.3 Pro libovolné ¢ € {0,1}, j, k > 0 plati T+ P(t; ;).

Nejprve dokazeme, Ze Véta 11.3 plati pro libovolny term tvaru tg gz,
k > 0. Pouzijeme nasledujici pomocné tvrzeni:

Tvrzeni 11.4 V libovolném modelu M’ teorie T plati Any = i (Anr),!
pro libovolné k£ > 0.

Dikaz Necht M’ je libovolny model teorie T. Pro k = 0 je tvrzeni trividlni,
pro k = 1 plyne z toho, ze T obsahuje formuli A = f(A). Pfedpoklddejme,
ze tvrzeni plati pro néjaké k > 0, tj. ze Ay = f’/‘(/t,(AM/). Protoze faq
je funkce, plati téZ fay(Are) = fEEH(Ang). Ale dle vise uvedeného plati
famr(Any) = Apng, dohromady tedy Apy = kar,l(AM/)

Z vyse uvedeného tvrzeni a z definice pravdivosti pro formule tvaru P(t)
primo plyne, ze v libovolném modelu M’ teorie T plati M’ |= P(A) pravé
kdyz M’ = P(f¥(A)), pro libovolné k& > 0. Oviem M’ = P(A), nebot
tato formule je axiomem teorie T'. Tedy v libovolném modelu teorie T je
pro libovolné k > 0 pravdiva formule P(f*(A)), tj. T = P(toox). Z véty
o uplnosti plyne, ze T'F P(to k).

Nyni dokdZeme platnost Véty 11.3 pro zbylé termy tvaru ¢; j x. VSimnéme
si, ze pro libovolné j,k > 0 je t1 ;1 = g(to k) a pro libovolné £ >0, 7 > 0
je tojk = f(t1j—1,k). Staci tedy ukazat nasledujici:

a) Pro libovolné k > 0 plati T'F P(to o x)-
b) Pokud T+ P<t07j7k>, pak TF P(tl,j,k)-
C) Pokud T+ P(t17j7k), pak TF P(t07j+17k).

Ad a). Bylo jiz dokdzano vyse.

1V&imnéte si, Ze symbol = je zde pouzit jako metasymbol, ne jako mimologicky symbol
pro rovnost.
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Ad b). Snadno se ukéze, ze T = P(to ) — P(t1jk):
1) T+HP(f(x)) = P(g(f(x))) axiom T

2) TV (P(f(z)) = P(9(f(2)))) GEN na (1)

3) T=Vz (P(f(z)) = P(g(f(2)))) = (P(tojk) = P(t1;k)) inst. P4
4) T+ P(tojk) — P(ti,x) MP na (2),(3).

(V kroku (3) mohou nastat dvé moznosti. Pokud j > 1, pak jde o instanci
schématu specifikace, kde se za z dosadi term ¢; ;1. Pokud j = 0, pak
se za x musi dosadit term tg o ,—1. Pokud navic k = 0, pak nelze vyse zmi-
nény dikaz pouzit. Staci ale argumentovat, ze formule P(A) — P(g(A)) vy-
plyvé z teorie T, nebot v kazdém modelu M’ teorie T je Ay = far (An)
a g (Amr) = g (far (Ape)). Platf tedy M |= P(A) — P(g(A)) prévé
kdyz plati M' = P(f(A)) — P(g(f(A))). Bud jsou tedy z T" dokazatelné
obé tyto formule, nebo zadn4 z nich, stac¢i tedy vyftesit pripad kdy & > 0.)

Déle dle piredpokladu mame 7'+ P(to ;). ZapiSme za sebe dukazy for-
muli P(to;x) a P(to k) — P(t1jx) a na konec této posloupnosti pfidejme
formuli P(t1 ), kterou dostaneme aplikaci MP na dvé vySe zminéné for-
mule. Tato posloupnost je ziejmé dikazem formule P(t; ;) z teorie T', tedy
TE P(tyjk)

Ad c). Metadukaz je symetricky k pripadu b). Tim je dokoncen dikaz
Véty 11.3.

Zbyvéa dokdzat, Ze termy tvaru ¢; ;. jsou jediné uzaviené termy daného
jazyka, pro které je formule P(t) dokazatelnd z T. Vyuzijeme néasledujici
tvrzeni:

~—~~ ~~ —~~

Tvrzeni 11.5 Méjme uzavieny term t majici jeden z nasledujicich tvart:
g(g(to)) & f(f(t1)), kde tg, t; jsou libovolné termy takové, ze t; obsahuje
alesponl jeden vyskyt symbolu g. Pak existuje model M’ teorie T takovy, Ze
tamr & Prya fan (i) = gaw (i) =t

Dikaz Uvazme realizaci M’ s nosi¢em {a,b,c,d}, kde Ay = a, Py =
{a,b,c}, a kde frr a gap jsou zaddny vyse uvedenym diagramem.

M’ je modelem teorie T nebot: Ay = a € Py a tedy M’ = P(A); pro
libovolné individuum 4, které nédlezi do Py a zaroven lezi v obraze funkce
far (tj. i = a nebo i = ¢) je téz gy (i) € Py a tedy M' = P(f(z)) —
P(g(f(z))) (symetricky se ukéze pro formuli P(g(x)) — P(f(g(z)))); a ko-
neéné a = far(a) a tedy M’ = A = f(A).

Déle vidime, Ze pro libovolné individuum i je gfw(i) = d. Daéle vidime,
ze zadny term t; obsahujici alespon jeden vyskyt symbolu ¢ se nemuze re-
alizovat jako prvek a. OvSsem pro kazdé individuum ¢ rizné od a mame

Fu(i) = d.
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i P
- fau
O=-=OPVB O
AM/
gm’
M/
famrs g

Kazdy term ¢t majici tvar uvedeny v dokazovaném tvrzeni se tedy v M’
realizuje jako prvek d ¢ Py . Ihned vidime, ze plati fa¢ (tar) = g (tar) =
d — tM’ .

Kazdy uzavieny term ¢ daného jazyka je mozné jednoznac¢né zapsat ve
tvaru z1(z2(. .. zm(A)...)), kdem > 0aprol <l <mjez € {f,g}. Pokud
t mend tvaru t; jp pro zadné i, j, k, pak nutné m > 2 a z; = z41 pro néjaké
1 <1 < m. Pokud navic z; = f, musi existovat I’ > [ takové, Ze 2z = g.
Uvazme model M’ teorie T' z predchoziho tvrzeni. Z tvrzeni vyplyva, ze

ZlM/(Zl+1M/(. . 'ZmM’(AM’) PN )) ¢ PM’
a ze
t_/\/(/ == ZlM/(ZzM/(. . .ZmM/(AM/) .. )) = ZlM’(ZH-lM'(- . .ZmM/(AM/) .. ))

Dohromady taq & Py

Tedy pro term t ktery nemé tvar t; ; ; plati M’ = P(t). Protoze M’ je
modelem 7', mame T~ P(t) a dle véty o korektnosti i Tt/ P(t). Tim je
ditkkaz hotov. A



Priloha A

Vybrané zajimavosti

V ramci prednasky ,Matematicka logika“ na Fakulté informatiky MU je
mozné se seznamit se zakladnimi pojmy a vysledky z tohoto oboru. Ma-
tematickd logika je vSak mmnohem hlubsi oblasti, nez by se z této tvodni
prednésky mohlo zdat. V této casti nasi sbirky bychom tedy chtéli dat ¢te-
nari moznost seznamit se s nékterymi dalsimi zajimavymi vysledky. Obsah
nasledujiciho textu bezprostiedné navazuje na obsah zminéného kurzu logiky
a neformdalnim zptsobem jej rozsiruje. Nasi snahou je podat tuto rozsirujici
latku pristupnym a spise neformalnim zpusobem, od ¢tenare tedy neoceka-
vame zvlastni znalosti mimo pochopeni latky z prednésky, na kterou tento
text navazuje. Doufame, Ze i tyto rozsifujici kapitoly si najdou své ¢tenaie
a budou jim slouzit jako vydatné ,krmivo pro mozek.“

A.1 Lowenheimova-Skolemova véta a nestandardni
modely aritmetiky

Znacna Cast prednasky byla vénovana Godelovu diikazu netiplnosti Peanovy
aritmetiky. V této kapitole si sestrojime tzv. nestandardni model aritmetiky,
tedy takovou realizaci jazyka £ = {0,S,+, -}, v niz jsou pravdivé presné ty
sentence jazyka L, které jsou pravdivé pro standardni ptirozend ¢isla, ovsem
ktera se od standardnich prirozenych ¢isel diametralné lisi.

Nejprve si pripomenme samotnou Peanovu aritmetiku. Fixujme jazyk
L = {0,8,4, -} s rovnosti, kde 0 je nuldrni funkéni symbol, S je bindrni
funkéni symbol a + a - jsou bindrni funkéni symboly. PA (Peanova aritme-
tika) je teorie s jazykem L obsahujici nasledujici axiomy:

o Yz S(z)#0

117
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o VaVy (S(z) = S(y) »z=y)
e Vxz+0=u

o Vavyz + S(y) = S(z +y)

e Vzxx-0=0

o VaVyx-S(y)=(z-y)+z

(p(x/0) AVz (@ — @(x/S(x)))) — Vx ¢, kde ¢ je formule s jednou
volnou proménnou z.

(Pfipomenime, Ze tato teorie obsahuje ve skutecnosti nekoneény pocet
axiomu — posledni odrazka reprezentuje schéma axiomu, v némz dosaze-
nim libovolné formule s jednou volnou proménnou x za ¢ dostaneme jeden
konkrétni axiom Peanovy aritmetiky).

Takzvanym standardnim modelem aritmetiky mame na mysli realizaci
N, jejimz nosic¢em je soubor N vSech prirozenych ¢isel (s nulou), a v niz se
funkéni symboly realizuji nasledovné:

e Oy je cislo 0,

e S\ je operace naslednika, tj. funkce S zobrazi libovolné prirozené
Cislo n na ¢islo o 1 vétsi,

® +, a-pr jsou standardni s¢itani, resp. standardni ndsobeni pfirozenych
Cisel.

Je zfejmé, Ze realizace N je vskutku modelem Peanovy aritmetiky. Bu-
deme se nyni zabyvat otdzkou, zda mé PA i jiné modely. Ackoliv se zd4,
ze uvedené axiomy precizné popisuji strukturu prirozenych cisel, vskutku
existuji i modely Peanovy aritmetiky, které nejsou standardnimu modelu N
izomorfni. Takovy model nazveme nestandardnim modelem. Existence ne-
standardniho modelu plyne mimo jiné ptimo z Goédelovy véty o netplnosti,
kterd rika, ze Peanova aritmetika je netuplnou teorii, a z prikladu 9.17, ve
kterém jsme ukazali, ze kazd4 teorie, kterd mé az na isomorfismus jediny
model, je Gplna.

Ve skutecnosti mizeme dokéazat mnohem silnéjsi tvrzeni. Uvazme teorii

ThN = {p | ¢ je sentence jazyka L a N = ¢}.

Teorie ThN se také nazyva skutecnd aritmetika, nebot obsahuje pravée
ty sentence jazyka L, které jsou pravdivé ve standardnim modelu N. Je
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ziejmé, ze teorie ThN je iplnd teorie. Vskutku, ThN je splnitelnd (a tedy dle
pifkladu 9.5 i bezespornd), nebot N je jejim modelem. Navic dle piikladu 7.2
pro kazdou sentenci ¢ jazyka L plati bud N = ¢ (a tedy ThN + ¢, nebot
v tomto piipadé ¢ € ThN'), anebo N = —¢ (v kterémzto pripadé N F —p).
Jde tedy o teorii, kterd je rozsifenim Peanovy aritmetiky (vSechny Peanovy
axiomy nalezi do ThN'), které ovSem neni konzervativni (nebot Peanova
aritmetika tplnd neni, zatimco ThN tplna je).

Teorie ThN tedy popisuje strukturu prirozenych ¢isel tak presné, jak jen
to je v logice prvniho fadu mozné. Tento popis je dokonce tak precizni, ze
neni zadnym kone¢nym zpusobem prezentovatelny: neexistuje algoritmus,
ktery by pro danou formuli rozhodl, zda je axiomem ThN ¢i nikoliv (po-
kud by takovy algoritmus existoval, byla by ThN rekurzivni tplnou teo-
rii obsahujici Peanovu aritmetiku, spor s Goédelovou vétou o netplnosti).
Presto stdle existuji modely teorie ThA, které nejsou standardnimu mo-
delu NV izomorfni. Plyne to mimo jiné z Lowenheimovy-Skolemovy véty (viz
prednéska), kterd 1ikd, ze kazda teorie se spoCetnym jazykem, kterd mé ne-
kone¢ny model, ma model libovolné nekonec¢né kardinality. Zejména tedy
teorie ThA/ mé& model s nespocetnym nosi¢em, ktery ziejmé nemuze byt
izomorfni modelu N.

Stale vsak nemame prilis predstavu o tom, jak takovy nestandardni mo-
del aritmetiky vlastné vypada. Navic jsme diikaz existence nestandardniho
modelu odbyli pomérné trividlnim zptisobem. Skutecné zajimava otazka zni
nasledovné: existuje nestandardni model teorie ThA (a tedy i Peanovy arit-
metiky) se spocetngm nosicem? Kupodivu je odpovéd opét ano! V nasledu-
jicich odstavcich si existenci takového modelu dokdzeme a prislusny nestan-
dardni model si i do jisté miry popiSeme.

Nejprve si ale zformulujeme variantu Lowenheimovy-Skolemovy véty,
kterd nam pro jisté teorie umozni ukédzat existenci modelu se spocetnym
nosicem. Dukaz véty 82 ve slajdech ukazuje pouze to, Ze libovolna teorie
s néjakym jazykem L', kterd ma model s nekoneénym nosi¢em, mé pro li-
bovolné kardindln{ ¢islo x > |£'| model mohutnosti alespori k. My bychom
chtéli ukazat, Ze ma model mohutnosti presné k. Pro jednoduchost uvazime
konkrétni jazyk — vysSe fixovany jazyk aritmetiky L.

Véta A.1 [o existenci spoc¢etného modelu] Necht 7' je libovolné teorie ja-
zyka aritmetiky, kterd ma model s nekonec¢nym nosicem. Pak 7" ma model
se spocetnym nosicem.

Dukaz Uvazme teorii 77 = TU{p, | n € N}, kde pro libovolné n € N je ¢,
formule Jzy ... 3wy Ai<jcj<y, Ti # 5. Ziejmeé T’ je splnitelnd teorie, nebot
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predpoklddany model T' s nekoneénym nosicem je i modelem T”. Teorie T’
je tedy i bezespornd (viz pifklad 9.5). Uvazme model M teorie T” sestrojeny
v dikazu véty o tuplnosti. Ukazeme, Ze tento model ma spocetny nosic.
Protoze kazdy model teorie T” je i modelem T', bude tim véta dokdzéna.

Pripomenme si, jakym zptsobem se model M konstruoval. Nejprve jsme
dokézali existenci Henkinovské teorie S (s néjakym jazykem L£* D L), ktera
je konzervativnim rozsitenim teorie T' (viz véta 73 ze slajdu). Teorie S pritom
vznikla sjednocenim teorii Ty, 11,75, . .., kde Ty = T a pro libovolné ¢ > 1
vznikla teorie T; z teorie T;_1 tak, ze pro libovolnou formuli ¢ jazyka teorie
T;_1 s jednou volnou proménnou x jsme zavedli novou konstantu ¢, a pridali
do teorie formuli 3zp — ¢(z/c,). Indukei vzhledem k ¢ lze snadno ukazat,
ze jazyk kazdé uvedenych teorii T; je spocetny. Plyne to z toho, ze soubor
vSech konec¢nych slov nad nejvyse spoc¢etnou abecedou je spocetny, zejména
tedy pomoci spocetného jazyka lze utvorit nejvice spocetné mnoho formuli.
Tudiz pti vytvareni teorie T; z teorie T;_1 pridavame nejvyse spocetné mnoho
konstant.

Protoze sjednocenim spocetné mnoha mnozin spocetné mohutnosti zis-
kame opét spocetnou mnozinu, je i jazyk L* teorie S spocetny.

V dikazu véty o dplnosti jsme déale ukazali, ze k uvedené henkinovské
teorii S existuje uplnd teorie U se stejnym jazykem L£* (U je tedy stale
henkinovskd), kterd je rozsifenim teorie S. Poté jsme sestrojili model M
teorie U, ktery musi byt i modelem teorie T, nebot U je rozsitenim T'. Tvr-
dime, ze M mé spocetny nosi¢. Vznikl totiz nasledovné: nejprve jsme vzali
kanonickou strukturu teorie U, jejimz nosi¢em je soubor vSech uzavienych
termu jazyka L*. Protoze L£* je spocetny, je soubor vsech konecénych slov
nad timto jazykem (a tedy i soubor uzavienych termu jazyka L£*) nejvyse
spocetny. Déle, protoze L* je jazyk s rovnosti, museli jsme tuto kanonickou
strukturu déle upravit (viz véta 77 na slajdech), aby byla modelem teorie U.
S nosicem jsme pritom provedli tu Gpravu, ze jsme namisto souboru uzavre-
nych termu vzali rozklad tohoto souboru podle vhodné relace ekvivalence.
Ovsem rozklad néjakého souboru ma nejvyse takovou mohutnost, jako onen
soubor, model M ma tedy spocetny nosic.

Nyni ukézeme, Ze teorie ThN (a tedy i Peanova aritmetika) ma nestan-
dardni model se spocetnym nosi¢em. Uvazme jazyk £ = L U {c}, kde ¢ je
nuldrni funkéni symbol. Uvazme déle teorii T = ThN U {¢y, | n € N}, kde
pro libovolné n € N je 1, formule 3z (x # 0 A S™(0) + = = ¢). Pak kazda
kone¢na podteorie F' teorie T je splnitelna: pro takovou teorii totiz exis-
tuje nejvétsi index n takovy, ze ¢, € F, a staci tedy jako model F' uvazit
realizaci N/, v niZz se nosi¢ a vSechny symboly jazyka L realizuji stejnym
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zpusobem, jako v NV, a v niZ se konstanta c realizuje jako ¢islo n + 1. Dle
véty o kompaktnosti je i teorie T' splnitelna. Zrejmé kazdy model teorie T je
nekoneény (nebot ThN obsahuje pro libovolné n vyse uvedenou formuli @,
vynucujici alespon n-prvkovy nosi¢) a tedy dle predchozi véty ma 7" model
M se spocetnym nosi¢em (ktery je rovnéz modelem ThN).

Ozna¢me w = cpq. Tvrdime, Ze uvedeny model M, brany jakoZto reali-
zace jazyka L (tj. ,ignorujeme® symbol ¢) nemize byt izomorfni realizaci N.
Vskutku, uvazme libovolny homomorfismus ® z A/ do M. Tvrdime, ® neni
surjektivni. Sporem predpokladejme, ze je surjektivni. Pak existuje n € N
takové, ze ®(n) = w. Zaroven ale z toho, ze ® je homomorfismus, dostdvame

w = B(n) = B(S}(0) = S ((0)) = Sky(Or0).

Protoze M = ¢, a cpr = w, madme M = Jx (z # 0 A S™(0) + z = S™(0)).
Ovsem uvedend formule nen{ pravdivd v N a tedy M (= ThN, spor. Nemuze
tedy existovat zadny surjektivni homomorfismus z N do M, zejména tedy
nemuze mezi témito realizacemi existovat izomorfismus.

Priklad A.1 Ukazte, zZe nemuze existovat ani zadny surjektivni homomor-
fismus z M do N.

Neforméalné fec¢eno, model M se od standardniho modelu A lisf tim, Ze
v ném existuji prvky které nejsou dosazitelné z ,nuly“ konec¢né mnoha apli-
kacemi operace S. Vskutku, v logice prvniho fadu nelze tuto vlastnost vy-
nutit. Pozorny ¢tendr si zajisté povsiml souvislosti s nevyjadritelnosti tran-
zitivniho uzavéru v logice prvniho radu — viz kapitola 10.

Pokusme se nyni presnéji popsat néjaky takovy nestandardni model M
se spocCetnym nosicem. Bez Gjmy na obecnosti bychom mohli jakoZto onen
spocetny nosi¢ vzit opét soubor vSech prirozenych ¢isel N a vhodnym zptso-
bem popsat operace +a¢ a -pq (které se pochopitelné budou od standardniho
s¢itani a ndsobeni notné lisit). Bohuzel, néco takového neni mozné. Plyne to
z tzv. Tennenbaumouvy vety, kterd rika, ze v libovolném nestandardnim mo-
delu M Peanovy aritmetiky, jehoz nosicem je soubor N, jsou operace + g
a -z nerekurzivni, tj. nejsou vypocitatelné Turingovym strojem. Zejména
tedy nelze doufat v to, ze bychom pro tyto operace nasli néjaky rozumny
predpis.

Presto vsak nestandardni modely néjakym zptsobem popsat muzeme.
Ziejmé plati

ThN EVzz+0=12x (A1)

ThN EVavVyVz((Buz+u=yAJuy+u=2) - ur+u=2z2) (A.2)

ThN =VavVy((Bzaz+z=yAzy+z=12) >z =vy). (A.3)
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To znamend, Ze pro libovolny model M teorie N je binarni relace <4 na
nosici tohoto modelu zadand predpisem

a<mb & existuje individuum ¢ € M t.z. a +a c = b,

relaci uspordddni na nosi¢i M. Pro standardni model N je <js standardni
usporadani prirozenych c¢isel. Tvrdime, Ze pro nestandardni modely plati
nasledujici:

Véta A.2 Necht M je libovolny nestandardni model teorie ThA se spocet-
nym nosicem M. Pak uspotadand mnozina (M, <a4) je izomorfni! linedrnd
usporadané mnoziné (X, <), kde

X ={(0,n) [neN}tU{(p,m)|peQ p>0,meZ}
=

(p,n) < (g,m) pokud p < ¢, nebop=gan<m

(zde < a < je standardni ostrd, resp. neostra nerovnost v prislusném c¢iselném
oboru).

Ackoliv tedy mohou byt symboly + a - v nestandardnich spocetnych mo-
delech realizovany rtuznymi zpisoby, usporadani indukované operaci + a4 je
vzdy stejné. Usporadanou mnozinu (X, <) si mizeme neformalné predstavit
nasledovné: vezméme klasicky usporadanou mnozinu vsech neziapornych ra-
cionalnich ¢isel. Odeberme z ni nulu a misto ni pridejme ,kopii“ standardné
usporadanych prirozenych ¢isel, tj. stoupajici zdola ohrani¢eny nekonec¢ny re-
tézec. Dale na misto kazdého pozitivniho raciondlniho ¢isla umistme ,kopii*
standardné usporadanych celych ¢isel, tj. zdola i shora neohraniceny neko-
neény retézec. Nakonec vSechny prvky pridané na misto néjakého racional-
niho ¢isla ¢ prohlasme za ostre vétsi nez libovolny prvek pridany na misto
libovolného racionalniho ¢isla p < q. Situaci ilustruje nésledujici obrazek,
v némz Sipky reprezentuji funkci Spg.

Podame neformalni zdivodnéni véty A.2. Nejprve si povSimnéme, Ze

ThN EVaVydz(z+2=yVy+z=1),
tedy usporddani <4 je linedrni. Déle

ThN EVz0+x =2

!Zobrazen{ f mezi dvéma uspofddanymi mnozinami (A, <) a (B, C) se nazjyva izomor-
fismus uspofddanych mnozin, jestlize je to bijekce a pro libovolnou dvojici prvki a,a’ € A
plati a < a’ < f(a) C f(a').
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Op Srm(0m)

———® I —>0—0—@ 00— —®

534(0r)

Mezi kazdymi dvéma oboustranné neomezenymi retézci
je dalsi oboustranné neomezeny retézec, stejné tak pred
kazdym a po kazdém oboustranné neomezeném retézci
je dalsi oboustranné neomezeny retézec.

Obréazek A.1: Néc¢rt usporddané mnoziny (X, <).

a tedy Oy je nejmensim prvkem usporddané mnoziny (M, <xs). Podobnymi
argumenty je mozné ukazat, ze

Ot <t Sam(0pm) <t SHAO0n) Sag-o

a ze pro libovolné n € N jiz mezi individui S, (0r) a S}fjl(OM) V uspora-

dani <4 zadné jiné individuum nelezi. To ukazuje, Ze linedrné usporadana
mnozina (M, <) ,zac¢ind“ zespoda ohrani¢enym nekonecnym? fetézcem
izomorfnim mnoziné (N, <). Prvky tohoto inicidlniho Fetézce (tj. prvky tvaru
S%(0a) pro néjaké n) nazyvame standardni ¢isla, nebot operace +pq a -
se na tomto inicidlnim tseku chovaji jako standardni s¢itani a nasobeni pri-
rozenych ¢isel. Ostatni individua z M nazveme nestandardni ¢isla. Oznacme
N soubor vsech nestandardnich ¢isel v M.

Uvazme bindrni relaci ekvivalence ~ na souboru N definovanou nasle-
dovné:

a~b pravé kdyz existuje n € N takové, ze S (a) = b, nebo S},(b) = a.

Necht C' je libovolna tiida rozkladu N/~ a a € C je jeji libovolny prvek.
Pak pro libovolné n € N je S} (a) € C. Navic pro libovolné n € N existuje
individuum a,, € C takové, ze S} (a,) = a. Pokud by tomu tak nebylo,
existovalo by individuum o’ € C které by nelezelo v obraze Sy OvSem
jedinym takovym individuem je Ox¢ (protoze M je modelem Peanovy arit-
metiky), coz je standardni ¢islo, které nepatii do N. Protoze dle definice
je trida C tvorena praveé témi individui, ze kterych lze dosahnout ¢i které
jsou dosazitelné z individua a, vidime, ze C jakozto usporddand podmno-
Zina uspordadané mnoziny (M, <) je oboustranné neohrani¢eny nekonecény
fetézec. Navic lze opét ukazat, ze libovolné individuum nelezici v C' je ostre
vetsi ¢i ostfe mensi nez libovolny prvek C.3 Vidime tedy, Ze ¢ast usporadané

*Nekoneénym, nebot ThN = VaVy(S(z) = S(y) — = = y).
3Nebot ThN Ve -3y (x #yAS(z) #yATuTv(z+u=yAy+v=_S())).
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mnoziny (M, <pq) ,nad“ inicidlnim segmentem standardnich cisel se skldda
z (jednoho ¢i vice) oboustranné neohranic¢enych retézci.

Nyni ukazeme, Ze téchto fetézcu je nekoneéné mnoho. Vskutku, fixujme
libovolné nestandardni ¢islo a € N. Pro libovolné n € N mame

ThN EV2VyVz Bu(u Z0A Az +u=y) = Ju(u£0A (z+2)+u=1y+2)).

To znamena, ze pro libovolné n € N je S (a) = S}((0m) +ma <y a+ma,
tedy a % a + . a. Podobné lze ukézat, Ze zadné z individui a, a +a a, a + g
a+na, ... nelezi ve stejné tiidé rozkladu N/~. Vskutku tedy, oboustranné
neohranicenych fetézctii nestandardnich ¢isel nalezneme v (M, <) neko-
necné mnoho.

Nase dosavadni charakterizace pripousti mj. to, aby (M, <a) byla izo-
morfni mnoziné {0} x N U NT x Z s lexikografickym uspofddanim. UkaZeme
vsak, ze to neni mozné, nebot fetézce nestandardnich ¢isel jsou usporadany
Hhusté“, tj. mezi kazdymi dvéma neohrani¢enymi retézci nestandardnich ¢i-
sel nalezneme dalsi neomezeny fetézec téchto ¢isel. Navic ukazeme, ze v uspo-
fadané mnoziné (M, < () nemuze existovat ,nejmensi“ ¢i ,nejveétsi“ retézec
nestandardnich ¢isel. Je zndmo, Ze kazda husté a linedrné usporadand spo-
¢etnad mnozina bez nejmensiho a nejvétsiho prvku je izomorfni libovolnému
otevienému intervalu raciondlnich ¢isel. Tim ukazeme, ze N jakozto uspora-
dand podmnozina mnoziny (M, <) je izomorfni mnoziné (QN (0, +00)) X Z
s lexikografickym usporadanim, ¢imz dokonc¢ime zduvodnéni véty A.2.

Neexistence ,nejvétsiho“ retézce je patrnd z predchoziho odstavce. Nee-
xistence ,,nejmensiho* fetézce plyne z toho, ze

ThN EV2y (y+y=xVy+y=S5(x)),

(intuitivné, kazdy prvek ¢i jeho nédslednik je ,délitelny dvéma“). Necht a €
M je libovolné nestandardni ¢islo a b € M je nestandardni ¢islo takové, ze
b+ab=anebo b+ b= Sy (a). Pak ziejmé b <pq a* a stejné jako vyse
lze ukézat, ze b L a, tedy b lezi v ,nizSim*“ Tetézci, nez a.

Nakonec uvazme libovolna dvé nestandardni ¢isla a, b takova, ze a ¢ b.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze a <aq b. Dle vyse uvedeného
existuje individuum d takové, Zze d = a +x¢ b nebo d = Saq(a +aq b).

Priklad A.2 Ukazte (podobnymi argumenty, jako vyse), ze a <aqd <aq b
aaddddidb.

“Nebot ThN EVaVy(z+z=S(y) = Juz+u=y
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Poznamka A.3 Formule (A.1), (A.2) a (A.3) jsou ve skutecnosti dokaza-
telné jiz z Peanovy aritmetiky. Uspordadani <, lze tedy zadefinovat pro
libovolny model M Peanovy aritmetiky. Lze ukazat, ze véta A.2 plati nejen
pro nestandardni modely teorie ThN, ale téZ pro nestandardni modely PA
(se spocetnym nosicem). Dikaz této silnéjsi véty je pak v podstaté stejny,
jako dukaz nastinény vyse. Kdykoliv totiz vySe pouzivame tvrzeni tvaru
ThN = ¢ (které je pro formule ¢ uvedené v diikazu snadno ovéritelné, ne-
bot standardni pfirozend ¢isla dobfe zndme), plati ve skutecnosti PA - ¢
(zdavodnéni toho, Ze néjaka formule je v PA dokazatelnd, vSak muze byt
kud tedy v dikazu vySe nahradime vSechna tvrzeni tvaru ThN | ¢ tvr-
zenim tvaru PA F ¢ a pfiddme zdivodnéni toho, Ze ¢ je v PA vskutku
dokazatelnd, dostaneme opét korektni metadukaz.
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A.2 Nestandardni analyza

Kdyz Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz pokladali zaklady mate-
matické analyzy, vyuzivali k tomu podstatné jiny jazyk, nez jaky pouzivame
dnes. Zakladnim pojmem tohoto jazyka bylo infinitezimdini cislo. Tento
pojem nebyl v té dobé presné definovan, intuitivné se tim myslelo jakési
,hekonecné malé“ ¢islo. Tato neformalnost v samych zakladech analyzy se
casem stala nepfijatelnou. Bernard Bolzano a Karl Weierstrass polozili for-
malni zéklady analyzy pomoci dodnes pouzivanych e-d definic. Presto stéle
prezivala myslenka na obohaceni standardnich realnych cisel o nova infi-
nitezimalni ¢isla a konzistentni rozsifeni operaci + a - na tato nova cisla
(tento postup navrhoval uz Leibniz), podobné jako komplexni éisla rozsifuji
¢isla realna. Ukazeme si, ze néco takového je vskutku mozné, a to pomoci
logickych metod prezentovanych v predchozi kapitole.

Uvazme jazyk £ = {+,-,d, <}U{a, | x € R} s rovnosti, kde +, - a d jsou
binarni funkéni symboly, < je bindrni predikatovy symbol a pro libovolné
x € R je a, nularni funkéni symbol. Uvazme dile realizaci R jazyka L,
jejimz nosicem je soubor R vSech realnych cisel a v niz plati, ze

e +, - a < se realizuji jakozto standardni sc¢itani, nasobeni a ostra ne-
rovnost redlnych ¢isel,

e dp je standardni metrika na R, tj. pro libovolné z,y € R méame
dR(:Evy) = |:E - y|7

e pro libovolné = € R se a, realizuje piimo jako cislo .

Daéle uvazme teorii ThR = {¢ | R = ¢}. ThR je tplna teorie obsahujici
pravé ty sentence jazyka L pravdivé pro standardni reilnd c¢isla. Uvazme
jazyk L' = L U {c}, kde ¢ je nuldrn{ funkéni symbol. Dédle uvazme teorii
T = ThR U {ay < ¢ | x € R}. Stejné jako v predchozi kapitole se snadno
ukaze, ze kazda konecnd podteorie teorie T je splnitelna a tedy i teorie T je
splnitelna.

Uvazme néjaky model M teorie T' (ktery je samoziejmeé i modelem ThR).
V modelu M jsou pravdivé ty samé sentence jazyka L, které jsou pravdivé
pro realna cisla. Zaroven vsak v nosici realizace M existuje individuum oo
ostre vétsi nez vsechna ,standardni® redlnd ¢isla (kterd jsou reprezentovana
konstantami a,). To ale neni vSechno. Mdme

ThR E=Vx (z #ap — Jyx -y = ay).
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V M tedy existuje individuum oo™! takové, Ze oo -y co™?

mame

= ay,,. Dale

ThR E=VaVy ((ap < x Az -y =a1) = ag < y).

Tedy co™! je v modelu M ostie vétsi nez standardni nula. Koneéné mame
ThR = VaVyVuVv ((ag < z Az <yAu-z=a1 Av-y=a1) — v < u).

To ale znamend, ze oo~ ! je v modelu M pozitivni ,.éislo“ ostie mensi nez
libovolné standardni pozitivni realné ¢islo. To je ale presné ta vlastnost, kte-
rou ocekavame od infinitezimalnich ¢isel. Ve svété modelu M tedy vyrazy
jako ,00“ ¢i dzr, znamé z matematické analyzy, nejsou jen syntaktickymi
zkratkami pro néjaké -0 definice, ale redlné existuji jako konkrétni mate-
matické objekty, se kterymi lze dale pracovat a které je mozné pouzivat ve
forméalnich ditkkazech. Vskutku, vzhledem k tomu zZe teorie T je konzerva-
tivnim rozsitrenim teorie ThR, pak cokoliv, co 1ze o standardnich redlnych
¢islech dokazat v teorii T' lze dokazat i v teorii ThR. Dtkaz s vyuzitim infini-
tezimdlni ¢isel, jejichz existenci teorie T' postuluje, vsak miize byt ispornéjsi,
jak ukazeme nize.

Povsimnéme si, ze stejné jako u nestandardnich modelu aritmetiky lze
i v modelu M nalézt nekone¢né mnoho ,nekonecnych“ nestandardnich ¢i-
sel (tj. prvku ostfe vétsich nez libovolné standardni redlné ¢islo). To tedy
znamend, ze zde existuje i nekoneéné mnoho ruznych infinitezimalni ¢isel.
Kromé toho lze v nosi¢i M nalézt nestandardni ¢isla kterd nejsou ani ne-
kone¢nd ani infinitezimélni: napf. pro libovolné infiniteziméalni ¢islo o € M
je a1 p +a « nestandardni ¢islo které neni ani infinitezimélni (je vétsi nebo
rovno standardni jedni¢ce), ani nekone¢né (je mensi nez libovolné standardni
realné ¢islo vétsi nez 1). Nestandardni redlnd ¢isla jsou tedy v M velmi na-
husto rozprostiena mezi standardnimi readlnymi ¢isly. Nestandardni cisla,
kterd nejsou nekonec¢na, nazveme omezend.
Abychom si mohli udélat lepsi predstavu, vSimnéme si, ze

ThR = VaVyVz (d(z,y) + d(y, z) < d(z,2) Vd(z,y) + d(y, z) = d(x, 2)).

To mimo jiné znamena, ze pro libovolné nestandardni ¢islo « existuje nejvyse
jedno standardni ¢islo = takové, ze daq(a,z) je infinitezimdlni. Jinak by
totiz v. M existovala dvé standardni ¢isla infinitezimalni vzdélenosti, coz
zfejmé neni mozné (daq se na standardnich ¢islech chovd stejné jako v R).
Ponékud obtiznéjsi je ukazat, ze ke kazdému omezenému nestandardnimu
¢islu a existuje pravé jedno standardni ¢islo s vysSe uvedenou vlastnosti.
Mizeme si tedy predstavit, ze v modelu M je kazdé standardni realné ¢islo
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obklopeno ,oblakem“ nestandardnich ¢isel, které jsou k tomuto redlnému
¢islu nekonecné blizko a ode vSech ostatnich realnych ¢isel maji pozitivni
vzdalenost.

Vyse uvedeny jazyk £ umoznuje vyjadrovat se o s¢itani a ndsobeni re-
alnych ¢isel, neumoznuje vsak vyjadrovat se o obecnych redlnych funkcich,
jako jsou napr. trigonometrické funkce, exponencidlni funkce, atd. Pred-
stavme si tedy, ze v jazyce L jsme na zacatku méli pro kazdou realnou
funkci F': R — R unarni funkéni symbol f, ktery se ve standardnim mo-
delu R realizuje jako funkce F'. V nestandardnim modelu M ziskaném vyse
uvedenou konstrukci se kazdy takovy symbol f opét realizuje jako unarni
funkce, ktera se na standardnich ¢islech chova naprosto stejné jako v R,
je vsak zaroven definovana pro nestandardni ¢isla. Stale plati, Zze libovolna
sentence vyjadrujici se o néjaké realné funkci je pravdiva v M pravé tehdy,
kdyz je pravdiva ve standardnim modelu R.

Uvazme nyni funkci F(z) = x2. UkdZeme, jak lze za pomoci infinitezi-
malnich ¢isel dokédzat, ze derivace funkce F' v libovolném bodé x je rovna
2x. Pro definici derivace funkce je klicovy pojem limity. Korespondenci mezi
standardni e-§ definici limity a definici limity pomoci infiniteziméalnich ¢isel
ozrejmuje nasledujici véta.

Véta A.4 Necht f,g € L jsou libovolné unarni funkéni symboly. Pak plati

R E=VaVy(ap <y — 3z (ap < z AVu((u# z ANd(u,x) < z) —
d(f(u),g(x)) <y))) (A.4)

pravé tehdy, kdyz plati, ze

pro libovolnd individua £ € M, a € M takovd, ze dpy(a, &) je infinitezimal-
ni ¢islo, je i dp(fm(a), gam(€)) infinitezimalni ¢islo. (A.5)

Formule v (A.4) je zfejmé pravdiva pravé tehdy, kdyz gr = G: R — R je
funkce, kterd kazdému realnému ¢islu x priradi limitu funkce F' v bodé x.

Dikaz =-: Necht &, o € M jsou libovolnd individua takovd, ze dy(z, a) je
infinitezimalni ¢islo. Zvolme libovolné pozitivni r € R. Podle predpokladu
existuje pozitivni w € R takové, ze

R E=Vavu ((u # z ANd(u, x) < ay) — d(f(u), g(x)) < ar).

Protoze T je rozsifeni uplné teorie ThR, musi byt vyse uvedend formule
pravdiva i v M. Zejména tedy da( (@), gm(€)) <at araq, nebot dag(a, )
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jakozto infiniteziméalni ¢islo je v M ostfe mensi nez a, . Protoze r € R
bylo zvoleno jako libovolné pozitivni standardni ¢islo, dostdvame Ze i ¢islo
dm(fm(a), gm(€)) je infinitezimalni.

<: Musime ukazat, ze G je funkce prifazujici kazdému redlnému cislu
z limitu funkce F v bodé x. Zvolme tedy libovolna z,r € R, 0 < 7.
Fixujme S € M libovolné infinitezimalni ¢islo. Dale uvazme individuum
a = azp +m B € M, kde B je libovolné infinitezimaln{ ¢islo ostfe mensi
nez 3. Ztejmé dy(«, az o) = . Dle predpokladu je i dag(fa (@), gm(azaqg))
infinitezimélni ¢islo, které je dle definice ostie mensi nez a, 4. To znamen4,
ze

M E vz ((d(ag, z) #0ANd(ag, z) <y) — d(f(z),9(az) < ay)

®p

(staci vzit y rovno 3). Ale M je libovolny model teorie T, kterd je konzer-
vativnim rozsitenim teorie ThR. Navic vyse uvedend formule ¢ je formuli
jazyka L. Z toho plyne, ze R |= ¢. To ale znamen4, Ze existuje redlné c¢islo z
takové, ze pro libovolné realné y spliujici |z —y| < z mame |G(x)—F(y)| <.
Protoze r bylo zvoleno libovolné, je G(z) skute¢né limitou funkce F' v bodé
T.

Vsimnéme si, Ze na to, abychom vyjadrili vlastnost (A.5) v logice prv-
niho radu, potfebujeme odlisit infinitezimalni ¢isla od neinfinitezimalnich.
Abychom to dovedli, rozsitme jazyk £’ o undrni predikatovy symbol I a uvaz-
me teorii 7" = T U{I(z) — (0 < x Ax < ay/,) | n € N} s timto novym
jazykem.

Priklad A.3 Dokazte, ze T’ je konzervativni rozsifeni teorie T (a tedy
i konzervativni rozsiteni teorie ThR). Zduvodnéte, ze v kazdém modelu te-
orie T' se I realizuje jako podsoubor souboru vSech infinitezimélnich ¢isel
v daném modelu.

V jazyce £ bychom fakt, ze derivace funkce F(x) = 22 v libovolném bodé
x je rovna 2x vyjadrili nasledujici formuli :

Y =VaVe (ap < € —

flz+u) - f(x)

v (o < d(,w) A d(z,u) < 8) — d ( ot x) <o)

Protoze v € ThR, formule 1 je trividlné dokazatelnd v jednom kroku
z ThR. To je samoziejmé ponékud podvod, nebot misto abychom tvrzeni
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wderivaci funkce z? je funkce 2z skute¢né dokazali, odvolavame se na to,
ze v realnych cislech tato vlastnost plati, tj. vyuzivime své metaznalosti
analyzy. Spravné bychom méli tento dikaz provést s vyuzitim co moznd
nejmensi a zaroven co mozna nejobecnéjsi sady axiomti. Pro charakterizaci
realnych c¢isel se se v logice vétsinou pouziva tzv. teorie rediné uzavrenych te-
les. Struéné feceno,” jde o teorii s jazykem {+, -, <,d, ag, a1 }, kterd vynucuje
aby:

e + a - se realizovaly jako operace komutativniho télesa, ptricemz ag je
neutralni prvek vici s¢itani a a; neutrdlni prvek viaci ndsobeni.

Symbol < se realizoval jako ireflexivni relace, jejiz reflexivni uzaveér je
linearni usporadani nosice.

Pro kazdy prvek, ktery je ve vySe zminéném usporadani ostre vétsi nez
ag, existovala jeho odmocnina, tj. aby platilo

Ve (ag <z — Jyy-y=x).

Libovolny polynom lichého stupné mél koren.

Na vynuceni prvnich trech boda pritom stac¢i kone¢né mnoho axiomt, na
vynuceni ¢tvrtého bodu musime mit v teorii pro kazdé liché n axiom

VooV .. Ve, yz, -y +xp1 - yni1 + -+ 2o = ap.

Zi¥ejmé uvedend teorie je rekurzivni® (tj. ditkazy v ni je mozné provadét
pocita¢em) a navic je dostateéné jednoduché na to, abychom diukazy v ni
provedené mohli v jistém smyslu povazovat za formalnéjsi, nez dukazy pro-
vadéné v ThR. Dtkaz vyse uvedené formule 1 v teorii redlné uzavienych
téles” ovSem neni syntakticky zrovna trividlni: samotnéa formule obsahuje

5Ptesnd podoba teorie realné uzavienych téles se v rizné literatute 1isi, my zde uvedeme
variantu vhodnou pro nase tcely.

SPiekvapivé lze dokdzat, ze tato teorie je i tiplnd — jsou z ni dokazatelné presné ty
formule jejiho jazyka, které jsou pravdivé pro standardni redlnd cisla a teorie ThR je
jejim konzervativnim rozsitenim. Mohlo by se zdat, Zze tento vysledek odporuje Godelove
vété o neudplnosti, ale neni tomu tak. Teorie redlné uzavienych téles totiz neobsahuje
Peanovu aritmetiku. Zejména v jazyce této teorie nelze sestrojit formuli ¢ s jednou volnou
proménnou z takovou, ze R |= ¢le] pravé kdyz e(x) je prirozené ¢islo. Nelze tedy ani
formulovat tvrzeni tvaru ,pro vSechna pfirozend cCisla plati ¥, bez kterych se dikaz
Godelovy véty o netplnosti neobejde.

"Jazyk této teorie neobsahuje symboly pro odé&itani a déleni a funkci druhé mocniny,
tyto funkce vsak lze v tomto jazyce snadno definovat.
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¢tyri kvantifikatory, navic v ni jesté dochézi k alternaci univerzalniho a exis-
ten¢niho kvantifikdtoru, ¢imz se situace znac¢né komplikuje. Ostatné, i kdy-
bychom se nesnazili o pfisné formalni dikaz (ve smyslu definice 9.1, muze se
clovék snazici se o presvedCivy metadikaz ve zméti ,epsilont a delt“ snadno
ztratit.

Naproti tomu v teorii 7" by pro charakterizaci derivace funkce F stacilo

ukazat
T' - Vavh (I(h) — I (f<x+h})l_f(””) - (x+a:)) ,

pricemz ditkaz bychom opét méli vést s pouzitim co nejmenstho poctu axi-
omu. Snadno se ovSem ukdze T" + w
algebraické manipulace: mame totiz

fla+h) = f@) (@+h)-@+h)—a-a

=z + 2+ h a to pomoci ryze

T’ =
= h h
,, (@+h)-(x+h)—2z-2 z-z4+x-x+x-h+h-h—zx-x
Tk h - h
, z-x+zxz-h+z-h+h-h—x-z x-h+zxz-h+h-h
T# prm—
h h

-h -h+h-h

e J””h LAY

pricemz jednotlivé identity (zddna z nich neobsahuje kvantifikator!) lze od-
vodit pouze ze zdkladnich axiomi o sc¢itani, ndsobeni a funkci F'. Nésledné
1ze snadno odvodit identitu h = M —(z+x). S pomoci této identity
a schémat axiomu odvozovaciho systému tykajicich se symbolu = odvodime
dale I(h) — I (w —(x+ m)) a dvojnasobnym pouzitim pravidla
generalizace dostaneme pozadovanou formuli.

Vyse uvedeny postup kopiruje zptisob, kterym dikazy a vypocty prova-
déji vyzkumnici bézné uzivajici matematické analyzy ve své praci — hodnoty
jako dx, dy, . . ., vyskytujici se pri vypoctech integralu a reseni diferencialnich
rovnic povazuji za standardni proménné, se kterymi provadéji standardni
aritmetické operace, jako je napf. kraceni (zejména ve fyzice je podobny
typ uvazovani bézny). Existence nestandardniho modelu analyzy s infinite-
zimalnimi ¢isly ukazuje, ze tento postup, ktery muze ¢lovéku obezndmenému
pouze s klasickou analyzou pripadat jako ¢ernd magie, je ve skutec¢nosti zcela
formalizovatelny.



