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Predmluva

Vazeni ctenari,

dostava se vam do rukou vyukovy text Teorie grafu, ktery je primarné zaméreny pro
potieby studentu informatickych oboru na vysokych skoldch (je ale dobfe pfistupny i
ne-informatikum). Hloubkou teoretického zabéru je tento text sméfovan do magisterské
urovné studia, ale pi vynechani nékterych vice teoretickych pasazi dobie poslouzi i jako
zédkladni prehled oblasti na bakalarské tirovni.

Diskrétni matematika a Teorie grafu jako jeji prominentni soucast jsou modernimi
a rychle se rozvijejicimi oblastmi matematiky, které maji mnohé 1zké vazby na teoret-
ickou i aplikovanou informatiku. Koreny diskrétni matematiky (kombinatoriky) sahaji k
velkym matematikum 18. a 19. stoleti, z nichz si zaslouzi jmenovat predev§im Leonard
Euler. Byl to vsak az nastup pocitacu a rozvoj informatiky jako védni discipliny v druhé
poloviné 20. stoleti, které prinesly nové teoretické pojmy a otazky a vtiskly tak diskrétni
matematice jeji moderni tvéar, spojenou dosti specificky s pojmy relaci a grafi.

N4&s text vas sezndmi jak s prehlednymi zaklady klasické teorie grafu, tak i s hlavnimi
grafovymi pojmy uzitecnymi pro aplikace, predevsim ty informatické, a zdvérem rozvede
neékteré zajimavé nové sméry vyvoje. Je koncipovan jako sobéstacny celek, ktery od
¢tenare nevyzaduje o mnoho vice nez bézné stredoskolské matematické znalosti, k tomu
zédkladni formalismy matematického dokazovani (matematickou indukei) a diskrétni
matematiky (mnoziny, relace, kombinatorické poéitanf) a chuf do studia. Césti vénované
algoritmickym aplikacim navic predpoklddaji jistou znalost algoritmizace a zbéhlost v
programovani. Svym rozsahem latka odpovidd jednomu semestru bézné VS vyuky véetné
cviceni.

Tento vyukovy text vychézi ve svych zdkladech z vynikajici moderni ucebnice [5]
Kapitoly z Diskrétni Matematiky [5] autoru J. Matouska a J. Nesetfila z MFF UK.
(Tato kniha se kromé ¢eského vydani dockala i ispésnych vydéni ve svétovych jazycich,
jako napiiklad [6]. Vrele ji doporuc¢ujeme vsem zdjemcum o rozsiteni svych diskrétnich
matematickych obzoru.) Zabér naseho textu neni v oblasti diskrétni matematiky tak
giroky jako u zminéné ucebnice, ale zaméfujeme se hloubgji na ty ruzné oblasti grafu,
které nachazeji nejcastéjsi pouziti v informatické praxi. Na druhou stranu se zde vice
vénujeme abstraktnim algoritmickym aplikacim uvadéné latky a zminujeme také nékteré
zajimavé pokrocilé partie teorie grafu.

Ve strucnosti se zde zminime o struktuie nasi u¢ebnice. Pfednéseny material je déleny
do jednotlivych lekei (kapitol), které zhruba odpovidaji obsahu tydennich prednések v
semestru. Lekce jsou dédle déleny tematicky na oddily. Vyklad je strukturovan obvyklym
matematickym stylem na definice, tvrzeni, pripadné dukazy, poznamky a neformalni
komentare. Lekce obsahuji nékdy dodatky prinasejici specializovany pohled do hlubin
vybraného tématu a ty jsou obecné volitelné pii studiu. Kazda lekce mé v samém zavéru
uvedeny bohaté odkazy na piipadné rozsifujici (samo)studium.

Vyukovy text je dale prolozen fadou vzorové reSenych prikladi navazujicich na
vyklddanou ldtku a doplnén dalsimi otdzkami a tdlohami. (Otézky a ilohy oznacené
hvézdickou patii k obtiznéjsim a nepredpokladame, ze by na né vsichni studujici dokazali
spravné odpovédét bez pomoci.) Kazda lekce je zakoncéena zvlgstnim oddilem uréenym
k dodatecnému procviceni latky. Spravné odpovédi k otazkam a tiloham jsou shrnuty
na konci textu. Vérime, ze piiklady vam budou uzitecnym voditkem pfi studiu a pro
pochopeni prednesené teorie. Mnoho zdaru.
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O vyuce Teorie grafai MA010 na FI MU

Teorie grafu MAO10 je jednim ze stézejnich teoretickych magisterskych predmétu na
Fakulté informatiky MU, ale jeho vyuka je bez problému pfistupnd i bakaldrskym stu-
dentum se zdjmem o obor. Paralelné k MAO010 je na FI MU vyucovan predmét Grafové
algoritmy MAO15. Autor pak déle predn&si nékolik navazujicich vybérovych predmétu
pokrocilé teorie grafu — MA051, MA052 a MAO053.

V rédmci e-learningu Informaéniho systému (IS) MU je k pfedmétu vytvorena obsdhla
interaktivni osnova Teorie grafu (v anglickém jazyce), odpovidajici strukture vyukového
textu a s mnoha odkazy na ptistupné webové zdroje k predmétu a procvicovani. Osnova
je vefejné pristupna na adrese

http://is.muni.cz/el/1433/podzim2013/MA010/index.qwarp.

O historii naseho uc¢ebniho textu

Puvodni vyukovy text vznikal v prubéhu let 2003 az 2005 na zdkladé autorovych
piednések a cviéeni predmétu Diskrétni matematika na FEI VSB — TUO. Tento text
byl pak autorem upraven a druhotné (predevsim v teoretické oblasti) vyrazné rozsiten
pro potieby vyuky magisterského predmétu MAO10 Teorie grafii na FI MU Brno od
roku 2006.

Vzhledem k tomu, ze od roku 2009 je predmét MAO010 na FI MU vyucovan v an-
glicting, tento ucebni text ponékud ztraci své vysadni postaveni primarniho studijniho
zdroje (kterym se stava vyse odkdzana interaktivni osnova MA010 v IS MU), ale zustava
plnohodnotnym c¢eskym studijnim materidlem pro predmét MAO10.

A slovo zavérem. ..

Prejeme vam mnoho tspéchu pii studiu teorie grafu a budeme potéseni, pokud se vam
nas vyukovy text bude libit. Jelikoz nikdo nejsme neomylni, i v této publikaci zajisté
jsou nejasnosti ¢i chyby, a proto se za né predem omlouvame. Pokud chyby objevite,
dejte ndm prosim védét e-mailem mailto:hlineny@fi.muni.cz

Autor
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Cast I
Jak vznika GRAF

V tvodni ¢asti naseho ucebniho textu se nejprve seznamime s grafy a naucime se je
pochopit a pracovat s nimi jako s matematickymi objekty.

1

Pojem grafu

Uvod

Trebaze grafy jsou jen jednou z mnoha struktur v diskrétni matematice, vydobyly si svou
uzitecnosti a nazornosti tak dilezité misto na slunci, az se da bez nadsdzky rici, Ze teorie
grafii je asi nejvyznamnéjsi soucasti soudobé diskrétni matematiky. Znalost teorie grafii se
jevi nezbytna ve vétsiné oblasti moderni informatiky, vcéetné téch aplikovanych. Proto se
nas zakladni kurz teorie grafu bude ve velké mife zamérovat pravé na jejich informatické
aplikace (ale vcelku bez nutnosti informatiku ovladat, tj. nase ldtka bude pristupnd i ne-
informatikiim).

Neformalné receno, graf se skladé z vrcholi (predstavme si je jako nakreslené puntiky) a
z hran, které spojuji dvojice vrcholtt mezi sebou. (Pozor, nepletme si graf s grafem funkce!)

Takovy graf muze vyjadrovat souvislosti mezi objekty, navaznosti, spojeni nebo toky, atd.
Své diilezité misto v informatice si grafy ziskaly dobre vyvazenou kombinaci svych vlastnosti —
snadnym nazornym nakreslenim a zaroven jednoduchou zpracovatelnosti na poc¢itacich. Diky
témto vlastnostem se grafy prosadily jako vhodny matematicky model pro popis ruznych, i
komplikovanych, vztahu mezi objekty.

Cile

Prvnim cilem této lekce je formalné definovat, co je to graf a jaké jsou nejzakladnéjsi
grafové pojmy (tfeba hrany a stupné, podgrafy). Také jsou zde shrnuty nékteré obvyklé typy
grafi, jako cesty, kruznice, ¢i uplné grafy. Predevsim je vSak dulezité, aby se ¢tenar naucil
grafy “uchopit” a vykonavat s nimi zakladni operace a manipulace, coz si dobre procvi¢i
v nasledujicich prilozenych cvicenich. V tomto ohledu zaslouzi specifickou zminku pojem
isomorfismu grafu, ktery je v tivodnich partiich klicovy a je mu vénovana znacna pozornost.

1.1 Definice grafu

Hned na tivod pfistoupime k forméln{ definici grafu. Bude se jednat o zdkladni definici
tzv. obycejného grafu; pricemz mozné rozsirujici definice zminime kratce v zavéru, ale
stejné se budeme prevazné zabyvat obycejnymi grafy. V zdkladni definici popisujeme
hrany mezi dvojicemi vrcholu pomoci dvouprvkovych podmnozin téchto vrchola.

Definice 1.1. Graf (rozsitené obycejny ¢i jednoduchy neorientovany graf)
je usporddand dvojice G = (V, E), kde V je mnozina vrcholi a E je mnozina hran —
mnozina vybranych dvouprvkovych podmnozin mnoziny vrcholu.



ZnaZeni: Hranu mezi vrcholy w a v piseme jako {u,v}, nebo zkracené wwv. Vrcholy
spojené hranou jsou sousedni. Na mnozinu vrcholi zndmého grafu G odkazujeme jako
na V(G), na mnozinu hran F(G).

Fakt: Na graf se lze divat také jako na symetrickou ireflexivni relaci, kde hrany tvori
pravé dvojice prvku z této relace.

Poznamka: Grafy se ¢asto zaddvaji piimo nazornym obrazkem, jinak je lze také zadat vyctem
vrcholt a vyctem hran. Napiiklad:

V=1{1,234}, E= {{1, 2}, {1,3},{1,4}, {3,4}}
1

I

2 3 4

Bézné typy grafu

Pro snadnéjsi vyjadiovani je zvykem nékteré bézné typy grafi nazyvat popisnymi jmény.
Jde ¢isté o véc konvence a autori se mohou v nékterych nézvech liit (i prichézet s novymi
nazvy), avsak nésledujici ¢tyri nazvy patii k véeobecnym zdkladum teorie grafu.

Kruznice délky n ma n > 3 vrcholu spojenych do jednoho cyklu n hranami:

4 3

Cesta délky n méa n + 1 vrcholu spojenych za sebou n hranami:

r—— — 06— &6 — 00— 0

P,
1 2 3 4 ... n n+l

Uplngj graf na n > 1 vrcholech mé& n vrcholu, vSechny navzdjem pospojované (tj.
celkem (%) hran):

4 n

ljplngj bipartitni graf nam > 1an > 1 vrcholech ma m+n vrcholt ve dvou skupindch
(partitdch), pficemz hranami jsou pospojované véechny m-n dvojice z ruznych skupin:



leohy k reSeni

(1.1.1) Zapiseme graf vyctem vrcholi {a,b,c,d,e} a zkrdcenym vyctem hran
{ac,ba,be, cd,de}. Nakreslete si jej! O jaky typ grafu se jednd?

(1.1.2) Pro jakou hodnotu n je tplny graf K, zaroven cestou?

(1.1.3) Pro jakou hodnotu n je tplny graf K, zaroven kruznici?

(1.1.4) Pro jaké hodnoty m,n > 0 je tplny bipartitni graf K, ,, zaroven kruznici?

(1.1.5) Pro jaké hodnoty m,n > 0 dplny bipartitni graf K,, , neobsahuje Zadnou kruznici?

(1.1.6) Kolik hran musite pridat do kruznice délky 6, aby vznikl iplny graf na 6 vrcholech?

(1.1.7) M4 vice hran tplny graf Ky nebo tplny bipartitni graf K¢ ?

1.2 Stupné vrchola v grafu

Mame-li graf, ¢asto néds zajima, kolik z kterého vrcholu vychéazi hran-spojnic, neboli kolik
m4& vrchol ,sousedu®. Proto jednim z prvnich definovanym pojmu bude stupen vrcholu
v grafu.

Definice 1.2. Stupném wvrcholu v v grafu G
rozumime pocet hran vychazejicich z v. Stupen v v grafu G zna¢ime dg(v).

Komentaf¥: Slovo ,vychéazejici“ zde nenaznacuje zadny smér; je totiz obecnou konvenci iikat,
ze hrana vychazi z obou svych koncu zaroven.

stupneé

2 5
Napriklad v nakreslené ukéazce jsou stupné primo zapsany u vrchola.
Definice: Graf je d-requldrni, pokud vsechny jeho vrcholy maji stejny stupen d.
ZnaZeni: Nejuyssi stupen v grafu G znacime A(G) a nejnizsi §(G).
Véta 1.3. Soucet stupnu v grafu je vidy sudy, roven dvojndsobku poctu hran.

Diikaz. Pii séitani stupnu vrcholu v grafu zapoc¢itame kazdou hranu dvakrat — jednou
za kazdy jeji konec. Proto vysledek vyjde sudy. O



Vlastnosti stupnu

Soubor stupnu grafu je jeho dulezitou kvantitativni charakteristikou. Jelikoz vsak v
obyéejném grafu zvlast nerozlisujeme mezi jednotlivymi vrcholy, nemédme ddno zadné
poradi, ve kterém bychom stupné vrcholu méli psat (pokud je nepiseme piimo do obrazku
grafu). Proto si stupné obvykle sefazujeme podle velikosti.

Zajimavou otdzkou je, které posloupnosti stupnu odpovidaji vrcholum skutecnych
grafu? (Napiiklad posloupnost stupnu 1,2,3,4,5,6,7 nemuze nastat nikdy.)

Véta 1.4. Necht di < dy < --- < d,, je posloupnost prirozenijch ¢isel. Pak existuje graf
s n vrcholy stupri

di, da,..., dy
pravé tehdy, kdyz existuje graf s n — 1 vrcholy stuprii

dla d?,"', dn—dn—la dn—dn _17"'5 dn72_1, dnfl_l-

Komenta¥: K pochopeni Véty 1.4: Mirné neptehledny formalni zapis véty znamena, ze ze
sefazené posloupnosti odebereme posledni (nejvétsi) stupen d,, a od tolika d,, bezprostiedné
predchozich stupiiu odec¢teme jednicky. Zbylé stupné na zacatku posloupnosti se nezméni.
(Nezapomenme, zZe posloupnost je tieba znovu seradit dle velikosti.)

Dukaz tohoto nepiili§ tézkého fundamentalniho tvrzeni pro tentokrate vynechavame
a odkazujeme ¢tenafe napiiklad na [5, Kapitola 4].

Priklad 1.5. Existuje graf se stupni vrcholi:

(1,1,1,2,3,4) ?
Dle Véty 1.4 upravime posloupnost na (1, 0,0, 1, 2), uspoiaddme ji (0,0, 1,1, 2), pak znovu
vse zopakujeme na (0,0,0,0) a takovy graf uz jasné existuje.
Na druhou stranu, jak takovy graf sestrojime? (Obvykle nen{ jediny, ale nds zajim4 aspon

jeden z nich.) Prosté obratime ptedchozi postup, zacneme z grafu se 4 vrcholy bez hran,
pridame vrchol stupné 2 spojeny se dvéma z nich a dalsi vrchol stupné 4 takto:

(1,1,1,1,2,3,4,6,7) ?
Podobné upravime tuto posloupnost na (1,0,0,0,1,2,3,5) a uspordddme ji
(0,0,0,1,1,2,3,5), pak znovu upravime na (0,0,—1,0,0,1,2), ale to uz prece nelze —

stupné v grafu nejsou zaporné. Proto takovy graf neexistuje.
O

Ijlohy k feSeni

(1.2.1) Kolik hran md graf se 17 vrcholy stupiiii 47

(1.2.2) Existuje graf se stupni 4,2,3,5,3,2,37 Nakreslete jej.

(1.2.3) Existuji dva ,rizné“ grafy se 6 vrcholy stupni 27

(1.2.4) Pro¢ méd kazdy (jednoduchy) graf aspoii dva vrcholy stejného stupné?



1.3 Podgrafy a Isomorfismus

Podgraf je, jednoduse feceno, ¢ast grafu. AvSak tato slova musime definovat ponékud
presnéji, abychom ptedesli situacim, kdy by nam zbyly ,hrany bez vrcholu“. Daéle si
definujeme tzv. indukovany podgraf, ktery (na rozdil od bézného podgrafu) z puvodniho
grafu prebird vsechny hrany mezi vybranymi vrcholy.

Definice: Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoziné vrcholi
V(H) C V(G), ktery mé za hrany libovolnou podmnozinu hran grafu G majicich oba
vrcholy ve V(H). Piseme H C G, tj. stejné jako mnozinové inkluze (ale vyznam je
trochu jiny).

Komenta¥: Na nésledujicim obrazku vidime zvyraznéné podmnoziny vrcholu hran. Pro¢ se
vlevo nejedné o podgraf? Obrazek vpravo uz podgrafem je.

ON

Definice: Indukovanym podgrafem je podgraf H C G takovy, ktery obsahuje vsechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrcholu z V(H).

,Ruznost* grafu

Pozorny ¢tenar si mozna jiz pti ¢teni predchoziho textu polozil otdazku: Co kdyz vezmeme
jeden graf (tFeba kruznici délky 5) a nakreslime jej jednou tak, podruhé zase jinak — je to
stale tentyz graf nebo ne? Prisné formélné receno, kazdé nakresleni jistého grafu, tieba
té kruznice (5, je jinym grafem, ale pfitom bychom radi fekli, ze riizna nakresleni téhoz
grafu jsou ,stédle stejnd“. Uz jen proto, ze grafy maji modelovat vztahy mezi dvojicemi
objektu, ale tyto vztahy piece viubec nezdvisi na tom, jak si grafy nakreslime. Pro tuto
wstejnost“ grafu se vzil pojem isomorfni grafy.

Pro spravné pochopeni a vyuziti teorie grafu je tedy tfeba nejprve dobie chapat
pojem isomorfismu grafu.

Definice 1.6. Isomorfismus grafu G a H

je bijektivni (vzdjemné jednoznacné) zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které plati, ze
kazda dvojice vrcholu u,v € V(G) je spojend hranou v G pravé tehdy, kdyz je dvojice
f(u), f(v) spojend hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfni pokud mezi nimi existuje isomorfismus. PiSeme G ~ H.

Fakt: Isomorfni grafy maji stejny pocet vrcholu (i hran).



Komentar:

7w O D

7 nakreslenych ti{ grafu jsou prvni dva isomorfni — jsou to jen ruznd nakresleni téhoz
grafu, kruznice délky 5. (Urcité snadno najdete isomorfismus mezi nimi. Pro jednoduchost
isomorfismus zakreslete do obrazku tak, ze vrcholy prvniho ocislujete ¢isly 1 az 5 a vrcholy
druhého stejnymi ¢isly v pofadi odpovidajicim jeho bijekci.) Tteti graf jim isomorfni nenf,
nebot, napiiklad, m4 vrcholy jinych stupiii.

Fakt: Pokud je bijekce f isomorfismem, musi zobrazovat na sebe vrcholy stejnych
stupnu, tj. dg(v) = dg(f(v)). Naopak to vsak nestaci!

Priklad 1.7. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

7 %

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hleddme isomorfismus, nejprve se podivame, zda
maji stejny pocet vrcholi a hran. Maji. Pak se podivdame na stupné vrcholu a zjistime, ze oba
maji stejnou posloupnost stupnu 2,2,2,2, 3, 3. Takze ani takto jsme mezi nimi nerozlisili a
mohou (nemuseji!) byt isomorfni. Déle tedy nezbyva, nez zkouset vsechny pfipustné moznosti
zobrazeni isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro ulehéeni vSimnéme, ze oba vrcholy stupné tii jsou si symetrické,
proto si bez jmy na obecnosti muzeme vybrat, ze nejlevéjsi vrchol prvniho grafu, ozna¢me
jej 1, se zobrazi na nejlevéjsi vrchol 17 v druhém grafu (taky stupné tii). Ocislujme zbylé
vrcholy prvniho grafu 2,...,6 v kladném smyslu, jak je ukdzano na nasledujicim obréazku.
Druhy vrchol stupné tfi, oznaceny 4, se musi zobrazit na analogicky vrchol druhého grafu
(pravy spodni). Pak je jiz jasné vidét, ze dalsi sousedé 2, 6 vrcholu 1 se zobrazi na analogické
sousedy 2/,6 vrcholu 1’ v druhém grafu, a stejné je to i se zbylymi vrcholy 3,5. Vysledny
isomorfismus vypada v odpovidajicim znaceni vrcholu takto:

d

Abychom mohli s isomorfismem grafu prirozené pracovat, je potieba védét nasledujici
fakt:

Véta 1.8. Relace ,,byt isomorfni“ ~ na tridé vsech grafi je ekvivalenct.

Dukaz. Relace ~ je reflexivni, protoze graf je isomorfni sam sobé identickym zo-
brazenim. Relace je také symetrickd, nebot bijektivn{ zobrazeni lze jednoznaéné obratit.
Tranzitivnost ~ se snadno dokaze skladanim zobrazeni—isomorfismu. O

Dusledkem je, ze vSechny mozné grafy se rozpadnou na t7idy isomorfismu. V praxi pak,
pokud mluvime o grafu, myslime tim obvykle jeho celou tiidu isomorfismu, tj. nezalezi
nam na konkrétni prezentaci grafu.



Dalsi grafové pojmy
ZnaZeni: Méjme libovolny graf G.

e Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, fikdme kruznice v G.

e Specialné fikame trojuhelnik kruznici délky 3.

e Podgrafu H C G, ktery je isomorfni n¢jaké ceste, fikdme cesta v G.

e Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjakému uplnému grafu, fikdme klika v G.

(Nekdy se za kliku povazuje pouze takovy tplny podgraf, ktery je maximalni vzhledem
k inkluzi.)

e Podmnoziné vrcholi X C V(G), mezi kterymi nevedou v G vubec zddné hrany,
fikdme nezdvisld mnozina X v G.

e Indukovanému podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, fikame induko-
vand kruznice v G.

Komenta¥: Uvazujme nasledujici ukazky grafu:

6 ) 6 )

2 3 2 3

Prvni z ukdzanych grafi napiiklad neobsahuje zadny trojuhelnik, ale obsahuje kruznici
délky 4, dokonce indukovanou. Druhy graf trojuhelnik obsahuje a kruznici délky 4 taktéz.
Prvni graf obsahuje cestu délky 4 na vrcholech 1,2, 3,4, 5, ale ta neni indukovand. Indukovana
cesta délky 4 v ném je tieba 2, 3,4, 5, 6. Druhy graf tyto cesty také obsahuje, ale naopak zadna
z nich neni indukovana.

Prvni graf ma nejveétsi kliku velikosti 2 — jedinou hranu, kdezto druhy graf ma veétsi kliku
na vrcholech 3,4, 5. Nejvétsi nezavisla mnozina u obou grafu ma 3 vrcholy 2,4, 6.

Priklad 1.9. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Postupovat budeme jako v Ptikladé 1.7, nejprve ovéiime, ze oba grafy maji stejné mnoho
vrcholu i stejnou posloupnost stupnu 2, 2, 2,2, 3, 3. Pokud se vSak budeme snazit najit mezi
nimi isomorfismus, néco stédle nebude vychézet, ze? Co nam tedy v nalezeni isomorfismu
brani? Podivejme se, ze v druhém grafu oba vrcholy stupné tii maji svého spoleéného souseda,
tvori s nim trojuhelnik. V prvnim grafu tomu tak neni, prvni graf dokonce nema zadny
trojuhelnik. Proto zadané dva grafy nejsou isomorfni. O

Poznamka: Vyse uvedené piiklady ndm ukazuji nékteré cesty, jak poznat (tj. najit nebo vyloucit)
isomorfismus dvou grafii. Ty vsak ne vzdy musi fungovat. Ctendf se muze ptét, kde tedy na-
jde néjaky univerzalni postup pro nalezeni isomorfismu? Bohuzel vas musime zklamat, zadny
rozumny univerzalni postup neni znam a zatim plati, ze jedina vzdy fungujici cesta pro nalezeni
¢i nenalezeni isomorfismu mezi dvéma grafy je ve stylu vyzkousejte vSechny moznosti bijekei mezi
vrcholy téchto grafu. (Téch je, jak zndmo, az n!) V hierarchii vypocetni slozitosti vsak problém
isomorfismu lezi docela nizko, jen ,kousek nad* tiidou polynomialnich problému, takze je jista
nadéje na nalezeni univerzalniho efektivniho algoritmu.



leohy k reSeni
(1.3.1) Je néjaka cesta indukovanym podgrafem kruznice?

(1.3.2) Jakd je velikost nejvétsi nezdvislé mnoziny v tomto grafu? (Tj. nejvétsi podmnoziny
vrcholt, mezi kterymi neni zadnd hrana.) Vyznacte tuto mnozinu.

(1.3.3) Jakd je délka nejkratsi kruznice obsazené v grafu z Ulohy 1.3.2?
(1.3.4) Jakd je délka nejdelsi cesty obsazené v grafu z Ulohy 1.3.27
*(1.3.5) Jakd je délka nejdelsi indukované cesty obsazené v grafu z Ulohy 1.3.2?

(1.3.6) Dokdzete najit ke grafu z Ulohy 1.3.2 neisomortni graf, ktery ma stejnou posloupnost
stupniu? Pro¢ nejsou isomorfni?

*(1.8.7) Kolik existuje jednoduchych neisomorfnich grafii se véemi vrcholy stupné 2 na
a) 5 vrcholech; b) 6 vrcholech; ¢) 9 vrcholech?

1.4 Orientované grafy a multigrafy

V nékterych piipadech, jako napiiklad u toku v sitich (Lekce 4), potfebujeme u kazdé
hrany grafu vyjadrit jeji smér. Tento pozadavek pfirozené vede na nésledujici definici
orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou usporadané dvojice vrcholu. (V obrézcich
kreslime orientované hrany se Sipkami.)

Definice 1.10. Orientovany graf je usporddana dvojice D = (V, E), kde E C V x V.
Pojmy podgrafu a isomorfismu se pfirozené prenaseji na orientované grafy.

Znaceni: Hrana (u,v) (zvana také sipka) v orientovaném grafu D zacind ve vrcholu u a
kon¢i ve (miff do) vrcholu v. Opaénd hrana (v,u) je ruznd od (u,v)!
Specialné hrana tvaru (u,u) se nazyva orientovand smycka.

Fakt: Orientované grafy odpovidaji relacim, které nemusi byt symetrické. Mezi stejnou
dvojici vrcholi mohou tudiz existovat dvé hrany v obou smérech, nebo jen kterdkoliv
jedna z nich nebo zadn4.

Napriklad orientovand cesta délky n > 0 je nésledujicim grafem na n + 1 vrcholech

1 2 3 n n+1



a orientovand kruznice (také cyklus) délky n > 1 vypada takto:

4 3 2

Definice: Pocet hran zacCinajicich ve vrcholu u orientovaného grafu D nazveme
vystupnim stupném leS (u) a pocet hran koncicich v u nazveme vstupnim stupném dp(u).

Rzné modely grafu

Pii nazirani na graf jako matematicky objekt existuji dva zdsadné odlisné formalni
pohledy—tzv. sousednostni a incidencéni model. Nas vyklad dosud mlcky predpokladal
prvni ptistup a bude tomu tak i ve zbytku textu. Pfesto by pozorny c¢tenai mél mit
povédomi i o druhém incidenénim modelu grafu, ktery stavi hrany jako samostatné el-
ementy a misto relace sousednosti mezi dvojicemi vrcholu zavadi relaci incidence mezi
dvojici vrchol-hrana.

Ptrednosti sousednostniho modelu je jeho jednoduchost a piimocarost, kdezto
vyhodou incidenéniho modelu je moznost mluvit o tzv. multigrafech, ve kterych jsou
povoleny i ndsobné hrany, mix neorientovanych a orientovanych hran i tzv. smycky s
obéma konci v jednom vrcholu.

Definice: Multigraf je usporddand trojice M = (V,E,e), kde VN E =  a
e B — (‘2/) UV U(V x V) je incidencni zobrazend hran.

Komenta¥: Znaceni (‘2/) v definici reprezentuje neorientované hrany, V' neorientované smycky
a V x V orientované hrany a smycky. Smycky a paraleln{ hrany (oproti bézné hrané) lehce
ilustruje nasledujici obrazek:

Multigrafy a inciden¢ni model grafu zminujeme jen okrajové pro uplnost, nebudeme se
jimi déle nijak zabyvat. Faktem v8ak je, ze v pfipadé jednoduchych grafu neni mezi
sousednostnim a incidenénim modelem rozdil a nenf tfeba tuto formalitu viibec brat do
avahy. ..

leohy k reSeni

(1.4.1) Naleznéte ve vyse zakreslenych obrazcich orientovanych grafu vrcholy, v nichz zddna
hrana/sipka nezacind, a ty, v nichz zddnd hrana nekon¢i.

(1.4.2) Proc¢ u jednoduchych orientovanych grafii mluvime i o cyklech délky 1 a 2, kdezto u
jednoduchych neorientovanych grafu jen o kruznicich délky > 3



1.5 Implementace grafii

Méjme jednoduchy graf G' na n vrcholech a zna¢me vrcholy jednoduse ¢isly V(G) =
{0,1,...,n—1}. Pro pocitacovou implementaci grafu G se nabizeji dva zakladni zpusoby:

o Matici sousednosti, tj. dvourozmérnym polem g[] [, ve kterém g[i] [j]1=1 znamend
hranu mezi vrcholy i a j.

e Vyctem sousedii, tj. pouzitim opét dvourozmérné pole h[] [] a navic pole d[] stupnu
vrcholu. Zde prvky h[i]1[0],h[i]1[1],...,h[i][d[i]1-1] uddvaji seznam sousedu
vrcholu .

Poznamka: Déavejte si pozor na symetrii hran v implementaci! To znamend, ze pokud ulozite
hranu g[i] [j]=1, tak musite zaroven ulozit i hranu g[j] [i]=1, jinak se doc¢kate nepiijemnych
piekvapeni. Totéz se tyka i seznamu sousedi.

Komenta¥: Implementace matici sousednosti je hezkd svou jednoduchosti. Druhd moznost
se vSak mnohem lépe hodi pro grafy s malym poc¢tem hran, coz nastava ve vétsiné praktickych
aplikaci. (Navic je implementace vyétem sousedu vhodnd i pro multigrafy.) Ke grafum lze
do zvlastnich poli pridat také ohodnoceni vrcholil a hran libovolnymi ¢isly ¢i znackami. . .

Rozs§irujici studium

Rozsdhly matematicky tvod do teorie grafii je zahrnut v [3, Kapitola 4] a volné na néj
navazuji i dalsi ¢dsti naseho uc¢ebniho textu. Viele doporuc¢ujeme [3 jako dopliikovy studijni
zdroj vsem, kteri chtéji 1épe pochopit grafy z jejich matematické stranky.

Co se tyce detailu implementace grafi v programatorské praxi, najde ¢tenar asi nejlepsi
zdroje na internetu, treba http://en.wikipedia.org/wiki/Graph_(data_structure)
nebo |http://www.mozart-oz.org/mogul/doc/smiele/graph/ a mnoho jinych stranek...
Hezké, ale ponékud pokrocilé pojednéni o grafovych algoritmech lze volné nalézt také v [4.
Specialné co se tyée praktického zjistovani isomorfismu grafii a dalsich podobnych grafovych
pocitacovych tloh, nejlépe je se podivat nahttp://cs.anu.edu.au/~bdm/nauty/. V nasem
textu se sice na okraj matematické teorie dotkneme mnoha zajimavych grafovych algoritmui,
ale jiz je zcela abstrahujeme od otazek praktické implementace.

Studenti MU si také mohou vyzkouset mnozstvi , online“ zakladnich piikladi o grafech
(na isomorfismus, stupné vrcholii, bézné viastnosti grafi, atd.) ve formé odpovédniku v IS pod
uc¢ebnimi materialy predmétu MAQ10 na FI MU od roku 2007. Nékomu sice muze pripadat
zbytecné travit cas mechanickym fesenim takovych zdkladnich (a nudnych?) prikladu, ale
autor toto povazuje za velmi prinosné zejména s ohledem na ziskani potiebného nadhledu
nad grafy a , citu® pro reseni slozitéjsich grafovych tloh v budoucnu.

1.6 Cviceni: Zakladni grafové otazky

Nez prikro¢ime k jednoduchému procviceni tloh vztahujicich se k fundamentalnim
pojmum uvodni lekce, nastinime zakladni motivaci pro zavedeni a pouziti grafu pii
popisu a feSeni problému v bézném zZivoté.

Priklad 1.11. Ukéazky nékterych problémi ze zZivota popsatelnych grafy.
Podotykame, zZe tyto ukdzky jsou casto velmi zjednodusené (pro jejich lepsi
pristupnost sirokému okruhu ¢tendrt), ale to neubird jejich motivacnimu potencidlu.

e Vyjadieni mezilidskych vztaht — ,maji se radi“, ,kamaradi se“, ,nesnesou jeden
druhého*, apod:
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Zde jednotlivé osoby tvoii vrcholy grafu a vztahy jsou hranami (Casto neoriento-
vané, ale i orientace je pripustnd). VSimnéme si coby zajimavosti, jak tento model
prirozené preferuje ,parovy“ pohled na vztahy — hrany prece spojuji jen dvojice vr-
cholu. Trebaze napiiklad vztah ,kamaradi se“ muze byt obecné platny pro vétsi
skupinky lidi nez dvojice, stejné se obvykle vyjadiuje klikou v grafu (kazdi dva v
nasem druzstvu jsou dobii kamaradi. .. ). Tato obecné pojimand tendence vyjadirovat

univerzalniho vyjadfovaciho prostifedku v podobnych pripadech.

Na druhou stranu i teorie grafu disponuje pojmem tzv. hypergrafu umoziujiciho
pouziti hran libovolné arity (po¢tu koncovych vrcholu), ale rozsah vyskytu hyper-
grafu v teorii i aplikacich je oproti grafum vskutku zanedbatelny.

e Vyjadreni zavislosti mezi objekty nebo procesy:

Predstavme si situace, ve kterych jednotlivé entity (modelované jako vrcholy) zavisi
na vystupech jinych entit a naopak poskytuji vystupy dalsi entitam. Typickym
piikladem mohou byt zavislosti jednotlivych kroku vyrobniho nebo rozhodovaciho
procesu. Ty pak vedou k definici orientovaného grafu na dané mnoziné vrcholt/entit.
Vsimnéme si, ze zavislosti ¢asto byvaji ¢asového charakteru (pficemz smér zdvislosti
je implicitné jasny) a pak je nezbytnou dopliikovou podminkou vylouceni vyskytu
orientovanych cyklu v modelovém grafu. Na druhou stranu existuji i situace, kdy
cyklické zavislosti jsou dovoleny a maji svuj vyznam.

Pro jesté jednu ukazku zavislosti z bézného zivota informatika se podivame na spravu
balicku softwaru napiiklad v Linuxovyxh distribucich. V tom piipadé jsou jednotlivé
balicky vrcholy grafu, jejich vyzadované zavislosti popisuji odchozi hrany a jejich
poskytované vlastnosti jsou prichozimi hranami grafu zavislosti. Korektni instalace
zvoleného balicku pak fesi problém zahrnuti vSech dalsich vrcholt ,dosazitelnych® ze
zvoleného. Vse je navic komplikovdano spravou verzi balicku, ale to uz je mimo ramec
naseho tvodniho slova.

e Modelovéani technickych ¢ dopravnich siti grafy:

V takovych piipadech byvaji vrcholy grafu jednotliva technicka zafizeni jako tieba
rozvodny, routery, kiizovatky a podobné, kdezto hrany jsou tvoreny spojnicemi/ve-
denfm mezi vrcholy. Casto se zde setkdvéme s orientovanymi grafy a obecné multi-
grafy. K této probematice se blize vyjadruji nasledujici Lekce 3 a 4.

e Vizualizace vztahu a zavislosti pro lidského pozorovatele:

Nejen pii feSeni cviénych prikladu v nasi ucebnici, ale i v mnoha redlnych aplikacich
vyuzivajicich grafy jako modely, je velmi potiebné tyto grafy vizualizovat (tj. hezky
nakreslit) pro lidského pozorovatele. Jedna se obecné o pomérné obtizny tikol, ktery
presahuje moznosti naseho textu, ale okrajové se o této obsahlé problematice zminime
také v pozdéjsi Lekcei 8.

O

Nyni nastdvéa ¢as k procviceni jednotlivych pojmu zavedenych v lekei. Zaéneme od
toho skutecné jednoduchého.

Priklad 1.12. Existuje graf s posloupnosti stupniu 1,1,3,3,3,4,4,4,6,6,6,77
Dané posloupnost je jiz setiidénad, jinak bychom ji nejprve vzestupné settidili. Podle

Veéty 1.4 budeme posloupnost upravovat, pricemz vzdy v fadku vypiSeme setiidénou
posloupnost pred odectenim a po odecteni (nesetiidénou).
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1,1,3,3,3.4,4,4,6,6,6,7 —  1,1,3,3,2.3,3,3,5,5,5
1,1,2,3,3,3,3,3,5,5,5  —  1,1,2,3.3,2,2,2.4,4
1,1,2,2,2,2,3,3,4,4 - 1,1,2,2,2.1,2,2,3
1,1,1,2,2,2,2,2.3 - 1,1,1,2,2,1,1,1

1,1,1,1,1,1,222  —  1,1,1,1,1,0,1

0,1,1,1,1,1,1 ziejmé tento graf existuje (3 samostatné hrany).

K posledni posloupnosti snadno nakreslime graf, proto i graf s puvodni posloupnosti
stupnu existuje. Zpétnym ptridavanim vrcholi pak muzeme sestrojit i jednu z moznych
podob puvodniho grafu (ktery zajisté neni jednozna¢né urceny!):

|

Velmi dilezitou soucédsti uciva prvni lekce je zjistovani isomorfismu jednoduchych
grafii. Jednoduché piiklady tohoto typu se vyskytly uz ve vykladu a dalsi jsou mezi

VVVVVV

specialnim oddile).
Priklad 1.13. Najdéte vsechny isomorfni dvojice grafu v nasledujicich obrazcich tr{

10-vrcholovych grafii. Isomorfni dvojice odpovidajicim zpusobem ocislujte, u neiso-
morfnich toto zdiivodnéte.

P LK

A B C

Postupujme systematicky: VSechny tii grafy maji po 10 vrcholech a vSechny vrcholy
stupnu 3. Takto jsme je tedy nijak nerozlisili. Podivejme se tfeba na trojuhelniky v nich
— opét si nepomiuizeme, nebot Zadny z nich trojihelniky neobsahuje. Co se tedy podivat
na obsazené kruznice C4? Graf C jich jasné obsahuje pét, graf A po chvili zkoumani
také, ale v grafu B najdeme i pii v&i snaze jen tii kruznice délky 4. (Obdobného rozdilu
si muzeme vsimnout, pokud se zaméiime na kruznice Cj, zkuste si to sami.)

Takze co z dosavadniho zkoumani plyne? Graf B nemtze byt isomorfni zddnému
z A,C. Nyni tedy zbyvé najit (oéekdvany) isomorfismus mezi grafy A a C. To se ndm
skutecné podaii pomérné snadno - staci ,,prohozenim® prostrednich dvou vrcholu u grafu
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A ziskat lepsi obrazek

A C

a odpovidajici bijekce je na pohled zrejma. (Doplite si ji spoleénym ocislovanim vrcholu
obou grafu.) O

Priklad 1.14. Jakd je nejdelsi kruznice a nejdelsi indukovand kruznice obsazena v
nasledujicim grafu? Zdiivodnéte.

Co se tyce nejdelsi kruznice, ta nemtuze byt z principu delsi nez pocet viech vrcholi,
tedy 10. Pfitom kruznici délky 10 v zadaném grafu snadno najdeme.

Co se tyce indukované kruznice, ta musi s vybranymi vrcholy podgrafu obsahovat i
vSechny hrany mezi nimi (a presto to musi stdle byt jen kruznice). To zfejmé zadnou
kruznici délky 10 splnéno neni. Nenajdeme dokonce ani takové kruznice délky 9 a 8,
nejdelsi pfi trose snahy najdeme indukovanou kruznici délky 7, jako tfeba na nasledujicim
obrazku:

Zavérem se zamysleme, pro¢ vlastné delsi indukovanou kruznici (nez 7) nelze v nasem
grafu nalézt. Pokud bychom, pro spor, nalezli indukovanou kruznici délky 8, tak by
musela pouzit jak ze spodniho, tak z horntho pétitihelniku po ¢tyfech vrcholech. (Nemuze
totiz uzit vSech 5 vrcholi z jednoho pétithelniku, nebot to by uz byla kruznici délky
jen 5.) Sami vSak snadnym pokusem zjistime, ze v takové kruznici budou jesté hrany
navic, tudiz nebude indukovana. O

Priklad 1.15. Kolik vzdajemné neisomorfnich jednoduchych grafi na 8 vrcholech

existuje s posloupnosti stupnu 1,1,2,2,2,2,2,27

Nejprve si uvédomme, ze kazdy graf musi obsahovat sudy pocet vrcholu lichych
stupnu, takze dva vrcholy stupné 1 musi byt ,u sebe®, neboli musi byt soucasti jedné
cesty. Mimo to jedinymi grafy se vS8emi stupni 2 jsou soubory kruznic, takze nase
pozadované grafy se skladaji z jedné cesty a zadné az nékolika kruznic.
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Pouzijeme-li k zépisu disjunktniho sjednoceni grafi symbol +, muzeme vSechny
moznosti systematicky vypsat: P, + C3 + C3, P + Cg, Py + C5, P3 + C4, Py + Cs,
P;. Existuje tedy pravé 6 pozadovanych grafu. O

[jlohy k reSeni

(1.6.1) Existuje graf s posloupnosti stupnu 1,1,1,3,3,3,4,4,47

(1.6.2) Existuje graf s posloupnosti stupnu 1,1,1,1,1,1,1,1,6,67

(1.6.3) Pro kterd prirozend x existuje graf s posloupnosti stupru 4,4,4,8,9,10, 10, 10,
11,12,12,12,13,z7

(1.6.4) Kolik existuje neisomorfnich grafii s 6 vrcholy, vSemi stupné 3?7 Nakreslete je.

Névod: Podivejte se misto téchto grafu na jejich dopliky — dejte hrany pravé tam, kde je
puvodni graf nemda. Tim vzniknou grafy se vSemi stupni 5 — 3 = 2.

(1.6.5) Kolik hran m4 graf s touto posloupnosti stupni?
A:1,1,2,2,3,3,4,4,4,4,5,6,7
B:1,1,2,2,2,2,4,4,4,5,6,7
C:1,1,2,2,2,3,3,4,4,4,5,6,7

(1.6.6) Najdéte a vyznacte isomorfismus mezi nédsledujicimi dvéma grafy na 7 vrcholech.

RS

(1.6.7) Vyznacte isomorfismus mezi nédsledujicimi dvéma grafy na 8 vrcholech:

R ——

(1.6.8) Vyznacte isomorfismus mezi nédsledujicimi dvéma grafy na 8 vrcholech:

S

(1.6.9) Kolik nejvice vrcholi muze obsahovat nezdvisld mnozina v nakreslenych grafech?
Tuto nejvétsi nezavislou mnozinu si v grafech vyznacte.

SR 2

Névod: Prekreslete si tyto (zdmérné nepiilis prehledné) obrazky na ,hezci“.
(1.6.10) Jakou nejvétsi kliku obsahuji grafy z Ulohy 1.6.97
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(1.6.11) Najdéte mezi ndsledujicimi grafy vSechny isomorfni dvojice a zdivodnéte svou

odpoveéd.

o,

(1.6.12) Najdéte mezi ndsledujicimi grafy vSechny isomorfni dvojice a zdivodnéte svou
odpovéd.. (Isomorfni dvojice stejné oéislujte, u neisomorfnich najdéte odlisnosti.)

A B

C

X

D

Névod: Pokud vam tieba jedno oc¢islovani pro isomorfismus nevyjde, musite zkouset dalsi a
dalsi a probrat tak vsechny moznosti.

(1.6.13) Jakd je nejdelsi kruznice a nejdelsi indukovand kruznice obsazend v grafech A a B

z Ulohy 1.6.127

(1.6.14) Najdete v nékterém z vyse uvedenych obrdzku kliku velikosti 47

(1.6.15) Vratte se zpét k piikladim a tilohdm z Oddilu 1.3 a zkuste, zda je se znalosti novych
metod jste schopni resit lépe a elegantnéji.

(1.6.16) Existuji dva neisomorfni graly s posloupnostmi stupnii

A: 3,3,3,3,3,3,
B: 2,2,3,3,
C: 2,3,3,3,37

U moznosti, kde dva neisomorfni grafy existuji, je nakreslete. Pokud neexistuji, pokuste

se to spravné zduvodnit.

*(1.6.17) Kolik podgrafu nédsledujiciho grafu je isomorfnich kruznici Cy?

*(1.6.18) Kolik podgrafii tiplného grafu Ky je isomorfnich kruznici Cy?

*(1.6.19) Najdéte rucné vsechny neisomorfni grafy se stupni 3,3,3,3,2,2,2.

Névod: Uvédomte si, ze vrcholy stupné 2 lze ,zanedbat® — nahradit hranami. Ve vysledku
pak zbudou 4 vrcholy stupnu 3, ale mezi nimi mohou byt ndsobné hrany nebo i smycky.

Kreslete si obrazky.

*(1.6.20) Kolik navzdjem neisomorfnich jednoduchych grafii Ize ziskat z grafu A v dloze 1.6.11

pridanim jedné hrany?

(1.6.21) Zorientujte hrany uplného grafu K7 tak, aby z kazdého vrcholu vychdzely nejvyse

3 sipky.

(1.6.22) Proc¢ v orientaci z tilohy 1.6.21 musi z kazdého vrcholu vychdzet pravé 3 Sipky?
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1.7 Apendix: Dalsi dlohy k isomorfismu

Procvicovani s (ne)isomorfismy grafti neni samoucelny dril, nybrz pomah4 studujicim
grafy a jejich vnitini strukturu lépe pochopit a ,uchopit®, také pomoci vhodné zvolenych
obrazku. Proto se tomuto specifickému typu 1loh budeme podrobné vénovat v tomto
dodatku ke cvi¢enim. Dodatek lze také v prvnim éteni textu vynechat (ale studenti
predmétu MA010 na FI MU budou muset u zkousek isomorfismus grafi velmi dobfe
ovlddat!).

Vsimejte si v dalsich piikladech, jak vyznamnou roli pii feSeni hraje nalezeni
vhodného nakresleni zkoumaného grafu!

Priklad 1.16. Dany jsou nasledujici ¢tyri jednoduché grafy na 12 vrcholech kazdy.

O 0
2 &

Vasim ukolem je mezi nimi najit vSechny isomorini dvojice a matematicky zduvodnit

svou odpovéd.

Zadané grafy si prekreslime napiiklad takto:

A B : C: D :

Jak jsme prisli zrovna na tato nakresleni? To nelze jednoduse vysvétlit, prosté si musime
nékolikrat kazdy graf zkousSet kreslit a predstavovat, az najdeme ten pravy pohled.
(Oveéfte si sami ocislovanim, Ze nové obréazky jsou isomorfni zadanym...Chce to jen
trochu cviku s kreslenim grafu.)

Ihned tak vidime, ze B ~ D. Pozor, nelze vSak nyni jen tak fici, ze obrazky A a
C vypadaji jinak a tudiz nejsou s B isomorfni! Musime najit jednoznaéné zduvodnéni

16



rozdilu mezi grafy. Grafy A i C' napiiklad oba obsahuji 6 kruznic délky 4 (vyznacte
je v obrazku), ale v A existuji vrcholy nélezejici zaroven do ti{ kruznic délky 4 (opét
vyznacte), kdezto v C kazdym vrcholem prochézeji pravé dvé kruznice délky 4. Proto
A # C. Déle zduvodnime v obrazku, ze B ~ D obsahuji celkem jen 4 kruznice délky 4,
atudiz A% BaC # B astejnés D.

Tim jsme hotovi, existuje pravé jedna isomorfni dvojice B ~ D. O

Priklad 1.17. Kolik navzdjem neisomorfnich jednoduchych grafu lze ziskat z
nasledujiciho grafu vlevo pridanim jedné hrany?

1 2

Prvnim krokem k feseni prikladu jako tento je nalézt ,co nejlepsi“ obrazek naseho
grafu. V tomto pripadé nalezneme isomorfni obrézek vpravo. (Jak, to lze jen tézko al-
goritmicky popsat, je k tomu potteba zkusenost s grafy a predstavivost. .. )

Nyni vidime, ze vSechny vrcholy naseho grafu jsou si navzajem symetrické, takze staci
uvazovat pridani hrany z jednoho z nich, tfeba z 1. Necht G5 je graf vznikly ptiddnim
hrany {1,3}, G4 pfidanim hrany {1,4} a G5 pfiddnim hrany {1, 5}. Pak zddné dva z nich
nejsou isomorfni, nebot G3 obsahuje 2 trojihelniky, G5 obsahuje 1 trojiihelnik a G4 nem4
zadny trojihelnik. Naopak priddnim hrany {1,6} vznikne graf isomorfni G4, piiddnim
hrany {1,7} vznikne graf isomorfn{ G5 a pridanim hrany {1,9} vznikne graf isomorfni
G3. (Kterému z nasich tif grafu jsou tyto nové grafy isomorfni snadno odhadneme opét
podle poétu trojihelniku v nich, isomorfismus pak uz najdeme standardnim pfistupem.)

TakZe odpoved je 3 vzajemné neisomorfni grafy. O
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Priklad 1.18. Dany jsou nasledujici ¢tyri jednoduché grafy na 12 vrcholech kazdy.

7 G
& 85

Vasim tkolem je mezi nimi najit vSechny isomorfni dvojice a zduvodnit svou
odpovéd.

Zadané grafy si opét (po par pokusech) pékné nézorné prekreslime, napiiklad takto
(procvicte si sami vyznaceni isomorfismu mezi obrazky nahote a dole):

§0.00 58,0

Nyni je jasné, ze B ~ D. Zéaroven jsou naSe nové obrazky natolik ,pruzracné“, ze v
nich snadno muzeme spocitat pocty kruznic délek 4: A, B i D jich obsahuji 6, kdezto
C' je obsahuje jen 4 (vidite pro¢?). Proto C neni s zadnym dalsim isomorfni. Navic A
obsahuje vrchol incidentni se tfema kruznicema délky 4 (vyznaceny v obrazku vlevo),
kdezto zddny takovy vrchol v B ani D ziejmé neexistuje. Tudiz A 2 B a C % B a stejné
s D. Tim jsme hotovi, existuje pravé jedna isomorfni dvojice B ~ D. O
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Priklad 1.19. Vasim ikolem je zjistit, kolik vzajemné neisomorfnich grafii miize
vzniknout z nésledujiciho grafu vlevo pridanim jednoho nového vrcholu = a (jediné)
hrany z x do nékterého ptivodniho vrcholu. Svou odpovéd aspori strucéné zdiivodnéte.

7 6

10 3

—

2

Nejprve si uvédomime, ze operace pridani nového vrcholu x mé vlastné jen jediny
ucinek v nasem prikladé — ,,ozna¢i* sousedni vrchol toho x. Po ptrekladu tedy je uikolem
nalézt, kolik vzdjemné nesymetrickych vrcholi nas graf mé. V mirné prekresleném
obrazku téhoz grafu vpravo vidime automorfismus, tj. isomorfismus grafu sama na sebe,
ystredovou symetrii“. Z toho plynou symetrie mezi vrcholy 1 ~ 7,2 ~ 6, 3 ~ 10, 4 ~ 9,
5~ 8.

Nyni je tieba zduvodnit, pro¢ dalsi dvojice symetrickych vrcholu nejsou, neboli proc¢
napiiklad neexistuje automorfismus naseho grafu mapujici 1 na 2. To plyne tieba z faktu,
ze 1 sousedi s jednim trojuhelnikem grafu a 2 sousedi se dvéma. Navic 3,4,5 piimo v
trojuhelniku jsou, takze s 1,2 nemohou byt symetrické. 3 neni symetrické s 4, nebot 3
lezi ve 4-cyklu a 4 ne. Nakonec 5 neni symetrické s 3 ani 4, protoze 5 je sousedem 1,
kdezto 3,4 jsou sousedé 2 ~ 6, mezi kterymi jsme jiz rozlisili.

Takze odpoved je 5 vzajemné neisomorfnich grafi. |

Ijlohy k reSeni

(1.7.1) Existuji dva neisomorini jednoduché grafy se stejnou posloupnosti stupnii
A: 2,2,2,3,3,
B: 2,3,3,3,3,
C: 2,2,2,1,17
U moznosti, kde dva neisomorfni grafy existuji, je nakreslete. U zbylé moznosti pak
spravné zdiuvodnéte, pro¢ dva takové neisomorfni grafy neexistuji.

(1.7.2) Existuji dva neisomorfni jednoduché grafy se stejnou posloupnosti stupiit

A: 22222
B: 1,1,3,3,3,3 7
*(1.7.3) Najdéte mezi ndsledujicimi grafy vsechny isomorfni dvojice a zduvodnéte svou
odpovéd.
q
q
A B C D

*(1.7.4) Kolik navzdjem neisomortnich jednoduchych grafii Ize ziskat z grafu B v tloze 1.7.3
pridanim jedné hrany?
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Cast 11
Zakladni Poznatky a Vyuziti Grafu

Znajice jiz docela dobre, co to vlastné je ten , graf“, podivame se nyni ve ¢tyrech lekcich
na nékolik okruht grafovych pojmu a tloh, se kterymi se asi nejcastéji setkavame v ap-
likacich vazanych k informatice.

2  Souvislost grafa

Uvod

Pokud mdme graf, ktery modeluje néjaka spojeni ¢i sit, pfirozené nés zajima, jakou mame
moznost se dostat odnékud nékam v tomto grafu. To ma mnozstvi praktickych motivaci —
napriklad pocitacové, dopravni, telefonni ¢i potrubni sité. Je pochopitelné, ze v takovych
sitich chceme mit moznost se dostat z kazdého mista do kazdého jiného.

Grafum s takovou vlastnosti fikdme souvislé. (Abychom si ujasnili terminologii, kdyz
mluvime o souvislosti, nejedna se o zadné , hledani souvislosti grafu s néc¢im jinym¢, ale o
moznost prochazeni mezi vrcholy jednoho grafu po jeho hranach. Pri vyjadrovani o grafech
ale ucité nepouzivejme slovo ,spojité“!) Pro ukdzku se podivejme na ndsledujici obrazky tri
grafii:

Poznéte, ktery z nich je nesouvisly? Vsechny tii vypadaji ,,spojené®, ale podivejte se dukladné
na ten prostiedni— v ném neni zadné propojeni mezi vrchnim a spodnim vrcholem po hranach
(kfizeni se nepocitaji).

Potrebnou dovednosti je umét cely souvisly graf algoritmicky prochazet. Zde si uvedeme
obecnou kostru algoritmu pro prochazeni grafu a zminime nékteré konkrétni variace tohoto
algoritmu. (Zndte néjaky algoritmus pro prochdzeni bludisté? V grafech je to v obecnosti
podobné. .. ) Také se zminime o vyssich stupnich souvislosti oby¢ejného grafu, jako treba o
zalohovani spojeni v sitich pro pripady vypadku, a o jiném pojeti souvislosti v orientovanych
grafech. Zaver je pak vénovan uzitecné hricce o ,, sedmi mostech®, ¢ili kresleni jednim tahem.

Cile

Tato lekce definuje a vysvétluje pojmy souvislosti a komponent grafu. Zminény jsou i
vyssi stupné souvislosti a silna souvislost orientovanych grafi. V nepodledni radé je ukdzano,
jak se souvislosti grafu pracovat a jak také algoritmicky prochazet graf po jeho hranach.

2.1 Spojeni vrcholi, komponenty

Nejprve bychom si méli presné ujasnit, jak se pohybujeme grafem, tedy co je vlastné
prochéazkou v grafu. Tento pojem by mél postihnout zakladni véc, ze v grafu prochazime
hranami vzdy z vrcholu do sousedniho vrcholu, a pfitom ponechat dostatek volnosti pro
vraceni se a zacykleni prochazek.

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholu a hran
(007 617 Ula 627 UQ7 MR} en7 Un) 9

ve které vzdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1, v;.
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Komentaf: Sled je vlastné prochazka po hranéch grafu z v do v. Prikladem sledu muze byt
pruchod IP paketu internetem (véetné cykleni).

Lema 2.1. Mé&jme relaci ~ na mnoziné vrcholi V (G) libovolného grafu G takovou, Ze
pro dva vrcholy u ~ v prdavé kdyz existuje v G sled zacinajici v u a koncici ve v. Pak ~
je relact ekvivalence.

Dikaz. Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sdm se sebou sledem
délky 0. Symetrickd je také, protoze sled z u do v snadno obratime na sled z v do wu.
Stejné tak je ~ tranzitivni, protoze dva sledy muzeme na sebe navazat v jeden. O

Definice: Ttidy ekvivalence vySe popsané (Lema 2.1) relace ~ na V(G) se nazyvaji
komponenty souvislosti grafu G.

Jinak se taky komponentami souvislosti mysli podgrafy indukované na téchto tridach
ekvivalence.

Komenta¥: Podivejte se, kolik komponent souvislosti mé tento graf:

Vidite v obrazku vsSechny tii komponenty? Jedna z nich je izolovanym vrcholem, druha
hranou (tj. grafem isomorfnim K5) a tteti je to zbyvajici.

Pripomenme si, ze cesta v grafu je vlastné sledem bez opakovani vrcholu. Prirozené
pak vyplyva nasledujici poznatek.

Véta 2.2. Pokud mezi dvéma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje cesta.

Dikaz. Necht (u = vg,e1,v1,...,en, v, = v) je sled délky n mezi vrcholy u a v v G.
Zacneme budovat novy sled W z vrcholu wg = u, ktery uz bude cestou:

Predpokladejme, ze novy sled uz ma pocatek (wo,e1,wy,...,w;) = W (na zacitku

i =0, tj. jen (wo) bez hran), kde w; = v; pro nékteré j € {0,1,...,n}.

— Najdeme nejvétsi index & > j takovy, Ze vy = v; = w;, a sled W pokracujeme krokem
( cee Wi =V = Vg €fpp1, Wigl = Uk+1).

— Zbyva dokazat, ze novy vrchol w;;1 = v se ve sledu W neopakuje. Pokud by tomu

ale tak bylo w; = w1, I < 4, pak bychom na vrchol w;y; ,preskocili“ uz diive z

vrcholu wy, spor.

— Konstrukece je hotova, kdyz w; = v. .

Komentaf: Ackoliv uvedeny dukaz vypada slozité, je to jen jeho formalnim zépisem. Ve
skutecnosti se v dukaze nedéje nic jiného, nez ze se puvodni sled zkracuje o opakované
vrcholy, az nakonec zakonité vznikne cesta. Jeho vyhodou je konstruktivnost — vidime, jak
cestu ziskat.

Dukaz kratsi, ale nekonstruktivni, pro Vétu 2.2:

Ze vsech sledit mezi vrcholy v a v v G vybereme sled W' s nejmensi délkou. Je snadno
vidét, ze pokud W zopakuje néktery vrchol grafu G, muzeme W jesté zkratit, a to je
spor s predpokladem. Proto je W cestou v G. O
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Zakladni souvislost grafu

VVVVVV

Definice 2.3. Graf G je souvisly
pokud je G tvotreny nejvyse jednou komponentou souvislosti, tj. pokud kazdé dva vrcholy
G jsou spojené cestou (dle Véty 2.2).

Poznamka: Prazdny graf je souvisly a ma 0 komponent.

Ijlohy k reSeni
(2.1.1) Ktery z téchto dvou grafu je souvisly?

S L2

(2.1.2) Kolik komponent souvislosti m4 tento graf?

2.2 Prohledavani grafu

Kdyz se lidé divaji na grafy, obvykle je vnimaji jako obrazky a jejich pohled je
jakoby globdlni. Pokud je vsSak graf zpracovavan v pocitac¢i (a obzvldsté pokud se
jedna o skutecné velky graf), tento globalni pohled neméame k dispozici a graf musime
prohledavat lokalné. 7 toho duvodu se potiebujeme sezndmit, jako vibec s prvinim
grafovym algoritmem, s obecnym postupem lokalniho prohledavani grafu. Tento algo-
ritmus neni slozity a viceméné zobecnuje dobfe zndmy postup prochézeni vsech cest v
bludisti.

Pro vytvoreni co nejobecnéjstho schématu algoritmu pro prochdzeni grafu vysta¢ime
s nasledujicimi datovymi stavy a pomocnou strukturou:

e Vrchol: mé stavy ...

— inicia¢ni — dostane na zacatku,

— nalezeny — poté, co jsme jej pres nékterou hranu nalezli (a odlozili ke zpracovéni),
— zpracovany — poté, co jsme uz probrali vSechny hrany z néj vychazejici.

— (Pripadné jesté stav ,post-zpracovany®, po dokonceni vSech nésledniku.)

e Hrana: ma stavy ...

— inicia¢ni — dostane na zacatku,
— zpracovand — poté, co uz byla probrana od jednoho ze svych vrcholu.

e Uschovna: je pomocna datové struktura (mnozina),
— udrzuje odlozené, tj. nalezené a jesté nezpracované vrcholy.

Zpusob, kterym se vybiraji vrcholy z dschovny ke zpracovani, urcuje variantu algoritmu
prochéazeni grafu. Zde pro vétsi obecnost dokonce v ischovné udrzujeme vrcholy spolu s
prichozimi hranami. V prohledavanych vrcholech a hranach se pak provadéji konkrétni
programové akce pro prohledani a zpracovani naseho grafu.
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Algoritmus 2.4. Generické prochdzeni souvislé komponenty G grafu
Algoritmus projde a zpracuje kaZdou hranu a vrchol souvislého grafu G. Konkrétni
uZivatelské programové akce potiebné ke zpracovdni grafu jsou provedeny v pomocnych
funkcich ZPRACUJ() .

vstup < graf G;
stav (vSechny vrcholy a hrany G) < iniciacni;
dschovna U = {(0,vo)}, pro libovolny vrchol vy grafu G;
strom prohledavani T = ();
while (U je neprdzdna) {
zvolit (e,v) € U;
U=1U\{(e,n)};
if (e# () ZPRACUJ(e);
if (stav(v) # zpracovany) {
foreach (f hrana vychdzejici z v) {
w = opacny vrchol hrany f = vw;
if (stav(w) # zpracovany) (%)
U=UU{{E,w};
}
ZPRACUJ (V) ;
stav(v) = zpracovany;
T =T U{e,v};

}
// pripadny prechod na dalsi komponentu G’. ..
G je zpracovany;

K pruchodu nesouvislého grafu dochdzi po jednotlivijich komponentdch, po projiti jedné
komponenty algoritmem se libovolné prejde na vrchol dalsi komponenty. V kazdé souvislé
komponenté je automaticky vytvoren tzv. strom prohleddvini T (DFS ¢i BFS, apod)
magici vyznam pro néekteré dalsi aplikace prohleddvani.

Podminka (x) je dodateénd a zajistuje zpracovdni kaZdé hrany jen v jednom sméru (coz je
prirozené pro neorientované grafy). Pokud (x) vypustime, bude kazdd hrana zpracovdna
v obou smeérech.

Komenta¥: Konkrétni postup algoritmu prochazeni bude ilustrovan ve Cviceni 2.5.

Algoritmus 2.5. Nékteré implementace prochdzeni grafu;
tj. konkrétné implementace kroku ,,zvolit (e,v) € U“ tschovny U.

v/

e Prochdzeni ,do $irky“, BFS — tischovna U je implementovana jako fronta, neboli je
voleno (e,v) € U od prvnich vlozenych do tschovny.

e Prochdzeni ,do hloubky®, DFS —tschovna U je implementovand jako zasobnik, neboli
je voleno (e,v) € U od poslednich vlozenych do dschovny.

e Dijkstriv algoritmus pro nejkratsi cestu — z ischovny vybirame vzdy vrchol nejblizsi
k pocatecnimu vg. (Toto je dost podobné prohledavéani do sitky, ale obecnéjsi i pro
piipady, kdy hrany nejsou ,stejné dlouhé®.)

Tento algoritmus bude popsan v piisti lekci, v Dusledku 3.4 a v Algoritmu 3.12.
Komenta¥: Algoritmus 2.4 podava velmi obecné schéma a &tenaf si povSimne, ze v
jednotlivych praktickych piipadech BFS, DFS a jinych lze vysledny algoritmus znacné
zjednodusit: typicky tim, ze tdschovna bude udrzovat pouze vrcholy v misto dvojic (e,v),
coz tieba zabrani opakovéni téhoz vrcholu v U a uspoii pracovni pamét.
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2.3 Vyssi irovné souvislosti

V sitovych aplikacich nds ¢asto zajimd nejen, jestli se za normdlnich podminek muZeme
pohybovat mezi vrcholy/uzly, ale také, jaké spojeni muzeme nalézt v piipadé lokalnich
vypadku (odolnost a redundance). Toto lze teoreticky podchytit zkouméanim ,vyssich®
stupnt souvislosti grafu.

Definice: Graf G je hranové k-souvisly, k > 1, pokud i po odebrani libovolnych nejvyse
k — 1 hran z G zustane vysledny graf souvisly.

Definice: Graf G je vrcholové k-souvisly, k > 1, pokud i po odebrani libovolnych nejvyse
k — 1 vrcholu z GG zustane vysledny graf souvisly.
Specidlné uplny graf K, je (definiéné) vrcholové (n — 1)-souvisly.

Pokud mluvime jen o k-souvislém grafu, mame (obvykle) na mysli vrcholové k-souvisly
graf. 1-souvisly graf je pouhé synonymum pro souvisly.

Komentaf¥: Strucné feceno, vysokd hranova souvislost znamend vysoky stupen odolnosti sité
proti vypadkiim spojeni-hran, neboli sit ziistane stile dosazitelnd, i kdy#z libovolnych k — 1
spojeni bude preruseno. Vysokd vrcholova souvislost je mnohem silnéjsim pojmem, znamena
totiz, ze sif zlstane dosazitelnd i po vypadku libovolnych & — 1 uzli-vrcholi (samoziejmé
mimo téch vypadlych uzli).

Na ilustracnim obréazku ma prvni graf vrcholovou souvislost 4 a snadno vidime, ze po
odebrani tii vrcholi ¢ hran zustava souvisly. Z druhého grafu bychom museli odebrat
nejméné 3 hrany, aby se stal nesouvislym, a proto je jeho hranova souvislost 3. Na druhou
stranu vSak staci odebrat 2 vrcholy, aby mezi jeho levym a pravym krajnim vrcholem zadné
spojeni nezustalo. (Vidite, které dva?) A jak je tomu u tietiho grafu?

Fakt: Pokud je graf k-souvisly, pak je také (k — 1)-souvisly.

Vrcholové 2-souvislé grafy maji nasledujici jednoduchou konstruktivni chrakterizaci,
kterd se vam muze hodit naptiklad pii pochopeni a dokazovani vlastnosti 2-souvislych
grafu.

Véta 2.6. Libovolny obycejnyg graf je 2-souvisly, prdvé kdyz jej lze vytvorit z kruznice
L priddvanim usi“; tj. iteraci operace, kdy libovolné dva stdvajici vrcholy grafu jsou spo-
jeny novou cestou libovolné délky (ale ne paralelni hranou).

Komenta¥: Ilustraci tohoto hezkého tvrzeni jsou tieba nasledujici obrazky.. .

Dikaz: V jednom sméru snadno nahlédneme, ze graf G vznikly z kruznice pridavanim
usi je 2-souvisly.
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V druhém sméru zvolime maximdlni 2-souvisly podgraf G’ v G, ktery lze sestrojit
z néjaké kruznice pridavanim usi. G’ je neprazdny, nebot 2-souvisly G obsahuje aspon
kruznici. Pokud V(G') = V(G), pak lze jako usi priddvat vSechny zbylé hrany G, tudiz
z maximality plyne G’ = G. Takze existuje vrchol z € V(G) \ V(G'). Pak lze dokézat,
7e z x vedou dvé vnitiné disjunktni cesty do ruznych dvou vrcholu G’, které tvori dalsi
ucho pridané k G’. (Existence téchto dvou cest plyne tieba z Véty 2.7, ale elementérn{
kratky argument zatim v této lekci nemdme.) Opét mame spor s maximalitou G’, tudiz
opét G' = G. a

Mengerova véta

Dukaz nésledujiciho dulezitého vysledku by nebyl jednoduchy pii pouziti stavajicich
znalosti, proto jej ponechame na pozdéjsi Lekci 4, Dusledek 4.14.

Véta 2.7. Graf G je hranové k-souvisly pravé kdyz mezi libovolngmi dvéma vrcholy lze
vést aspon k hranove-disjunkinich cest (vrcholy mohou byt sdilené).

Graf G je vrcholové k-souvisly prdavé kdyz mezi libovolnymi dvéma vrcholy lze vést aspon
k disjunktnich cest (ruzngch aZ na ty dva spojované vrcholy).

Komenta¥: Véta nam vlastné iikd, ze stupen souvislosti grafu se prirozené rovna stupni
redundance spojeni vrcholi. Na vyse uvedeném obrazku mezi kazdymi dvéma vrcholy prvniho
grafu muzeme vést az 4 disjunktni cesty. U druhého grafu tieba mezi levym a pravym
koncem lze vést jen 2 (vrcholové) disjunktni cesty, ale mezi kazdymi dvéma vrcholy lze vést
3 hranové-disjunktni cesty.

V duchu pfedchozi Mengerovy véty pokracujeme s nasledujicimi poznatky.

Véta 2.8. Necht G je vrcholové 2-souvisly graf. Pak kaZdé dvé hrany v G leZi na spoleéné
kruznici.

Dikaz: Necht e, f € E(G). Sestrojime graf G’ podrozdélenim obou hran e, f novymi
vrcholy ve, vy. Je ziejmé, ze i G’ je vrcholové 2-souvisly graf, takze podle Véty 2.7 existuji
v G’ dveé disjunktni cesty spojujici v, s vy, tvofici spolu kruznici C’. Nakonec C” indukuje
v G kruznici C' prochéazejici e i f. O

Rozsitenim predchozi tvahy lze dokonce dokazat:

Véta 2.9. Necht G je vrcholové k-souvisly graf, k > 1. Pak pro kaZdé dvé disjunktni
mnoziny U1,Us C V(G), |Ui| = |U2| = k v G existuje k po dvou disjunktnich cest z
vrcholu Uy do vrcholu Us.

Ijlohy k reSeni
(2.3.1) Jaky stupen souvislosti méa 1iplny bipartitni graf K, ,?

(2.3.2) Kolik nejméné vrcholi mimo x,y musime vypustit z nakresleného grafu, aby v ném
nezbyla zadna cesta mezi vrcholy x a y? Zdivodnéte.

X

Y
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(2.3.3) Sestrojte graf K; ,, priddvanim usi.

(2.3.4) Kolik nejméné hran musite pridat k cesté délky 7, aby vznikl vrcholové 2-souvisly
graf?

(2.3.5) Kolik nejvice hran muze mit nesouvisly graf na n vrcholech?

*(2.8.6) Dokazte sami toto tvrzeni: Kazdy 2-souvisly graf G na alespoti ¢tyiech vrcholech,
ktery ma vSechny stupné ostie vétsi nez 2, obsahuje hranu e takovou, ze G — e je 2-
souvisly.

2.4 Souvislost v orientovanych grafech

Trebaze orientované grafy jsou jen okrajovou soucasti v naSem vykladu latky, po-
jem orientované (silné) souvislosti je natolik fundamentélné odlisny (coz je dané
jeho ,smeérovosti“), ze si zaslouzi podrobny samostatny oddil. Za¢neme analogicky
Oddilu 2.1.

Definice: Orientovanym sledem délky n v orientovaném grafu D rozumime stiidavou
posloupnost vrcholt a orientovanych hran

UO; 617?}17 627?}27 e 7enavn 9
ve které vzdy hrana e; mifi z vrcholu v;_1 do vrcholu v;.

Véta 2.10. Pokud mezi dvéema vrcholy grafu D existuje orientovany sled, pak mezi nimsi
existuje orientovand cesta.

Pohledy na orientovanou souvislost

Prvnim moznym pohledem na souvislost orientovanych grafu je prosté pozadovat
tradi¢ni grafovou souvislost po ,zapomenuti* sméru Sipek. Toto se nazyva slabd sou-
vislost, avSak nemd valného vyznamu, nebot pro¢ bychom uvazovali orientované grafy a
zaroven zapominali smér jejich hran? Jiny piistup je nasledovny:

Definice: Orientovany graf D je dosazitelny smérem ven, pokud v ném existuje vrchol
v € V(D) takovy, ze kazdy vrchol z € V(D) je dosazitelny orientovanym sledem z v.

Komenta¥: Podrobnym zkoumanim ndsledujictho obrazku zjistime, ze tento graf neni
dosazitelny smérem ven, nebot chybi moznost dosdhnout vrchol b tiplné vpravo. Na druhou
stranu po vypusténi b je zbyly graf dosazitelny ven z vrcholu a vlevo.

Nakonec ,symetrizaci* pristupu dosazitelnosti se dobereme definici tzv. silné souvis-
losti, ktera je nejéastéji zminovana u orientovanych grafu.

Lema 2.11. Necht = je bindrni relace na vrcholové mnoziné V(D) orientovaného grafu
G takovd, Ze u = v prdvé kdyz existuje dvojice orientovanych sledi — jeden z u do v a
druhy z v do uw v grafu D. Pak = je relace ekvivalence.
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Definice 2.12. Silné komponenty orientovaného grafu D
jsou tridy ekvivalance relace ~ z Lematu 2.11. Orientovany graf D je silné souvisly
pokud ma nejvyse jednu silnou komponentu.

Komenta¥: Pro ilustraci si uvedem nasledujici priklad orientovaného grafu vlevo, jenz ma
¢tyti vyznacené silné komponenty.

Vpravo zaroven uvadime pro ilustraci obrazek kondenzace silnych komponent tohoto grafu,
viz nasledujici definice.

Kondenzace orientovaného grafu

Definice: Orientovany graf, jehoz vrcholy jsou tvoreny jednotlivymi silnymi kompo-
nentami orientovaného grafu D a Sipky vedou pravé mezi témi dvojicemi ruznych kom-
ponent, mezi kterymi vedou hrany v D, nazveme kondenzaci grafu D.

Definice: Orientovany graf D je acyklicky, pokud neobsahuje jako podgraf orientovanou
kruznici.

Tvrzeni 2.13. Kondenzace kazdého orientovaného grafu je acyklicky orientovany graf.

Dikaz sporem: Necht Z je kondenzace orientovaného grafu D. Pokud C je orientovand
kruznice v Z, tak podle definice silnych komponent ji odpovida orientovana kruznice
C’ v puvodnim D. To je vSak ve sporu, nebof C’ by musela byt soucdsti jedné silné
komponenty a Z podle definice neobsahuje smycky. O

Ijlohy k reSeni
2.4.1) V neorientovaném grafu plati, ze kazda hrana nalezi pravé jedné komponenté sou-
( grafu plati, prave j p
vislosti. Lze totéz dokdzat pro orientované grafy?
(2.4.2) Jak vypadd v orientovaném grafu silng komponenta o dvou vrcholech?
(2.4.3) Kdy je v orientovaném grafu sam vrchol silnou komponentou?

(2.4.4) Dokazte nédsledujici: Orientovany graf bez smycek je acyklicky, pravé kdyz jeho silné
komponenty jsou jednotlivé vrcholy.

2.5 Jednim tahem: Eulerovské grafy

Pravdépodobné nejstarsi zaznamenany vysledek teorie grafu pochézi od Leonarda Eulera
— jednd se o problém slavnych 7 mostu v Krélovei / Kénigsbergu / dnesnim Kaliningradé.
Tuto ¢ést, ¢i spiSe matematickou hiicku, o kresleni grafu ,,jednim tahem* tak zafazujeme
na zavér predevsim z historickych divodi. M4 vsak i nékteré zajimavé dusledky v jinych
oblastech graft, jak uvidime ve cviénych piikladech.
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Komentar:

O jaky problém se tehdy jednalo? Méststi radni chtéli védét, zda mohou suchou nohou prejit
po kazdém ze sedmi vyznacenych mostu pravé jednou. Rozbor tohoto problému vede k
nasledujici definici a odpovédi.

Definice: Tuh je sled v grafu bez opakovani hran.
Uzavreny tah je tahem, ktery konéi ve vrcholu, ve kterém zacal. Otevreny tah je tahem,
ktery konci v jiném vrcholu, nez ve kterém zacal.

Komenta¥: Meéjme nasledujici piiklad grafu vlevo, jehoz nakresleni jednim tahem je
vyznaceno vpravo.

Onen slavny vysledek teorie grafi od Leonharda Eulera poté zni:

Véta 2.14. Graf G lze nakreslit jednim uzavienym tahem prdvé kdyz G je souvisly a
vsechny vrcholy v G jsou sudého stupné.

Dausledek 2.15. Graf G lze nakreslit jednim otevienym tahem prdvé kdyz G je souwvisly
a vsechny vrcholy v G aZ na dva jsou sudého stupné.

Dukaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jednim uzavienym
tahem, tak je zfejmé souvisly a navic m4a kazdy stupen sudy, nebot uzavieny tah kazdym
pruchodem vrcholem ,ubere“ dvé hrany.

Naopak zvolime mezi vSemi uzavienymi tahy 7' v G ten (jeden z) nejdelsi. Tvrdime,
ze T obsahuje vsechny hrany grafu G.

— Pro spor vezméme graf G’ = G—E(T), o kterém predpokladejme, Ze je neprazdny. Je-
likoz G’ m4 taktéz vSechny stupné sudé, je (z indukéniho predpokladu) libovolnd jeho
hranové-neprazdna komponenta C' C G’ nakreslené jednim uzavienym tahem T¢.

— Vzhledem k souvislosti grafu G kazdd komponenta C' C G’ protind nas tah T v
nékterém vrchole w, a tudiz lze oba tahy T a T ,propojit pres w*“. To je spor s

nasim predpokladem nejdelsiho mozného T -

Dikaz dusledku: Nechf u,v jsou dva vrcholy grafu G majici lichy stupeii, neboli
dva (predpoklddané) konce otevieného tahu pro G. Do G nyni pfiddme novy vrchol w
spojeny hranami s u a v. Tim jsme nas pripad prevedli na pfedchozi pripad grafu se
vSemi sudymi stupni. O
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leohy k feSeni

(2.5.1) Kterému grafu na 7 vrcholech odpovida vyse zakreslenych 7 mosti v Kralovei?

(2.5.2) Lze tento graf nakreslit jednim otevienym tahem? W

(2.5.3) Kolik hran musite pridat ke grafu z predchozi otdzky, aby se dal nakreslit jednim
uzavienym tahem?

Rozsitujici studium

Zakladni souvislosti grafi se blize teoreticky vénuji [8, Oddily 4.2,4.7] a Eu-
lerovskym grafum obsdhleji [5, Oddily 4.5,4.6]. Algoritmy pro prochdzeni grafu jsou
podrobné popsdny (vcetné netrividlnich aplikaci) v [3] a demonstrovany treba v
http://kam.mff.cuni.cz/~ludek/Algovision/Algovision.html. Za zminku stoji i [4,
Kapitola 3]. Pro hlubsi teoretické poznatky a aplikace vyssi souvislosti grafii odkazujeme
¢tendre na [1, Chapter 3.

Mnoha spise implementacéné zamérena pojednani o grafovych algoritmech Ize v
dnesni dobé snadno nalézt ve Wikipedii. Konkrétni odkazy Ize ziskat treba ze
stranky |http://en.wikipedia.org/wiki/Connected_component_(graph_theory). Pro
¢tenare by mohly byt uzitecné tieba algoritmy pro nalezeni silnych komponent oriento-
vaného grafuhttp://en.wikipedia.org/wiki/Strongly_connected_components nebo 2-
souvislych komponent (blokii), které oba vychdzeji z prohleddvani do hloubky. Jednd se
o velmi zajimavé algoritmy chytre vyuzivajici zdanlivé primitivniho postupu prohledavani,
které studentiim doporucujeme ke studiu.

2.6 Cviceni: Prochazeni grafi a souvislost

Nasledujici cviceni je spiSe demonstracniho charakteru, jeho hlavnim cilem je
nazornymi ukazkami lépe priblizit koncepty souvislosti grafu a jeho algoritmického
prochézeni.

Priklad 2.16. Ukazka priichodu nadsledujicim grafem do hloubky z vrcholu a.
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V této ukazce budeme obrazky znazornovat stavy Algoritmu 2.4 v jednotlivych
krocich takto: Neprohledané hrany jsou c¢arkované, prohledané hrany plnou ¢arou a
hrany, které vedly k nalezeni vrcholt, jsou tlustou ¢arou barevné zvyraznény (tyto hrany
tvori strom prohleddvani T'). Nalezené a zpracované vrcholy jsou znaceny krouzkem,
pravé zpracovavany vrchol opét barevné zvyraznén.
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Timto zpracovani zadaného grafu skoncilo. Mimo jiné jsme zjistili, ze graf mé jedinou
O

komponentu souvislosti.
Priklad 2.17. Ukédzka pruchodu nasledujicim grafem do sitky z vrcholu a.

V této ukdzce budeme obrazky zndzornovat stavy Algoritmu 2.4 stejné jako v

predchozim prikladé.
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Timto zpracovani zadaného grafu skoncilo. Vidite rozdily tohoto pruchodu proti
predchozimu prikladu? O

Priiklad 2.18. Jak byste za pomoci terminologie grafové souvislosti vyjadrili miru
odolnosti napriklad pocitacové sité S proti vypadkum jednotlivych spojeni ¢i jejich
uzlia?

V souladu s Pitkladem 1.11 budeme sit S modelovat (multi)grafem tak, Ze jednotlivé
uzly budou vrcholy a spojeni budou hrany. Predpokladame pro jednoduchost duplexni
sif, tj. neorientovany graf Gg.

e Sit S bude odoln proti sou¢asnému vypadku k spojeni, prave kdyz graf G je hranove
k-souvisly.

e Sit S bude odoln4 proti sou¢asnému vypadku k uzlu ¢i spojeni, pravé kdyz graf Gg
je vrcholové k-souvisly.

Ja bychom vSak mohli modelovat situaci, kdy sit neni v§ude duplexni? V takové
piipadé je zapotiebi uvazovat orientovany multigraf, ve kterém kazdému duplexnimu
spojeni odpovida dvojice protibéznych Sipek a ne-duplexnimu spojeni prislusna jedna
Sipka. Poté bude zapotiebi prirozenym zpusobem rozsirit definici k-souvislosti na orien-
tovany pripad silné souvislosti. Zkuste si prislusnou definici zapsat sami. . . O

Piiklad 2.19. Méjme graf Hgs, jehoz vrcholy jsou vSechny podmnoziny mnoziny
{1,2,3} a hrany spojuji pravé disjunktni dvojice podmnozin. (Tj. Hs md 8 vrcholi.)
Rozhodnéte, zda je Hs souvisly graf, a napiste, kolik ma Hs3 hran.

Vrchol () odpovidajici prazdné mnoziné je spojeny se vsemi sedmi ostatnimi vrcholy,
takze graf je souvisly. Nakreslete si jej! Kazdy vrchol i-prvkové podmnoziny je pak
spojeny s 237 disjunktnimi podmnozinami doplitku. Celkem tedy méme souétem vsech
stupni 3 (7+3-22 +3-2! +2°) = 13 hran. O

Priiklad 2.20. Dokazte ndsledujici poznatek: Slabé souvisly orientovany graf je silné

souvisly pravé tehdy, kdyz kazda jeho hrana lezi v néjaké oritentované kruznici.

Necht je orientovany graf D silné souvisly a (u,v) € E(D) je libovolna jeho hrana.
Podle definice tudiz existuje v D orientovany sled z v do u, a tudiz i orientovand cesta
P,,, podle Véty 2.2. Pak P, U{(u,v)} je orientovand kruznice.
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Naopak necht je orientovany graf D slabé souvisly a u,v € V(D) jsou jeho libovolné
dva vrcholy. Podle definice slabé souvislosti existuje neorientovand cesta ) z u do v
(po ,zapomenuti“ sméru sipek D). Navic pro kazdou hranu e € E(Q) existuje podle
predpokladu oritentovand kruznici obsahujici e = (x,y), neboli také orientovand cesta
P, 7z y do x. Vhodnym slozenim hran z @) a téchto cest P, ziskdme orientovany sled z u
do v. Tudiz je D silné souvisly. O

Na zavér si ukazeme, kterak se da zajimavé vyuzit Eulerova véta.

Priklad 2.21. Dokazte, ze hrany kazdého 6-regularniho grafu lze zorientovat tak,
aby z kazdého vrcholu vychazely pravé 3 Sipky.

Myslenka teSeni je kratka, ale pomérné trikova: Nas 6-regularni graf G je kreslitelny
jednim uzavienym tahem 7T podle Véty 2.14. Tento tah T si prosté zorientujeme —
zvolenym smérem vSechny jeho hrany. Jelikoz T" do kazdého vrcholu prichazi trikrat a
také odchazi trikrat, dostaneme tii prichozi a tfi odchozi Sipky. O

leohy k reSeni
(2.6.1) Kolik nejvyse komponent miize mit graf s 15 vrcholy, vSemi stupné 27

(2.6.2) Kolik nejvyse komponent miize mit graf s 30 vrcholy, vSemi stupné 47

(2.6.3) Méjme graf Hj, jehoz vrcholy jsou vsechny dvouprvkové podmnoziny mnoZiny
1,2,3,4,5} a hrany spojuji pravé disjunktni dvojice podmnozin. (Tj. Hs ma 10 vr-
Yy Spojuj J) J J
cholii.) Rozhodnéte, zda je Hy souvisly graf, a napiste, kolik md Hy hran.
(2.6.4) Kolik nejméné hran musi mit graf na 12 vrcholech, aby stupen jeho souvislosti byl 3
(tj. aby se nestal nesouvislym odebrdnim dvou vrcholi1)?

(2.6.5) Kolik nejvice hran muze mit graf na 10 vrcholech,
a) ktery se skldda ze tii komponent souvislosti,
b) jehoz kazd& komponenta souvislosti ma nejvice tii vrcholy?
Tento graf také nakreslete.

*(2.6.6) Pokud vezmeme libovolny jednoduchy graf na 6 vrcholech, tak v ném najdeme
trojihelnik nebo nezavislou mnozinu velikosti 3. Dokazte.

(2.6.7) Hamiltonovska kruznice v grafu G je takovy podgraf, ktery je isomorfni kruznici a
obsahuje vsechny vrcholy G. (Neboli je to kruznice prochdzejici vSemi vrcholy G praveé
jednou.) Najdéte a nakreslete jednoduchy neorientovany graf, ktery zdaroven je vrcholové
3-souvisly a pritom neobsahuje Hamiltonovskou kruznici.

*(2.6.8) Dokazte, Ze pokud jsou hrany tiplného grafu K, jakkoliv zorientovany, tak bud lze
jeho vrcholy usporadat do rady tak, aby kazda Sipka mifila vpravo, nebo v této orientaci
nalezneme orientovanou kruznici délky 3 jako podgraf.

(2.6.9) Lze tento graf nakreslit jednim tahem? A uzavienym? (Uprostied neni vrchol, jen
se tam kiizi hrany.)

(2.6.10) Dokazte, ze kazdy 3-reguldrni graf obsahuje 2-reguldrni podgraf.

*(2.6.11) Dokazte, ze kazdy 4-reguldrni graf se da rozlozit na dva 2-reguldrni grafy. (Rozklad
je opakem operace mnozinového sjednocenti, tj. sjednocenim jejich mnozin hran i mnozin
vrcholi dostaneme puvodni graf.)
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(2.6.12) Vezmeéme kostky klasického domina, kde na poli¢cich jsou vSechny polo-uspoiddané
dvojice ¢isel od 0 do 6. Pokud ze vSech kostek poskladame ,, hada®, dokazte, ze pak prvni
a posledni ¢islo jsou stejné.
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3 Vzdalenost a nejkratsi cesty v grafech

Uvod

V minulé lekci jsme mluvili o souvislosti grafu, tj. o moznosti prochazeni z jednoho
vrcholu do jiného. Nékdy je prosta informace o souvislosti dostacujici, ale vétsinou bychom
radi védeéli i jak je to z jednoho vrcholu do druhého ,daleko“. Proto se nyni podivame, jak
kratka ¢i dlouha takova prochazka mezi dvéma vrcholy grafu je.

a b c

V jednodussim pripadé se pii zjistovani grafové vzdalenosti divame jen na minimalni
pocet proslych hran z vrcholu do vrcholu. Tak napiiklad v nasem ilustracnim obrazku je
vzdalenost mezi a, b rovna 2, vzdalenost mezi a, ¢ je rovna oo a vzdalenost mezi ¢, x je rovna
3. Navic vidime, ze vrchol d ma ,,centralni“ pozici v pravém grafu — kazdy dalsi vrchol je od
néj ve vzdalenosti nejvyse 2, kdezto vrchol ¢ ma ,, okrajovou“ pozici. Toto pojeti tizce souvisi
s prohledavanim grafu do Sitky.

Z obecného pohledu pri urcovani grafové vzdalenosti bereme do tivahy nezdporné(!) délky
jednotlivych hran podél cesty. Problematika je pak beze zmény aplikovatelna i na oriento-
vané grafy. Mimo potrebné definice si jako hlavni napln lekce uvedeme principy, na kterych
stoji dva klasické algoritmy pro vypocty vzdalenosti v grafu: Floyd—Warshalliiv a Dijk-
striv. Dijkstruv algoritmus je, mimo jiné aplikace, tfeba zakladem programi vyhledavajicich
vlakovd/autobusova spojeni a ve vylepsené podobé i dnes velmi populdrnich GPS navigaci.

Cile

Prvnim cilem této lekce je definovat vzdalenost v grafech a probrat jeji zakladni vlast-
nosti. Dalsim je ukdzat a spravné pochopit (véetné dukazii) dva klasické postupy; Floyd—
Warshalliv a Dijkstruv algoritmus pro hledani nejkratsich cest v grafu. Nakonec jsou
predestieny nékteré pokrocilé myslenky praktického planovani cest ve velkych grafech.

3.1 Vzdalenost v grafu

Zopakujme si, ze sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholu a hran
V0, €1, V1, €2,V9, ..., €y, Uy, ve které hrana e; ma koncové vrcholy v;_1, v;.
Definice 3.1. Vzddlenost d¢g(u,v) dvou vrcholu u,v v grafu G
je dana délkou nejkratsiho sledu mezi v a v v G. Pokud sled mezi u, v neexistuje, je
vzdélenost dg(u,v) = oo.
Komenta¥: Neformdalné feceno, vzdéalenost mezi u, v je rovna nejmensimu poc¢tu hran, které
musime projit, pokud se chceme dostat z u do v. Speciélné dg(u,u) = 0. Uvédomme si, ze
nejkratsi sled je vzdy cestou (vrcholy se neopakuji) — Véta 2.2.

Grafova vzdalenost se chova dosti podobné bézné vzdalenosti, jak ji zndme z geometrie,
coz bude vidét z nésledujicich tvrzeni.

Fakt: V neorientovaném grafu je vzdalenost symetricka, tj. dg(u,v) = dg(v,u).
Lema 3.2. Vzddlenost v grafech splrnuje trojiuhelnikovou nerovnost:
Vu,v,w e V(G) : dg(u,v) + dg(v,w) > da(u,w) .

Dukaz. Nerovnost snadno plyne ze ziejmého pozorovani, Ze na sled délky dg(u,v)
mezi u, v lze navézat sled délky dg (v, w) mezi v, w, ¢imz vznikne sled délky dg(u,v) +
de(v,w) mezi u, w. Skuteénd vzdalenost mezi u, w pak uz muze byt jen mensi. O
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Zakladni zjisténi vzdalenosti

Véta 3.3. Necht u,v,w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, Ze dg(u,v) < dg(u,w).
Pak pri algoritmu prochdzeni grafu G do $itky z vrcholu w je vrchol v nalezen drive nez
vrchol w.

Dukaz. Postupujeme indukei podle vzdélenosti dg(u,v): Pro dg(u,v) =0, tj. u = v
je tvrzeni jasné — vrchol u jako poédtek prohleddvani byl nalezen prvni. Proto necht
da(u,v) = d > 0 a oznac¢me v' souseda vrcholu v blizstho k u, tedy dg(u,v') = d — 1.
Obdobné uvazme libovolného souseda w’ vrcholu w. Pak

d(u,w') > de(u,w) — 1> dg(u,v) — 1= dg(u,v'),

a tudiz vrchol v/ byl nalezen v prohledavani do sifky drive nez vrchol w’ podle indukéniho
predpokladu. To znamen4, Ze v’ se dostal do fronty tischovny dfive nez w’. Proto sousedé
v' (mezi nimiz je v, ale ne w nebot v'w nenf hranou) jsou pri pokracujicim prohleddvan{
také nalezeni drive nez w coby soused w'. O

Dusledek 3.4. Algoritmus prochdzeni grafu do $itky lze pouZit pro vypocet grafové
vzddlenosti z daného vrcholu wu.

Toto je pomérné jednoducha aplikace, kdy poc¢atetnimu vrcholu wu prifadime
vzdalenost 0, a pak vzdy kazdému dalsimu nalezenému vrcholu v pfitadime vzdalenost
o 1 vétsi nez byla vzdalenost vrcholu, ze kterého jsme jej pravé nalezli. Podle Véty 3.3
se totiz nelze pozdéji dostat k v z vrcholu blizsiho k pocatku wu.

Komenta¥: Dusledek 3.4 ,funguje“ jen pro vzdalenosti s jednotkovou délkou vsech hran. My
si dale ukazeme obecnéjsi Dijkstruv algoritmus, ktery obdobnym postupem pocita nejkratsi
vzdalenost pti libovolné kladné ohodnocenych délkach hran.

Neékteré dalsi pojmy
Definice 3.5. Méjme graf G. Definujeme (vzhledem k G) nésledujici pojmy a znaceni:

e Fxcentricita vrcholu exc(v) je nejdelsi vzdélenost z v do jiného vrcholu grafu; exc(v) =
max,ey(q) dG(v, ).

e Prumeérdiam(G) grafu G je nejvétsi excentricita jeho vrcholu, naopak polomér rad(QG)
grafu G je nejmensi excentricita jeho vrcholu.

e (entrem grafu je mnozina vrcholu U C V(G) takovych, jejichz excentricita je rovna
poloméru rad(G).

e Steinerova wvzddlenost mezi vrcholy libovolné podmnoziny W C V(G) je rovna
minimalnimu poc¢tu hran souvislého podgrafu v G obsahujiciho vsechny vrcholy W.

Komentaf¥: Prostudujte si vyse uvedené pojmy na ruznych piikladech (obrdzcich) grafu.
Zamyslete se tieba nad priklady grafu, ve kterych tvoii centrum vsechny jejich vrcholy.
Promyslete si také, jak by se naSe pojmy souvisejici se vzdalenosti v grafech zobecnily na
Steinerovu vzdélenost.

leohy k reSeni

(3.1.1) Jakd je nejvétsi vzddlenost dvou ruznych vrcholii v dplném grafu?

(3.1.2) Jakd je nejvétsi vzddlenost dvou ruznych vrcholii v ipIném bipartitnim grafu Kss 447
(3.1.3) Jakd je nejvétsi vzdalenost dvou ruznych vrcholit na kruznici Cyq?

(3.1.4) Jakd je nejvétsi Steinerova vzdalenost tif ruznych vrcholi na kruznici Ch1?
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(3.1.5) Jakd je Steinerova vzddlenost vSech vrcholit souvislého grafu s n vrcholy?

(3.1.6) Jakd je nejvetsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy v ndsledujicim grafu?

Y]

(3.1.7) Urcete polomér a centrum grafu z predchoziho obrdzku.

(3.1.8) Umite nalézt graf na 8 vrcholech se vSemi stupni 3 a prumérem 27

*(8.1.9) Zjistéte vztah mezi prumérem a polomérem grafu a dokazte jej.

3.2 Vypocet metriky

Nez se podivdme na samotny postup vypoctu obecné vzdalenosti Dijkstrovym Algo-
ritmem 3.12, uvedeme si jesté ,globalni“ pohled na soubor vSech vzdélenosti v grafu,
tedy metriku grafu. Piinosem tohoto pohledu je predevsim fakt, Zze pro vypocet celé
metriky existuje velice jednoduchy tzv. dynamicky Algoritmus 3.8 Floyda a Warshalla,
jehoz chytra zakladni myslenka je uzitecnd i v jinych oblastech a na jinak zadanych
problémech.

Definice: Metrikou grafu myslime soubor vzdélenosti mezi vSemi dvojicemi vrcholu
grafu. Jinak Feteno, metrikou grafu G je matice (dvourozmérné pole) d[,], ve kterém
prvek d[i,j] udava vzdélenost mezi vrcholy ¢ a j.

Metoda 3.6. Dynamicky vypocet metriky skldddnim cest
v grafu G na mnoziné vrcholu V(G) = {vo,v1,...,vN-1}.

e Na pocatku necht d[i,j] uddva 1 (pripadné délku hrany {v;,v;}), nebo oo pokud
hrana mezi 7, j neni.

e Po kroku ¢ > 0 necht plati, ze d[1i, j] uddva délku nejkratstho sledu mezi v;, v;, ktery
uzivé pouze vnitini vrcholy z mnoziny {vg,v1,...,v—1} (prdzdné v ¢t = 0).

e Pri prechodu z kroku ¢ na nasledujici krok ¢ 4+ 1 upravujeme vzdalenost pro kazdou
dvojici vrcholt v;, v; — jsou vzdy pouhé dvé moznosti:

— Bud je sled délky d[i,j] z predchoziho kroku ¢ stdle nejlepsi (tj. nové povoleny
vrchol vy ndm nepomuze),

— nebo sled vylepsime spojenim pies nové povoleny vrchol vy, ¢imz ziskame mensi
vzdélenost d[i,t]+d[t,j] —d[i,j]. (Nakreslete si obrézek.)

Véta 3.7. Metoda 5.6 v poli d[i,j] sprdvné vypocte vzddlenost mezi vrcholy vi,v; v
N = |V(G)| iteracich.

Dukaz povedeme matematickou indukci podle ¢t. Baze je snadnd — v kroku ¢ = 0
udava d[i, j] vzdélenost mezi i a j po cestach, které nemaji vnitini vrcholy (tj. pouze
hranu).

Prejdeme-li na krok ¢ + 1, musime urcit nejkratsi sled P mezi ¢ a j takovy, ze P
pouziva (mimo v;,v;) pouze vrcholy {vg,vi,...,v—1}. Tuto nejkratsi cestu P si hy-
poteticky predstavme: Pokud v, ¢ V(P), pak d[i,j] jiz uddvé spravnou vzdélenost.
Jinak vy € V(P) a oznacime P; podsled v P od po¢atku v; do v; a obdobné P, podsled
od v; do konce v;. Podle indukéniho pfedpokladu je pak délka P rovna d[i,t]+d[t,j].

Po provedeni kroku t = n — 1 jsme hotovi. O
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Poznamka: V praktické implementaci pro symbol oo pouzijeme velkou konstantu, tieba
MAX_INT/2. (Nelze pouzit pfimo MAX_INT, nebot by pak doslo k aritmetickému ptetecent.)

Algoritmus 3.8. Vypocet metriky grafu; Floyd—Warshall
Tento algoritmus, pro vstupni graf G s N vrcholy zadany svou matici sousednosti, vypocte
celou jeho metriku d[,] podle postupu Metody 3.6.

vstup < matice sousednosti G[,] grafu na N vrcholech (¢islovanych 0...N-1),
kde G[i,j]=1 pro hranu mezi i,j a G[i,j]=0 jinak;
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)
dli,jl = (i==j70: (G[i,j]l? 1: MAX_INT/2));
for (t=0; t<N; t++) {
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)
dli,jl = min(d[i,jl, dli,t]+d[t,j1);

}

vystup ’Matice vzdalenosti d[,]1;

Komentaf: Algoritmus 3.8 je implementaéné velmi jednoduchy (vzdyt se cely jeho kéd vesel
na 5 piehlednych ¥4dki) a provede zhruba N3 kroku pro vypoécet celé metriky. Jeho jedinou
(ale velkou) nevyhodou je, ze vzddlenosti mezi vSemi dvojicemi vrcholu je t¥eba pocitat
najednou. V praktickych situacich v§ak obvykle pozadujeme zjisténi vzdélenosti mezi jedinou
dvojici vrcholu, a pak cely zbytek vypoctu je k nicemu. . .

Ijlohy k reSeni

(3.2.1) Vypoctéte si dle Algoritmu 3.8 metriku kruznice Cy.

(3.2.2) Zamyslete se nad implementaci Algoritmu 3.8 v misté vypoctu d[i,t]+d[t,j] —
nenf zde problém, ze tyto hodnoty nékdy jsou uz nynéjsi iteraci zménéné (kdezto jindy
jesteé nejsou)?

3.3 Vazena (ohodnocend) vzdalenost

V dalsim textu se jiz budeme vénovat cestam v grafech s obecné ,dlouhymi* hranami.
Pro cely zbytek lekce muzeme implicitné pracovat jak s neorientovanymi, tak i s orien-
tovanymi grafy; vSechny definice a vysledky plati i v orientovaném pripadé.

Definice: Vazeny graf je dvojice grafu G spolu s ohodnocenim w hran redlnymi ¢isly
w: E(G) — R. Kladné vdazeny graf (G,w) je takovy, ze w(e) > 0 pro vSechny hrany e.

Definice 3.9. (vdZend vzddlenost) Meéjme (kladné) vazeny graf (G, w).
Délkou vézeného sledu S = (vg, e1,v1,€2,V2, ..., €n,v,) v G myslime soucet

d(S) = w(er) +wlez) + -+~ +wlen).
Viazenou vzddalenosti v (G, w) mezi dvéma vrcholy u, v pak myslime
dé(u,v) = min{dg(S) : S je sled s konci u, v} .

Dulezitym faktem je, Zze stejné definice a dobré vlastnosti zustavaji v platnosti i pro
vzdalenost na orientovanych grafech. Obdobné Oddilu 3.1 nyn{ snadno dokazeme:

Fakt: Nejkratsi sled v kladné vazeném grafu je vzdy cestou (piip. orientovanou).

Lema 3.10. VidZend vzddlenost v nezdporné vazenych grafech (i orientovanych grafech)
splnugje trojuhelnikovou merovnost.
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Piiklad 3.11. Podivejme se na nasledujici ohodnoceny graf (¢isla u hran uddvaji jejich
vahy—délky.)

Vzdélenost mezi vrcholy a, ¢ je 3, stejné tak mezi b, c¢. Co ale mezi a, b? Je jejich vzdalenost 67
Kdepak, vzdalenost a,b je 5, jeji cesta vede po ,hornich“ vrcholech. Pov§imnéte si, ze tento
priklad také zaroven ukazuje, ze postup prohleddavanim do $itky neni korektni pro hledani
vzdalenosti ve vazeném grafu. O

Zaporné délky hran

Komenta¥: Doposud jsme dusledné vyzadovali nezdpornost (1épe kladnost) ohodnoceni délky
hran; ale co je na hrandch zaporné délky tak ,Spatného“?

® Yy

Takze jaka je v nasem grafu vzdalenost mezi x,y? Je to 3 nebo 17 Ne, vzdalenost z = do y
je —oo (sled muze zdpornou hranu libovolné krat opakovat. .. ).

Stejny problém nastane, kdykoliv je mozno opakovat zaporné hrany, tedy vzdy v neori-
entovanych grafech a ¢astec¢né i v orientovanych grafech obsahujicich ,,zaporné cykly“.

Uvedené priklady problému se zapornymi délkami sledi nds vedou k iplnému vy-
louceni zapornych vah hran v nasem vykladu. V jistych omezenych piipadech piesto ma
smysl hledat nejkratsi cesty i v zapornych vahach, ale tomu se v nasem textu nebudeme
vénovat z divodu nedostatku mista.

Ijlohy k reSeni
(3.3.1) Jakd je nejdelsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy v grafu z Prikladu 3.117

(3.3.2) O kterém vrcholu v grafu z Piikladu 3.11 se d4 Fici, Ze mé , centralni pozici®, tj. ze je
z néj do vsech ostatnich vrcholu nejblize? Jaka je z néj nejvétsi vzdalenost do ostatnich
vrcholu?

(3.3.3) Zamyslete se, v jaké obsdhlé tridé grafii lze bez problému korektné definovat
vzdalenosti i za libovolné pritomnosti zaporné vazenych hran?

3.4 Hledani nejkratsi cesty

Pro nalezeni nejkratsi (vazené) cesty mezi dvéma vrcholy kladné vazeného grafu se
pouziva tradiéni Dijkstruv algoritmus ¢ jeho vhodnd vylepSeni. Takové algoritmy se
napiiklad pouzivaji pfi vyhledavani vlakovych spojeni. Pravdépodobné se i vy nékdy
dostanete do situace, kdy budete nejkratsi cestu hledat, proto si popsany algoritmus
véetné jeho vylepSeni A* zapamatujte.

Poznamka: Dijkstruv algoritmus je sice ponékud slozitéjsi nez Algoritmus 3.8, ale na druhou
stranu je vyrazné rychlejsi, pokud nas zajima jen nejkratsi vzdalenost z jednoho vrcholu misto
v8ech dvojic vrcholu.

38



Dijkstrav algoritmus

e Je variantou prochézeni grafu (skoro jako do sitky), kdy pro kazdy nalezeny vrchol
jesté mame proménnou uddvajici vzddlenost — délku nejkratstho sledu (od pocéatku),
kterym jsme se do tohoto vrcholu zatim dostali.

e 7 tschovny nalezenych vrcholu vzdy vybirdme vrchol s nejmensi vzdalenosti (mezi
uschovanymi vrcholy) — do takového vrcholu se uz lépe dostat nemuzeme, protoze
vSechny jiné cesty by byly dle vybéru delsi.

e Na konci zpracovani tyto proménné vzdélenosti udavaji spravné nejkratsi vzdélenosti
z pocatecniho vrcholu do ostatnich.

Algoritmus 3.12. Dijkstruv pro nejkratsi cestu v grafu
Tento algoritmus nalezne nejkratsi cestu mezi vrcholy w a v kladné vdzeného grafu G
(i orientovaného), daného matici vzddlenosti sousednich vrcholi.

vstup < graf na N vrcholech dany matici vzddlenosti sousedii del[,] > 0,
kde del[i, j]l=oc0 pokud j neni sousedem i
vstup < u,v, kde hleddame cestu zu do v;

// stav[i] udava zpracovanost vrcholu, vzdal [i] zatim nalezenou vzdalenost
for (i=0; i<N; i++) { vzdal[i] = MAX; stav[i] = inic.; }
vzdal[u] = 0;
while (stav[v]!=zprac.) {
// zde nalezneme nejblizsi nezpracovany vrchol j
m = argmin (vzdal [i]: 0<i<N, stav[i] ==1'n1'c.)
if (vzdal[m]==MAX) return ’ Cesta neexistuje’ ;
// vrchol m poté zpracujeme, upravime jeho sousedy
foreach (k soused m)
if (vzdal[m]+del[m,k] <vzdal([k]) {
prich(k] = m;
vzdal [k] vzdal [m]+del[m,k] ;

}

// prich[.] uchovava, odkud jsme se do kterého vrcholu dostali
stav[m] = zprac.;

}

vystup ’Cesta délky vzdal [v], ulozena zpétnymi odkazy v poli prich[]’;

Poznéamka: Uvédomme si, ze pokud nechame tento algoritmus probéhnout az do zpracovani vsech
vrcholu, ziskdme ve vzdal[i] nejkratsi vzdédlenosti z pocateéniho vrcholu do vsech ostatnich
vrcholu .

Celkovy pocet kroku potfebny v Algoritmu 3.12 k nalezeni nejkratsi cesty z u do
v je v zdkladni ,hloupé“ implementaci zhruba N2, kde N je pocet vrcholt grafu.
Na druhou stranu, pii lepsi implementaci grafu seznamem sousedu a pouziti vhodné
uschovny nezpracovanych vrcholu (implementované haldou s nalezenou vzdélenosti jako
klicem) 1ze dosdhnout i mnohem rychlejstho béhu tohoto algoritmu na fidkych grafech
— Casu téméF umérného poctu hran grafu, presnéji O (|E(G)| 4+ Nlog N).

Spravnost Algoritmu 3.12 dokdzeme snadno indukci pomoci nasledujiciho tvrzeni.

Véta 3.13. V kazdé iteraci Algoritmu 3.12 (poc¢inaje stavem po prunim prichodu cyk-
lem while () ) proménnd vzdal[i] uddvd nejkratsi vzddlenost z vrcholu u do vrcholu i
pTi cesté pouze po vnitinich vrcholech x, jejichz stav[x]==zprac.
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Dukaz: Struc¢né matematickou indukei:

e V prvnim kroku algoritmu je jako vrchol ke zpracovani vybran prvni j=u a potom
jsou jeho sousedum upraveny vzdalenosti od u podle délek hran z u.

e V kazdém dalsim kroku je vybran jako vrchol m ke zpracovani ten, ktery mé ze vSech
nezpracovanych vrcholi nejkrat$i nalezenou vzdéalenost od poc¢atku u. To znamena,
7e 7adnd kratsi cesta z u do m nevede, nebot kazda ,oklika“ pfes jiné nezpraco-
vané vrcholy musi byt delsi dle vybéru m a indukéniho predpokladu. (V tomto bodé
potiebujeme nezapornost ohodnoceni del[,].)

Naopak kazda nova nejkratsi cesta z u do nezpracovaného vrcholu k prochézejici ptres
m musi mit m coby predposledni vrchol, tj. posledni hranu mk, a proto je upravend

hodnota vzdal [k] spravna i po piidani m mezi zpracované vrcholy. .

Zaveérem zbyva overit, ze nalezend nejkratsi cesta z u do v je pozpatku ulozend v poli
prichl[], tj. pfedposledni vrchol pted v je prich[v], pfedtim prich[prich[v]], atd...

Komenta¥: Vysvétleme si podrobnéji srovnani obou predchozich algoritmu. Floyd—Warshal-
lav Algoritmus 3.8 pro vypocet metriky je implementaéné jednodussi a piimocaiejsi a hodi
se tam, kde potfebujeme spocitat vSechny dvojice vzdalenosti v grafu najednou. Velkou
nevyhodou vsak je, ze vzdy musime provést N3 kroku celého vypoctu, i kdyz poéitdme
vzdalenost jen dvou blizkych vrchola. Dijkstruv Algoritmus 3.12 na druhou stranu pocita
mnohem rychleji, pokud nds zajima jen vzddlenost z jednoho vrcholu (zhruba N? nebo i
méné kroku).

Dokonce Dijkstruv algoritmus bézi jesté rychleji, pokud néds zajimé jen vzdédlenost dvou
,blizkych® vrcholu — tehdy totiz muzeme prohleddavani dokonéit jen na malé ¢dsti celého
grafu. Jesté 1épe se z tohoto pohledu chova nize popsany algoritmus nazyvany A*, ktery
pouzitim vhodného potencialu ,smétuje celé prohledavani grafu ke spravnému cili a je
skvéle pouzitelny ve vsech situacich, kdy pojem ,smér k cili“ ma matematicky vyznam. To
je naptiklad pfi navigovani v mapé.

Ijlohy k reSeni
(3.4.1) Co konkrétné selze v Dijkstrové algoritmu pii vstupu grafu se zdporné ohodnocenou
hranou?

3.4.2) Bude Dijkstruv algoritmus pracovat spravné, pokud sice graf obsahuje hrany zaporné
g g
délky, ale kazdy jeho cyklus ma kladnou délku?

3.5 Pokrocilé planovani cest

Ttebaze je Dijkstruv algoritmus velmi rychly a ,téméf optimalni* mezi vSemi zpusoby
hledéni nejkratsi cesty v nezdporné véazeném grafu, stale zustava prilis§ pomalym pro
praktické nasazeni tfeba v prenosnych naviga¢nich zafizenich, jez obsahuji mapova data
v rozsahu desitek az stovek miliénu hran grafu. Co vSak muze byt udélano 1épe?

Odpovédi je vhodné predzpracovani grafu: Lze dobfe ocekavat, ze samotny graf je
relativné stabilni a pro jeho predzpracovani je k dispozici dostatek ¢asu na vykonnych
strojich. V tomto misté vSak vyvstava sekundarni problém, kde ulozit vysledky pred-
zpracovani? Uré¢ité neni redlné ukladat (napi.) vSechny nejkratsi cesty mezi véemi dvo-
jicemi vrcholu. .. Dva z nejjednodussich dspornych piistupt k predzpracovani grafu pro
rychlé planovani cest si nyni zbézné ukazeme.
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Algoritmus A*

e Je pouhou reimplementaci Dijkstrova algoritmu (hledajictho nejkratsi cestu z vrcholu
u do vrcholu v v orientovaném grafu) s ,,vhodné“ upravenymi délkami hran.

e Necht ,potencidl* p,(z) udavé libovolny dolni odhad vzddlenosti z vrcholu x do
cile v. Kazda (orientovand!) hrana zy grafu (G, w) dostane nové délkové ohodnoceni
w'(xy) = w(zy) + pu(y) — pu(x). Potencidl p, je pripustny, pokud vSechna upravena
ohodnoceni jsou nezdpornd, neboli w(zy) > py(x) — py(y).

e Upravend délka libovolného sledu S z u do v pak je d¥ (S) = d%(S) + pu(v) — py(u),
coz je konstantni rozdil oproti puvodni délce S. Takze S je optimdlni pro puvodni
délkové ohodnoceni w, pravé kdyz je optimdlni pro nové w'.

Komentar: Ctenaf nechf si povsimne, ze algoritmus A* kazdy graf implicitné zorientuje —
upravené délkové ohodnocen{ totiz nebude symetrické w'(zy) # w'(yx).

Pro (casté) pouzit{ pii navigaci v mapé muze potencidl p,(x) udévat piimou (Eu-
klidovskou) vzdédlenost z bodu z do bodu v. Tento potencidl je vzdy piipustny podle
trojihelnikové nerovnosti. Dijkstruv algoritmus pro délkové ohodnoceni w’ takto upravené
potencidlem piimé vzdélenosti do v pak bude ,silné preferovat* hrany vedouci ve sméru
k cili v; délka takovych hran bude témér nulova, kdezto délka hran vedoucich od cile se
témeér zdvojndsobi. Vysledkem bude vyrazné mensi pocet prohleddvanych vrcholu grafu (do
nalezeni cesty do cile v) a také mensi potfebnd velikost tschovny vrcholu.

Myslenka ,,dosahu* (reach)

e Tento pristup tézi z prirozeného poznatku, ze valna vétsina hran realné cestni sité je
pro globalni planovéani cest vpodstaté ,,bezvyznamna“.

Definice: Nechf S, znacl ve vdzeném grafu G optimaln{ sled z u do v. Necht dale
pro e € E(S,,) znaci prefiz(Syq, e), suffix(Syv, e) cely usek sledu S, , pied (za) jeho
hranou e. Dosah hrany e € E(G) je dan vztahem

reachg(e) = max { min( dg(prefiz(Su.,€)), d@(suffiz(Suv,e))) :
Vu,v € V(G) Ne € E(Syy)}.

Komenta¥: Dosah hrany e presné matematicky kvantifikuje ,(bez)vyznamnost® e pro
planovani cest; ¢im mensi je reachg(e), tim blize pocdtku nebo cile optimdlni cesty musi
hrana e byt. Neboli, prakticky, hrany s malym reachg (e) lze pro vétsinu dotazu na optimaln{
cesty ignorovat. . .

Predpocitaného parametru dosahu hran lze prirozené vyuzit v obousmérné varianté
Dijkstrova algoritmu (véetné A*) ke vskutku radikalni redukci poc¢tu prohledavanych
vrcholi pfi hledani nejkratsi cesty:

e V fadku “foreach (k soused m)” (viz Algoritmus 3.12) prosté akceptujeme pouze
ty sousedy k pro které plati reachg(mk) > vzdal [m].

Podle definice dosahu pak i s touto restrikci v obousmérném prohledavani vzdy najdeme
optiméalni cestu z u do v.

leohy k reSeni

(3.5.1) Dokazte matematicky nezdapornost w'(xy) v algoritmu A*, pokud p,(x) uddvd primou
vzdalenost z bodu x do v.

(3.5.2) Jaky problém nastane, pokud v algoritmu A* bude hodnota p,(x) vyssi, nez
vzdalenost z vrcholu x do cile v? (p, nebude dolnim odhadem vzddlenosti do v)
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RozS§irujici studium

Vzdélenostem v grafech se teoreticky vénuje [0, Oddil 4.2]. Floyd-Warshalliv al-
goritmus |http://en.wikipedia.org/wiki/Floyd-Warshall_algorithm je dobfe znamou
ukazkou paradigmatu dynamického programovani a jeho modifikace mohou pocitat nejen
nejkratsi cesty ¢i tranzitivni uzdvéry, ale tieba i odvozovat reguldrni vyraz (viz klasickd
uc¢ebnice Hopcroft-Ullman: Introduction to automata theory, languages, and computation,
Addison-Wesley, 1979). Dijkstruv algoritmus je navic velmi oblibenym tématem mnoha
ucebnic programovani, a proto jej neni tireba nijak slozité hledat, na internetu napriklad
http://en.wikipedia.org/wiki/Dijkstra’s_algorithm

Problematika pokrocilého planovani cest je v dnesni dobé mnohem bohatsi, nez jak jsme
stacili naznacit v kratkém Oddile 3.5, a ¢tenare odkazujeme predevsim na internetové zdroje.
V prvé radeé je to http://en.wikipedia.org/wiki/A*_search_algorithm a obousmérné
varianty na http://en.wikipedia.org/wiki/Bidirectional_search. Z dalsich pfistupu
Ize kromé zminéného klicového slova ,reach® hledat i pristupy zalozené na , separators®,
., highway / contraction hierarchies®, ,landmarks, , transit nodes“, ¢i riizné kombinované a
heuristické pristupy.

Nase kratké pojednani se z prostorovych duvodu viibec nevénuje problematice vypoctu
nejkratsich cest za pritomnosti negativnich hran. Tento problém Ize resit treba Bellman—
Fordovym  algoritmem, http://en.wikipedia.org/wiki/Bellman-Ford_algorithm,
podobnym Dijkstrovu, ale pomalejsim. Sofistikovanéjsi kombinované reseni nabizi John-
sonuv algoritmus |http://en.wikipedia.org/wiki/Johnson’s_algorithm. Problematice
vypoctu vzdalenosti za pritomnosti zapornych hran se na MU do vétsi hloubky vénuje
sestersky predmét MAO15 Grafové algoritmy.

3.6 Cviceni: O cestach a grafovych vzdalenostech

Ve cviceni se opét zaméiime hlavné na blizs§i demonstraci zavedenych konceptu a
poté navazeme nékolika cviénymi ulohami k samostatnému reSeni.

Priklad 3.14. Urcete primér nize zakresleného grafu na 10 vrcholech a odpovézte,
kolik riuznych dvojic vrcholi v ném ma vzdalenost rovnou prumeéru.

b

a

Snadnym pohledem zjistime, ze napiiklad vrcholy a,b vyznacené v obrazku maji
vzdalenost 3. Poté muzeme rozebranim par moznosti argumentovat, ze vétsi vzdalenost
se v grafu nevyskutuje, tudiz jeho prumér je 3. Obdobné muzeme rozebranim moznosti
spocitat, ze vzdélenost 3 se nabyva pravé mezi 10 dvojicemi vrcholu, ale také se muzeme
snadno piepocitat.

Spravné doporuéenym feSenim je, jak uz bylo zduraziiovéano nékolikrat, nalézt vhodnéjsi
obrazek naseho grafu. V tomto piipadé zde (vyse). Nyni je okamzité vidét, ze vSechny
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vrcholy jsou si navzajem symetrické, takze prostym jednim prohleddnim do hloubky
zjistime nejvyssi vzdalenost 3 a pravé dva vrcholy v této vzdalenosti z libovolného
pocateéniho vrcholu. Matematicky rigorézné tak potvrdime vyse ziskané poznatky. O

Priklad 3.15. Ukdzka béhu Dijkstrova Algoritmu 3.12 pro nalezeni nejkratsi cesty
mezi vrcholy u,v v ndsledujicim grafu.
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U tohoto algoritmu se vlastné jednd a specifickou variantu prochézeni grafu. Proto
pouzijeme stejné obrazkové znaceni jako v Prikladé 2.16 a navic pro kazdy vrchol za-
kreslime jeho okamzitou docasnou vzdalenost vzdal [x]. (Tj. zpracované vrcholy budeme
znacit krouzkem a hrany plnou ¢arou.) Jednotlivé kroky nésleduji:
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7 prubéhu algoritmu vidime, ze jiz ve tfetim kroku jsme urcili do¢asnou vzdalenost
z U do v na 7, ale ta nebyla nejkratsi mozna. Nakonec po probéhnuti vsech krokiu
algoritmu vzdalenost u,v poklesla az na optimélnich 5. Nejkratsi cesta je naznacend
tlustymi ¢arami. Pamatujte proto, ze Dijkstruv algoritmus musite provadét vzdy tak
dlouho, dokud se koneéné nezpracuje cilovy vrchol. O

Nasleduji dvé doplikové ukazky vztahujici se k latce Oddilu 3.5. Vzhledem ke svému
specifickému zaméreni na tizkou (i kdyz vyznamnou a populdrni) aplika¢ni oblast mohou
byt ¢tenaii preskoceny.

Priklad 3.16. Ukazme si podrobné, jak problém planovani nejkratsi cesty v realné
cestni siti (viz GPS navigace) modelovat vdzenym grafem.
V prvnim piiblizeni je problém velmi jednoduchy, prosté:

— Jednotlivé kiizovatky cest (nebo také slepé konce cest) budou vrcholy grafu

— a useky cest mezi kfizovatkami budou reprezentovany hranami, jejichz vaha udava
délku useku nebo jizdni dobu, apod.

To se zda byt vse podstatné, ale jen na prvni pohled. Na druhy pohled si zvidavy ¢tenar

uveédomi dalsi omezeni redlnych cestnich siti jako tfeba zakazana odboceni ¢i prikazané

sméry jizdy. Samotny vazeny graf cest (a Dijkstruv algoritmus na ném) tato omezeni
nemuze reflektovat.

Ve druhé fazi tudiz vénujeme pozornost zminénym dodateénym omezenim
pripustnych cest. Ukazuje se, ze jejich nejvhodnéjsim modelem je pouziti tzv. manévri,
které vyjadiuji libovolné useky vyzadujici specidlni pozornost. Formalneé:

— Vedle samotného vazeného grafu G, modelujictho nasi cestni sif, je definovdna
mnozina manévri M, kde kazdy prvek P € M je sledem v G a mé pfifazenu penal-
izaci nabyvajici libovolné (i zdporné nebo co) hodnoty.

— Penalizovanou vahou sledu S C G je pak soucet délky S a penalizaci véech manévri,
které jsou obsazeny jako podsledy v S. Dobfe si povS§imnéte, ze nejkratsi sled vzhledem
k penalizaci M jiz nemusi byt cestou (muze opakovat vrcholy).
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Pfitom Dijkstriv algoritmus lze vhodné zobecnit, aby v takto rozsifené cestni siti s
manévry efektivné hledal nejkratsi sled (za nutného predpokladu, ze vysledné penalizace
sledu nikdy nebudou zéporné).

Za treti je mozno si vSimnout jesté jednoho aspektu hledani najkratsich cest, ktery
nabyva na popularité v naviga¢nich zatizenich — vahy jednotlivych hran se v redlné cestni
siti mohou v ¢ase ménit. Jde o pfirozeny jev, kdy prujezdni doba na silnicich je vyrazné
delsi v dobé dopravni Spicky nez mimo ni. V lokalnim*“ pojeti neni problém tento
poznatek zahrnout do planovani cesty, prosté budeme vyhleddvat vzhledem k aktualnim
(ale statickym) vahdm hran. Avsak z globédlniho pohledu plénovéni dlouhé trasy je nutno
vzit do uvahy, ze v jednotlivych oblastech sité se potkdvame s ruznymi fazemi dopravni
$picky, a to je problém dosud nemajici uspokojiva presna algoritmicka reSeni. O

Piiklad 3.17. Urceme hodnotu dosahu (viz Oddil 3.5) jednotlivych hran v nasledu-
jilcim vazeném neorientovaném grafu:

7 9 7
6 8 9
11 21
Y 13
6 9 8
7 9 7

Které z hran se ukazuji jako , bezvyznamné“?
Hodnoty dosahu jednotlivych hran spoc¢itame hrubou silou podle definice. Vysledkem

jsou nasledujici cisla: 16 7 9
?
1m |9 8 |
0 0 !
————o ~——————o } 0
11 8 9 }
o
16 8 9

Velmi malych hodnot dosahu (konkrétné 0) nabyvaji vyznacené Garkované hrany, ty
jsou tudiz z globalniho pohledu planovani nevyznamné. Pochopitelné se jedna o priklad
velmi malého grafu, takze vysledky jen lehce a dosti nepfesné naznacuji skutecné chovani
parametru dosahu na velkych cestnich sitich. O

Ijlohy k reSeni

(3.6.1) Jakd je nejvétsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy v kazdém z ndsledujicich dvou grafii?
Vyznacte tyto dva nejvzdalenéjsi vrcholy.
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(3.6.2) Jakd je nejvétsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy v kazdém z ndsledujicich dvou grafii?
Vyznacte tyto dva nejvzdalenéjsi vrcholy.

SR 2

(3.6.3) Kolik (neusporddanych) dvojic vrcholi v nédsledujicim grafu mé vzdélenost praveé 37

Y]

(3.6.4) Kolik nejméné hran musime pridat do ndsledujiciho grafu, aby nejvétsi vzdalenost
mezi dvéma vrcholy byla 27 Zduvodnéte.

(3.6.5) Jakd je nejvétsi vzdalenost mezi d2vo jici vrcholtl v tomto vazeném grafu?

3 3
4

4
2

(3.6.6) Kolik nejvice vrcholu miize mit graf, ktery ma vSechny vrcholy stupné 3 a nejvétsi
vzdalenost mezi dvéma vrcholy je 27
(3.6.7) Predstavme si graf, jehoz vrcholy jsou vSechna prirozend ¢isla od 2 do 15 a hrany
spojuji pravé ty dvojice vrcholu, které jsou soudélné jako cisla. Pritom délka hrany je vzdy
rovna nejvétsimu spolecném déliteli. (Napriklad 4,5 nejsou spojené a 8,12 jsou spojené
hranou délky 4.) Pomineme-li izolované vrcholy 11 a 13, jakd je nejvétsi vzddlenost mezi
zbylymi vrcholy tohoto grafu?
*(3.6.8) Proc¢ kazdy 3-reguldrni graf s 24 vrcholy obsahuje dvojici vrcholii ve vzdalenosti 47
(3.6.9) Nakreslete libovolny 3-reguldrni graf na 12 vrcholech s primérem 6.
*(3.6.10) Pokud 3-reguldrni graf na 12 vrcholech obsahuje dva ve vzdélenosti 5, musi potom
obsahovat i trojithelnik? Dokazte svou odpovéd.
(3.6.11) Lze piidat dvé hrany ke kruznici délky 10 tak, aby vysledny graf mél prumér 37
*(3.6.12) Kolika neisomorfnimi zpisoby Ize pridat dvé hrany ke kruznici délky 12 tak, aby
vysledny graf mél maximélni vzddlenost (primeér) 47
(3.6.13) V ndvaznosti na Priklad 3.16 naleznéte ukdzku cestni sité s penalizovanymi
manévry, ve které existuje nejkratsi sled (vzhledem k penalizované védze) opakujici vr-
choly.
*(3.6.14) Co by meélo byt hlavni podstatnou zménou Dijkstrova algoritmu, aby jeho

prostiednictvim bylo mozno pocitat nejkratsi sledy vzhledem k manévrum (viz
Priklad 3.16)?
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4 Toky v sitich

Uvod

Nyni se podivdme jesté na jednu oblast iloh, kde nasla teorie grafii (konkrétné oriento-
vané grafy) bohaté uplatnéni v praxi. Jde o oblast tzv. ,sitovych® iiloh: Pojem sit pouZivdme
jako souhrnné pojmenovani pro matematické modely situaci, ve kterych prepravujeme
néjakou substanci (hmotnou ¢i nehmotnou) po predem danych piepravnich cestdch, které
navic maji omezenou kapacitu.

Jedna se tfeba o potrubni sité prepravujici vodu nebo plyn, o dopravni sit silnic s
prepravou zbozi, nebo tieba o internet prenasejici data. Obvykle nds zajima problém prenést
z daného ,zdroje“ do daného cile cili ,,stoku“ co nejvice této substance, za omezujicich
podminek kapacit jednotlivych prepravnich cest (pfipadné i jejich uzhi). Obrdzkem muzeme
vyjadiit sit s danymi kapacitami piepravy jako:

15 2
A\

(= (s)
3= 4

Problém maximalniho toku v siti je snadno algoritmicky resitelny, jak si také popiSeme. Jeho
algoritmické reseni pak ma (kupodivu) i mnoho teoretickych dusledkii, tieba pro souvislost
¢i parovani v grafech nebo vybéry reprezentantu.

Cile

Ukolem této lekce Jje teoreticky popsat problém toku v siti a vysvétlit zakladni algoritmus
nenasycenych cest pro jeho feseni. Déle jsou uvedeny nékteré dusledky vysvétlené ldtky (pro
rozsitené sité, pro bipartitni parovani a vybér reprezentantu mnozin, pro vyssi souvislost
grafii — Mengerovu vétu, apod).

4.1 Definice sité a toku

Zékladni strukturou pro reprezentaci sit{ je orientovany graf. Vrcholy grafu modeluji
jednotlivé uzly sité a hrany jejich spojnice. Vzpomenme si (Definice 1.10), Ze v oriento-
vanych grafech je kazda hrana tvorena usporadanou dvojici (u,v) vrcholu grafu, a tudiz
takova hrana ma smeér z vrcholu u do v.

Definice 4.1. Sit je ¢tverice S = (G, z, 5, w), kde

— @ je orientovany graf,
— vrcholy z € V(G), s € V(G) jsou zdroj a stok,

— w: E(G) = R" je kladné ohodnocen{ hran, zvané kapacita hran.

Komentar:

Na obrazku je zakreslena sit s vyznaéenym zdrojem z a stokem s, jejiz kapacity hran jsou
zapsany ¢isly u hran. Sipky udavaji smér hran, tedy smér proudéni uvazované substance po
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spojnicich. Pokud smér proudéni neni dulezity, vedeme mezi vrcholy dvojici opa¢né oriento-
vanych hran se stejnou kapacitou. Kapacity hran pak omezuji maximélni mnozstvi prendsené
substance.

Poznamka: V praxi muze byt zdroju a stoku vice, ale v definici sta¢i pouze jeden zdroj a stok,
z néhoz / do néjz vedou hrany do ostatnich zdroju / stoku. (Dokonce pak ruzné zdroje a stoky
mohou mit své kapacity.)

Obvykle néas na siti nejvice zajimé, jak mnoho substance muzeme (ruznymi cestami)
prenést ze zdroje do stoku. Pro to musime definovat pojem toku, coz je formdlni popis
okamzitého stavu prenaseni v siti.

ZnaZeni: Pro jednoduchost piSeme ve vyrazech znak e — v pro hranu e ptichazejici do
vrcholu v a e <~ v pro hranu e vychazejici z v.

Definice 4.2. Tok v siti S = (G, z, s,w)
je funkee f: B(G) — R{ splitujici

- Vee E(G): 0< f(e) <w(e),
- Y eV(G),v#zs: >, fle)= > fle).

e—v e<—v

Velikost toku f je dana vyrazem || f|| = > f(e) — > f(e).

e<—z e—z
Znateni: Tok a kapacitu hran v obrdzku sité budeme zjednodusené zapisovat ve formatu
F/C, kde F je hodnota toku na hrané a C je jeji kapacita.

Komenta¥: Neformalné tok znamend, kolik substance je kazdou hranou zrovna prendseno
(ve sméru této hrany, proto hrany musi byt orientované). Tok je pochopitelné nezdporny a
dosahuje nejvyse dané kapacity hrany. Navic je nutno v kazdém vrcholu mimo z, s splnit
podminku ,zachovani substance®.

2/5

Ve vyobrazeném ptikladé vede ze zdroje vlevo do stoku vpravo tok o celkové velikosti 5.
Poznamka: Obdobné se d4 velikost toku definovat u stoku, nebot
0=> (fle)=fle) => (Z fle)=>" f(e)> => (Z fle)=>" f(e)> :
ecelE veV \e<wv e—v v=2z,5 \e<+v e—v

(Scitance uprostied predchoziho vztahu nabyvaji nulové hodnoty pro vsechny vrcholy v kromeé
z a s dle definice toku.) Proto velikost toku poé¢itand u zdroje je rovna opacné velikosti toku
pocitaného u stoku

(Z OEDY f(e)> = (Z OESY f(e)> .

e<—z e—z e—s e<—s
Ulohy k feSeni

(4.1.1) Jak ovlivni vlastnosti sité pridani orientované smycky?
(4.1.2) V dané siti mame dva riizné toky stejné velikosti. Cim se od sebe ,, 1i3i“?
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4.2 Hledani maximalniho toku

Nasim tkolem je najit co nejveétsi tok v dané siti. Pro jeho nalezeni existuji jednoduché
a velmi rychlé algoritmy.

Problém 4.3. Maximdlniho toku v siti

Je ddna sit S = (G, z,s,w) a nasim ikolem je pro ni najit co nejuétsi tok ze zdroje z do
stoku s vzhledem k ohodnoceni w.

Formdiné hleddme max || f|| dle Definice 4.2.

Komentafr: Tok velikosti 5 uvedeny v ukdzce v piedchozi ¢asti nebyl optimalni, nebot v této
siti najdeme i tok velikosti 6:

>
4/5
Jak vsak pozname, ze vétsi tok jiz v dané siti neexistuje? V této konkrétni ukdzce to neni
obtizné, vidime totiz, ze obé dvé hrany prichazejici do stoku maji soucet kapacit 2 + 4 + 6,
takze vice nez 6 do stoku ani pfitéct nemuze. V obecnosti lze pouzit obdobnou tvahu, kdy
najdeme podmnozinu hran, které nelze tokem ,,obejit“ a které v souctu kapacit daji velikost
naseho toku. Existuje viak takova mnozina hran vzdy? Odpovéd nam d4 nasledujici definice
a véta.

Pojem tezu v siti

Definice 4.4. Rez vsiti S = (G, 2,5, w)

je podmnozina hran C' C E(G) takova, ze v podgrafu G — C' (tj. po odebrani hran C z
() nezbude zadna orientovana cesta ze z do s.

Velikosti fezu C' rozumime soucet kapacit hran z C, tj. [|C]| = > cow(e).

Veéta 4.5. Mazximdlni velikost toku v siti je rovna minimdlni velikosti Tezu.

Komentar: Na ndsledujicim obrizku vidime trochu jinou sif s ukdzkou netrividlniho
minimélniho fezu velikosti 5, naznaceného svislou ¢arkovanou ¢arou. Vsimnéte si dobrfe,
ze definice fezu mluvi o preruSeni vsech orientovanych cest ze z do s, takze do Tezu staci
zapocitat hrany jdouci pres svislou ¢aru od z do s, ale ne hranu jdouci zpét. Proto je velikost
vyznaceného fezu 1 + 4 = 5.

Poznamka: Tato véta poskytuje tzv. dobrou charakterizaci problému maximélniho toku: Kdyz
uz nalezneme maximalni tok, tak je pro nds vzdy snadné dokazat, ze lepsi tok neni, nalezenim
prislusného fezu o stejné velikosti. Pritom toto zduvodnéni fezem muzeme sméle ukédzat i nékomu,
kdo se moc nevyzna v matematice.

Dukaz Véty 4.5 bude proveden nésledujicim Algoritmem 4.7.
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Nenasycené cesty v siti

Definice: Méjme sif S a v ni tok f. Nenasycend cesta (v S vzhledem k f) je neoriento-
vana cesta v G z vrcholu u do vrcholu v (obvykle ze z do s), tj. posloupnost navazujicich
hran ey, eg,...,en, kde f(e;) < w(e;) pro e; ve sméru z v do v a f(e;) > 0 pro e; v
opacném smeéru.

Hodnoté w(e;) — f(e;) pro hrany e; ve sméru z u do v a hodnoté f(e;) pro hrany
e; v opacném sméru rikdme rezerva kapacity hran e;. Nenasycend cesta je tudiz cesta s
kladnymi rezervami kapacit vSech hran.

Komenta¥: Zde vidime ptiklad nenasycené cesty ze zdroje do stoku s minimélni rezervou
kapacity +1.

3/4  1/2  1/1 2/3  2/4

rezerva kapacity: C 41 41 +1 ) 42 () >0

Vsimnéte si dobfe, ze cesta neni orientovand, takze hrany na ni jsou v obou smérech.

Metoda 4.6. Maximadlni tok vylepSovdnim nenasycengch cest.
Zakladni myslenkou této jednoduché metody hleddni maximdlniho toku v dané siti je
prosté opakovane vylepsovat tok podél nalezenijch nenasycenyjch cest.

Komentaf: Ve vyse zakresleném obrazku nenasycené cesty byla minimélni rezerva kapac-
ity ve vysi +1, a tudiz nasycenim této cesty o velikost toku 1 vznikd nasledujici fragment
pripustného toku v siti:

4/4  2/2  0/1  1/3  3/4

ey

Zajimavé je se podivat, co se stalo s prostiednimi zpétné orientovanymi hranami — fakticky
byl jejich zpétny tok o 1 snizen/zastaven, pficemz toto mnozstvi nyni ,tece doprava® (velmi
neformélné feceno).

Fakt: Je-li minimalni rezerva kapacity hran nenasycené cesty P ze z do s ve vysi r > 0,
pak tok ze z do s zvysime o hodnotu r nésledovné;

— pro hrany e; € E(P) ve sméru ze z do s zvysime tok na f'(e;) = f(e;) + 1,

— pro hrany e; € E(P) ve sméru ze s do z snizime tok na f/(e;) = f(e;) — r.

Vysledny f§ tok pak bude opét pripustny.

Zakladni algoritmus nenasycenych cest

Implementacni detaily Metody 4.6 nasleduji popisem konkrétniho algoritmu.

Algoritmus 4.7. Ford—Fulkersoniv pro tok v siti.

vstup sit S = (G,z,s,w);
tok f=0;
repeat {
Prohledavanim grafu najdeme mnozinu U vrcholi G,
do kterych se dostaneme ze z po nenasycenych cestach;
if (seU) {
P = (vysSe nalezend) nenasycend cesta v S ze z do s;
Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P;
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until (s €U );
vystup vypiseme maximalni tok f;
vystup vypiSeme min. fez jako mnozinu hran vedoucich z U do V(G) —U.

Dukaz spravnosti Algoritmu 4.7:
Pro kazdy tok f a kazdy fez C v siti S plati || f|| < ||C||. Jestlize po zastaveni algoritmu
s tokem f nalezneme v siti S ez o stejné velikosti ||C]| = || f]|, je jasné, ze jsme nasli
maximalni mozny tok v siti S. (Pozor, zastaveni algoritmu jsme zatim nezduvodnili, to
neni tak jednoduché.)

Takze dokazme, ze po zastaveni algoritmu nastane rovnost |f|| = ||C]||, kde C je
vypsany ez mezi U a zbytkem grafu G. Vezméme tok f v S bez nenasycené cesty ze z
do s. Pak mnozina U z algoritmu neobsahuje s. Schematicky vypadd situace takto:

Jelikoz z U zadné nenasycené cesty dale nevedou, ma kazda hrana e <— U (odchéazejici
z U) plny tok f(e) = w(e) a kazda hrana e — U (pfichézejici do U) tok f(e) = 0, takze

Yof) =Y flo= fle)y= wle)=llC]l.

e<U e—U e+U ecC

Na druhou stranu, kdyz v sumé uvazujeme vSechny hrany grafu indukované na nasi
mnoziné U, tj. e € E(G | U), analogicky dostaneme pozadované

0= Y (- f) =Y (Zf@—Zf(e)) - (Zf(e)_ Zf(e)) )

ecE(GIU) velU \e<wv e—v e«U e—U
= (Zf(e) —Zf(e)) - (Z fley=>" f(e)) =fI=1cl, & 11 =Ilcl.
ez e—z e«U e—U

|

Z dukazu Algoritmu 4.7 odvodime nékolik zajimavych fakti:
Fakt: Pokud zajistime, ze Algoritmus 4.7 vzdy skondi, zaroven tim dokdzeme i platnost
Véty 4.5. (Takze se ted podivejte na Algoritmus 4.9.)

Fakt: Pro celo¢iselné kapacity hran sité S Algoritmus 4.7 vzdy skonéi.

VVVVVV

Disledek 4.8. Pokud jsou kapacity hran sité S celociselné, optimdini tok také wvyjde
celociselné.

Dikaz: Postupujeme jednoduchou indukei podle iteraci Algoritmu 4.7:
Algoritmus zac¢ind s celo¢iselnym tokem 0. V kazdé dalsi iteraci bude na pocatku tok
vSemi hranami celo¢iselny, tudiz i rezervy kapacit hran vyjdou (rozdilem od celociselné
kapacity) celo¢iselné. Proto i hodnoty toku budou zménény jen celo¢iselné, coz zakoncuje
indukéni krok. O
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VylepSeni algoritmu nenasycenych cest

Bohuzel pro realnd cisla kapacit hran neni skonceni Algoritmu 4.7 viubec zaruceno,
dokonce se daji najit extrémni pripady, které nepovedou k feSeni ani v limité. Viz (4.5.7)
ve cviceni. Proto je potfebné zékladni algoritmus (i pro potieby teorie) ponékud vylepsit.

Algoritmus 4.9. Edmonds—Karpuv pro tok v siti
V Algoritmu 4.7 vzdy sytime nejkratsi nenasycenou cestu, neboli prohleddvdme nasi sit
do sitky (viz mnozina U). Tato implementace zarucené skonci po O(|V(G)| - |E(G)|)
iteracich cyklu, celkem tedy v case O(|V(G)| - |E(G)[?).

Jesté lepsich vysledkt dosahuji nédsledujici “chytré” algoritmy.

Algoritmus 4.10. Dinictv pro tok v siti (ndznak)
V intencich Algoritmu 4.7 provadime nésledujici iterace:

e Prohleddvanim sité do sitky nalezneme vSechny nenasycené cesty nejkratsi délky
soubézné, které ndm vytvori “vrstvenou sit” (vrstvy odpovidaji nenasycené
vzdélenosti vrcholt od zdroje).

e Nalezené nenasycené cesty pak nasytime novym prohleddnim vrstvené sité.

Tato implementace zaruc¢ené skonéi uz po O(|V(G)]) iteracich cyklu, ale jednotlivé iter-
ace jsou ponékud ndrocnéjsi, O(|V(G)| - |[E(G)]).

Algoritmus 4.11. MPM (,, Tt Indd“) pro tok v siti (ndznak)
Postupuje se stejné jako v Algoritmu 4.10, jen nesyceni v druhém bodé probéhne rych-
lejsim algoritmem v case O(|V(G)|?) v kazdé iteraci, celkem tedy v O(|[V(G)[?).

Ijlohy k reSeni
(4.2.1) Jaky je maximalni tok touto siti ze z do s?
2 3

(4.2.2) Co obsahuje vyslednd mnozina U Algoritmu 4.7 v predchozim prikladé?

(4.2.3) Kde je minimalni fez v této siti mezi z a s?

(4.2.4) Pro¢ Algoritmus 4.7 vzdy skonci pro celo¢iselné kapacity hran?
*(4.2.5) Dokazte ¢asovy odhad Algoritmu 4.9.
4.3 Zobecnéni definice siti

Pojmy sité a toku v ni lze v kombinatorické optimalizaci zobecnit nékolika sméry. My si
zde strucné uvedeme t¥i moznosti.
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Sité s kapacitami vrchola

U sité muzeme zadat i kapacity vrcholi, neboli kapacitni vahovéd funkce je dana jako
w: B(G)UV(G) — RT. Vyznam pro pifpustné toky v takové siti je, ze zadnym
vrcholem nemuze celkem ,protéct” vice nez povolené mnozstvi substance.

Fakt. Takovou sit ,zdvojenim“ vrcholti snadno pfevedeme na béznou sit, ve které ka-

pacity puvodnich vrcholu budou uvedeny u novych hran spojujicich zdvojené vrcholy.
Viz neformélni schéma:

Sité s dolnimi kapacitami

Pro hrany sité lze zadat také jejich minimadlni kapacity, tedy dolni meze piipustného.
toku. Napfiklad u potrubni sité mohou minimélni vyzadované prutoky vody garantovat,
ze nedojde k zaneseni potrubi, atd. To je modelovano druhou (vedle f) védhovou funkci
¢ : E(G) — R{. Pifpustny tok pak musf spliiovat £(e) < f(e) < w(e) pro viechny
hrany e. V této modifikaci ilohy jiz pripustny tok nemusi viibec existovat.

Algoritmus 4.12. Tok v siti s dolnimi kapacitamsi
I tuto ulohu lze Tesit dosud uvedenymi ndstroji, pokud postupujeme ve dvou fdzich:

e Nejprve nalezneme pripustnou cirkulaci v siti vzniklé pridanim ,zpétné“ hrany sz.
Toho lze dosahnout hledanim toku ve specialni siti vyjadrugici ,prebytky“ (éi ne-
dostatky) dolnich mezi toku v jednotlivych vrcholech.

— 7Z dané site S = (G, z,s,w) utvoifme novou sit Sy = (G, 20, 0, wo), kde Gy
vznikne pfiddnim hrany sz a novych vrcholu zg, sg s hranami do a z V(G) podle
nize uvedeného pravidla. Pro e € E(G) je wp(e) = w(e) — £(e). Pro z € V(G) a
wprebytek p=73",  (f) = > s, £(f) > 0 je zavedena hrana zox s kapacitou
w(zox) = p, naopak pro p < 0 je zavedena hrana zsg s kapacitou w(xzsg) = —p.

— Pro Sy je nalezen maximalni tok, ktery musi nasytit vSechny hrany vychazejici
ze zp. Pokud takovy neexistuje, neexistuje ani pripustné reSeni puvodni ulohy.
V opaé¢né pripadé je tento tok na hrandch G navySen o piislusné dolni kapacity.

e Poté z pripustné cirkulace jako vijchoziho stavu uz ziskame mazximalni tok kterymkoliv
algoritmem pro toky.
Tzv. vicekomoditni toky

V siti Ize najednou prepravovat vice typu substanci. To vede na problém tzv.
vicekomoditnich toki v siti. Tento problém je slozitéjsi, uz neni v obecnosti snadno
fesitelny a presahuje ramec naseho textu, takze se jim nebudeme zabyvat.

Kromé uvedenych (a podobnych) zobecnéni toku v sitich jsou velmi zajimavé i
nékteré specidlni formulace problému toku, které se vyskytuji v moznd i necekanych
oblastech. Vice o tom napiSeme v dalsi ¢asti lekce.
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leohy k reSeni
(4.3.1) Nakreslete si sami priklad sité s dolnimi kapacitami bez piipustného toku.

*(4.3.2) Dokazte si, ze Algoritmus 4.12 funguje spravné.

4.4 Specialni aplikace siti
Bipartitni parovani

Biparitni grafy jsou grafy, jejichz vrcholy lze rozdélit do dvou mnozin tak, ze vSechny
hrany vedou jen mezi témito mnozinami, neboli podgrafy uplnych bipartitnich grafu.

Definice: Pdrovani v (nyni biparitnim) grafu G je podmnozina hran M C E(G) takové,
ze zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.

Komentaf¥: Pojem (bipartitniho) pdrovani mé piirozenou motivaci v mezilidskych vztazich.
Pokud neuvazujeme bigamii ani jisté mensiny, muzeme si partnerské vztahy predstavit jako
parovani v bipartitnim grafu. Jednu stranu grafu tvofi muzi a druhou zeny. Hrana mezi
muzem a zenou znamena vzajemné sympatie (pfitom jedinec muze mit vzajemné sympa-
tie s nékolika jinymi opacného pohlavi). Pak skuteéné, tradiéni partnerské vztahy by mély
predstavovat parovani v popsaném grafu.

Ulohu nalézt v daném bipartitnim grafu co nejvétsi parovani lze pomérné snadno
vyfesit pomoci toku ve vhodné definované siti. Uvedend metoda pouziti toku v siti na
feSeni problému parovani pritom hezky ilustruje obecny piistup, jakym toky v sitich
pomohou fesit i ilohy, které na prvni pohled se sitémi nemaji nic spole¢ného.

Algoritmus 4.13. Nalezeni bipartitniho pdarovani
Pro dany bipartitni graf G s wvrcholy rozdélenymi do mnozin A, B sestrojime sit S
ndsledovneé:

A B

Vsechny hrany sité S orientujeme od zdroje do stoku a priradime jim kapacity 1. Nyni
najdeme (celociselny) mazimdlni tok v S Algoritmem 4.7. Do pdrovdni vloZime ty hrany
grafu G, které maji nenulovy tok.

Dikaz spravnosti Algoritmu 4.13: Podle Dusledku 4.8 bude maximalni tok
celoéiselny, a proto kazdou hranou potece bud’ 0 nebo 1. Jelikoz vsak do kazdého vrcholu
v A muze ze zdroje pritéct jen tok 1, bude z kazdého vrcholu A vybrana do parovani
nejvyse jedna hrana. Stejné tak odvodime, ze z kazdého vrcholu B bude vybrana nejvyse
jedna hrana, a proto vybrand mnozina skutetné bude parovanim. Zaroven to bude
nejvétsi mozné parovani, protoze z kazdého parovani lze naopak vytvorit tok prislusné
velikosti a vétsi nez nalezeny tok v S neexistuje. O

Poznémka: Popsand metoda je zdkladem tzv. Madarského algoritmu pro parovani v bipar-
titnich grafech (viz také Piiklad 4.17). Ulohu nalezeni maximélntho pérovani lze definovat i
pro obecné grafy a také ji efektivné algoritmicky vyftesit, ale pfislusny algoritmus [Edmonds]
neni jednoduchy.
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Vy§si grafova souvislost

Pfedstavme si, Ze na libovolném grafu G definujeme zobecnénou sif tak, ze kapacity
vSech hran a vsech vrcholu polozime rovny 1 v obou smérech. Pak celociselny tok (viz
Dusledek 4.8) velikosti k& mezi dvéma vrcholy u, v se sklada ze soustavy k disjunktnich
cest (mimo spoleéné koncové vrcholy u,v). Naopak fez oddéluje u a v do ruznych sou-
vislych komponent zbylého grafu. Aplikace Véty 4.5 na tuto situaci piimo poskytne
nasledujici tvrzeni.

Dusledek 4.14. Nechf u,v jsou dva vrcholy grafu G a k > 0 je pFirozené ¢islo. Pak mezi
vrcholy w a v existuje v G asponi k disjunktnich cest, prdavé kdyz po odebrdni libovolngch
k—1 vrcholu rizniyjch od u,v z G zustanou u a v ve stejné komponenté souvislosti zbylého

grafu.

Pouzitim tohoto tvrzeni pro vSechny dvojice vrcholu grafu snadno dokézeme diive
uvedenou dulezitou Vétu 2.7 (Mengerovu). Jesté jiné pouziti si ukdzeme na problému
vybéru reprezentanti mmnozin.

Vybér riznych reprezentanti

Definice: Necht Mj, Ms,..., M} jsou neprdzdné mnoziny. Systémem riznijch
reprezentanttu mnozin My, My, ..., M} nazyvame takovou posloupnost ruznych prvku
(x1,29,...,2k), 2¢ x; € M proi=1,2,... k.

Dulezitym a dobre zndmym vysledkem v této oblasti je Hallova véta plné popisujici, kdy
lze systém ruznych reprezentantu danych mnozin nalézt.

Véta 4.15. Necht My, Mo, ..., M, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto mnoZiny existuje
systém ruzngch reprezentantu, pravé kdyz plati

VI C (1,2, k) : (U]UMJ-( > 7],

neboli pokud sjednocent libovolné skupiny z téchto mnozin md alespon tolik prvki, kolik
mnozin je sjednoceno.

Dikaz: Oznac¢me x1, T3, ..., Ty po fadé vSechny prvky ve sjednoceni M; U MsU---U
M. Definujeme si bipartitni graf G' na mnoziné vrcholu {1,2, ..., k}U{z1,z2,..., 2} U
{u,v}, ve kterém jsou hrany {u,i} proi=1,2,...,k, hrany {v,z;} proj=1,2,...,m
a hrany {i,x;} pro vSechny dvojice 4, j, pro které x; € M;.

Komentaf: Konstrukce naseho grafu G je obdobna konstrukci sité v Algoritmu 4.13: Vrcholy

u a v odpovidaji zdroji a stoku, ostatni hrany pfichdzejici do vrcholu x; znazornuji vSechny

z danych mnozin, které obsahuji prvek ;.

Cesta mezi v a v ma tvar u,i,x;,v, a tudiz ukazuje na reprezentanta z; € M;.
Systém rtiznych reprezentanti tak odpovida k disjunktnim cestdm mezi u a v. Necht X
je nyni libovolna minimalni mnozina vrcholu v GG, neobsahujici samotné u a v, po jejimz
odebrani z grafu nezbude zadna cesta mezi u a v. Podle Diusledku 4.14 a této tvahy
maji naSe mnoziny systém ruznych reprezentantu, pravé kdyz kazda takova oddélujici
mnozina X mé aspon k prvku.

Polozme J = {1,2,...,k} \ X. Pak kazda hrana z J (mimo u) vede do vrcholu z
X Nn{xy,...,zy} (aby nevznikla cesta mezi u,v), a proto

(U]EJM].( — X N {zn e = X = X ALK = X = k]
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(Prvnf rovnost vyplyva z minimality mnoziny X!) Vidime tedy, ze |X| > k pro vSechny

jeJ
je dokazovand podminka nasi véty. O

(miniméln{) volby oddélujici X, pravé kdyz ‘U Mj‘ > |J| pro vsechny volby J, coz

Poznamka: Tento dukaz nam také dava navod, jak systém ruznych reprezentantu pro dané
mnoziny nalézt — staci pouzit Algoritmus 4.7 na vhodné odvozenou sit.

Segmentace obrazu

Teorii i algoritmy toku a fezu v sitich lze vyhodné aplikovat i v néasledujici vylozené
prakticné oblasti: Jednim ze zdkladnich problému pocitacového vidéni je segmentace
obrazu na popredi a pozadi. K jeho feSeni lze (mezi mnoha jinymi pfistupy) zvolit i
nasledujici postup, ktery velmi neformalné nyni naznacime:

e Vstupem je matice obrazovych bodu (pixelu), z nichz kazdy m4 prirazeny hodnoty
pravdépodobnosti byti v popfedi a byti v pozadi. Déle jsou urceny ,separac¢ni penal-
izace“ pro dvojice sousednich pixelu.

e Sit zkonstruhujeme pfiddnim univerzdlniho zdroje z a stoku s, pficemz hrany ze z do
pixelu maji kapacitu rovnou pravdépodobnosti byti v popfedi a hrany do s obdobné
pro pozadi. Hrany mezi sousednimi pixely jsou obousmérné s kapacitami rovnymi
zminénym penalizacim.

e Minimalni fez v této siti poté urcuje ,prechody“ mezi popredim a pozadim daného
obrazu.

leohy k reSeni

(4.4.1) Najdeéte nejvétsi parovani v tomto bipartitnim grafu:

(4.4.2) Najdéte nejvétsi parovani v tomto bipartitnim grafu:

(4.4.3) Mayji vsechny triprvkové podmnoziny mnoziny {1,2, 3,4} systém ruznych reprezen-
tantu?

(4.4.4) Maji vsechny tiiprvkové podmnoziny mnoziny {1,2,3,4, 5} systém ruznych reprezen-
tantu?

Rozsifujici studium

Problematika toki v sitich je béznou soucdsti teorie grafu (i kdyz neni pokryta v [A])
a je mozno najit jeji popis tieba v [3], pfipadné na volné dostupnych webovych zdrojich
Jjako http://en.wikipedia.org/wiki/Flow_network,
http://en.wikipedia.org/wiki/Ford-Fulkerson_algorithm, nebo
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http://mathworld.wolfram.com/NetworkFlow.html. Jiny podrobny popis variant
algoritmi pro toky v sitich se nachdzi v prvnich dvou kapitoldch [d]. Jednd se také o klasické
téma kombinatorické optimalizace. Z dalsich internetovych zdroji je mozno zminit tieba
implementace na http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/files/network-flow.shtmll

Vicekomoditni toky primo zobeciiuji toky jedné komodity (substance), které byly
uz pro 2 komodity a celo¢iselné kapacity) a neexistuji pro néj podobné snadné algoritmy.
Jako takovym jsme se proto timto problémem nezabyvali a ¢tenare pouze odkazujeme na
,rozcestnik“ http://en.wikipedia.org/wiki/Multi-commodity_flow_problem

Teorie parovani (Oddil 4.4) tvori samostatnou rozvinutou oblast grafi, majici zajimavé
aplikace v jinych oborech jako statistické fyzice. Zajemce o obecnou teorii odkazujeme tieba
na [I, Chapter 2] nebo internetové nahttp://en.wikipedia.org/wiki/Matching

Problematika segmentovani obrazu lezi mimo teorii grafi a pouziti toku je
v ni pouze okrajové, presto uvadime jeden obecny odkaz pro mozné zajemce
http://en.wikipedia.org/wiki/Segmentation_(image_processing).

4.5 Cviceni: Priklady toku v sitich

Mnohé piiklady definic siti a toku v nich byly jiz zminény v pfedchozim textu lekce, a

proto ve cviceni piejdeme rovnou k ukazkovému feSeni tiloh souvisejicich s toky v sitich.
Cilem je nejen se naucit pouzivat pomérné jednoduchy algoritmus hleddani maximalniho
toku v siti, ale predevsim se sezndmit se Sirokym spektrem situaci a problému, pro jejichz
vyteSeni jsou toky v sitich uziteéné a mnohdy klicové.

Priiklad 4.16. Jaky je maximalni tok znazornénou siti ze z do s?

3

Na tomto piikladé si ukdzeme pribéh Algoritmu 4.7.

Zacneme s nulovym tokem a najdeme nejkratsi z nenasycenych cest mezi z a s

(vedouci spodem grafu a vyznacenou na prvnim obrazku). Minimalni rezerva kapacity
na této cesté je 2, takze tok nasytime o 2 podél této cesty (viz obrdzek vpravo).

V dalsim kroku najdeme nenasycenou cestu délky 3 vedouci vrchem grafu. Jeji minimaln{
rezerva kapacity je opét 2, takze ji o tolik nasytime (viz dalsi obrazek vlevo). Nyni jiz
nenasycend cesta délky 3 neexistuje, takZe najdeme nenasycenou cestu délky 4 s rezervou
kapacity 1, kterou hned nasytime (viz obrazek vpravo).
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Obdobné jesté najdeme nenasycenou cestu délky 5, kterou také nasytime o 1. Zavéreény
obrazek ndm ukazuje vSechny nenasycené hrany, mezi kterymi jiZz nevede zadna ne-
nasycend cesta ze z do s, takze mdme maximalni tok velikosti 6 v nasi siti.

Zaroven je na poslednim obrazku vyznacen i prislusny minimalni fez velikosti 6. O

Priiklad 4.17. Uvazujme vyznacené parovani velikosti 3 v ndsledujicim bipartitnim
grafu G.

Odvod'te, jak vypadaji v tomto grafu nenasycené cesty sité pouzité v Algoritmu 4.13
pro vypocet bipartitniho parovani. VylepSete stavajici parovani pomoci zvolené ne-
nasycené cesty.

Sit konstruhovand Algoritmem 4.13 vypada (podle definice) nésledovné:

Jelikoz vsechny kapacity hran jsou 1 a tok je volen celo¢iselné hranami nélezejicimi do
parovani, kazda nenasycené cesta ma rezervu kapacity +1 a zac¢iné Sipkou z s do A toku
0, pokracuje Sipkou z A do B toku 0, pfipadné se vraci proti Sipce z B do A pfii toku
1, a tak déle..., az posledni je Sipka z B do s toku 0. Nejjednodussi by byla takova
nenasycend cesta délky 3, kterd odpovida hrané v G nemajici ani jeden konec incidentni
se stavajicim parovanim (takovou hranu lze pridat pfimo do péarovéni).

Ve zobrazeném piipadé vSak zadnou dalsi hranu piimo do parovani nelze ptidat. Za
nenasycenou cestu mezi z, s lze tak napiiklad zvolit tu niZe zobrazenou, jejimz nasycenim
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vznikne nové (jiz perfektni) parovani vpravo:

Obecné nenasycené cesté pii reSeni tilohy maximalniho parovani odpovida tzv. volnd
stridava cesta, coz je cesta v grafu majici pravé kazdou druhou svou hranu v parovani,
avSak prvni a posledni hrana v parovani neni. Takovou volnou stiidavou cestu lze
,prepnout® v parovani na doplnék a ziskat tak parovani o jednu hranu vétsi. O

Priklad 4.18. Méjme neorientovany graf G. Pak hrany G lze zorientovat tak, aby

z kazdého vrcholu vychazela nejvyse jedna sipka, pravé kdyz zadny podgraf v G

neobsahuje vice hran nez vrcholii. Dokazte.

Ac¢ to tak na prvni pohled nevypad4, jedna se o priklad na systém ruaznych reprezen-
tantu (SRR): Mame systém dvouprvkovych mnozin—hran G, pficemz reprezentantem
kazdé hrany bude pocate¢ni vrchol jeji orientace coby Sipky. Zrejmé pozadovana orien-
tace G existuje, pravé kdyz existuje tento SRR.

Podle Hallovy véty méa systém hran G ruzné reprezentanty, pravé kdyz pro kazdé
F C E(G) plati, ze ||JF| > |F|, kde |J F' zkrdcené zapisuje podmnozinu téch vrcholu
incidentnich s nékterou hranou F'. Potom pokud néktery podgraf H C G ma vice hran
nez vrcholu, je | JE(H)| = |V(H)| < |E(H)| a SRR neexistuje. Naopak pokud SRR
neexistuje, je ||J F| < |F| pro vhodnou F' a sta¢i volit H (s vice hranami nez vrcholy)
indukovany touto mnozinou hran F'. O

Ijlohy k reSeni

(4.5.1) Najdéte maximdlni tok v této siti. (Kapacity hran jsou vyznaceny u svych Sipek.)
Tok do obrazku zapiste, vyznacte hrany prislusného minimalniho fezu a napiste velikost
toku.




(4.5.3) M4 tento seznam mnozin systém ruznych reprezentantu? Pokud ano, vyznacte je v
mnozinach, jinak spravné zdivodnéte, pro¢ systém riuznych reprezentantu nemaji.

{1,2,3,4}, {6,7,8,9}, {3,5,7},
{3,4,5,6}, {1,2,8,9}, {3,6,7},
{4,5,6,7}, {4,5,6}, {4,6,7}.

(4.5.4) M4 tento seznam mnozin systém riznych reprezentanti? Pokud ano, vyznacte je v
mnozinach, jinak spravné zdivodnéte, pro¢ systém riuznych reprezentantu nemaji.

{1,2,3,4}, {6,7.8,9}, {1,3,9},
{3,4,5,6}, {1,2,3,9}, {2,4,9},
{4,5,6,7}, {2,3,4}, {3,4,9}.

*(4.5.5) Dokazte, ze hrany neorientovaného grafu G lze zorientovat tak, aby z kazdého vr-
cholu vychédzely nejvyse dvé Sipky, pravé kdyz zadny podgraf v G neobsahuje vice jak
dvojnédsobek hran nez vrcholi.

*(4.5.6) Predstavme si graf G nakresleny do roviny bez kiiZzeni hran (viz Lekce 8 pro
blizsi definice). Necht u,v jsou dva riizné vrcholy v nakresleni. Pak z u do v lze dojit
,, prochazkou® po sténach grafu s prekrocenim nejvyse k jinych vrcholu, pravé kdyz ne-
existuje k + 1 vzajemné disjunktnich vnorenych kruznic oddélujicich v od v.

(4.5.7) Ukazte, ze v nasledujicim piikladu sité s redlnymi kapacitami Algoritmus 4.7 pri
(ne)vhodném vybéru nenasycenych cest nikdy neskonci, dokonce ani nekonverguje k
maximalnimu toku.
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5 Stromy — grafy bez kruznic

Uvod

Jednou ze zakladnich podtrid vsech grafii jsou tzv. stromy. Jedna se o minimalni sou-
vislé grafy, neboli souvislé grafy bez kruznic. Na druhou stranu lze stromy vnimat jako
vhodné zobecnéni cest, zachovavajici mnoho ze , snadnosti“ v zachdzeni se stromy. Stromy
se jiz neprimo vyskytly v predchozich lekcich, jako treba v pripadé stromu prochazeni grafu
(Priklad 2.16) nebo u stromu nejkratsich cest z vrcholu (Dijkstriv algoritmus). Co déle
vidime na nasledujicim obrazku?

Dulezitost stromii — jak v matematice, tak i v informatickych aplikacich — tizce souvisi s
absenci kruznic a z ni vyplyvajici snadnosti jejich popisu a zpracovani. Dobre je to vidét tieba
v situacich vyzadujicich jednoduchy popis hierarchickych entit nebo v ruznych datovych
strukturach zalozenych na stromech. Mimo uvedené jesté stoji za zminku tradi¢ni vyuziti
stromu v rodokmenech, které motivuje vétsinu zavedené terminologie na stromech.

Cile

Ukolem této lekce je hlavné popsat pojem stromu coby minimalniho souvislého grafu a
grafu bez kruznic a ukazat zakladni vlastnosti stromu vcetné jejich dukazi. Vedle toho je
vénovana pozornost korenovym a usporadanym stromum a je zaveden pojem koster grafu
(na ktery navdzeme i v Oddile 6.1).

5.1 Zakladni vlastnosti stromu

Zacnéme definici stromu a prehledem zékladnich vlastnosti stromu.
Definice 5.1. Strom je jednoduchy souvisly graf T bez kruznic.
Definice: Les je jednoduchy graf bez kruznic.

Komentaf¥: Komponenty souvislosti lesa jsou stromy. Jeden vrchol (bez hran) je také strom.

Navic, jelikoz smycky a nasobné hrany v multigrafech jsou povazovany za kruznice
délek 1 a 2, v lesech a stromech se nemohou nachazet. Stromy tudiz automaticky musi
byt jednoduchymi grafy.

Nésledujici vlastnosti stromi, kterd uvadime i s jednoduchymi dukazy, dokonce plné
popisuji stromy a mohou tudiz byt pripadné pouzity misto uvedené Definice 5.1. Jedna
se sice o dosti formdlni latku na uvod, avSak alespon zbézné porozuméni uvedenym
vlastnostem je potiebné pro dalsi praci se stromy a s jinymi strukturami zalozenymi na
stromech.

Lema 5.2. Strom s vice nez jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.

Dukaz: Souvisly graf s vice nez jednim vrcholem nemuze mit vrchol stupné 0. Proto
vezmeme strom 7' a v ném libovolny vrchol v. Sestrojime nyni co nejdelsi sled S v T
zacinajici ve v: S zacne libovolnou hranou vychéazejici z v. V kazdém dalsim vrchole
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u, do kterého se dostaneme a mé stupen vétsi nez 1, lze pak pokracovat sled S dalsi
novou hranou. Uvédomme si, ze pokud by se ve sledu S poprvé zopakoval néktery vrchol,
ziskali bychom kruznici, coz ve stromé nelze. Proto sled .S musi jednou skonéit v néjakém
vrcholu stupné 1 v 7. O

Komenta¥: Zamyslete se, pro¢ v kazdém stromé s vice nez jednim vrcholem jsou alespon dva
vrcholy stupné 1 (odpoved je skrytd uz v predchozim dikaze). Zdrovei si odpovézte, jestli
1ze tvrdit, ze kazdy strom s vice nez jednim vrcholem obsahuje ti vrcholy stupné 1.

Véta 5.3. Strom na n vrcholech md presné n — 1 hran pro n > 1.

Diukaz: Toto tvrzeni dokazeme indukei podle n. Strom s jednim vrcholem man—1 =0
hran. Necht T je strom na n > 1 vrcholech. Podle Lematu 5.2 mé T vrchol v stupné 1.
Oznac¢me T" = T — v graf vznikly z T odebranim vrcholu v. Pak T” je také souvisly bez
kruznic, tudiz strom na n — 1 vrcholech. Dle indukéniho pfedpokladu 7" mé n —1 — 1
hran, a proto T madn—1—141=mn—1 hran. O

Veéta 5.4. Mezi kazdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedind cesta.

Dukaz: Jelikoz strom T je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy u, v
vede néjaka cesta. Pokud by existovaly dvé ruzné cesty Pj, P, mezi u,v, tak bychom
vzali jejich symetricky rozdil, podgraf H = P; AP, s neprazdnou mnozinou hran, kde H
ziejmé ma vS8echny stupné sudé. Na druhou stranu se vSak podgraf stromu musi opét
sklddat z komponent stromu, a tudiz obsahovat vrchol stupné 1 podle Lematu 5.2, spor.
Proto cesta mezi u a v existuje jen jedna. O

Dusledek 5.5. Priddanim jedné nové hrany do stromu vznikne prdvé jedna kruznice.

Dikaz: Nechf mezi vrcholy u,v ve stromu T neni hrana. Pfiddnim hrany e = uv
vznikne pravé jedna kruznice z e a jediné cesty mezi u,v v T podle Véty 5.4. O

Véta 5.6. Strom je minimalni souvisly graf (na danych vrcholech).

Diikaz: Strom je souvisly podle definice. Pokud by ale vypusténim hrany e = uv ze
stromu T vznikl opét souvisly graf, pak by mezi u, v v T existovaly dvé cesty (dohromady
kruznice) — hrana e a jind cesta v T'— e. To je ve sporu s Vétou 5.4. Naopak, pokud by
souvisly graf mél kruznici, zustal by souvisly i po vypusténi nékteré hrany té kruznice.
Proto kazdy minimdlni souvisly graf (na danych vrcholech) je stromem. Tudiz strom je
pravé minimélnim souvislym grafem na danych vrcholech. O

Zavérem si pro spravné pochopeni zakladnich vlastnosti stromu vyresime néasledujici
(ne zcela jednoduchy) piiklad.

Piiklad 5.7. Kolik nejvyse kruznic vznikne v grafu, ktery vytvorime ze stromu pridanim
dvou hran?

Pridénim jedné hrany do stromu T vznikne jedna kruznice dle Dusledku 5.5. Druha
hrana vytvori nejméné jesté jednu kruznici ze stejnych duvodu, ale muze vytvorit i dvé dalsi
kruznice, jako tfeba v nésledujicim grafu, kde strom 7' je vyznacCen plnymi ¢arami a dvé
pridané hrany ¢arkovaneé.
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Kazdé z pridanych dvou hran vytvoii vliastni trojuhelnik a navic jesté vznikne kruznice délky
4 prochazejici obéma z pridanych hran.

Na druhou stranu chceme ukéazat, ze vice nez 3 kruznice po pridani dvou hran e, f do
stromu 7" vzniknout nemohou: Podle Dusledku 5.5 vznikne jen jedna kruznice prochézejici
hranou e a neobsahujici f, stejné tak jedna kruznice prochéazejici f a neobsahujici e. Nakonec
staci nahlédnout, Ze je nejvyse jedna mozna kruznice prochazejici obéma hranami e, f: Pokud
by takové byly dvé ruzné C7,Cs, podivali bychom se na jejich symetricky rozdil, podgraf
H = C1ACs, ktery mé vSechny stupné sudé, neprazdnou mnozinu hran a je navic pografem
stromu T'. Takze stejné jako ve Vété 5.4 dostdvame spor s faktem, ze podgrafy stromu s
hranami musi obsahovat vrchol stupné 1. O

Ijlohy k reSeni
(5.1.1) Je prazdny graf (bez vrcholi a hran) stromem?
(5.1.2) Které ze zakladnich typu grafii z Oddilu 1.1 jsou stromy? (A nezapomnéli jste na
jeden podtyp?)
5.1.3) Lze o nékterém ze zakladnich typi grafii z Oddilu 1.1 fici, Ze to urc¢ité nebude strom?
&
(5.1.4) Kolik je neisomorfnich lest na tiech vrcholech? Nakreslete si je.

(5.1.5) Kolik je neisomorfnich stromii na ¢tyfech vrcholech? Nakreslete si je.

5.2 Korenové stromy

Pii mnoha aplikacich stromovych struktur se ke stromu jako grafu samotnému jesté vazi
dodatecné informace, jako tfeba vyznaceny jeden vrchol, tzv. kofen stromu, ze kterého
cely strom ,vyrusta“. Typickym piikladem jsou ruzné (acyklické) datové struktury, ve
kterych je vyznaceny vrchol — kofen, referovan jako ,zacatek* ulozenych dat. Jinak tfeba
evoluéni stromy druhu v biologii maji za koten jejich spoletného (dédvného) predchudce.
Kofenové stromy maji také tradiéni motivaci v rodokmenech a z toho vychazi jejich
bézné terminologie.

Definice 5.8. Korenovym stromem je strom T
spolu s vyznacenym korenem r € V(T'), zkracené zapsany dvojici (T, r).

Komentaf¥: Piiklad kofenového stromu je na nésledujicim obrazku:

r

Zajimavost{ je, Ze v informatice stromy vétsinou rostou od kofene smérem dolu. (Vsak také
nejsme v biologii. . . )

Definice: Méjme kofenovy strom 7,7 a v ném vrchol v. Oznaéme u souseda v na cesté
smérem ke koreni r. Pak je u nazyvan rodicem v a v je nazyvan potomkem u.

Komenta¥: Kofen nemd zadného rodice. V prirozené preneseném vyznamu se u korenovych
stromu pouzivaji pojmy prarodic, predchudce, nésledovnik, sourozenci, atd. Zbézn4 ilustrace
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pouziti téchto pojmu je na nésledujicim schématu stromu.

kofen

“prarodic”

potomci

Casto se také setkate v korenovych stromech s oznac¢ovanim ,,otec—syn* misto rodi¢—potomek.
My jsme takové oznaceni nepouzili proto, ze by (hlavné v zemich na zdpad od nds) mohlo
byt povazovano za sexistické.

Definice: Vrchol stupné 1 v libovolném stromu nazyvame listem.

Komenta¥: Pozor, i kofen stromu muze byt listem, pokud mé stupen 1, ale obvykle se to
tak netikd. List kofenového stromu, ktery neni kofenem, nema potomky.

Centrum stromu

V nékterych situacich je tieba k danému stromu zvolit kotfen tak, aby jeho volba byla
jednoznaé¢na, tj. aby bylo zaruceno, ze pro dva isomorfni stromy nezavisle zvolime tentyz
koren. K tomu ndm dopomuze nésledujici nazorna definice.

Definice: Centrem stromu T rozumime bud vrchol nebo hranu nalezenou v T
nasledujicim postupem:

— Pokud ma strom T jeden vrchol, je to jeho centrum. Pokud mé strom 7T dva vrcholy,
je jeho centrem hrana spojujici tyto dva vrcholy.

— Jinak vytvofime mensi strom 77 C T vypusténim vSech listu 7" najednou. Je zfejmé,
ze T je neprazdny, a vracime se na predchozi bod. Rekurzivné ziskané centrum 7’
je zaroven centrem 7.

Piiklad 5.9. Iustraci definice centra jsou ndsledujici dvé ukdzky jeho nalezeni (¢téme
obrédzky postupu zleva doprava):

mﬁAJ@
PR

V prvnim stromé ziskame koten jako jediny vrchol po tfech rekurzivnich krocich odebrani
listi. V druhém stromé je kofenem hrana, kterou ziskame po dvou rekurzivnich krocich. O

Komenta¥: Pokud chceme danému (abstraktnimu) stromu pfifadit jednozna¢né kofen, je
nejlepsi jej pritadit centru stromu. Specidlné, pokud je centrem hrana, bude kofenem novy
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vrchol ,rozdélujici“ tuto hranu na dvé. Viz predchozi priklad dole:

o

Tvrzeni 5.10. Centrum stromu podle predchozi definice presné odpovidd ,vzddlenost-
nimu“ centru danému Definici 3.5.

Dikaz (ndznak): Pouzijeme indukci vzhledem k poloméru stromu 7' s piimym
srovnanim obou definic. O

Usporadani na stromu

Dalsi doplinkovou informaci ¢asto vazanou ke kofenovym stromum je usporaddni po-
tomku kazdého vrcholu, jako tfeba sefazeni potomkt v rodokmenech podle jejich data
narozeni. To formalizujeme nésledujici definici.

Definice: Kofenovy strom T,r je usporddany, pokud je pro kazdy jeho vrchol jed-
noznacné déno poradi jeho potomku (zleva doprava).
Usporadany kotfenovy strom se také nazyva péstovany strom.

Komenta¥: Usporadany kofenovy strom si jinak také muzeme predstavit jako strom s
vyznacenym kofenem a pevné zvolenym nakreslenim v roviné bez kiizeni hran. Nakresleni
hran potomku vzhledem k hrané rodice pak uddva (ve zvolené orientaci) poradi potomku.
Tento pohled vede k nazvu péstovany strom.

Uspoiadéni potomk vrcholu ve stromu je pfirozené pozadovano v mnoha praktickych
situacich. Napiiklad ve stromovych datovych strukturach jsou c¢asto potomci explicitné
sefazeni podle daného klice, jako tieba ve vyhledavacich binarnich stromech. I v piipadech,
kdy usporadéani potomku ve stromé neni dano, je mozné jej jednoznacné definovat, jak
uvidime v nésledujici ¢asti.

leohy k reSeni

(5.2.1) Bindrni vyhleddvaci strom je uspordadany kotrenovy strom, ktery se pro dand data
obvykle tvori nasledovné: Prvni prvek dat se ulozi do korene. Kazdy dalsi prichozi prvek,
pokud ma mensi kli¢ nez koren, ulozi se rekurzivné do levého podstromu, pokud vétsi,
tak do pravého podstromu. Vytvoite binarni vyhledavaci strom pro danou posloupnost
dat s klici

11,15,9,5,13,10,20,21,1,6.

(5.2.2) Urcete centra ndsledujicich dvou stromii:

(5.2.3) Méjme libovolny strom s 33 vrcholy. Kolik jeho listii postupné odebereme, nez uréime
centrum? (Je to jednoznacné?)
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5.3 Isomorfismus stromu

Jelikoz stromy jsou specidlnim piipadem grafii, je isomorfismus stromu totéz co isomor-
fismus grafii. Avsak na rozdil od obecnych grafti, kdy je urc¢eni isomorfismu algoritmicky
(nakonec i ru¢né) tézky problém, pro isomorfismus stromu existuje efektivni postup,
ktery si ukdzeme dale. Nejprve si uvedeme restriktivnéjsi (tj. vyzadujici vice shody)
verze definice isomorfismu pro korenové a usporadané stromy.

Definice: (Dva stromy jsou isomorfni pokud jsou isomorfni jako grafy.) Dva kotrenové
stromy T,r a T',r’ jsou isomorfni pokud existuje isomorfismus mezi stromy T a T”,
ktery kofen r zobrazuje na kotren 7’.

Komentafr: Napiiklad ndsledujici dva (isomorfni) stromy nejsou isomorfni coby kofenové

stromy.
r 7!

Definice: Dva usporddané kofenové (péstované) stromy jsou isomorfni pokud je mezi
nimi isomorfismus kofenovych stromu, ktery navic zachovavéa poradi potomku vSech
vrcholt.

Komentaf: Napiiklad z nasledujicich ti{ isomorfnich kofenovych stromu jsou prvni isomorfni
i coby uspofddané koienové stromy, avsak tiet{ s nimi takto isomorfni neni, nebot poiadi
potomkt levého syna kofene se lisi.

Kédovani uspoiradanych koifenovych stromu

Usporadanému kotfenovému stromu lze snadnym postupem pritadit fetézec vnorenych
zavorek, ktery jej plné popisuje. (Mozna jste se jiz s touto jednoduchou korespondenci
zévorek a korenovych stromu setkali pii sémantické analyze zanofenych matematickych
vyrazi.)

Definice:

Kod usporddaného kofenového stromu se spocitd rekurzivné z kédu vSech podstromu
kofene, sefazenych v daném poradi a uzavienych do paru zavorek.

Poznamka: Misto znaku ‘(” a ‘)’ lze pouzit i jiné symboly, tieba ‘0’ a ‘1’.
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Klicovym faktem o kdédech péstovanych stromu je toto tvrzeni:

Lema 5.11. Dva usporddané korenové (péstované) stromy jsou isomorfni prdvé kdyz
jejich kody ziskané podle predchoziho popisu jsou shodné retézce.

Dukaz: Postupujeme indukei podle hloubky stromu (nejdelsi vzdalenosti z kotrene).
Béze je ziejmad, strom hloubky 0 je jedineény s kédem ‘()’. Déle podle definice jsou dva
usporadané korenové stromy isomorfni, pravé kdyz v daném poradi jsou po dvojicich
isomorfni podstromy jejich korenu, neboli podle indukéniho predpokladu pravé tehdy,
kdyz sefazené kédy podstromu (nizsi hloubky) téchto kofenu vytvori shodné retézce. O

Piiklad 5.12. Nakreslete jako péstovany strom ten odpovidajici zavorkovému kédu

(OOO00ONOO))-

Je-li dan kod s uspotradaného kotfenového stromu, snadno z definice nahlédneme, ze

prislusny strom nakreslime nasledujicim postupem:

— Pii precten{ znaku ‘(’ na zac¢dtku spustime pero na papir, do kofene.

— Pii kazdém dalsim piecteni znaku ‘(’ nakreslime hranu do ndsledujictho potomka
soucasného vrcholu.

— Pii kazdém precteni znaku ‘)’ se perem vratime do rodice soucasného vrcholu, piipadné
zvedneme pero, pokud uz jsme v kofeni.

Efektivni algoritmus isomorfismu pro stromy

Pii ur¢ovani isomorfismu obecnych stromu pouzijeme Lema 5.11 a jejich jednoznacnou
reprezentaci usporddanymi kofenovymi stromy, ve které koien volime v centru a potomky
sefadime podle jejich kédu vzestupné abecedné. Jinak se dé také tici, ze kod prirazeny
stromu 7' je lexikograficky nejmensi ze vsech kédu usporadanych stromu vzniklych z T s
korenem v jeho centru. Takovy kdéd je ziejmé urcujici vlastnosti stromu 7" jako takového,
a proto spravnost nasledujiciho algoritmu muzeme snadno nahlédnout nize.

Algoritmus 5.13. Urcéeni isomorfismu dvou stromai.
Pro dané dva obecné stromy T a U implementujeme algoritmus zjistujici isomorfismus
T ~" U ndsledovné v symbolickém zdpise:

vstup < stromy T a U;

if ([V(T)|'=|V(U)]) return ’Nejsou isomorfni.’;

(T,r) = korenove_centrum(T); (U,s) = korenove_centrum(U);
k = minimalni kod(T,r); m = minimalni _kod(U,s);

if (k==m coby retézce) vystup ’Jsou isomorfni.’;

else vystup ’Nejsou isomorfni.’;

Funkce minimalni kod(strom X, vrchol r) {
if (JV(X)|==1) return "O";
d = pocet komponent grafu X-r, tj. podstromii korene r;
for (i=1,...,d) {
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Y[i] = i-td souvisla komponenta grafu X-r;
s[i] = i-ty soused r, tj. koren podstromu Y[i];
k[i] = minimalni kod(Y[i],s[i]);

}

sort k[1]<=k([2]<=...<=k[d] lexikograficky (abecedné);
return "("+k[1]+...+k[d]+")";

}

Funkce korenove_centrum(strom X) {
r = centrum(X);
if (r je jeden vrchol ) return (X,r);
else novy s, nahrad hranu r=uv v X hranami su, sv;
return (X,s);

}

Diikaz spréavnosti Algoritmu 5.13 je podan v nasledujicim tvrzeni.

Véta 5.14. Méjme dva stromy T,U o stejném poétu vrcholi a necht (T',7) a (U, s)
jsou po Tadé jejich kotenové stromy ziskané v proni ¢éasti Algoritmu 5.13 (kde r,s jsou
centra T, U ). Pak plati:

a) T a U jsou isomorfni, pravé kdyz (T',r) je isomorfni (U’,s).

b) (T',r) je isomorfni (U',s), prdve kdyz

minimalni kod(T’,r) = minimalni kod(U’, s).

Dukaz: Tvrzeni (a) ihned plyne z jednoznacnosti definice centra stromu.

Za druhé (b) dokazujeme indukeci podle hloubky nasich korenovych stromu 77, r
a U',s. (ZFejmé pokud maji ruzné hloubky, isomorfni nejsou.) Dva kofenové stromy
hloubky 0 jsou vzdy isomorfni a maji shodny kéd ,()¢. Déle vezmeme T",7 a U’ s
hloubky ¢ > 0. Pokud jejich kédy vyjdou shodné, jsou isomorfni. Naopak pro isomorfni
T',r a U', s existuje bijekce mezi vzajemné isomorfnimi podstromy jejich kofenu, tudiz
podle indukéniho predpokladu kédy téchto podstromu jsou po dvojicich shodné. Je-
likoz se v obou pripadech settid{ kédy podstromu stejné, vyjde minimalni kod(T’,r) =
minimalni kod(U', s). O

Ijlohy k reSeni
(5.8.1) Odvod'te spravny zdvorkovy kéd pro tento péstovany strom:

(5.3.2) Nakreslete péstovany strom odpovidajici zévorkovému kdédu

(oM D)) -

5.4 Kostry grafi

Pohled na stromy coby minimdlni souvislé grafy pirindsi i pojem kostry grafu —
minimalniho propojeni mezi vSemi jeho vrcholy. V tomto oddile se na problematiku

68



koster grafu podivame pohledem hezké matematické hiicky (viz Véta 5.17). Na druhou
stranu dulezitosti problému hleddni minimalni kostry grafu (tzv. MST problém) bude
vénovan také pozdéjsi Oddil 6.1.

Definice 5.15. Kostrou souvislého grafu G

je podgraf v G, ktery je sdm stromem a obsahuje vSechny vrcholy grafu G.

Komenta¥: Kostrou stromu je strom sdm. Na druhou stranu kostrou kruznice C), je kazda z
n cest vzniklych z C,, vypusténim jedné hrany. Slozitéjsi grafy maji pak jesté vice moznych
koster.

Poznéamka: Pojem kostry lze definovat i pro nesouvislé grafy, pak se kostrou mysli les, jehoz
stromy jsou kostrami jednotlivych komponent.

Priklad 5.16. Kolik riuznych koster m4 tento graf?

Podivejme se na kostru grafu takto — jaké hrany z grafu vymazeme, aby zbyl strom?
Zajisté musime vymazat nékterou hranu z prvni kruznice (5 moznosti) a nékterou hranu z
druhé kruznice (6 moznost{). Na druhou stranu to v tomto jednoduchém piikladé uz staci,
vzdy pak zbude strom. Vybér vymazané hrany z prvni kruznice je nezavisly na druhé kruznici
(jsou disjunktni), a proto dle principu nezdvislych vybéru mame 5 - 6 = 30 moznosti vybrat
dvé hrany k vymazéani. Celkem tedy vyjde 30 koster. O

Nésledujici vysledek Cayleye patii ke ,krasnym drahokamum® teorie grafu.

Veéta 5.17. [jplny' graf K,, pro n > 0 md presné n"~2 koster.

Komentaf: Pro tento vysledek existuje nékolik ruznych velmi péknych dukazu, které si
zdjemci mohou najit v literature [5]. My si ddle uvedeme jesté jeden zcela obecny (a z
pohledu vypocetni slozitosti docela prekvapivy) vysledek.

Definice. Laplaceova matice Q = (Qij)?,j:1 grafu G o n vrcholech je definovana:

— ¢i; = dg(i) (stupen vrcholu),
— @i = 0 pro vrcholy ¢ # j nespojené hranou,

— @;j = —1 pro vrcholy ¢ # j spojené hranou.

Véta 5.18. Necht Q je Laplaceova matice grafu G a matice Q' vznikne vyskrtnutim
jejiho proniho Fddku a sloupce. Pak pocet koster grafu G je roven determinantu |Q’|.

Komenta¥: Dikaz této prekvapivé véty je mimo dosah nasi predndsky (vyuziva silné ndstroje
linearni algebry). Uvédomte si, pro¢ samotnd matice @ je singuldrni (determinantu 0) —
nebot souéet prvki v kazdém fddku je 0. Je také mozno vyskrtdvat jiné fadky a sloupce,
ale muze se tim zménit znaménko determinantu.

Ijlohy k reSeni

(5.4.1) Kolik koster md graf K17

(5.4.2) Kolik koster mé kruznice délky 20047
*(5.4.3) Ovérte predchozi vysledek podle Véty 5.18.

(5.4.4) Zkuste sami vlastnim pocitdnim odvodit, Zze pocet koster iiplného grafu Ks je
125 = 5%,
*(5.4.5) Odvod'te pomoci Véty 5.18, kolik koster mé& tplny bipartitni graf K, .
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(5.4.6) Dokdzete nalézt souvisly graf s presné 2007 kostrami bez kruznice Capp7 coby pod-
grafem?

Rozsitujici studium

Stromum, jejich isomorfismu a kédovéni se vénuji [B, Oddily 5.1,5.2]. Zdjemci o hlubsi
studium pocitani koster v grafech a prislusné dukazy si mohou precist pomérné pokrocilou [3,
Kapitolu 8]. Tam Ize také nalézt obtizny dukaz obecné Véty 5.18.

Pro informatika dale stromy predstavuji zaklady vétsiny pokrocilych datovych struktur
(napiiklad vyhleddvaci stromy, haldy, derivacni stromy, apod.) a také nékterych algorit-
mickych postupu jako naptiklad tzv. backtrackingu (viz také postupy prohleddvani grafi v
Lekci 2). Dalsi informace o algoritmickém vyuziti stromu najdeme v pristi Lekci 6.

5.5 Cviceni: Priklady o stromech a kostrach

Priklad 5.19. Zakresleme si stromy prohledavani grafu pro Priklady 2.16 a 2.17.
Stromem prohledavani rozumime kostru daného grafu tvorenou pravé témi hranami,
jejichz projitim doslo k objeveni nového vrcholu.

Stromy prohledavéani zminénych instanci algoritmu prohleddvani jsou zde:

DFS BFS

Je na nich zaroven hezky vidét zakladni strukturdlni rozdil mezi prohleddvanim do
hloubky (DFS) a do sitky (BFS). O

Priklad 5.20. Zjistéte, zda nasledujici dva stromy jsou isomorini pomoci Algo-

ritmu 5.13.

Nejprve si ovéiime, ze stromy maji stejny pocet vrcholu (hran je pak také stejné). K
danym dvéma stromum najdeme jejich centra a prekreshme si je jako kofenové stromy
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s kofeny v centrech.

Nyni prejdeme k urceni minimélniho zavorkového kédu pro levy strom (Algorit-
mus 5.13): Napiiklad pii rekurzivnim voléni ve vrcholu b uréime kédy jeho podstromu
jako ’()" a ’(()())’. Jelikoz levou zavorku povazujeme za slovnikové mensi, tyto dva
podkédy sefadime a spojime takto *((()()) ())’. Obdobné postupujeme déle. . . Nakonec
v kofeni a ziskdme rekurzivnimi voldnimi kédy jeho tii podstromu '((()()) ())’, ()’ a
"(()) O() ). Po sefazeni a spojeni ndm celkovy minimalni kéd levého stromu vyjde
(000 (0)00) 0

Obdobné budeme postupovat pii rekurzivnim uré¢ovani minimalniho kédu pravého
stromu. Zde ndm podkédy jednotlivych tii podstromu korene z vyjdou ’()’, '((())())” a
"((O))O()). Po sefazeni a spojeni nam celkovy minimélni kéd pravého stromu vyjde

(OO0 )( (()2()) () ). Napiseme si tedy ziskané dva kédy pod sebe a uvidime, kde se

)00) (
(CCOMO) OO O)
lis{ 000

0
(E(E) ) gz)) 00 0) Dané dva stromy tudiz nejsou isomorfni. O

Priklad 5.21. Kolik ruznych koster ma tento graf?

Jak vidime, opét musime vymazat dvé hrany z grafu, aby zbyla kostra. Nelze vSak
vypoustét jednu hranu z levé kruznice a jednu z pravé, nebot by vybéry nebyly nezévislé
— hrana = je obéma sdilend. Podivame se tedy na feSeni jako na soucet disjunktnich
moznosti; poctu koster obsahujicich x a poctu koster bez hrany .

Pokud hranu x vymazeme, zbude kruznice délky 11 a ta m& 11 koster. Pokud naopak
hranu x zachovame, musime z “levého oblouku” kruznice od z vymazat jednu ze 6 hran
a z “pravého oblouku” jednu z 5 hran. Tyto vybéry jiz jsou nezavislé a pocet moznosti
je 6 -5 = 30. Celkem ma nas graf 11 + 30 = 41 koster. O

Ijlohy k reSeni

(5.5.1) Kolik hran je tfeba vypustit z ndsledujiciho grafu na 9 vrcholech, aby zbyla jeho
kostra?

(5.5.2) Kolik vrcholi mé& strom s 2004 hranami? Je to jednoznacné?
(5.5.3) Les m4 2009 vrcholu a celkem 4 souvislé komponenty. Kolik md hran?
(5.5.4) Kolik komponent souvislosti méa les s 2004 vrcholy a 1993 hranami?

*(5.5.5) Dokédzete nalézt graf se dvéma kruznicemi, z néhoz lze odebrdanim jedné hrany
vytvorit strom? Zdivodnéte a pripadné nakreslete.
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*(5.5.6) Urcete, kolik neisomorfnich stromii se vSemi vrcholy stupiiti 1 nebo 3 existuje na 14

vrcholech?

(5.5.7) Meéjme c¢isla {10,11,13,14,15,21} a spojme dvojice z nich hranami, pokud jsou
soudélna. Je vysledny graf stromem? A aspon lesem?

(5.5.8) Které z ndsledujicich vyrazu jsou spravnymi zavorkovymi kédy pro nakreslené
usporadané korenové stromy?
A: (CCOOOYONCOYON
B: (CCOOOOYON OO
C: (CCOOOYO)CO O

(5.5.9) Kolik koster miize mit graf, ktery vznikne ze stromu na 8 vrcholech priddnim libo-
volné nové hrany (mezi dvéma nespojenymi vrcholy)? Uvédomte si, Ze pro ruzné stromy
a hrany mohou vyjit ruzné vysledky, a vasim tikolem je najit vSechny mozné pocty, véetné
prislusnych obrazkii.
*(5.5.10) Kolik riznych koster maji grafy na ndsledujicim obrdzku?

(5.5.11) Kolik hran je treba vypustit z uplného grafu na n vrcholech, aby vznikla jeho

kostra?
*(5.5.12) Kolik nejméné vrcholu musi mit graf (bez ndsobnych hran), ve kterém lze nalézt

dvé kostry nesdilejici Zadnou hranu? Zduvodnéte.
*(5.5.13) Dokédzete nalézt souvisly graf s presné 2003 kostrami bez kruznice Cagg3 coby pod-
grafem? Abyste si usetrili ¢as, 2003 je prvocislo.
(5.5.14) Overte reseni Piikladu 5.21 podle Véty 5.18.
*(5.5.15) Kolik koster m4 graf K, — e (tj. iplny po odebrani jedné hrany)?

Névod: Zamyslete se, kolik koster prochdzi jednou (lib.) hranou K.
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Cast 11
Dalsi Uzitecné Oblasti a Problémy

Mimo témat primo vazanych k nejcastéjim (obvykle) informatickym aplikacim nam
teorie grafil nabizi i mnoha jina zajimava zakouti, ktera si zaslouzi své misto v obecném
kurzu a jeho ucebnim textu. Nasledujici tri lekce tak nabizeji reprezentativni vybér
dalsich tradi¢nich grafovych oblasti a témat, ktera se oproti predchozi ¢asti vyznacuji
ponékud vyssi matematickou narocnosti, avsak stale si zachovavaji uzitecné vazby také
na informatiku.

6 Minimalni kostry, Hladovy algoritmus

Uvod

Kromé teoretickych “hrdatek” maji kostry grafii (Oddil 5.4) nasledujici dilezité praktické
pouziti: Drive jsme uvazovali spojeni v grafech cestami jdoucimi z jednoho mista do druhého,
ale nyni se podivame na jiny zptusob “propojovani” viech vrcholii grafu najednou. Vezméme
si treba pozadavky propojeni domu elektrickym rozvodem, propojeni skol internetem, atd.
Zde nas ani tak nezajimaji délky jednotlivych cest mezi propojenymi body, ale hlavné celkova
délka ¢i cena vedeni/spojeni, které musime postavit.

Nasim cilem je tedy najit minimalni souvisly podgraf daného grafu, tedy minimalni
zpusob propojeni (v danych podminkéch), ve kterém existuji cesty mezi kazdou dvojici vr-
cholii. Podle Véty 5.6 je timto minimalnim propojenim strom — kostra naseho grafu. Vstupni
graf nam pritom udava vsechny mozné realizovatelné propojky s jejich cenami. Jak uvidime,
tloha se da velmi dobre resit tim asi nejjednodussim zpusobem, tzv. hladovim postupem —
bereme vzdy to nejlepsi, co se zrovna nabizi. . .

Cile

V' lekci probereme vyznamny problém minimalni kostry grafu, vcéetné jednoduchého
“hladového” algoritmu pro jeho feseni. Obecné je postup tzv. hladové optimalizace demon-
strovan na reSeni nékolika jinych kombinatorickych problémi, a v jeho souvislosti je také
zminén pojem matroidu.

6.1 Hledani minimalni kostry

Problém 6.1. Problém minimdlni kostry (MST)
Je ddn (souvisly) vdzeny graf G,w s nezdpornym ohodnocenim hran w. Otdzkou je najit
kostru T v G, kterd md nejmensi mozné celkové ohodnoceni. Formdalné

MST = min Z w(e)
kostra TCG \e€E(T)

Komenta¥: Kostra daného grafu je minimélni podgraf, ktery zachovava souvislost kazdé
komponenty puvodniho grafu. Proto ndm vlastné ukazuje “minimélni propojeni” danych
vrcholu, ve kterém jesté existuji cesty mezi vSemi dvojicemi, které byly propojeny i puvodné.

Praktickou formulaci problému je tieba propojeni domu elektrickym rozvodem, $kol in-
ternetem, atd. Jedna se tady o zadani, ve kterych nas zajima predevsim celkova délka ¢i cena
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propojeni, které je tteba vytvofit. Piiklad je uveden na nasledujicim obrazku i s vyznacenou
minimélni kostrou vpravo.

3 4 3
3 2 1
1 2 1
1 P)
1 49

Algoritmus 6.2. ,, Hladovy“ pro minimadlni kostru.
Je dan souvisly vdZeny graf G,w s nezdporngm ohodnocenim hran w.

— Sefadime hrany grafu G vzestupné podle jejich ohodnoceni, tj.
w(er) <wlex) < -+ < wlem).

— Za¢neme s prazdnou mnozinou hran 7' = () pro kostru.

— Proi=1,2,...,m vezmeme hranu e; a pokud 7'U {e;} nevytvaii kruznici, priddme
e; do T'. Jinak e; “zahodime”.

— Na konci mnozina T obsahuje hrany minimélni kostry vazeného grafu G, w.
Komenta¥: Podrobnou ukazku prubéhu hladového algoritmu ¢tenaf najde v Prikladé 6.15.

Dikaz spravnosti Algoritmu 6.2:

Nechf 7' je mnozina hran ziskand v Algoritmu 6.2 a necht hrany jsou jiz sefazené w(ey) <
w(ez) < -+ < w(ey). Vezméme mnozinu hran Ty té minimalni kostry (muze jich byt
vice se stejnou hodnotou), kterd se s T' shoduje na co nejvice prvnich hrandch. Pokud
Ty = T, algoritmus pracoval spravné.

Predpoklddejme tedy, ze Ty # T', a ukazeme spor, tj. ze toto nemuze ve skuteénosti
nastat. Ozna¢me j > 0 takovy index, ze se mnoziny Ty a T shoduji na prvnich j — 1
hrandch eq,...,e;_1, ale neshoduji se na e;. To znamena, ze e; € T, ale e; & Tp. (Jisté
nemuze nastat e; ¢ T, ale e; € T.) Podle Dusledku 5.5 obsahuje graf na hranach
To U {e;} pravé jednu kruznici C. Kruznice C' vSak nemuze byt obsazena v nalezené
kostte T', a proto existuje hrana e, v C, kterd e, & T a zaroven k > j. Potom vsak je
w(er,) > w(e;) podle naseho sefazeni hran, a tudiz kostra na hrandch (Tp \ {ex}) U {e;}
(vznikla nahrazenim hrany ej hranou e;) nenf horsi nez Ty a méli jsme ji v nasi tvaze
zvolit misto Ty. To je hledany spor. O

Komenta¥: Spravny pohled na predchozi dukaz by mél byt nasledovny: Piedpokladali jsme,
ze nalezend kostra T se s nékterou optimalni kostrou shoduje aspon na prvnich j— 1 hranéch.
Poté jsme ukazali, ze nékterou dalsi hranu e;, v (pFedpoklddané) optimaln{ kostie 1ze zameénit
hranou e;, a tudiz dosahnout shodu aspon na prvnich j hranach. Dalsimi iteracemi zamén
ukéazeme uplnou shodu nasi nalezené kostry T' s nékterou optimalni kostrou. V nasem dukaze
jsme se vlastné zameérili na fakt, ze ta posledni iterace zdmén nemuze selhat. Nakreslete si
tento dukaz obrazkem!

Zéakladni hladovy algoritmus pro hledani minimalni kostry grafu byl poprvé explicitné
popsan Kruskalem, ale uz dfive byly objeveny jeho podobné varianty, které zde jen
struéné zminime.

Algoritmus 6.3. Jarnikidv pro minimdlni kostru.

Hrany na zacdtku neserazujeme, ale zacéneme kostru vytvaret z jednoho wvrcholu a v
kazdém kroku pridame nejmensi z hran, které vedou z jiZ vytvoreného podstromu do
zbytku grafu.
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Poznamka: Tento algoritmus je velmi vhodny pro praktické vypocty a je dodnes siroce pouzivany.
Malokdo ve svété vsak vi, ze pochédzi od Vojtécha Jarnika, zndmého Ceského matematika — ve
svétové literatuie se obvykle pfipisuje Americanu Primovi, ktery jej objevil az skoro 30 let po
Jarnikovi.

Avsak historicky vubec prvni algoritmus pro problém minimalni kostry (z roku 1928)
byl nalezen jinym ¢eskym (brnénskym) matematikem:

Algoritmus 6.4. Boruvkidv pro minimdlni kostru (naznak).

ze vSech vrcholi grafu najednou. Detaily lze nalézt v literature [5, Oddil 5.4).

Doplinkové otazky
(6.1.1) Co se stane, pokud v Algoritmu 6.2 sefadime hrany naopak, tedy sestupné?
(6.1.2) Cim je Jarnikiiv algoritmus pro MST vyhodnéjsi nez zakladni hladovy postup?

(6.1.3) Promyslete si Jarnikiiv algoritmus, jaké datové struktury potiebujete pro jeho co
nejrychlejsi implementaci?

6.2 Hladovy algoritmus v obecnosti

Asi nejprimitivnéjsim moznym piistupem pii feSeni diskrétnich optimaliza¢nich tloh je
postupovat stylem beru vzdy to nejlepsi, co se zrovna nabizi... Tento postup obecné v
¢estiné nazyvame hladovym algoritmem, 1 kdyz lepsi by bylo pouzit spravnéjsi preklad
anglického “greedy”, tedy nenasystny algoritmus. A jesté hezéi ¢eské spojeni by bylo
“algoritmus hamouna”. Jednoduse bychom jej nastinili takto:

e Postupné v krocich vyber vzdy to nejlepsi, co se da (nabizi).

e To vyzaduje zvolit usporaddni na objektech, ze kterych vybirame.

e Prubéh a tspéch algoritmu silné zévisi na tomto zvoleném usporddéani (které jiz dale
nemeénime).

Komenta¥: Jak asi kazdy vi, nenasystnost ¢i hamounstvi nebyva v zivoté tim nejlepsim
postupem, ale kupodivu tento princip perfektné funguje v mnoha kombinatorickych tlohéch!
Jednim znamym pitkladem je vyse uvedené hledani minimélni kostry. Jinym piikladem je
tFeba jednoduchy problém pridélovani (uniformnich) pracovnich tikoli, na némz si obecné
schéma hladového algoritmu ilustrujeme.

Problém 6.5. P7idéleni pracovnich kol

Uvazujeme zadané pracovni ukoly, které maji presné urceny cas zacdtku i délku trvdni.
(Jednotlivé ikoly jsou tedy reprezentovdny uzavienymi intervaly na casové ose.) Cilem
je takové pridélent dkolu pracovnikum, aby jich celkové bylo potreba co nejméné. Vsichni
pracovnici jsou St navzdjem rovnocenni — uniformnd, tj. kaZdy zvlddne vsechno.

Komentaf: Pro piiklad zadéni takové problému si vezméme nésledujici intervaly tkolu:
4 o— o
loe—oe 3e— o
26— oe—— 9?2

] e—— o

Kolik je k jejich splnéni potieba nejméné pracovniku? Asi sami snadno zjistite, Ze 4 pracovnici
staci, viz zobrazené ocislovani. Ale pro¢ jich nemuze byt méné?
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Poznéamka: Uvedené zaddni muze byt kombinatoricky popsano také jako problém optim&lniho
obarven{ daného intervalového grafu (vrcholy jsou intervaly tikolu a hrany zndzornuji prekryvani
intervalu).

Algoritmus 6.6. Hladovy algoritmus rozdéleni pracovnich vkold.
Problém 6.5 je vyresen ndsledujici aplikaci hladového postupu:

1. [jkoly nejprve seradime podle cast zacdtki.

2. KazZdému tikolu v poradi pridelime volného pracovnika s nejnizsim cislem.

Dikaz: Nechf nés algoritmus pouZije celkem k pracovnikii. DokdZeme jednoduchou
uvahou, ze tento pocet je optimalni — nejlepsi mozny. V okamziku, kdy zacal pracovat

pracovnik ¢islo k, vsichni 1,2,...,k — 1 také pracovali (jinak bychom vzali nékterého z
nich). V tom okamziku tedy mame k prekryvajicich se tkolu a kazdy z nich vyzaduje
vlastniho pracovnika. O

Komentaf: Piiklad neoptimalniho pfidéleni pracovnich tkoli dostaneme napiiklad tak, ze
na zac¢atku ikoly setadime podle jejich ¢asové délky. (Tj. ¢im delsi ikol, tim diive mu hladove
prifadime pracovnika.)
S5e— o— @3
2 6e—o 26— o

3e— o e 4

le °

Takovy postup by se také mohl zdit rozumny, vidyt se v praxi éasto rozdéluji nejprve
ty velké tkoly a pak prubézné ty mensi. Vidime vSak na obrdzku, Zze nalezené feSeni neni
optimalni — vyzaduje 5 misto 4 pracovniku.

Je tedy velmi dulezité, podle jakého prinicipu sefadime objekty (iikoly) na vstupu.

Dopliikové otazky

(6.2.1) Proc¢ tedy nestaci méné nez 4 pracovnici pro splnéni pracovnich tikoli v zadani za
Problémem 6.57

(6.2.2) Co kdybychom v hladovém feseni Problému 6.5 seradili iikoly podle c¢asu jejich
ukonceni?

6.3 Pojem matroidu

Pojem matroidu se ¢asto vyskytuje ve spojeni s diskrétni optimalizaci, viz tfeba mnohé
prace Edmondse. Jednad se o pojem velice “obtizny k uchopeni”, a proto si o ném
zde uvedeme jen nékolik zdkladnich poznatkl v souvislosti s hladovym algoritmem
(Véta 6.12).

Definice 6.7. Matroid na mnoziné X, znaceny M = (X, N),

je takovy systém N podmnozin nosné mnoziny X, ve kterém plati nasledujici:

1. 0eN

2. Ae NaBCA = BeN

3. ABeNal|A|<|B|] = Jye B\A: AU{y}teN

Mnozinam ze systému N fikdme nezdvislé mnoziny. Tém ostatnim pak fikdme zdvislé.

Nezavislym mnozindm, do kterych jiz nelze pridat zadny prvek tak, zZe ziustanou
nezavislé, fikame bdze matroidu.
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Komenta¥: Nejdulezitéjsi ¢asti definice matroidu je zvyraznény tieti bod. Pfimo ukazkovy
piiklad matroidu ndm dévé linedarni algebra — vS8echny linedrné nezavislé podmnoziny vek-
toru tvori matroid. Odtud také pochézeji pojmy nezavislosti a biaze matroidu, které primo
odpovidaji piislusnym pojmum vektorového prostoru.

Lema 6.8. Vsechny bdze matroidu obsahuji stejné mnoho proki.

Dukaz: Toto primo vyplyva z tieti vlastnosti definice matroidu: Pokud nezavisla
mnozina A ma méné prvki nez baze B, tak do A lze vidy pridat dalsi prvek x tak, ze
zustane A U {z} nezavisla. O

Nyni uvedeme nékolik poznatku o stromech, které jsou relevantni pro zavedeni
“grafovych” matroidu.

Lema 6.9. Les na n vrcholech s ¢ komponentami souvislosti md presné n — ¢ hran.

Diukaz: Kazdy vrchol lesa L nélezi pravé jedné komponenté souvislosti z definice. Jak
znamo, kazdy strom, tj. komponenta lesa L, mé o jednu hranu méné nez vrcholu. Ve
sjednoceni ¢ komponent tak bude pravé o ¢ méné hran nez vrcholu. O

Definice: Rekneme, ze podmnozina hran F C E(G) je acyklickd, pokud podgraf s
vrcholy V(G) a hranami z F' nemd kruznici.

Lema 6.10. Nechtf Fy, Fy jsou acyklické podmnoZiny hran grafu G a |Fy| < |Fy|. Pak
existuje hrana f € Fy \ Fy takovd, Ze Fy U{f} je také acyklickd podmnozina.

Dukaz: Jelikoz |F}| < |F»| a plati Lema 6.9, méd podgraf Gy tvoreny hranami z F
vice komponent nez podgraf G tvoreny hranami z Fs. Potom vSak nékterd hrana f € Fy
musi spojovat dvé ruzné komponenty podgrafu Gp, a tudiz priddnim f do F} nevznikne
kruznice. O

Definice: Podle Lematu 6.10 tvoii systém vSech acyklickych podmnozin hran v (libo-
volném) grafu G matroid. Tento matroid nazyvame matroidem kruznic grafu G.

V analogii s grafy dale pouzivame nazev kruZnice pro miniméalni zavislé mnoziny ma-
troidu.

Komenta¥: Dva priklady matroidu jsou hezky ilustrovany v nasledujicim obrézku, ktery
ukazuje, jak hrany grafu K4 vlevo odpovidaji vektorim v matroidu kruznic vpravo. Céry
(zvané “primky”) v pravém schématu vyznacujf linedrn{ zavislosti mezi vektory; tj. nezdvislé
jsou ty trojice bodu, které nelezi na zddné spoleéné “primce”.
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Abstraktni hladovy algoritmus

V praxi se matroid obvykle nezaddva vyctem vsSech nezdvislych mnozin, protoze téch je
prili§ mnoho (az 2™ pro n-prvkovou mnozinu X). Misto toho byvé ddna externi funkce
pro testovani nezavislosti dané podmnoziny.

Algoritmus 6.11. Nalezeni minim. bdze matroidu — hladovy algoritmus.
vstup: mnozina X s vahovou funkci w: X — R,
matroid na X urceny externi funkci nezavisla(Y);

setfidit X=(x[1],x[2],...,x[n]) tak, aby wlx[1]]l<=...<=w[x[nl];
B = (;
for (i=1; i<=n; i++)
if (nezavisla(BU{x[il}))
B = BU{x[i]l};

vystup: baze B daného matroidu s minimalnim souc¢tem ohodnoceni vzhledem k w.
Poznéamka: Pokud X v tomto algoritmu je mnozina hran grafu, w vahova funkce na hranich a

nezdvislost znamend acyklické podmnoziny hran (matroid kruznic grafu), pak Algoritmus 6.2 je
piresné instanci Algoritmu 6.11.

Véta 6.12. Algoritmus 6.11 (hladovy algoritmus) pro danou nosnou mnoZinu X s
vdhovou funkci w : X — R a pro danyj matroid N na X sprdvné najde bdzi v N s
nejmensim souctem vah.

Dikaz: 7 definice matroidu je jasné, ze k vysledné mnoziné B jiz nelze pridat dalsi
prvek, aby zistala nezavisld, proto je B bdaze. Sefadme si prvky X podle vah jako

v algoritmu w(z[1]) < -+ < w(z[n]). Necht indexy 1,142, ...,i; uréuji vybranou k-
prvkovou bdzi B v algoritmu a necht indexy ji, jo, ..., jr vyznacuji (tfeba jinou?) bazi
{z[n],...,z[jr]} s nejmensim moznym souctem vah.

Vezméme nejmensi r > 1 takové, ze w(x[i,]) # w(x[j,]). Potom nutné w(z[i,]) <
w(x[jr]), protoze néas algoritmus je “hladovy” a bral by mensi w(z[j,]) jiz diive. Na

druhou stranu, pokud by druhd baze {x[ji],...,z[jx]} ddvala mensi soucet vah, muselo
by existovat jiné s > 1 takové, ze w(z[is]) > w(z[js]). Nyni vezméme nezavislé
podmnoziny A; = {z[i1],...,z[is—1]} a Ay = {z[j1],...,2z[js]}, kde A2 md o jeden

prvek vice nez A; a vSechny prvky A, maji dle predpokladu mensi vdhu nez w(x[ig]).
Podle definice matroidu existuje y € Ay \ A; takové, ze A1 U{y} je nezdvisla. Pritom
samoziejmé y = x[f] pro néjaké ¢. Ale to neni mozné, protoze, jak je vySe napsano,
w(y) < w(x[is]), takze by nas hladovy algoritmus musel y = z[(], £ < i, vzit diive do
vytvérené baze B nez vzal z[is]. Proto jind baze s mensim souctem vah nez nalezend B
neexistuje. O

Tim jsme zaroven podali i jiny dukaz spravnosti Algoritmu 6.2, ktery je jen speci-
fickou instanci Algoritmu 6.11.

Poznamka: Pozadavek, ze hladovy Algoritmus 6.11 hledd bazi s minimalnim sou¢tem vah je v
zasadé jen nasi konvenci. Je jasné, ze obracenim znamének u hodnot w se z minimalizace stava
maximalizace a naopak.

Na druhou stranu je obecné podstatny pozadavek, ze vyslednd mnozina ma byt bazi, ne jen
nezavislou mnozinou, nebof pii kladnych hodnotdch w by minimélni nezévislou mnozinou byla
vzdy . (Naopak pfi maximalizaci s kladnymi hodnotami w vychdz{ automaticky béze jako ta
nezavisla mnozina s maximalnim ohodnocenim.)
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6.4 Kdy hladovy algoritmus (ne)pracuje spravné

Ctenéfe asi napadne, ze hladovy algoritmus nemuze fungovat vzdy optimalné. My jsme
dokonce schopni popsat vSechny struktury, na kterych hladovy postup funguje uni-
verzalné — jsou to pravé matroidy.

Véta 6.13. Necht X je nosnd mnoZina se systémem “nezdvisljch” podmnozin N
splriwjici podminky (1,2) Definice 6.7. Pokud pro jakoukoliv vdhovou funkci w: X — R
najde Algoritmus 6.11 optimdini nezdvislou mnozinu z N, tak N splriuje také podminku
(3), a tudiz tvori matroid na X.

Dukaz: Tvrzeni dokazujeme sporem. Predpokliddejme, ze vlastnost (3) neplati pro
dvojici nezavislych mnozin A, B, tj. ze |A| < |B]|, ale pro zadny prvek y € B\ A neni
AU{y} nezdvisld. Necht |A| = a, |B| = b, kde 2b > 2a+1. Zvolime nésledujici ohodnocen{

o w(x) =—2bprox € A,
e w(x) =—-2a—1proz € B\ A,
e w(x) =0 jinak.

Hladovy algoritmus pfirozené najde bazi B; obsahujici A a disjunktni s B \ A podle
naseho predpokladu. Jeji ohodnocent je w(By) = —2ab. Avsak optimélni bézi je v tomto
pripadé jind By obsahujici celé B a majici ohodnoceni nejvyse w(Bg) < (—2a — 1)b =
—2ab — b < w(By). To je ve sporu s dalsim predpokladem, Ze i pfi ndmi zvoleném
ohodnoceni w nalezne hladovy algoritmus optimalni bazi. Proto je sporny nas predpoklad
o mnozindch A, B a podminka (3) je splnéna. O

Nakonec uvadime dvé ukazky dobte zndmych kombinatorickych tloh (viz Lekce 7),
ve kterych hladovy algoritmus vyrazné selze:

Piiklad 6.14. Pri nasledujicich dvou pouzitich paradigmatu hladového algoritmu dojde k
situacim, kdy ziskany vysledek miize byt zcela jiny nez optimélni odpovéd.

Obarveni grafu. Problém obarveni grafu zada pfifazeni co nejméné barev vrcholum tak, aby
sousedni dvojice dostaly ruzné barvy. Jak jsem jiz poznamenali, v Problému 6.5 bylo
pridélovani tkolu pracovnikim vlastné barvenim grafu. Obecné hladové barvime graf
tak, ze ve zvoleném potadi vrcholi kazdému nésledujicimu pidélime prvni volnou barvu.

@©&————eo———e——0

1 2 3 1
Treba v nakreslené cesté délky 3 muzeme barvit hladové v potadi od vyznacenych krajnich
vrcholt, a pak musime pouzit 3 barvy misto optimalnich dvou.

Vrcholové pokryti. Problém vrcholového pokryti se ptd na co nejmensi podmnozinu C' vrcholu
daného grafu takovou, ze kazda hrana mé alespon jeden konec v C. Ptirozenym hladovym
postupem by bylo vybirat od vrcholi nejvyssich stupnu ty, které sousedi s doposud

nepokrytymi hranami. Bohuzel tento postup také obecné nefunguje. Viz. Ptiklad 6.18.
O

Poznéamka: Zminéna selhani hladového algoritmu se obecné vazou k nevhodné zvolenému poradi
kroku. Nemysleme si vSak, ze by se tato selhani dala néjak snadno napravit volbou jiného poradi
— plati, Ze nalezeni optimélniho poradi krokt pro pouziti hladového algoritmu muze byt (a byva)
stejné obtizné jako vyfeseni tlohy samotné.

Dopliikové otazky

(6.4.1) Jak spatné muze dopadnout hladové barveni bipartitniho grafu? (Bipartitni grafy
jsou ty, které lze optimdlné obarvit 2 barvami.) Presné se otdzkou mysli, kolik barev se
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hladové pouzije pro nejhorsi bipartitni graf pri nejhorsim usporadani jeho vrcholi, kdyz
se v kazdém kroku pro novy vrchol vybira prvni volna barva.

RozSirujici studium

Problém minimé&lni kostry a jeho historie jsou vyborné shrnuty v [3, Oddily 4.3,4.5].
Dosti obsahly rozbor algoritmiu pouzivanych na problém minimalni kostry je v [ Kapi-
toly 5,6]. Hladovy postup je bézné zminovédn a pouzivan v knihdch zabyvajicich se algoritmy
a optimalizaci. Pro konkrétni algoritmické implementace odkazujeme i na [3].

V oblasti teorie matroidu je jen poskrovnu cCeskych texti, ale obsahlou a zakladni an-
glickou monografii je [§]. Kratky c¢tivy tivod do matroidi je volné dostupny na J. Oxley,
What is a Matroid?, http://www.math.1lsu.edu/~preprint/2002/jgo2002e.pdf.

6.5 Cviceni: Ukazky pouziti hladovych algoritmu

V nésledujicim cvi¢eni se zaméiime primarné na nékolik snadnych a nazornych
ukézek pouziti hladovych algoritmt pro feSeni kombinatorickych problému.

Priklad 6.15. Najdéme hladovym algoritmem minimalni kostru v tomto vazeném
grafu (vahy hran jsou zapsany ¢isly v obrdzku).

3 4 3
3 2 1
1 2
1 2
1 49

Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4. (na poradi
mezi hranami stejné vdhy nezdlezi, proto jej zvolime libovolné). Zacneme s préazdnou
mnozinou hran (budouci) kostry. Pak hladovym postupem ptiddme prvni dvé hrany
vahy 1 vlevo dole, které nevytvori kruznici. Treti hrana vahy 1 vlevo s nimi uz tvori
trojihelnik, a proto ji pridat nelze, je zahozena. Pri zndzornéni prubéhu pouzivame
tlusté ¢ary pro vybrané hrany kostry a teckované ¢ary pro zahozené hrany:

3 4 3 3 4 3
3 2 1 3 2 1
1 2 1 2
1 2 1 2
1 4 2 1 4 2

Poté prejdeme na hrany s vahou 2, z nichz lze tii postupné pridat bez vytvoreni kruznice
a ¢tvrtd (dplné vpravo) jiz kruznici vytvori a je proto zahozena. Viz. obrézek vpravo.
Nakonec jesté priddme hranu nejmensi vyssi vahy 3 vlevo nahofe a zbylé hrany jiz
zahodime, protoze vSechny tvori kruznice.

3 4 3 3 4 3
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Ziskdme tak minimalni kostru velikosti 1 +2+ 243414 14 2 = 12, kterd je v tomto
pripadé (ndhodou) cestou, na poslednim obrazku vpravo.

Poznamenavame, ze pii jiném sefazeni hran stejné vahy by kostra mohla vyjit jinak,
ale vzdy bude mit stejnou minimalni velikost 12. (Naptiklad misto levé svislé hrany muze
obsahovat prilehlou uhlopiicku stejné vahy 1.) O

Piiklad 6.16. Najdéme minimalni kostru grafu z Prikladu 6.15 Jarnikovym algo-
ritmem.

Kostru za¢neme budovat v levém dolnim vrcholu. (Tj. nase ¢astecnd kostra zatim
dosahla jen na levy dolni vrchol.) Vidime, ze obé hrany z néj vychdzejici maji véhu 1,
proto je obé do kostry pridame. Takto naSe budovana kostra jiz dosdhla na t¥i vrcholy
grafu, které si v nédsledujicim obrazku vlevo vyznacime. (Zbylé hrany mezi dosazenymi
vrcholy jsou jiz k ni¢emu, proto je zahodime.)

V dalsim kroku ze vSech t¥{ dosazenych vrcholu vybirame nejmensi hranu vedouci mimo
né. Jak hned vidime, nejmensi takovd hrana ma védhu 2, takze ji k nasi kostte pridame
a dosdahneme c¢tvrty vrchol grafu. Poté opét vybirdme nejmensi hranu z dosazenych
vrcholu ven, ale ty maji nyni vahu nejméné 3 (zvolime tu nahote vlevo). Také ji priddme
do kostry a dostaneme se do situace vyznacené na hornim obrazku vpravo.

Nyni jiz je dosazenych vrcholit 5 a nejmensi z hran vedoucich z dosazenych ven
ma vahu 2. (Vsimnéte si dobfe tohoto rozdilu od zékladniho hladového postupu — v
tomto algoritmu se nemusi hrany probirat globdlné monoténné podle svych vah!) Takto
dosdhneme i pravého dolniho vrcholu, na nasledujicim obrazku vlevo.

Nakonec jesté dosahneme zbylé dva vrcholy hranami po fadé vah 2 a 1. Ziskame tak
stejnou minimalni kostru jako v Prikladé 6.15. Opét je vS8ak moznost nalézt jinou z
minimélnich koster stejné velikosti, pokud mezi hranami stejné vahy vedoucimi ven v
kazdém kroku vybirdme jinak. O

V dalsich dvou prikladech si ukdzeme pouziti hladového postupu na teseni jinych
problému nez minimalni kostry. Obé aplikace postupu jsou podobné a pomérné piirozené,
presto jen prvni z nich je matematicky korektni — dava vzdy optimalni vysledek, kdezto
druh3 ne.

Priiklad 6.17. Podivejme se na tento prirozeny problém z univerzitniho prostredi:
Krouzky studentu maji béhem dne pevné naplanované c¢asy cvic¢eni. Nasim iikolem
je rozmistit cviceni do co nejméné uceben, aby se samozrejmé v jedné ucebné cviceni
neprekryvala. K vyreseni pouzijeme hladovy postup:

— Nejdrive zacinajici cviceni umistime do ucebny ¢. 1.
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— Vybereme nejdrive zacinajici neumisténé cviceni (libovolné, pokud jich vice zac¢ing
ve stejnou dobu) a umistime jej do prvni volné u¢ebny nejmensiho ¢isla.

— Opakujeme predchozi bod, dokud nejsou vSechna cvic¢eni rozmisténa.

Jak dobry vysledek (tj. maximalni pocet potrebnych u¢eben) ndm tento postup da?

Je to mozna s podivem, ale tento primitivni postup nam d& zcela optimalni feSeni
ulohy, jak si nyni stru¢né zduvodnime:
Predpokladejme, ze ucebny jsou cislovany 1,2,3,.... Pokud uvedeny hladovy postup
potiebuje celkem k uceben, znamend to, ze v nékterém svém kroku jiz mél ucebny
1,2,...,k — 1 obsazené probihajicimi cvicenimi a pro dalsi cviceni musel pouzit u¢ebnu
¢islo k. (Jinak by pouzil ué¢ebnu mensiho ¢isla.) To vSak znamend, ze v onom okamziku
se najednou kond k ruznych cvic¢eni, a proto pouziti nejméné k uceben je nutné.

Vidite piimou souvislost s Problémem 6.57 O

Piiklad 6.18. Vrcholovym pokrytim v grafu G nazveme mnozinu vrcholi X C V(G)
takovou, ze kazda hrana grafu G ma aspon jeden konec v X. Zadanym iikolem je
nalézt v grafu vrcholové pokryti nejmensi mozné velikosti. Pouzijeme hladovy postup
(kdy se snazime kazdym krokem pokryt co nejvice ze zbylych hran v grafu):

— Zacneme s prazdnou X = ().
— Vybereme vrchol v nejvétsiho stupné v G a pridame jej do X.

— Vrchol v odebereme z grafu G (i s jeho hranami) a jdeme zpét na predchozi bod,
dokud nezbude graf G prazdny.
Proc¢ je toto reseni obecné nekorektni?

Popsany hladovy postup v nékterych pifipadech nenalezne nejmensi moznou mnozinu
vrcholového pokryti. Podivejme se na tento graf:

Hladovy postup nejprve vybere prostiedni vrchol, ale pak jesté musi v dalsich ¢tyrech
krocich vybrat 4 vrcholy, tedy celkem vyjde mnozina X velikosti 5:

Snadno vsak zjistime, ze optimalni vrcholové pokryti ma velikost jen 4 a je vyznacené
na obrazku vpravo. O

Ijlohy k reSeni

(6.5.1) V jakém (jednoduse spocitatelném) poradi hladové barvit vrcholy bipartitniho grafu,
aby na cely graf vystacily pouze 2 barvy?

(6.5.2) Jak Ize (dobre) vyuzit hladovy algoritmus pro obarveni grafu se véemi vrcholy stupné
k pomoci k + 1 barev?
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7 Barevnost a dalsi tézké problémy

Uvod

Pro motivaci této lekce se podivame hloubéji do historie poc¢atku grafii v matematice. Jiz
drive jsme si pripominali jeden z historickych kamenu teorie grafi — slavny problém sedmi
mostu v Kralovei (dnesnim Kaliningradé). Dalsi neméné slavny problém pochézi z poloviny
19. stoleti a je obvykle zvany problémem clyr barev. Na rozdil od sedmi mosti, problém
¢ty barev zistal nevyieSeny po vice nez 100 let! A pravé marné snahy o jeho vyreseni se
zapricinily o rozvoj mnoha oblasti teorie grafi a celé kombinatoriky.

Problém ¢tyt barev byl puvodné formulovan pro politické mapy stati: Vyrobci map chtéli
staty barevné odlisit, aby kazdé dva sousedni méli ruzné barvy. Pritom chtéli mapy tisknout
co nejlevnéji, tedy s nejmensim moznym poctem barev. Neni problém nakreslit ¢tyri staty
tak, ze kazdy s kazdym sousedi, a proto 4 barvy jsou nékdy potiebné. Praxe brzy ukazala,
ze 4 barvy vzdy staci, ale matematici si dlouho lamali hlavy s tim, jak to presné dokdzat,
jedna se totiz o nebyvale obtizny problém. . .

Takto se zde (a ddle v Oddile 8.4) prirozené dostdvdme k Siroce studované prob-
lematice barveni grafu. Nékterl matematici vSak kladou prapocatky teorie grafu daleko
pred Eulerovymi sedmi mosty ¢i problémem c¢tyr barev, az ke stredoveéké otazce, zda lze
Sachovym koném obejit celou Sachovnici bez opakovani. Tato otazka nakonec vede k dalsimu
zajimavému a obtiznému problému tzv. Hamiltonovské kruznice v grafu, nazvané podle tviirce
prislusného hlavolamu z 19. stoleti. I na tento specificky problém a jeho obtiznost se blize
podivame. A také na nékolik jinych typickych predstaviteli ,,obtiznych“ grafovych problémui.

Cile

Prvnim cilem této lekce je definovat barevnost grafi a naucit se s ni pracovat. Druhym
cilem je ukazat nékolik dalsich ,obtiznych® problémi definovanych prirozené na grafech
a privést je do kontextu teorie vypocetni slozitosti a N'P-tiplnosti. Studujici bez zdjmu o
informatické aspekty mohou latku tykajici se slozitosti jednoduse preskocit.

7.1 Barevnost grafu

Nejprve si uved'me pojem barevnosti — piedstavme si, Ze hrany grafu ndm ifkaji, Ze jejich
koncové vrcholy musi byt barevné odlisené (tfeba proto, Ze reprezentuji sousedni staty,
nebo proto, ze jinak jsou si pfili§ podobné a je tfeba je jinak rozlisit, atd). Samoziejmé
bychom mohli kazdému vrcholu grafu dat jinou barvu, ale k ¢emu by pak takovy problém
byl? My bychom chtéli pouzit barev celkem co nejméné.

Definice: Obarvenim grafu G pomoci k barev myslime libovolné zobrazeni
c:V(G) = A{1,2,...,k}

takové, ze kazdé dva vrcholy spojené hranou dostanou ruzné barvy, tj. c(u) # c¢(v) pro
vSechny {u,v} € E(G).

Definice 7.1. Barevnost grafu G
je nejmensi prirozené ¢islo x(G) pro které existuje obarveni grafu G pomoci x(G) barev.

Cisla1,2, ...,k z predchozi definice tak nazyvame barvami vrcholt (je to pohodlnéjsi,
nez popisovat barvy béznymi jmény jako bild, ¢ervend, atd).

Poznéamka: Uvédomme si, ze barevnost lze definovat pouze pro graf bez smycek, protoze oba
konce smycky maji vzdy stejnou barvu a nic vic s tim ,nenadéldme*.
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Piiklad 7.2. Urcete barevnost grafu

Na prvni pohled je vidét, ze potfebujeme aspoinl 3 barvy, nebot graf mé trojici navzdjem
spojenych vrcholu (trojihelnik). Na druhy pohled pak zjistime, ze levy a pravy vrchol spojené
hranou nejsou, a proto jim lze prifadit stejnou barvu (a dalsi dvé barvy vrchnimu a spodnimu
vrcholu). Proto mé graf barevnost 3. O

V obecnosti lze o barevnosti grafi fici nésledujici jednoduché poznatky.

Lema 7.3. Mé&jme jednoduchy graf (bez smycek) G a jeho libovolny podgraf H C G. Pak
xX(H) < x(G).

Diukaz: Zfejmé postaci pouzit restrikci obarveni grafu G na vrcholy podgrafu H. O

Rikdme, Ze barevnost grafu je monoténni na podgrafy.

Lema 7.4. Necht G je jednoduchy graf (bez smycek) na n vrcholech. Pak x(G) < n a
rovnost nastdvd prdve kdyz G ~ K, je uplny graf.

Diukaz: Stac¢i kazdy vrchol obarvit jinou barvou a mame skuteéné obarveni n barvami
dle definice. Navic pokud nékterd dvojice u, v vrcholli neni spojend hranou, muzeme volit
lepsi obarveni ¢(u) = ¢(v) = 1 a zbylé vrcholy ruznymi barvami 2,3,...,n — 1, tj. pak
X(G) < n. O

Piiklad 7.5. Vratme se k piikladu , barveni“ mapy z tivodu lekce a ukazme si, jak mapy
souviseji s grafy a jejich barevnosti.

Oznac¢me si staty na nasledujici mapé pismeny a, b, ..., h.

Wl b : o

Jednotlivé oblasti na mapé (predpokldddme, ze kazdy stat m& souvislé dzemi, tj. stéty =
oblasti) prohldsime za vrcholy naseho grafu a sousedni dvojice statu spojime hranami. Neza-
pomenme pfitom, ze ,sousedni“ znamend sdileni celého 1iseku hranice, ne jen jednoho rohu.
Vysledkem bude graf nakresleny vpravo. Podivame-li se nyni zpatky na definici barevnosti
grafu, vidime, Ze se jednd pfesné o ten samy problém jako u barveni puvodni mapy.

Pri trose snahy také najdeme lepsi obarveni uvedené mapy vyuzivajici pouhych tii barev:
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Podivejme se, které grafy maji nizkou barevnost. Je jasné, ze jedna barva staci, jen
pokud graf nemd hrany. Grafy obarvitelné dvéma barvami uz tvori zajimavéjsi tiidu a
jsou obvykle nazyvané jednim slovem bipartitni. Pomérné jednoduchy popis bipartitnich
grafu je uvedeny v nésledujicim tvrzeni.

Véta 7.6. Neprdzdny graf G md barevnost 1 pravé kdyZ nemd Zddné hrany. G md
barevnost < 2 pravé kdyz nemd Zddnou kruznici liché délky jako podgraf.

Dikaz: Pokud graf nemd hrany, muzeme vSechny vrcholy obarvit stejnou barvou 1.
Naopak pokud maji vSechny vrcholy stejnou barvu, nemuze graf mit zddnou hranu.

Druhd ¢ast: Na jednu stranu, lichou kruznici nelze obarvit dvéma barvami, viz
obrazek. Na druhou stranu si predstavme, ze zvolime libovolny vrchol v grafu G s barvou
1 a ostatni vrcholy obarvime takto: Vrcholy, jejichz vzdalenost od v je licha, obarvime 2.
Vrcholy, jejichz vzdalenost od v je sudd, obarvime 1. Stac¢i nyni dokazat, ze jsme ziskali
korektni obarveni.

77 1

1 2

Pokud bychom tak ziskali tfeba dva vrcholy spojené hranou f v sudé vzddalenosti
od v, ziskdme uzavieny sled S liché délky pfes f a v. Stejné tak pro dva vrcholy v
liché vzdalenosti. Ponechdme-li ze sledu S ty hrany, které se opakuji lichy pocet krat,
dostaneme Eulerovsky podgraf 7' lichého poctu hran. Jak jiz vime (Oddil 5.1), T pak
obsahuje kruznici a tudiz jej lze induktivné sestrojit jako hranové-disjunktni sjednoceni
kruznic. Avsak sjednoceni kruznic sudé délky nevytvoii T' liché velikosti, spor. Proto
nase obarveni za danych predpokladi nemuze dat stejnou barvu sousednim vrcholum,
a tudiz dvé barvy staci. O

leohy k reSeni

(7.1.1) Kolika nejméné barvami korektné obarvite graf pravidelného osmisténu?

(7.1.2) Kolik nejméné barev je tieba na korektni obarveni tohoto grafu? Prislusné obarveni
vyznacte.

(7.1.3) Jakd je barevnost stromu?

7.2 Jak obarvit graf

Ponékud nepifjemnou skutecnosti je, Ze o barveni a ur¢ovani barevnosti grafi nemuzeme
v obecnosti presné fici o mnoho vice, nez jsme uvedli vyse v Oddile 7.1. Jedna se o
problém algoritmicky jesté obtiznéjsi nez byl problém isomorfismu a nepredpoklada se,
7ze by se barevnost grafu dala algoritmicky urcit jinak, nez hrubou silou probranim
(témér) vsech moznych obarveni.
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Hladové obarvovani

Pres vSechnu svou obtiZznost, za vhodnych okolnosti ma problém barveni grafu docela
jednoduché priblizné hladové feseni (viz Oddil 6.2).
Definice: Graf G je k-degenerovany, pokud kazdy podgraf G obsahuje vrchol stupné
nejvyse k.

Komentaf¥: Piikladem k-degenerovaného grafu je kazdy graf stupné nejvyse k, ale na druhou

stranu k-degenerované grafy mohou mit vysoké stupné. (Nestaci vsak mit jen nizky nejmensi
stupen!)

Véta 7.7. Kazdy k-degenerovany jednoduchy graf lze spravné hladové obarvit k+1 bar-
Vami.

Dukaz: Jelikoz graf G je k-degenerovany, vybereme libovolny jeho vrchol vy stupné
nejvyse k a rekurzivni aplikaci tohoto postupu obarvime podgraf G' — vy, ktery je podle
definice také k-degenerovany. Nakonec si vSimneme, ze < k sousedé vrcholu v; dostanou
nejvyse k ruznych barev, takze v; dobarvime zbylou barvou. O

Dulezité aplikace této véty uvidime v pristi lekci, avSak jedno zajimavé zesileni
(Brooksovu vétu) si uvedeme nyni:

Véta 7.8. Necht G je souvisly jednoduchyj graf maximdlniho stupné k > 2. Pak x(G) <
k aZ na pripady, kdy G je uplny graf nebo lichd kruznice.

Dikaz (néznak): Pro k = 2 plyne tvrzen{ z Véty 7.6. Necht tedy k > 3. V jednom
sméru je jasné, ze X(Kp11) = k+ 1. Naopak tedy predpoklddejme, ze G neni uplny graf.
Zaroven se omezme jen na pifpad, Ze G mé vSechny stupné rovné k, nebot jinak lze
aplikovat postup z Véty 7.7.

— Prvnim krokem nahlédneme, ze pak G obsahuje dva nespojené vrcholy w,v se
spoleénym sousedem w. Pokud ale je graf G — {u,v} nesouvisly, pak graf pfislusné
rozdélime a indukci po ¢astech obarvime.

— Pridejme tedy predpoklad, ze G — {u, v} je souvisly. Druhym krokem nahlédneme, ze
graf H vznikly z G —w ztotoznénim u s v do jednoho vrcholu je (k— 1)-degenerovany.

— Tudiz graf H hladové obarvime k£ barvami podle Véty 7.7. Po opétovném ,rozpojeni*
vrchola u, v ziskdme obarveni G — w k barvami takové, ze u,v maji stejnou barvu.

Nyni w méa v sousedstvi nejvyse k — 1 barev a G cely obarvime. 0

Grafy vysoké barevnosti

Ke spravnému pochopeni barevnosti grafu je nezbytné se zamyslet, které grafy maji
vysokou barevnost. Jednd se napiiklad o grafy obsahujici velké kliky (iplné podgrafy).
Je to vsak v8e? Neni! Lze nalézt grafy s libovolné vysokou barevnosti neobsahujici ani
trojihelniky. Tteba znamé Mycielského konstrukce nam dava toto:

Tvrzeni 7.9. Graf ziskany z grafu G ndsledugici konstrukci (viz obrdzek) md barevnost
X(G) + 1 a neobsahuje trojihelniky, pokud je neobsahuje ani G.
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Nejobecnéji lze tici nasledujici prekvapivé silné tvrzeni nalezené Erddsem:

Véta 7.10. Pro kazda c,r > 0 existuje graf s barevnosti alespon ¢ a meobsahujici
kruznice kratsi nez r.

Dukaz (néznak): Trebaze k tomuto tvrzeni dnes existuji konstruktivni dukazy, stale
nejkratsim a z jistého pohledu nejsilngjsim dukazem je puvodni pravdépodobnostni
(nekonstruktivni) argument Erddse:

— Ve vhodném pravdépodobnostnim modelu sestrojime nahodny graf H.

— Spocitame, ze s velkou pravdépodobnosti H nema velké nezivislé mnoziny.

— Spocitame, ze stfedni hodnota poctu kratkych kruznic v H je velmi nizk4.

— Proto existuje volba H, ve kterém je malo kratkych kruznic a mald hodnota

nezavislosti. Tudiz z tohoto H lze odstranénim nékolika vrcholu vsechny kratké

kruznice zrusit a diky malé nezdvislosti zustane jeho barevnost vysoka.
O

leohy k reSeni
(7.2.1) Predstave si, ze néjaky (velky) graf md vsechny vrcholy stupné nejvyse 101. Kolika
barvami takovy graf jisté obarvime?

(7.2.2) Kolik nejméné barev vzdy staci na korektni obarveni grafu vzniklého z kruznice délky
2006 pridanim jedné nové hrany? A co pridanim dvou novych hran? Dokazte.

(7.2.3) Necht dva (pod)grafy G a H sdileji trojihelnik. Dokazte, Ze pokud jsou G i H
4-obarvitelné, tak i jejich sjednoceni G U H je 4-obarvitelné.

*('7.2.4) Dokazte podrobné prvni krok ditkazu Véty 7.8, kdyz je graf G — {u,v} nesouvisly.
*(7.2.5) Dokazte podrobné druhy krok ditkazu Véty 7.8, proc je graf H (k—1)-degenerovany.
(7.2.6) Dokazte si Tvrzeni 7.9.

7.3 Variace na barevnost a jiné

Na problematiku barveni se lze divat i z jinych hla, nez ukazala zakladni Definice 7.1.
Nékteré alternativni pohledy si nyni zbézné shrneme.

Definice 7.11. Hranowvd barevnost grafu G.

Hleddme obarveni c.(E(G)) — {1,2,...,k} takové, ze zaddné dvé hrany se spoletnym
vrcholem nedostanou stejnou barvu. Nejmensi mozny pocet barev k, pro které hranové
obarveni existuje, se nazyva hranovd barevnost x.(G) grafu.

Na rozdil od bézné barevnosti umime hranovou barevnost velmi dobfe aproximovat
za pouziti této Vizingovy véty.
Véta 7.12. Pro kazdy jednoduchy graf plati A(G) < x.(G) < A(G) + 1.

Komentaf: Plati, ze vétdina grafu spliuje A(G) = x.(G). Umite jednoduse sestrojit
(a dokazat) priklady pro druhy ptipad?

Problém pfesného urceni hranové barevnosti grafu vsak stale zlstava algoritmicky velmi
obtizny a také tizce souvisi s problémem ¢ty barev (jako hranového barveni 3-regularnich
rovinnych grafi).

Jesté jiny pristup, tentokrat zpét s barvenim vrcholu, predstavuje myslenka urcit
kazdému vrcholu jeho vlastni seznam barev k vybéru (ktery se muze lisit od ostatnich).
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Definice 7.13. Vygbérovd barevnost grafu G.

Je dén graf G spolu s prifazenymi ,seznamy barev® L : V(G) — (H,j) (k-prvkové
podmnoziny). Nyni hleddme obarveni c.;(V(G)) — N takové, ze zadné dva sousedni
vrcholy nedostanou stejnou barvu a navic ¢, (v) € L(v) pro kazdy vrchol v. Nejmensi
moznd délka k seznamu barev, pro kterou vybérové obarveni vzdy existuje (tj. pro kazdou
moznou takovou volbu seznamu), se nazyva vybérovd barevnost ch(G) grafu.

Vybérova barevnost muze (kupodivu!) byt libovolné ,vzdélena“ bézné barevnosti.

Tvrzeni 7.14. Pro kaZdé k nalezneme bipartitni graf s vijbérovou barevnosti vétsi nez k.

Fakt: Hranové vybérova barevnost uplnych bipartitnich grafi tzce souvisi se zndmym
problémem tzv. “latinskych obdélniku”.

Hamiltonovské grafy

Mimo samotné ,barvici* problémy si jako typickou ukazku dalsi tézké grafové lohy
uvedeme jinou historicky znamou otazku:

Definice: Kruznice C obsazena v grafu G se nazyva Hamiltonovskd, pokud C prochézi
vSemi vrcholy G. Obdobné mluvime o Hamiltonovské cesté P v G, pokud cesta P C G
prochazi vSemi vrcholy G. Graf G je Hamiltonovsky, pokud obsahuje Hamiltonovskou
kruznici.

Mozna to zni prekvapivé, ale i problém Hamiltonovské kruznice tzce souvisel s
feSenim problému ¢ty barev. To je vSak mimo ramec naSeho textu. Misto toho si
ukazeme nasledujici krasny vysledek Diraca:

Véta 7.15. Kazdy jednoduchy graf na n > 3 vrcholech s minimdlnim stupném > n/2 je
Hamiltonovsky.

Dikaz (ndznak): Necht P je nejdelsi cesta v grafu G s vrcholy po radé ug, u1, . . ., ug.
Podle jeji maximality lezi kazdy soused ug i ugp na P. Pak existuje 0 < ¢ < k takové, ze
uouit1 € E(Q) a zéroven ugu; € E(G). Pak uguit1 Pugu; P tvorf kruznici v G a snadno
plyne, zZe se jedna o Hamiltonovskou kruznici. O

Ijlohy k resSeni
(7.3.1) Jakd je hranovd barevnost liché kruznice a pro¢?

*(7.3.2) Jakd je hranovd barevnost dplnych grafi K,, v zdvislosti na n? Dokazte.

(7.3.3) Dokazte, ze graf K¢ s jednou hranou podrozdélenou novym vrcholem mé hranovou
barevnost 6.

(7.3.4) Lze znéni Véty 7.7 beze zmény aplikovat na vybérovou barevnost?
(7.3.5) Urcete vybérovou barevnost grafu K 4.
*(7.3.6) Dokazte Tvrzeni 7.14.

*(7.3.7) Jakd je souvislost mezi existenci Hamiltonovské kruznice a hranovou barevnosti 3-
reguldrnich grafu?

(7.3.8) Naleznéte 3-reguldrni jednoduchy souvisly graf bez Hamiltonovské kruznice.
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7.4 N'P-uplnost grafovych problému

Zatim prakticky vsechny grafové problémy probirané v minulych lekcich — s drobnou
vyjimkou isomorfismu — byly fesitelné rozumné rychlymi algoritmy. V této lekci (a vice
v Oddile 7.5) se situace radikdlné obraci a nasim primérnim zdjmem se stavaji obtizné
feSitelné problémy. Studujici ve struénosti odkazujeme na formalni definici N/P-tiplnosti
z oblasti algoritmické slozitosti.
Komentaf: Definice slozitostni tiidy NP se tykd vyhradné rozhodovacich problému
(s odpovedi ,ANO/NE*). D4 se neformalné Fici, Ze problém pati{ do tfidy NP, pokud
jeho odpovéd ANO lze prokazat (ve smyslu ,uhodnout a ovéfit“) vypoctem, ktery bézi v
polynomidlnim ¢ase. N'P-tiplné problémy jsou zhruba feceno ty, které ve ti¥ide NP maji
nejvyssi obtiznost feseni. Od jednoho NP-tiplného problému A se dostaneme k jinému B
tzv. polynomialnim prevodem: Ukazeme, jak bychom ze zndmého postupu feseni B efektivné
nalezli feSeni libovolné instance A.

Nyni si ukdzeme vhodnymi prevody, ze onéch ,nejobt{zngjsich“ (NP-tplnych)
problému je v teorii grafi mnoho, bohuzel by se dalo fici vétsina. To ostatné ukazuje,
proC jsme zatim v praxi tak malo Uspésni pri pocitacovém reSeni mnohych praktickych
problémt — piesné a efektivni feseni NP-uplnych tloh se totiz vSeobecné povazuje za
nemozné.

Problém 7.16. 3-SAT (splnitelnost logickych formuli ve spec. verzi)
Nadsledujici problém je N'P-iiplnij:
Vstup: Logickd formule ¢ v konjunktivnim normalnim tvaru takova, ze kazda klauzule
obsahuje nejvyse 3 literdly.
Vystup: Existuje logické ohodnoceni proménnych tak, aby vysledna hodnota ® byla 1
(pravda)?
Komenta¥: Prikladem formule problému 3-SAT je tteba ® = (z1 V —xg V a4) A (22 V —x4) A
(mx1 V2o V x3).
Pomoci tohoto zékladniho a pro prevody velmi vhodného N P-tiplného problému
snadno ukazeme N P-tiplnost mnoha béznych grafovych problému.

Problém 7.17. 3-COL (3-obarveni grafu)
Nadsledugici problém je N'P-iplnyj:

Vstup: Graf G.

Vystup: Lze vrcholy G korektné obarvit 3 barvami?

Diukaz (néznak): Ukdzeme si polynomidlni pfevod z problému 3-SAT. Sestrojime
graf G pro danou formuli ®. Zakladem grafu je trojuhelnik, jehoz vrcholy oznacime
X, T, F (pfitom barvy pfifazené vrcholum 7', F' budou reprezentovat logické hodnoty).
Kazdé proménné z; ve ® priradime dvojici vrcholu spojenych s X. Kazdé klauzuli ve
¢ prifadime podgraf na 6 vrcholech (z nichz tfi jsou spojené s T'), jako na obrézku.
Nakonec volné ,pulhrany“ z obrazku pospojujeme dle toho, jaké literdly vystupuji v
klauzulich.

(xl\/—'xl-\/...)
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Napriklad prvni pulhrana naznacené klauzule na obrazku je napojena na pulhranu
znaCenou x1 vlevo, druhd pulhrana na pulhranu znacenou —x; vlevo, atd. Pokud v
klauzuli chybi tteti literdl, je jeho ptlhrana napojena pfimo na F' vpravo.

Pak G ma 3-obarveni pravé kdyz je ® splnitelnd, jak si lze ovérit na obrazku. Tim
jsme sestrojili polynomidlni prevod formule ® z problému 3-SAT na graf G v problému
3-obarveni. NP-uplnost nyni vyplyva z 7.16. O

Kromé barevnosti grafu je NP-tiplnych mnoho problému ptajicich se na vybéry
vrcholu v grafu s jistymi vlastnostmi.

Problém 7.18. IS (nezdvisld mnoZina)

Nadsledugici problém je N'P-iplnyj:

Vstup: Graf G a pfirozené ¢islo k.

Vystup: Lze v G najit nezavislou podmnozinu velikosti (aspon) k7

Dikaz: UkdZeme polynomialni prevod z problému 3-COL. Necht H je graf na n
vrcholech, ktery je za tikol obarvit tfemi barvami. Polozime k& = n a graf G sestrojime ze
ti{ disjunktnich kopii grafu H tak, ze vzdy tii kopie kazdého jednoho vrcholu v € V(H)
spojime hranami do trojuhelniku 7, v G.

v T,

Pokud ¢ : V(H) — {1,2,3} je obarveni H tfemi barvami, v grafu G lze vybrat k = n
nezavislych vrcholu tak, ze pro kazdy v € V(H) vezmeme c(v)-tou kopii vrcholu v v
grafu G. (Nakreslete si v obrazku!) Naopak pokud I je nezdvislda mnozina v grafu G o
velikosti k = n, pak z kazdého trojuhelniku 7),, v € V(H) nélezi do I pravé jeden vrchol.
Podle toho jiz uréime jednu ze tii barev pro vrchol v v H. O

Problém 7.19. VC (vrcholové pokryti)

Nadsledujici problém je N'P-iiplnij:

Vstup: Graf G a prirozené ¢islo k.

Vystup: Lze v G najit vrcholové pokryti, tj. mnozinu C' C V(G) takovou, ze kazda hrana
G m3 alespon jeden konec v C, o velikosti nejvyse k7

Ditkkaz: Problém vrcholového pokryti jasné patii do NP a jeho tiplnost je dokdzana
polynomialnim prevodem z Prikladu 7.27. O

Problém 7.20. DOM (dominujici mnoZina)
Nadsledugici problém je N'P-iplnyj:
Vstup: Graf G a prirozené ¢éislo k.
Vystup: Lze v G najit dominujici mnozinu, tj. mnozinu D C V(G) takovou, ze kazdd
vrchol G mé nékterého souseda v D, o velikosti nejvyse k?
Dikaz (néznak): Problém dominujici mnoziny jasné patii do NP a jeho tplnost je
dokazéna polynomialnim prevodem z Prikladu 7.28. O

Dalsi predvedené problému se tykaji prochdzeni grafem (pokud mozno) bez
opakovéani vrcholu.
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Problém 7.21. HC (Hamiltonovsky cyklus)
Nadsledujici problém je N'P-iiplnij:

Vstup: Orientovany graf G.
Vystup: Lze v G najit orientovanou kruznici (cyklus) prochazejici vsemi vrcholy?

Tento prevod pro jeho technickou obtiznost vynechavame..

Problém 7.22. HK (Hamiltonovskd kruzZnice)
Nadsledugici problém je N'P-iplny:

Vstup: Graf G.

Vystup: Lze v G najit kruznici prochazejici vSemi vrcholy?

Dukaz:

P,
_)

Pouzijeme snadny pievod z pfedchoziho problému HC. Kazdy vrchol v orientovaného
grafu H nahradime tfemi vrcholy tvoficimi cestu P, délky 2 v grafu G. Orientované
hrany grafu H prichazejici do v pak privedeme do prvniho vrcholu cesty P,, hrany
odchézejici z v naopak vedeme z posledniho vrcholu cesty P,. O

Problém 7.23. TSP (problém obchodniho cestujiciho)
Nadsledugici problém je N'P-iplnyj:

Vstup: Souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran (délkou) a ¢islo r.
Vystup: Lze v G najit uzavieny sled prochazejici vSemi vrcholy a majici soucet délek
hran (véetné opakovanych) nejvyse roven r?

Dikaz: Pouzijeme snadny prevod z predchoziho problému HK. Kazdou hranu ohod-
notime délkou 1 a polozime r = n, kde n je pocet vrcholu naseho grafu. Pak uzavieny
sled délky n se nesmi opakovat v zddném vrcholu ani hrané, aby prosel vSemi vrcholy, a
proto musi byt kruznici. O

Ijlohy k resSeni

(7.4.1) Rozhodnéte, které z ndsledujicich problému patii do tiidy P vSech polynomidlné
fesitelnych problému. (Predpoklddejte pri tom NP # P.)
A: Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje nezdvislou mnozinu (tj. podmnozinu
vrcholii nespojenych hranami) velikosti 7.
B: Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje nezdvislou mnozinu (tj. podmnozZinu
vrcholi nespojenych hranami) velikosti nejméné 2005.
C: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejméné tri.
D: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejvyse tri.
E: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost presné tri.
F: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost presné dva.

(7.4.2) Patii do tridy N'P problém zjistit, zda graf G obsahuje dvé Hamiltonovské kruznice,
které nesdili zadnou hranu?
(7.4.3) Patri do tiidy NP problém zjistit, jaka je barevnost grafu?
*(7.4.4) Je zndmo, ze do tridy NP patii problém k-obarveni (zda graf Ize obarvit korektné k

barvami, tj. zda barevnost je < k) pro vSechna k. Patif ale do tiidy NP problém zjistit,
zda graf G ma barevnost pravé k7 Pro ktera k7
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*(7.4.5) Rozhodnéte, které z nasledujicich problému patii do tridy N'P. (Predpoklddejte pri

tom, Ze negace N'P-tiplnych problémit uz nepatii do tiidy N'P.)

A: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejvyse ¢tyri.

B: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost presné ¢tyfi.

C: Problém rozhodnout, zda dany graf ma barevnost nejméné Ctyfi.

D: Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje nejméné tri Hamiltonovské kruznice.
E: Problém rozhodnout, zda dany graf obsahuje presné tii Hamiltonovské kruznice.

(7.4.6) Zdivodnéte, proc¢ je ndsledujici problém (“orientovand dominujici mnozina”) N'P-
uplny: Vstupem je orientovany graf G a prirozené ¢islo k. Lze v grafu G najit podmnozinu
D C V(G) s nejvyse k vrcholy takovou, ze kazdy vrchol w grafu G nélezi do D nebo do
w vede orientovand hrana (Sipka) z nékterého vrcholu v D?

Névod: Pouzijte tieba polynomidlni prevod z problému vrcholového pokryti.

(7.4.7) Ukazte, Ze také ndsledujici problém tzv. “kubické kostry” je N'P-tiplny: Vstupem je
jednoduchy souvisly neorientovany graf G. Otazkou je, zde Ize v grafu G najit takovou
kostru, jejiz vSechny vrcholy jsou stupné nejvyse 37 (Stupné se samozrejmé mysli v té
kostre, ne v G.)

Jedna se vlastné o obdobu Hamiltonovské cesty, ktera je kostrou, jejiz vsechny vrcholy
jsou stupné nejvyse 2.

Névod: Pouzijte tieba prevod z problému Hamiltonovské cesty.

*(7.4.8) Ukazte, pro¢ je nasledujici problém N'P-tuplny: Vstupem je jednoduchy neoriento-
vany graf G. Ptame se, zda lze v grafu G najit uzavieny tah prochdzejici vSemi vrcholy
takovy, Ze nejvyse jednou projdeme znovu jedinym vrcholem, kterym jsme jiz prosli
drive?

Pro osvétleni — u Hamiltonovské kruznice jde o uzavieny tah, ktery zadny vrchol ne-
zopakuje, kdezto v nasem pripadé je dovoleno tahem zopakovat nejvyse jednou jeden
vrchol.

Navod: Pouzijte tieba prevod z problému Hamiltonovské kruznice.

7.5 Pribéh problému vrcholového pokryti

Tento posledni doplitkovy oddil podavd velmi lehky tvod do nové obsahlé teorie
parametrizované slozitosti, kterou lze povazovat za jisty ,komplement* klasické slozitosti
uvedené v predeslém.

Komenta¥: AC se to nezdd, nékdy i zcela okrajova a ponékud banalni otdzka muze nakonec
vést k dalekosahlym zéavérum a novym teoriim... Co tfeba pro¢ zdanlivé velmi ,podobné*
problémy jako vrcholové pokryti VC a dominujici mnozina DOM maji (pfestoze oba NP-
uplné) tak rozdilné algoritmické chovdni? Vysvétleni [R. Downey and M. Fellows, Parame-
terized complexity, Springer 1999] by nas dovedlo az ke zcela novému pohledu na vypocetni
slozitost problému, ktery jde ,jaksi mimo“ klasickou polynomidlni hierarchii a umoziuje v
jistych situacich docela rozumné fesit i nékteré problémy, které jsou jinak N'P-tézké.

Takze v ¢em spociva zasadni rozdil v nasich znalostech o feseni problému dominujici
mnoziny a vrcholového pokryti?

e Pokud se v analyze zaméiime na hodnotu parametru k vstupu, tak dominujici
mnozinu velikosti k stejné nedokazeme nalézt rychleji nez probranim prakticky vsech
k-tic vrcholu grafu G. To je i pro malé fixni hodnoty k, tfeba k = 10,20, v praxi
neproveditelné.

e Avsak vrcholové pokryti velikosti k dokdzeme nalézt jednoduchym algoritmem v case
O(2F -n), coz pro malé fixnf hodnoty k, tieba opét k = 10, 20, dava skvéle pouzitelny
linearni algoritmus!

Algoritmus 7.24. k-VC (vrcholové pokryti)
Pro fizni k ,,pomérné rychle” vyresime ndsledugjici problém.
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Vstup: Graf G.
Vystup: Lze v G najit vrcholové pokryti o velikosti nejvyse k7

Pro inicializaci polozime C' = () a F = E(G).

e Pokud F' = (), vracime C jako vrcholové pokryti.
Jinak pokud |C| > k, vracime odpovéd NE.
e Vybereme libovolnou hranu f = uv € F' a pro oba jeji konce x = u, v udélame:

— ' = CU{z} a novd mnozina hran F’ vznikd z F odebrdnim vSech hran
vychézejicich z vrcholu z v G.

— Rekurzivné zavoldme tento algoritmus pro G, C’ a F’.

Kolik tento algoritmus provede rekurzivnich volani celkem? Kazdy pruchod generuje
dvé dalsi volani, ale jen do fixni hloubky k rekurze, takze ve vysledku bude ¢as vypoctu
asymptoticky jen O(2F - n).

Poznamka: Dnes je jiz zndmo, ze faktor 2% lze promyslenéjsim piistupem ,vylepsit na mnohem
mens{ zdklad mocniny. (2006: 1.2738%)

Rozsitujici studium

Problematika rovinného kresleni grafu a jejich barveni je ivodné pokryta v [, Kapitola 6].
Dalsi informace Ize nalézt na web, trebahttp://en.wikipedia.org/wiki/Graph_coloring,
a jako “rozcestnik” pro dalsi studium problematiky barveni grafu dobre poslouzi monografie
Jensena a Tofta na strance http://www.imada.sdu.dk/Research/Graphcol/

Vice o N'P-tiplnosti vybranych grafovych problémii je uvedeno jesté v nasledujicim
Apendixu. Pro pripadné hlubsi studium sloZitosti a N'P-iiplnosti grafovych problémii
odkazujeme na ceské [3], mnohé anglické monografie teoretické informatiky nebo na dalsi in-
ternetové zdroje jakohttp://en.wikipedia.org/wiki/NP-complete. Co se tyce specificky
parametrizované slozitosti (lehce uvedené v Oddile 7.5), Ize mimo uvedenou jiz klasickou
monografii [Downey and Fellows, Parameterized complexity, Springer 1999] odkézat na
volné dostupnou praci R. Niedermeiera “Invitation to Fixed-Parameter Algorithms” na
http://www-fs.informatik.uni-tuebingen.de/~niedermr/publications/habil.ps.gz
nebo na novéjsi monografii [Fluma—Groheho].

7.6 Cviceni: Priklady o barevnosti graft

Priklad 7.25. Urcete a zdiuvodnéte barevnost tohoto grafu:

Vidime, ze obvodova kruznice tohoto grafu ma délku 5, coz je liché ¢islo, a proto je
potieba na jeji korektni obarveni pouzit aspon tii barvy 1, 2, 3. Pak je ale sttedovy vrchol
spojeny s kazdou z téchto barev 1, 2,3, tudiz pro néj potfebujeme ¢tvrtou barvu 4.


http://en.wikipedia.org/wiki/Graph_coloring
http://www.imada.sdu.dk/Research/Graphcol/
http://en.wikipedia.org/wiki/NP-complete
http://www-fs.informatik.uni-tuebingen.de/~niedermr/publications/habil.ps.gz

To znamena, ze dany graf ma barevnost 4. O

Priiklad 7.26. Kolik nejméné hran musite vypustit z uplného grafu na 7 vrcholech,
aby se vysledny graf dal korektné obarvit dvéma barvama?

Musime vypustit vSechny hrany mezi vrcholy, kterym chceme dat stejnou barvu, aby
vysledné obarveni bylo korektni. Jelikoz vSechny vrcholy dplného grafu jsou si ekviva-
lentni, staci se rozhodnout, kolik z nich dostane barvu 1 a kolik barvu 2. Jak snadno
zjistime, optimalni je barvy rozdélit napul, tj. 3 a 4 v tomto pripadé. Je tedy potieba
vypustit nejméné (g) + (;1) =346 =9 hran.

2

leohy k reSeni

(7.6.1) Kolik nejméné barev je tieba na korektni obarveni tohoto grafu? Pfislusné obarveni
vyznacte.

(7.6.2) Kolik nejméné barev je tieba na korektni obarveni tohoto grafu? Pfislusné obarveni
vyznacte.

(7.6.3) Obarvéte nasledujici graf na 8 vrcholech tremi barvami 1,2,3 tak, aby se barva 3
pouzila co nejvice krat.

(7.6.4) Obarvéte ndsledujici graf na 9 vrcholech tfemi barvami 1,2,3 tak, aby se barva 3
pouzila co nejméné krat.

(7.6.5) Jakd miuze byt barevnost grafu, ktery vznikne z tiplného grafu na 15 vrcholech
vypusténim ti{ hran? (Je to jednoznacné?)

*(7.6.6) Dokazte, ze na obarveni grafu vzniklého z libovolného stromu priddénim dvou libo-
volnych novych hran vzdy staci 3 barvy.

(7.6.7) M4 graf z Prikladu 7.25 Hamiltonovskou kruznici?
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(7.6.8) Pro kterd m,n md dplny bipartitni graf K, ,, Hamiltonovskou kruznici?

(7.6.9) Nakreslete graf pravidelného dvandctisténu a vyznacte v ném Hamiltonovskou
kruznici (to je piivodni Hamiltonuv hlavolam).

7.7 Apendix: Dalsi N'P-tiplné grafové problémy

V tomto (nepovinném) obsdhlém dodatku si jednak probereme dalsi piiklady
polynomidlnich prevodu mezi nékterymi zdkladnimi grafovymi problémy. Za druhé si
ukdzeme, jak u ruznych problému poznat, zda ndlezi do tiidy NP nebo ne a zda
piipadné jsou N P-tiplné. Jelikoz se jednd o latku znacné vzdéalenou klasické teorii grafu,
¢tenari bez zajmu o informatiku ji mohou klidné preskocit. Motivaci k zarazeni této latky
do ucebnice je naSe presvédceni, ze nahled na vypocetni slozitost uvedenych problému
umozni ¢tenari mnohem lépe pochopit i jejich ¢isté matematické vlastnosti.

Polynomialni prevody grafovych problému

Komenta¥: Neformdlné feceno, polynomialnim pfevodem problému P; na problém P
nazveme postup, ktery v polynomialnim ¢ase ze znamého zpusobu feSeni problému P, ,ziska*
feseni pro problém P;.

Priiklad 7.27. Problém nezdvislé mnoziny se pta, zda v grafu existuje podmnozina
k vrcholii nespojenych zadnymi hranami. Problém vrcholového pokryti se pta, zda v
grafu existuje podmnozina m vrcholii dotykajicich se vSech hran. (Vrchol se dotyka
hrany, pokud je jejim koncem.) Ukazme si podrobné, jak se problém nezdvislé
mnoziny polynomialné prevede na problém vrcholového pokryti.

Nejprve si ujasnéme, co je vstupem a vystupem kterého problému. Pro nezavislou
mnozinu je vstupem dvojice G, k, kde G je graf a k prirozené ¢islo. Pro vrcholové pokryti
je obdobné vstupem dvojice G, m. (V piipadé nezavislé mnoziny se pfirozené snazime
dostat co nejvétsi vyhovujici k, kdezto u vrcholového pokryti co nejmensi m.) V obou
pripadech se jedna o rozhodovaci problémy, takze odpoveédi je ANO/NE.

Vsimnéme si nésledujiciho jednoduchého faktu: Pokud I C V(G) je nezavisld
mnozina v grafu G, pak zddna hrana G nema oba konce v I. To ale znamen4, ze doplnék
mnoziny J = V(G)\ I se dotyka vsech hran grafu G, a tudiz J je vrcholovym pokrytim.
Pokud |I| = k, pak |J| = |V(G)| —k = m. Naopak doplitkem vrcholového pokryti .J je ze
stejného duvodu nezavisld mnozina I = V(G) \ J. Piiklad je na nésledujicim obrazku.
(Zakreslete si to také do nékterého vlastniho grafu.)

nezavisla mnozina vrcholové pokryti

Takze stac¢i vstup G,k problému nezavislé mnoziny pfevést na vstup G,m, m =
|V(G)| — k problému vrcholového pokryti, ze kterého uz ziskdme spravnou odpoved
i na puvodni problém. Tento prevod dokonce spocitdme v konstantnim case, jen

VVVVVV

véetné grafu.) O
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Priklad 7.28. Problém dominujici mnoziny se pta, zda v grafu existuje podmnozina

m vrcholil takova, Ze kazdy jiny vrchol je s nékterym z nich spojeny hranou. Ukazme

si podrobné, jak se problém vrcholového pokryti polynomialné prevede na problém

dominujici mnoziny na souvislych grafech.

Definice dominujici mnoziny je velmi podobnd vrcholovému pokryti, ze? Vlastné by
mélo stacit jaksi ke kazdé hrané daného grafu G (ve kterém hleddme vrcholové pokryti)
priradit néjaky novy vrchol, ktery bude tfeba po prevodu dominovat. Abychom se vyh-
nuli patologickym piipadum, predpokladdme souvislé grafy s vice nez jednim vrcholem.
Zactneme jednoduchou ukézkou, jak tfeba dominujici mnozina muze vypadat.

(Dokéazete odpoveédeét, pro¢ graf z obrdzku nemé dominujici mnozinu velikosti 27)
Nyni prejdeme k popisu naznaceného prevodu ze vstupu G, m problému vrcholového
pokryti na vstup H,m' problému dominujici mnoziny.

Graf H vytvorime z grafu G pridanim, pro kazdou hranu e € F(G), nového vrcholu v,
spojeného hranami do obou koncovych vrcholu hrany e. (Tak se vlastné z kazdé hrany
stane trojihelnik s tfetfm novym vrcholem, viz naznaceny obrazek.) Ciselny parametr
m’ = m zustane tentokrdt nezménén.

Abychom zduvodnili, Ze se skutecné jedna o prevod problému, musime dokézat imp-
likace v obou smérech: Ze vrcholové pokryti C' C V(G) je zaroven dominujici mnozinou
v novém grafu H a ze dominujici mnozina D C V(H) vytvaii i stejné velké vrcholové
pokryti v puvodnim grafu G. Prvni ¢dst je snadnd, podle definice vrcholového pokryti
kazda hrana e grafu G ma néktery konec v v mnoziné C, takze jak druhy konec hrany e,
tak 1 nové pridany vrchol v, v grafu H jsou dominovany z vrcholu u € C. Navic z
predpokladu souvislosti G plyne, ze zadné dalsi izolované vrcholy v H nejsou, takze C'
je zaroven dominujici mnozinou v H.

Naopak vezméme dominujici mnozinu D C V(H) v novém grafu H. (Pozor, nelze
hned Fici, Ze by D byla vrcholovym pokrytim v G, nebof D miuZe obsahovat pridané
vrcholy, které v G nebyly.) Definujeme novou mnozinu D’ C V(@) takto: Pokud w €
DNV(G), pak w € D'. Jinak pro w € D, kde w = v, byl pfiddn pro hranu e € E(G),
dédme do D’ libovolny z koncu hrany e. Potom |D’| < |D| a D’ je vrcholovym pokrytim
v puvodnim grafu G, nebot pro kazdou hrany e € E(G) je pridany vrchol v, € V(H)
dominovan v grafu H mnozinou D, a tudiz hrana e bude mit néktery konec v D’.

Dokézali jsme tedy, ze se jedna o prevod problému, a zbyva zduvodnit, Zze tento
pievod je spoéitdn v polynomidlnim ¢ase. Pokud G' mé n vrcholii, mé nejvyse O(n?)
hran, a proto novy graf H m4 velikost O(n?) a v takovém ¢ase jsme snadno schopni jej
sestrojit. Je to polynom v n. O
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Problémy ve tiidé NP

Nyni se budeme vénovat otdzkam, pro¢ nékteré grafové problémy nélezi ¢i nendlezi do
tiidy NP.
Komentaf#: Definice ti{dy N 'Pse tykd vyhradné rozhodovacich problému (s ,ANO/NE“
odpovédi). D4 se neformdlné Fici, Ze problém pati{ do t¥idy NP, pokud jeho odpoved ANO
lze prokdzat (ve smyslu “uhodnout a ovérit”) vypoctem, ktery bézi v polynomidlnim case.

Priklad 7.29. Hamiltonovska kruznice v grafu G je takovy podgraf, ktery je

isomorfni kruznici a pritom obsahuje vSechny vrcholy G. (Jinak receno, kruznice

prochézejici kazdym vrcholem jednou.) Proc¢ patii do tiidy N'P problém poznat, zda
dany graf G obsahuje Hamiltonovskou kruznici?

Jak jiz bylo feceno vyse u definice, tfida NP je vlastné t¥idou téch problému, kde
odpovéd ANO lze ovéiit efektivné s vhodnou napovédou. Jestlize se ptdme na existenci
Hamiltonovské kruznice v grafu G, prirozené se jako napovéda nabizi pravé ona kruznice.
Pro ilustraci ukazujeme piiklady dvou grafu, kde v prvnim je Hamiltonovskd kruznice
vyznacena tlusté, kdezto ve druhém neexistuje.

Jak ale Hamiltonovskou kruznici popiSeme a jak ovéfime, ze se skuteéné jednd o
Hamiltonovskou kruznici? Oboji musime zvlddnout v polynomidlnim ¢ase!

Jako popis Hamiltonovské kruznice se prirozené nabizi zadat tu permutaci vrcholu
grafu G, v jejimz poradi doty¢nd kruznice vrcholy prochazi. (Tim netrikdme, Ze by nebyly
jiné zpusoby popisu, jen ze tento se nam hodi.) Takze ndpovédu zaddme jednoduse
polem k[] délky n, kde n je pocet vrcholu G. Pro ovéreni, ze se jedna o Hamiltonovskou
kruznici, staci zkontrolovat, ze k[i] # k[j] pro ruznd i, j a ze vzdy {k[i], k[i+1]} je hranou
v grafu G proi =1,2,...,n—1 a také {k[1], k[n]} je hranou. Pfi vhodné implementaci
matici sousednosti grafu G to zvladneme vSe zkontrolovat v linedarnim case, ale i pfi
jinych implementacich ndm staéi éas n - O(n) = O(n?), coz je skutecné polynomialni.
Proto problém existence Hamiltonovské kruznice patii do tiidy NP. O

Piiklad 7.30. Patri do tridy N'P problém poznat, zda dany graf G obsahuje nejvyse

¢tyri Hamiltonovské kruznice?

Ctenaf opét muze navrhnout, ze vhodnou napovédou pro piislusnost do t¥idy NP

jsou ony ¢tyri Hamiltonovské kruznice v grafu. To lze prece snadno ovérit stejné jako v
predchozim piikladé. Skutecné tomu tak je?
Nenilll My sice dokazeme ovérit, ze napovédéné ¢tyii kruznice v grafu jsou
Hamiltonovské, ale nijak tim neprokazeme, ze vice Hamiltonovskych kruznic v grafu
neni. Takové ovéfeni by nakonec bylo stejné obtizné, jako nalezeni Hamiltonovské
kruznice samotné.

Proto na zakladé soucasnych znalosti teoretické informatiky nelze tvrdit, ze by pop-
sany problém nélezel do tridy NP. Avsak pokud bychom otdzku negovali, tj. ptali se,
zda graf G obsahuje vice nez ¢tyfi Hamiltonovské kruznice, tak by uz problém do tridy
NP nalezel. (Napovédéli bychom nékterych pét Hamiltonovskych kruznic.) Proto vidite,
jak je dulezité spravné se v zaddni problému ptéat. O

97



NP-tplnost a jeji dikazy

Daéle si zopakujme struény neformalni navod, jak by vlastné bézny polynomidlni prevod
pro zduvodnéni N'P-tiplnosti problému mél vypadat. . .
Komentafr: Dle definice je NP-tiplny problém takovy, Ze jeho efektivni vyfeseni v poly-
nomialnim éase by poskytlo podobnd fegeni i pro viechny ostatni problémy ve tiidé NP.
Predpoklddejme, ze o problému P jiz vime, ze je N'P-tiplny, a o problému @ to chceme
dokazat. Neboli chceme ukazat, ze kazdy vstup problému P bychom uméli roziesit prevodem
na piipad problému @), a tudiz i problém @) musi byt tak tézky jako P.
Takze v jednoduchych pifpadech sta¢i vzit obecny (libovolny) vstup V zndmého tézkého
problému P a “prelozit” jej na vstup U pro problém @Q tak, ze @ odpovi ANO na novy vstup
U prave tehdy, kdyz P odpovedél ANO na V. (Vsimnéte si dobfe, ze musite dokdzat logickou
ekvivalenci, tedy ze z odpovédi ANO v @ vyplyvda ANO v P i naopak!)

Priklad 7.31. Problém k-obarveni grafu se pta, zda dany graf Ize obarvit k barvami

tak, aby Zadna hrana nespojovala dva vrcholy stejné barvy. (Skutec¢nd barevnost

naseho grafu muze byt i mensi nez k, o to v problému nejde.) Dokazme, Ze problém

k-obarveni je N'P-iplny pro kazdé (i fixni) k > 3.

Nejprve musime zdtvodnit, Ze problém patii do tiidy NP. To je snadné, nebot
napovédou nam je ono obarveni grafu G pomoci k barev. Napovédéné obarveni snadno
zkontrolujeme v poctu kroku imérném poctu hran grafu G, tedy polynomialné v poctu
vrcholu bez ohledu na hodnotu k.

Na druhou stranu uz vime z Problému 7.17, Ze 3-obarveni grafu je N'P-tiplné. Staci
nam tedy nalézt polynomialni prevod z problému 3-obarveni na problém k-obarveni
grafu. Predpoklddejme tedy, ze k > 3 a ze je dan graf GG, o kterém se ptame, zda jej
Ize obarvit 3 barvami. My sestrojime graf G’ pridanim k& — 3 novych vrcholu ke grafu G
spojenych kazdy se vSemi ostatnimi vrcholy. Pro¢ to délame?

To je ziejmé, v grafu G’ vSechny nové pridané vrcholy musi mit ruznych barvu od
viech ostatnich, takze pokud puvodni graf G $el obarvit 3 barvami, pujde tak i graf
G’ obarvit k barvami. Naopak pokud G’ je obarven k barvami, vSechny barvy novych
k — 3 vrcholt jsou jiné a ruzné od barev vSech puvodnich vrcholu, takze na puvodni
vrcholy G ndm zbudou jen k — (k—3) = 3 ruzné barvy, coz je pfesné problém 3-obarveni
na G. (Neboli 3-obarveni G jednoznacné odpovidaji k-obarvenim G’.) Schematickym
obrazkem:

Vidime tedy, Ze jsme nasli polynomialni pfevod ze 3-obarveni grafu G na k-obarveni
grafu G’, a proto je problém k-obarveni N'P-tézky. Celkem dostdvame, Ze k-obarveni
je N'P-uplné. O

Priklad 7.32. Hamiltonovskd cesta v grafu je takovy podgraf, ktery je isomorini
cesté a prochdzi vSemi vrcholy grafu. (Obdoba Hamiltonovské kruznice.) Dokazme,
Ze problém zjisténi existence Hamiltonovské cesty v daném grafu G je N'P-tplny.
Jiz vime z Problému 7.22, zjisténi existence Hamiltonovské kruznice je NP-tiplné.
Problém Hamiltonovské cesty taktéz nalezi do NP, snadnou ndpovédou existence je
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ukdzat onu Hamiltonovskou cestu. Pro dukaz NP-tiplnosti vyuzijeme polynomidlni
prevod Hamiltonovské kruznice na Hamiltonovskou cestu.

Nézorné fteCeno, potiebujeme prevést dany graf G na jiny graf H tak, ze
Hamiltonovska kruznice v G se stane Hamiltonovskou cestou v H a naopak. Na prvni
pohled by se toto zdélo jako snadny cil — prece z kazdé Hamiltonovské kruznice udélame
cestu odebranim hrany ¢i vrcholu. Velky problém je vSak v onom sluvku “naopak”,
my také musime zajistit, ze kazdd Hamiltonovskd cesta v H vytvori Hamiltonovskou
kruznici v G'! Proto néjakym zpusobem musime fixovat pocdtek a konec Hamiltonovské
cesty v H tak, aby se daly spojit do kruznice v G.

Jednou z moznosti je vybrat jakykoliv vrchol v v G, “zdvojit” jej (tj. pridat dalsi
vrchol se stejnymi sousedy jako v) a navic ke kazdé v* ze zdvojenych kopii v piidat novou
hranu vedouci do nového vrcholu w’ stupné 1. Tyto pfidané vrcholy w!, w? pak nutné
musi byt konci Hamiltonovské cesty, pokud ona existuje (jinak se do vrcholu stupné 1
prece dostat nedd).

Schematickym obrazkem:

|

Piiklad 7.33. Pro jaké k je N'P-iplny problém zjistit, zda v daném grafu existuje

nezavisla mnozina velikosti k? (Nezdvisla mnozina je takovda podmnozina vrcholu

grafu, z niz zadné dva jeji vrcholy nejsou spojené hranou.) Je tento problém NP-

uplny pro fixni k nebo pro proménné hodnoty k?

Tento piiklad uvadime proto, aby si ¢tenai dobie uvédomil roli parametru problému,
které jsou fixni, a téch, které jsou proménné, neboli dané na vstupu.

Problém existence nezavislé mnoziny velikosti k totiz snadno rozieSime v cCase
O(nF*1) — prosté projdeme hrubou silou viechny k-tice vrcholti grafu a pokazdé se
podivéme, zda ndhodou netvoii nezavislou mnozinu. Cas O(nF*1) je pochopitelné poly-
nomidlni pro kazdé fixni k, takze pak tento problém tézko muze byt NP-uplny. Naopak
pro k na vstupu problému se jednd o NP-tiplny problém podle naseho Tvrzeni 7.18. O

[jlohy k reSeni

(7.7.1) Analogicky k Prikladu 7.27 ukazte prevod problému vrcholového pokryti na
nezavislou mnozinu. (Tj. opa¢ny smér.)

(7.7.2) Pdrovdnim v grafu rozumime podmnozinu hran, které nesdileji zadny svuj koncovy
vrchol. Jak byste polynomialné prevedli problém nalezeni parovani velikosti p v grafu G
na problém nezavislé mnoziny?

*(7.7.3) Dokédzete najit prevod problému dominujici mnoziny na vrcholové pokryti?
(Tj. opacny smér k Prikladu 7.28.)

*(7.7.4) Patiido tiidy N'P problém zjistit, zda graf G obsahuje praveé jedinou Hamiltonovskou
kruznici? A co treba negace tohoto problému?

(7.7.5) Sice uz vime, ze jak Hamiltonovskd kruznice, tak i Hamiltonovskd cesta jsou
NP-iiplné, ale zkuste cviéné najit polynomidlni prevod Hamiltonovské cesty na
Hamiltonovskou kruznici (naopak nez v Piikladé 7.32).
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8 Rovinnost a kresleni graft

Uvod

V primé navaznosti na predchozi Lekci 7 se zamérime na druhy dulezity aspekt slavného
problému ¢tyr barev; na otazku kresleni grafu do roviny bez kiizeni. Jak tedy takova obarvo-
vana politickda mapa souvisi s kreslenim grafii? Jednoduse — souvislé staty muzeme reprezen-
tovat jako vrcholy grafu a hranami pak zaznamenat , sousednost® mezi staty. Dilezité je, ze
takto vznikly ., dualni“ graf muzeme ziejmé zakreslit v roviné bez krizeni hran a nazyvame
jej proto rovinngm grafem. Praveé tato rovinnost je klicova pro zminénou obarvitelnost grafu
i pro jiné zajimavé vlastnosti rovinnych grafi.

V nasem vykladu si uvedeme (a zcédsti odvodime) mnohé zdkladni vlastnosti rovinnych
graftl a sdélime néco malo o kresleni grafit obecnéji.

Cile

Prvnim cilem je definovat rovinné grafy a prehledové ukazat jejich vlastnosti, predevsim
ve vztahu k jejich barevnosti a ke geometrii. Mimo jiné se nau¢ime rovinné graly rozpoznavat
podle Kuratowského véty. Za druhé si fekneme o obarvovani rovinnych grafii a v zavéru
uvedeme poznatky o praktickém kresleni i nerovinnych grafii.

8.1 Rovinné kresleni grafu

Dalsim dulezitym grafovym pojmem uzce svazanym s problémem ¢tyf barev je rovinné
nakresleni, tj. nakresleni bez prekiizenych hran.

Komenta¥: Jen malokteré grafy rovinné nakresleni maji, ale dulezitost grafu s rovinnym
nakreslenim je motivovéna jak esteticky (nakresleni bez kiizeni hran vypadaji hezky a jsou
snadno ¢itelnd), tak jejich teoretickym vyznamem i praktickymi aplikacemi (predstavme si
jednostranny plosny spoj jako graf obvodu — hrany pfi jeho realizaci fyzicky nemuzeme kiizit
bez dratovych propojek).

Definice 8.1. Rovinnym nakresleni grafu G

myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy zndzornény jako ruzné body v roviné a hrany

jako oblouky (¢ili jednoduché kiivky) spojujici body svych koncovych vrcholu. Pritom

hrany se nesmi nikde kiizit ani prochazet jinymi vrcholy nez svymi koncovymi body.
Graf je rovinny pokud ma rovinné nakresleni.

Komentaf¥: Dulezitym piikladem rovinnych grafu jsou grafy (tfirozmérnych Euklidovskych)
mnohosténu, treba graf ¢tyfsténu, krychle, osmisténu, dvandctisténu, atd.

Plati, ze grafy mnohosténu jsou vzdy rovinné a 3-souvislé. Naopak kazdy rovinny 3-souvisly
jednoduchy graf je grafem néjakého mnohosténu. (Dukaz tohoto tvrzeni je obtizny.)

Geometricky pfiklad grafi mnohosténu také pfindsi ¢ast terminologie rovinnych
kresleni a hlavné motivuje dulezity a slavny Euleruv vztah (Véta 8.2).

Definice: Sténami rovinného nakresleni grafu nazyvame (topologicky) souvislé oblasti
roviny ohranicené timto nakreslenim grafu.
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Komentafr:

Rovinny graf muze mit vice podstatné riznych nakresleni, jak vidime na uvedeném
ilustraénim obrazku, ale plati, ze 3-souvisly rovinny graf m& ve vSech svych rovinnych
nakreslenich ,stejné stény“ (Dusledek 8.11). To intuitivné znamend, ze ze znalosti grafu
mnohosténu muzeme odvodit pfiblizny tvar puvodniho télesa.

Podivejte se zpét na konstrukci pouzitou v Prikladé 7.5 — oblasti, neboli stény, mapy
jsme nahrazovali vrcholy nového grafu a spojovali jsme hranami sousedici dvojice oblasti.
Tuto konstrukci 1ze formalné zobecnit na stény nakresleni libovolného rovinného grafu:

Definice. Dudlni (multi)graf rovinného nakresleni grafu G ziskdme tak, ze stény
nahradime vrcholy dudlu a hranami spojime sousedici dvojice stén.

Komenta¥: Dudlni multigraf k rovinnému grafu je vzdy rovinny, coz je relativné snadné
dokazat topologicky. Na druhou stranu vSak ¢asto bude obsahovat nasobné hrany a dokonce
i smycky. Uvédomte si dobfe, ze pocet hran dualntho grafu je stejny jako u primarniho grafu.
Pro ptiklad odvozeni dudlniho grafu se podivejme na obrazek:

leohy k reSeni
(8.1.1) Nakreslete rovinné tento graf:

(8.1.2) Co je dudlnim grafem k rovinnému nakresleni grafu krychle?
(8.1.3) Dokazte, ze graf kazdého 3D konvexniho mnohosténu je rovinny.

*(8.1.4) Dokazte, ze graf kazdého 3D konvexniho mnohosténu je 3-souvisly.

8.2 Euleruv vztah o poctu stén

Nyni si uvedeme zajimavy a vlastné ,jediny rozumny kvantitativni“ vztah o rovinnych
nakreslenich grafi. Jednd se o slavny Euleruv vztah, ktery #ika:

Véta 8.2. Necht rovinné nakresleni neprdzdného souvislého grafu G md f stén. Pak
V(G| + [ = |EG)] =2.

Komentaf: Ctendf by si mél poviimnout, ze nasledujici (zdanlivé jednoduchy) ditkaz Eu-
lerova vztahu zavisi na docela obtizné a hluboké Jordanoveé vété o kruznici. To neni nahoda,
nebot jistym zptsobem je Eulertiv vztah Jordanové vété ekvivalentni — viz graf kruznice — a
obé tvrzeni tak jsou matematicky hluboka. . .

Dikaz: Necht pocet vrcholi v G je v a hran h. Dikaz této dulezité véty pouze
naznacime, detaily lze najit v literature.
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e Pokud je G strom, tj. nemé kruznice, mé ve svém nakresleni jedinou sténu (viz Jor-
danova véta o kruznici) a dle Véty 5.3 ma presné h = v — 1 hran. Potom plati
v+f-—h=v+1l—-(v—-1)=2.

e Pokud G obsahuje kruznici C, pak vypustime jednu jeji hranu e. Tim se pocet hran
snizi o 1, ale zaroven se snizi o 1 pocet stén, protoze kruznice C' puvodné oddélovala
(viz Jordanova véta o kruznici) dvé stény prilehlé k hrané e od sebe, ale nyni tyto
dvé stény ,splynou“ v jednu. Pocet vrcholu se nezméni. Proto se nezméni hodnota
v+ f—h=v+(f-1)—(h—-1)=2.

Tvrzeni tak plyne z principu matematické indukce. O

Poznamka: Vsimnéte si dobfe, ze Euleruv vztah vubec nezavisi na tom, jak je graf G nakresleny,
je to vlastnost grafu jako takového.

Euleruv vztah ma mnoho aplikaci a dusledkt, z nichz ¢ést si uvedeme i dokazeme.

Disledek 8.3. Jednoduchy rovinng graf na v > 3 vrcholech md nejvyse 3v — 6 hran.
Jednoduchy rovinng graf na v > 3 vrcholech a bez trojuhelniki md nejvyse 2v — 4 hran.

Dikaz: Muzeme predpokldadat, Ze graf je souvisly, jinak bychom pfidali dalsi hrany.
Necht pocet vrcholi v G je v, stén je f a hran h. Jelikoz neméme smycky ani ndsobné
hrany, ma kazda sténa v nakresleni grafu na obvodu aspon 3 hrany, pfitom kazdou
hranu zapocitdame ve dvou pfilehlych sténach. Pak tedy plati h > % -3f, neboli %h > f.
Dosazenim do vztahu Véty 8.2 ziskdme

2 1
2:v—|—f—h§v+§h—h:v—§h

h<3(v—-2)=3v—-6.

Druh4 ¢ast se dokazuje obdobné, ale nyni vime, ze graf nemd ani trojuhelniky, a tudiz
ma kazda sténa v nakresleni grafu na obvodu aspon 4 hrany. Pak tedy plati h > % -Af,
neboli %h > f. Dosazenim do vztahu Véty 8.2 ziskame

2 1
2:v+f—h§v—|—1h—h:v—§h

h<2v-2)=2v—4.
Tim jsme hotovi. O

Poznamka: Kdy nastavd rovnost v Dusledku 8.37 Snadno analyzou dukazu zjistime, ze
jednoduchy rovinny graf ma 3v — 6 hran, pravé kdyz vSechny jeho stény véetné vnéjsi jsou
trojihelniky. Obdobné pro druhou ¢ést tvrzeni se vSemi sténami velikosti 4.

Dusledek 8.4. Kazdy jednoduchy rovinng graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5.
Kazdy jednoduchiyj rovinng graf bez trojiuhelnikiu obsahuje vrchol stupné nejvyse 3.

Dikaz: Pokud by vSechny vrcholy mély stupné alespon 6, cely graf by mél aspon
% -6v = 3v hran, coz je ve sporu s Dusledkem 8.3. Néktery vrchol musi tudiz mit mensi
stupen nez 6. Obdobné postupujeme u druhého tvrzeni. O

leohy k reSeni
(8.2.1) Graf pravidelného dvacetisténu m4 12 vrcholi a 20 stén. Kolik méd hran?

(8.2.2) K rovinnému nakresleni stromu priddme dvé nekiizici se hrany. Kolik bude mit
vysledny graf stén?

*(8.2.3) Jak bude znit Euleruv vztah pro nesouvisly rovinny graf s k komponentami?
p Y y & P
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8.3 Rozpoznani rovinnych grafia

Pii praktickém vyuziti rovinnych grafu je potieba umét abstraktné zadany graf rovinné
nakreslit bez kiizeni hran. Na rozdil od problému urceni barevnosti grafu se nastésti
jednda o efektivné algoritmicky feSitelny problém. Prvni algoritmus bézici v linearnim
case byl podan Hopcroftem a Tarjanem 1974 a od té doby se objevilo nékolik
jednodussich algoritmt, ale stdle nejsou dostatecné piistupné, abychom je mohli ukézat
v omezeném case na prednésce.

Véta 8.5. Rozhodnout rovinnost a mnalézt prislusné nakresleni daného grafu lze v
linearnim case (viéi poctu vrcholi).

Misto obecnych algoritmu pro rovinné kresleni grafu se zde podivame na otdzku, jak
oduvodnit nerovinnost (malého) grafu.

Priklad 8.6. Ukazme, Ze nasledujici dva grafy, Ks a K3 3 nejsou rovinné.

K K33

P1i zduvodnéni vyuzijeme znalosti predchoziho oddilu. Vsimnéme si, ze graf K5 ma 5 vrcholu
a 10 > 3-5—6 hran. Podobneé graf K33 ma 6 vrcholiia 9 > 2-6 —4 hran, pfitom neobsahuje
zadné trojuhelniky. Proto podle Dusledku 8.3 zddny z nich neni rovinny. (Pokud by byl
rovinny, pocet jeho hran by musel byt mensi, nez skutecné je.) O

Disledek 8.7. Grafy K5 a K33 nejsou rovinné.

Vyznam grafi K5 a K33 uvedenych v piedchozim dusledku spo¢iva v tom, Ze jsou
to ,nejmensi“ nerovinné grafy ve velmi silném vyznamu slova nejmensi — kazdy dalsi
nerovinny graf jeden z nich ,obsahuje“. Pro uvedeni takového popisu rovinnych grafi
jesté potrebujeme jednu definici.

Definice: Podrozdélenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne z G nahrazenim
nékterych hran novymi cestami libovolné (kladné) délky.

Dulezity abstraktni popis vSech rovinnych grafi nalezl K. Kuratowski:

Véta 8.8. Graf G je rovinny pravé kdyz neobsahuje podrozdéleni grafii K5 nebo K33
jako podgrafy.

Poznéamka o rozpoznani nerovinnosti grafu: Pokud chceme ukézat, ze dany graf je rovinny, prosté
jej nakreslime v roviné bez kiizeni hran. Pfedchozi véta ndm naopak dava spolehlivy zpusob,
jak ukdzat, ze dany graf neni rovinny — prosté v ném najdeme podrozdéleni grafu K5 nebo
K3 3. (Ve skutecnosti tuto obtiznou vétu ani nepotfebujeme ke zduvodnéni nerovinnosti, staci
nam Diusledek 8.7. Véta 8.8 nam jen tika, ze piislusna podrozdéleni vzdy v nerovinnych grafech
najdeme.) Pro praktické pouziti véty doddme, ze az na vzacné vyjimky se lépe v nerovinnych
grafech najde podrozdéleni grafu K3 3 nez grafu Ks.
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Priklad 8.9. Které z ndsledujicich dvou grafii jsou rovinné? Najdéte rovinné nakresleni
(vcetné oc¢islovanych vrcholil), nebo zdiivodnéte nerovinnost grafu.

A B

Po chvili zkoumani uré¢ité pfijdeme na to, ze graf A se dé nakreslit rovinné takto:

£ Y

Graf B na druhou stranu rovinny neni podle Véty 8.8, protoze je v ném obsazeno podrozdéleni
grafu K3 3, které je ukdzano na tomto obrazku:

A

Jednoznac¢nost rovinného nakresleni

Jiz jsme neformalné zminovali, ze rovinnd nakresleni téhoz grafu mohou byt podstatné
ruznd, ale pro 3-souvislé grafy je tomu jinak. Nyni si tento poznatek zpresnime.

Fakt: V 2-souvislém rovinném grafu je kazda sténa ohranic¢end kruznici.

Diky tomuto faktu lze snadno nadefinovat, ze dvé rovinnd nakresleni 2-souvislého grafu
jsou ekvivalentni, pokud jejich stény tvori stejné soubory kruznic. Klicovym vysledkem
nyni je:

Lema 8.10. Kruznice C' v 3-souvislém rovinném grafu G je sténou jeho nakreslent,
prave kdyz podgraf G — V (C) je souvisly graf.

Dikaz: V jednom sméru, pokud G = G — V(C) je souvisly, pak podle Jordanovy
véty o kruznici lezi cely G’ uvnitt jedné oblasti C, tudiz druhd oblast C je sténou v
kazdém nakresleni G.

Naopak pokud C ohrani¢uje sténu v nékterém rovinném nakresleni grafu G,
dokdzeme, Ze kazdé dva vrcholy mimo C' lze spojit cestou disjunktni s C. Necht tedy
z,y € V(G)\V(C) a ozna¢me X (¢i Y') mnozinu téch vrcholu C' dosazitelnych z z (z y)
po cestach neprochazejicich pres C'. Jelikoz x,y nélezi stejné sténé kruznice C, mnoziny
X,Y se na C ,neprekryvaji®, presnéji je lze od sebe oddélit odebranim nékterych dvou
vrcholu ¢, d € V(C). Pak vsak {c,d} je fezem v grafu G oddélujicim = od y a to odporuje
predpokladu 3-souvislosti, spor. |

Dusledek 8.11. KazZdad dvé rovinnd nakresleni 3-souvislého grafu jsou ekvivalentnd.
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Zajimavou aplikaci Dusledku 8.11 je algoritmus pro rozpoznavani isomorfismu
rovinnych grafi, ktery mimo porovnavani rovinnych nakresleni 3-souvislych komponent
pouziva metody rozkladu grafu na “vice-souvislé” komponenty a testovani isomorfismu
stromu:

Véta 8.12. Problém isomorfismu rovinnych grafu je tesitelny v linedrnim case.

Zavérem si jesté bez dukazu uvedeme, zZe rovinné grafy vzdy maji pékné nakresleni
vV roviné.

Véta 8.13. Kazdy jednoduchy rovinny graf lze nakreslit v roviné (bez krizend hran) tak,
Ze hrany jsou usecky.

Ulohy k reSeni

(8.3.1) Které z ndsledujicich dvou grafii jsou rovinné? Najdéte rovinné nakresleni (véetné
ocislovanych vrcholii), nebo zditvodnéte nerovinnost grafu.

(8.3.2) Pro kterd n je tiplny graf K,, rovinny?

(8.3.3) Kdy je tuplny bipartitni graf K, ,, rovinny?

(8.3.4) Kolik hran staci pridat ke kruznici, aby vznikl nerovinny graf?
*(8.3.5) Jak vypadaji grafy bez podrozdéleni Ks 37

8.4 Barveni map a rovinnych grafa

Komenta¥: Vzpomenme si na jiz zminovany prevod mapy na graf — jedna se vlastné o
vytvoreni dudlniho grafu k této mapé (strana 101). Aby v dudlnim grafu k mapé nevznikly
smycky, v mapé nesmi zadny stat sousedit sdm se sebou, coz je ptirozeny pozadavek.

V roce 1976 Appel a Haken, a pak znovu v roce 1993 Robertson, Seymour, Sanders
a Thomas, dokazali tuto vétu, ktera rozresila problém ctyr barev a ktera je jednim z
nejslavnéjsich vysledku diskrétni matematiky viubec:

Véta 8.14. Kazdy rovinng graf bez smycek lze obarvit 4 barvami.

Dukaz této véty je nesmirné slozity (vSak byl také hleddn po vice nez 100 let a k
jeho tplnému provedeni je stéle tfeba pocitac), a proto si uvedeme slabsi a mnohem
jednodussi tvrzeni:

Tvrzeni 8.15. Kazdy rovinny graf bez smycek lze obarvit 6 barvami.
Kazdy rovinnyg graf bez smycek a bez trojuhelniki lze obarvit 4 barvami.

Dikaz: Podle Dusledku 8.4 najdeme v kazdém podgrafu G vrchol v stupné nejvyse 5,
a tudiz je G 5-degenerovany a obarvime jej podle Véty 7.7. Druhou ¢ast dokazeme
obdobné, kdyz nalezneme vrchol stupné < 3. O

Uz dévno je pfitom zndmo, Ze staré neispésné pokusy o dukaz problému ¢étyt barev

ukazuji alespon, Ze barevnost rovinnych grafu je nejvyse 5. Asi nejhez¢i dukaz tohoto
faktu [Thomassen| dokazuje indukei mnohem vice (a je v tom ohledu optimalni):
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Véta 8.16. Kazdy rovinny graf bez smycek md vybérovou barevnost nejvyse 5.

Dukaz (néznak): Pomérné piimocarou indukei 1ze dokdzat nasledujici zesilené tvrzent:

Necht rovinny graf G s vnéjsi sténou ohranicenou kruznici C' mé vsechny ostatni
stény trojihelniky. Necht kazdy vrchol mimo C' m4 prifazen seznam 5 barev, vrcholy
C maji seznamy 3 barev a jisté dva sousedni vrcholy x,y na C' maji pifimo predepsané
(rizné) barvy. Pak G Ize vybérové obarvit.

e Necht z # y je druhy soused z na C. Pokud nékterd hrana f ze z nendlezejici C méa
druhy konec také na C, pak podél f ,rozdélime* G na podgraf GGy obsahujici x,y a
podgraf G5 sdilejici hranu f s G7. Indukei nejprve obarvime G, pak Go taktéz splni
indukéni predpoklad a i jej dobarvime.

e Jinak budeme indukeci barvit podgraf G = G — z; pfricemz vSem sousedim z uvnitf
G odebereme ze seznamu (jejich péti) barev dvé z barev seznamu u vrcholu z ruzné
od barvy x. Nésledné dobarvime vrchol z, pro néjz méame tii moznosti a jen jeho dva

sousedé na C' s nim mohou byt v konfliktu. 0

Ijlohy k reSeni
(8.4.1) Jakd je barevnost grafu pravidelného dvacetisténu?
*(8.4.2) Necht rovinny graf m4 kazdou sténu délky 4. Jak4 je jeho barevnost? Dokazte.
(8.4.3) Predpokladejme, ze kazdy vrchol rovinného grafu lezi na vnéjsi sténé. Dokazte, Ze
pak je jeho barevnost nejvyse 3.
*(8.4.4) Dokézete najit rovinny graf, jehoz vybérovd barevnost je 57

(8.4.5) Pro¢ kazdy rovinny graf na 13 vrcholech musi obsahovat nezdvislou mnozinu ve-
likosti 47

8.5 Praktické ,,pruzinové* kresleni grafu

Zavérem se podivejme na trochu jinou problematiku — jak prakticky nakreslit dany
(nerovinny) graf, aby vse ,,vypadalo hezky“. Jeden ze zdkladnich heuristickych ptistupu
ke kresleni grafu se d& shrnout nésledovné:

Metoda 8.17. Pruzinové kresleni grafu

e Vytvorime ,fyzikalni“ model grafu, kde vrcholy budou kulickami, které se vzajemné
odpuzuji, a hrany budou pruzinami, které své koncové vrcholy vzajemné pritahuji.

e Nas model budeme iterovat jako dynamicky systém, az do konvergence pozic vrcholu.
Zde je potiebné modelovat i ,tlumeni“ pohybu vrcholi, aby nedoslo k rozkmitéani
systému.

e [ kdyz kreslime graf do roviny, je uzitetné zacit modelovat systém s dimenzi navic
(aby meély vrcholy ,vice mista k pohybu“) a teprve v prubéhu ¢asu dodatecnou silou
pridanou dimenzi ,eliminovat®, neboli zkonvergovat pozice vrcholi do zvolené roviny.

Rozsifujici studium

Problematika rovinného kresleni grafii a jejich barveni je ivodné pokryta v [4, Kapitola 6].
Zdjemce o pristupny ¢esky popis (ponékud pomalejsiho, kvadratického) algoritmu na rovinné
kresleni odkazujeme na [3]. Jeden z existujicich linedrich algoritmu na rovinné kresleni je
vysvétlen treba na http://www.math.gatech.edu/~thomas/planarity.ps. Zabavné hrani
si s rovinnosti grafu je pak k dispozici nalhttp://www.planarity.net/.
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Zajemci o podrobny popis historie i naznaku reSeni problému ¢ty barev si mohou precist
primohttp://www.math.gatech.edu/~thomas/FC/fourcolor.htmll K pruzinovému mod-
elu kresleni grafii (“spring layout”) existuje na webu mnoho popisu i dostupnych implemen-
taci, i kdyz ne vzdy kvalitnich, dokonce je najdeme i mezi demonstracnimi aplety Javy na
http://java.sun.com/applets/jdk/1.4/.

8.6 Cviceni: Priklady na rovinnost grafi

Priklad 8.18. Kolik nejméné hran je tfeba vypustit z nasledujicitho 8-vrcholového
grafu, aby vznikl rovinny graf? Zduvodnéte.

Nejprve se podivame, zda nas graf ndhodou neni rovinny. To ale neni, protoze zde
vidime v ném obsazené podrozdéleni K3 3:

Tento obrazek zaroven ukazuje jesté jednu zajimavost — nas graf nebude rovinny, ani
kdyz vypustime libovolnou z “tétiv’ obvodové kruznice. Na druhou stranu neni tézké
objevit, ze sta¢i vypustit tfeba pravou svislou hranu a ziskdme rovinné nakresleni:

%

Staci tedy vypustit jednu hranu a ziskdme rovinny graf. O

Ijlohy k reSeni
(8.6.1) Je tento graf rovinny?

(8.6.2) Je tento graf rovinny?
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(8.6.3) Kolik nejvyse hran Ize piidat do nasledujiciho grafu na 8 vrcholech, aby jesté ziistal
rovinny a jednoduchy?

(8.6.4) Kolik nejvyse hran Ize pridat do ndsledujiciho grafu na 9 vrcholech, aby jesté zistal
rovinny a jednoduchy?

(8.6.5) Vezméme libovolny rovinny graf s 18 hranami a 10 sténami. Kolik m4 takovy graf
vrcholu?

(8.6.6) Kolik nejméné hran je nutno odebrat z tplného grafu K7, aby se stal rovinnym?
*(8.6.7) Dokazte, ze rovinny graf, jehoz kazda sténa je trojithelnik, musi byt 3-souvisly.
(8.6.8) Je mozné, aby rovinny 2-souvisly graf na 1000 vrcholech mél vice nez 1000 neekvi-
valentnich nakresleni (s jinymi soubory sténovych kruznic)?
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Cast IV
Vybrané Pokrocilé Partie

Posledni ¢ast naseho studijniho textu se od dosavadnich lekei lisi podstatnéji (a nejen
absenci tradi¢nich cviceni na zavér). Zatimco predchozi lekce pokryvaly zakladni otdzky
teorie grafu, které by mély byt v kazdém obecném kurzu vysvétleny, nyni se zbézné a tak
trochu i neforméalné zamérime na nékolik vybranych partii pokrocilé teorie grafu, které
sice presahuji béznou napli zakladnich kurzu, ale jsou tak néjak , blizké autorovu srdci®.
Dalsim spole¢nym jmenovatelem je fakt, ze pristi lekce nepodavaji uceleny vyklad, nybrz
hlavné naznacuji zajimavé sméry vyvoje a naméty pro dalsi pokrocilé studium.

Tato ¢dst ucéebnice bude v permanentnim vyvoji (také nebot reaguje na nejnovéjsi
publikované poznatky) a vybér latky z ni k vyuce na FI MU bude na aktualnim rozhod-
nutf ucitele. . .

9 Povidani o prunikovych grafech

Uvod

Nasim prvnim vybérem pokrocilého tématu jsou prunikové grafy. Jedna se o grafy, jejichz
vrcholy jsou jisté mnoziny a hrany spojuji pronikajici se dvojice. Pochopitelné, hlavni moti-
vaci studia téchto grafii je jejich geometricka nazornost a aplikovatelnost v realnych situacich
(tfeba intervalové nebo chordalni grafy). Jednd se vsak také o oblast celkem zajimavou i z
pohledu historie a vyvoje teorie grafi.

Cile

Ucelem této lekce je ukazat ¢tenari pékny svét tzv. prunikovych grafii. Ty jsou definovany
pruniky dvojic jistych, povétsinou geometrickych mnozin. Postupujeme od starych znamych
intervalovych a chordélnich grafil, pres kratky neformalni prehled jinych c¢asto studovanych
trid az po specialni kiivkové a tiseckové reprezentace.

9.1 Prunikové a intervalové grafy

Oblast prunikovych grafi je obsdhle studovand a m& mnoho zajimavych zdkouti a
péknych vysledku, jak v oblasti teorie, tak i po algoritmické strance. My si nékolik
takovych v této lekci ukazeme. Nejprve uvedeme zakladni vSeobecnou definici a poz-
natky o prunikovych reprezentacich grafu.

Definice 9.1. Prunikovym grafem mnozinového systému M
nazveme graf I, na vrcholech V= M s mnozinou hran £ = {{A, B} Cc M : ANB # (7)}.

/W7

Poznamenavame také, ze nejcastéji studované typy prunikovych grafi maji ,,geomet-
rickou povahu®, tj. jejich mnoziny jsou definovany jako geometrické objekty.

109



Fakt: TFidy prunikovych grafu (uré. typu) jsou vzdy uzaviené na indukované podgrafy.

Tvrzeni 9.2. KazZdy jednoduchy graf je isomorfni prinikovému grafu néjakého
vhodného systému mnozin.

Dukaz (néznak): Staci pro kazdy vrchol x naseho grafu zvolit soubor hran incidentnich
s « za mnozinu M, reprezentujici x. O

Intervalové grafy

Z celého spektra moznych typu prunikovych graft se blize podivame na prunikové grafy
intervalu na piimce — intervalové grafy (zkratka INT).
Komenta¥: Jednd se o jeden z nejstarsich historickych piikladu prunikovych grafu, a ptitom
intervalové grafy jsou intenzivné studovany dodnes a maji zajimavé aplikace, tieba v DNA
sekvencovani. Zde je jednoduchy ptiklad intervalového grafu:

1 92 3 4 5 6
¢ C = o ———5 —°* e
4
1 2 6

Vzpomente si, ze s intervalovymi grafy jsme se vlastné setkali uz v Problému 6.5 fesicim
pridéleni pracovnich 1ikolu, tj. barveni piislusného intervalového grafu.

Strucéné a bez dukazu si uvedeme tato klicova tvrzeni:

Lema 9.3. Kazdd kruznice délky vétsi nez tri v intervalovém grafu md chordu, tj. in-
dukuje hranu spojujici nesousedni vrcholy kruznice.

Veéta 9.4. Tridu wvsech intervalovijch grafi lze charakterizovat pomoci jednoho
z ndsledugicich tvrzend.

e Graf je intervalovy pravé kdyz neobsahuje Zddny z ndsledujicich zakazanyjch induko-
vanych podgrafi:

e Jednoduchy graf je intervalovy, pravé kdyz neobsahuje indukovanou kruznici Cy a jeho
doplnéek md tranzitioni orientaci.

[jlohy k reseni

(9.1.1) Dokazte si sami, Ze kruznice délky vétsi nez 3 neni intervalovym grafem.
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*(9.1.2) Dokazte si sami, ze dalsi zakdzané grafy z Véty 9.4 nejsou intervalové
*(9.1.3) Jak byste charakterizovali grafy, které jsou priunikovymi grafy intervalii stejné délky?

(9.1.4) Jak byste jednoduse nahlédli, ze doplnék intervalového grafu md tranzitivni ori-
entaci?

9.2 Chordalni grafy

Chordélni grafy predstavuji zajimavou a uzitecnou tiidu grafu zobecnujicich na jednu
stranu intervalové grafy a na druhou stranu stromy. Podivejte se proto na né pozdéji
znovu také z druhého zminéného pohledu Lekce 10.

Definice 9.5. Chorddlni graf (také zvan triangulovany) G je takovy,
ktery neobsahuje zddnou indukovanou kruznici delsi nez tii jako svuj podgraf.

Uplné zékladnim poznatkem o chordéalnich grafech je nésledujici véta, poprvé
dokézand uz v jednom z prvnich ¢lanku o intervalovych grafech. Dnes existuji i kratké
dukazy a my si zde uvedeme jeden alternativni a striktné elementarni dukaz.

Véta 9.6. Kazdy chorddlni graf G obsahuje simplicidlni vrchol, tj. vrchol s takovy, Ze
vsichni sousedé s tvori kliku v G.

Dukaz: Dokazujeme posloupnost tii snadnych tvrzeni o chordalnim grafu G.
Rekneme, ze graf H je bisimplicidlni, pokud H je uplny nebo H obsahuje dva nespojené
simplicidlni vrcholy.

1. Pro kazdou kruznici C' a hranu e v chordalnim grafu G existuje hrana f takova, ze

E(C)\ {e} U{f} obsahuje trojihelnik.

2. Necht uv je hranou G a Ng(v), tj. sousedé v, tvor{ (indukuji) bisimplicidlni podgraf

v G. Pokud v je simplicidlni mezi sousedy u, ale ne v celém G, pak existuje vrchol w

spojeny s v a nespojeny s u takovy, ze w je simplicidlni mezi sousedy v.

3. Tudiz pokud G neni bisimplicidlni, ale sousedé kazdého jeho vrcholu indukuji bisim-
plicidlni podgraf, pak G obsahuje kruznici C' odporujici bodu 1 (na vrcholech
xo, X1, T2, ... jako na obrdzku nize).

4. Tudiz G je bisimplicidlni.

a

Primym dusledkem Véty 9.6 je existence simplicidlni dekompozice libovolného
chordalniho grafu:
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Dausledek 9.7. Vrcholy kazdého chorddlntho grafu G lze sefadit do posloupnosti
V1, V2, ..., Uy tak, Ze kaZdé v;, 1 = 2,...,n, je simplicidlni v podgrafu G indukovaném na
{1)1, oo 7Ui—1}-

Fakt: Simplicidlni dekompozici lze vyuzit k efektivnimu rozpoznavani intervalovych i
chordalnich grafi.

Prinikova reprezentace

Docela zajimavy je jesté jeden pohled na chordélni grafy — ukazujici, proc je lze povazovat
za prirozené zobecnéni intervalovych grafu.

Véta 9.8. Graf G je chorddlni prdvé kdyz existuje strom T takovy, Ze G je prunikovym
grafem vhodné kolekce podstromi v T.

Dikaz (ndznak): Ve sméru doleva pouze struéné konstatujeme, ze kazdy prunikovy
graf podstromii v néjakém stromé nutné musi byt chordélni. Naopak povedeme dukaz
indukci podle poétu vrcholu G, pficemz baze pro jeden vrchol je ziejma.

Jinak nechf v je simplicidlni vrchol chorddlniho grafu G. Indukei sestrojime
prunikovou reprezentaci také chordélniho grafu G — v. Pak sousedé v tvoii kliku, tudiz
v prunikové reprezentaci grafu G — v se v nékterém uzlu stromu vsichni prekryvaji.
Na tomto misté pridame novy list stromu, ktery bude reprezentovat v a bude prekryt
reprezentanty sousedu v. O

Ijlohy k reSeni

(9.2.1) Reknéte jednodude, pro¢ kazdy intervalovy graf obsahuje aspori dva simplicidlni
vrcholy?

(9.2.2) Jak byste snadno zdiivodnili, Ze dany graf je chordalni? Pres definici to piimo nejde,
nebot byste museli zkontrolovat a# exponencidlné mnoho kruznic.

*(9.2.3) V diikaze Véty 9.8 se vyuziva, ze pokud prinikova reprezentace podstromii ve stromé
tvori kliku, tak se tyto stromy musi prekryvat ve spolecném vrchole. Pro¢?

9.3 Dalsi tridy pruanikovych grafa

Ve vykladu pokra¢ujeme struénym neformélnim pfehledem nékterych jinych typu geo-
metrickych prunikovych grafl, které jsou bézné studovany. Nas vybér ukazek neni nijak
specificky, jen ilustruje bohatost a oblibenost této vyzkumné oblasti grafu.

Definice: Zavedeme nésledujici tiidy prunikovych grafu:

e Hranovy graf L(G) je prunikovym grafem hran F(G) v bézném grafu G.

e Kruhové-intervalové grafy (CA) jsou prunikovymi grafy intervalu na kruznici.

e Kruznicové grafy (CIR) jsou prunikovymi grafy tétiv v kruznici.
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e Diskové grafy (DISC) jsou prunikovymi grafy kruhu v roviné. Lze uvazovat také jen
jednotkové kruhy (unit-DISC).

e Kuvadrové grafy (BOX) jsou prunikovymi grafy kvadru ve dvou, tfech ¢ vice di-
menzich, se sténami rovnobéznymi se souradnicemi.

i
/

Slozitost rozpoznavani

Castou a dilezitou otdzkou u (jakychkoliv) typti reprezentaci grafii je, které abstraktni
grafy maji reprezentaci daného typu a jak lze takovou reprezentaci algoritmicky sestrojit.
Problému se tika rozpoznavdani daného typu grafi.

Véta 9.9. Hranové, CA a CIR grafy lze rozpozndvat algoritmy v polynomidlnim case.
Problémy, zda dany abstraktni graf je DISC nebo BOX, jsou NP-uplné.

Véta 9.10. Dany graf je hranovym grafem néjakého jednoduchého grafu, prdave kdyz
neobsahuje Zddny z ndsledugjicich indukovangch podgrafu:

Akl <G
4 Lph <

WV <P

e Dotykové ... grafy jsou variantou prunikovych grafi geometrickych objektu, ve které

Jiné druhy reprezentace

se pozaduje, aby vnitiky objektu byly po dvou disjunktni.

Moc hezkym vysledkem v oblasti dotykovych grafu je nasledujici, ktery je uz mnoho let
stary (Koebe) a nékolikrat byl nezavisle znovu objevovan.

Véta 9.11. Graf je rovinng prdvé kdyz je dotykovim grafem kruhi v roviné.
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Vedle prostych dotykovych grafu lze zavést jesté striktnéjsi reprezentace, jako
napiiklad ,zapalkové“ grafy v pristi lekci nebo nasledujici ukéazku.

e Obdélnikové ,dudly” — jednd se o prunikové dotykové reprezentace grafu pomoci
nepiekryvajicich se obdélniku se stranami rovnobéznymi osam.

%
<

v

— V této reprezentaci neni dovoleno setkani ¢ty obdélnika v jednom rohu.

— Ve striktnim podani musi obdélniky reprezentace vyplnit plochu ,bez dér.

Fakt: Pouze rovinné grafy mohou mit obdélnikovy dual, avSak ne vSechny rovinné grafy
je maNavic striktni obdélnikové duély vzdy reprezentuji kvazitriangulace (vSechny stény

cvs

az na vnéjsi jsou trojuhelniky).

leohy k feSeni
(9.3.1) Najdéte néjaky graf, ktery neni CA.
(9.3.2) Najdéte néjaky graf, ktery neni CIR.
(9.3.3) Najdéte néjaky graf, ktery neni DISC.
*(9.3.4) Najdéte néjaky graf, ktery neni prunikovym grafem kouli v 3D.

*(9.8.5) Dokazte formalné, ze dotykové grafy kruhi v roviné jsou vzdy rovinné.

9.4 Prunikové grafy krivek a tsecek

Na zaveér vykladu se trochu podrobnéji podivdme na nésledujici typy prunikovych grafu.
(Jejich vybér neni reprezentativni, ani nemé néjaky hlubsi vyznam, jen ze jsou zajimavé
a blizké autorovu diivéjsimu vyzkumu v oblasti prunikovych grafi.)

Definice: Kriwkovymi (nitoviymi) grafy nazveme prunikové grafy obycejnych kiivek v
rovine.

Tvrzeni 9.12. KaZdyj rovinny graf je nitovy.

Nésledujici tvrzeni [Kratochvil] je ponékud prekvapivé a samo o sobé naznacuje, ze
studium nifovych grafii nebude lehké.

Tvrzeni 9.13. Existuji grafy, které jsou nitové, ale kaZdd jejich takovd reprezentace
obsahuge dvojici krivek magjicich exponencidlné mnoho (k poctu vrcholi) vzajemnijch
pruseciki.
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Slozitost rozpoznavani

Co se tyée algoritmické slozitosti, je pak rozpoznani nitovych grafii tézké. Vzhledem
k Tvrzeni 9.13 je mnohem obtiznéjsi dokdzat prislusnost problému do tiidy NP, nez
jeho tézkost (coz je pomérné neobvykly fenomén v teorii slozitosti), viz [Kratochvil /

Schaeffer a Stefankovic].
Véta 9.14. Problém rozpoznat, zda dany graf je nitovy, je N'P-iplny.

Velmi podobné je definovéna ti¥ida tseckovych grafi, coz jsou prunikové grafy
usecek v roviné. Opét je dokdzéno, ze jejich rozpozndvani je N'P-tézké [Kratochvil],
ale piislusnost problému do tiidy NP zustdva oteviend kvuli nésledujicimu.

Tvrzeni 9.15. Existuji grafy, které jsou useckové, ale kazdd jejich takovd reprezentace
obsahuje isecku, k zapisu jejiz souradnic je tieba exponencidlné mnoho (k poctu vrcholi)
bit1i.

Ve srovnani s jednoduchym Tvrzenim 9.12 vynikne tento docela dlouho otevieny

problém, neddvno dotreseny [Chalopin, Goncalves]:

Véta 9.16. Kazdy rovinny graf je useckovym grafem.

wZapalkové“ grafy

Vyse jsem zminili obecny pojem geometrickych dotykovych grafi, nyni se z tohoto thlu
pohledu podivame na dotykové grafy usecek v roviné: Timto pojmem nazyvame ty
prunikové grafy tsecek v roviné, u nichz je dodate¢nou podminkou, ze zadné dvé usecky
se neprotinaji ve svych vnitinich bodech. (Jakoby ,zdpalkové* reprezentace v roviné.)

N

Véta 9.17. Graf je dotykovym grafem disjunktnich horizontdlnich a disjunktnich ver-
tikalnich usecek, pravé kdyz se jednd o rovinnyg bipartitni graf.

V obecném piipadé (bez omezeni na pouhé dva sméry tsecek) se vsak opét jedna o
obtizné popsatelnou a vypocetné tézkou tiidu grafu:

Véta 9.18. Problém rozpoznat dotykovy graf usecek je N'P-iplny.

leohy k reSeni
(9.4.1) Dokazte si sami Tvrzeni 9.12.
(9.4.2) Najdéte graf, ktery neni prinikovym grafem tisecek majicich pouhé tii sméry.
(9.4.3) Najdéte néjaky graf, ktery je kiivkovy, ale ne dseckovy.
*(9.4.4) Pro¢ kazdy graf na 6 vrcholech je nitovy?
(9.4.5) Najdéte jakykoliv rovinny graf, ktery neni dotykovym grafem tsecek.

*(9.4.6) Co myslite, bylo by mozné (viz Véta 9.16) elementdrné dokdzat, ze kazdy rovinny
graf je prunikem usecek majicich pouhé ¢tyri sméry?
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RozS§irujici studium

Jelikoz jsou priinikové a chordalni grafy obsdhle studovany, mnozstvi dalsi informaci
Ize snadno nalézt na internetu pod heslem “intersection graphs”. Specificky je tridam
prunikovych grafii vénovana treba monografie [McKee, McMorris, Topics in Intersection
Graph Theory, STAM monographs on discrete mathematics and applications, 1999]. Speci-
ficky intervalové a chorddlni (a také CIR) grafy maji zajimavy vedlejsi vztah k odlisnému
tématu Sirkovych parametri pristi lekce.

Rizné typy prunikovych grafii ve své podstaté vychazeji z praktickych aplikaci, jako
napriklad DISC grafy z problematiky pridélovani radiovych frekvenci, INT grafy ve vztahu
k sekvencovani genomu, apod. Vhodnym rozcestnikem k dalSimu samostatnému studiu je
strankahttp://en.wikipedia.org/wiki/Intersection_graph
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10 Dekompozice grafi, algoritmy a minory

Uvod

Dalsi autoriiv vybér tématu nds zavede ke strukturdlni teorii grafi — k riznym jejich
dekompozicim, grafovym minorum a navazujicim efektivnim algoritmum pro jinak tézké
problémy. Obecnou inspiraci nam je znamy fakt, ze vétsinu jinak tézkych problému Ize resit
snadno a efektivné na stromech. Podobna situace nastava tieba u intervalovych grafili nebo
obecné u chordalnich grafu. Proto se podivame na grafy, které jsou svym zpusobem ,, stromum
blizké“, ve smyslu existence jejich vhodné dekompozice. Stromova dekompozice pritom ma
defini¢né blizko i ke drive zminovanym chordalnim grafum.

Vrcholem této lekce je formulace hlavniho vysledku takzvané ,, Graph Minors Theory“ od
Robertsona a Seymoura, ktery Ize bez nadsazky prohlasit za asi nejvétsi vysledek, kterého
dosud teorie grafu dosdhla (i v porovnani s Vétou o ¢tyrech barvéch).

Cile

Cilem této lekce je uvést ctenare do problematiky , sitkovych® parametru a dekom-
pozic grafu a jejich aplikace na design efektivnich algoritmu pro jinak velmi tézko resSitelné
problémy. Diiraz bude kladen predevsim na stromovou Sitku a jeji navaznost na drive defino-
vané pojmy jako treba chordalni grafy. Zavérem je definovan pojem minoru a formulovana
Robertson—Seymourova véta o dobrém kvaziusporadani konecnych grafii vzhledem k mi-
norum.

10.1 Obtizné problémy na specialnich grafech

V Lekci 7 jsme uvedli nékteré ,nefeSitelné obtizné“, presnéji N'P-tézké grafové
problémy, napiiklad 3-obarveni grafu (Problém 7.17) nebo nezévisld mnozina vrcholu
(Problém 7.18). Presto i takto obt{zné problémy dokazeme fesit efektivné na nékterych
specifickych tiidach grafu — a to nejen na stromech.

Sta¢i si vzpomenout na Problém 6.5 o pridélovani pracovnich tkold, neboli o
barevnosti intervalovych grafu v terminologii Lekce 9, ktery jsme fegili rychlym hladovym
algoritmem. Obdobné vytesime i nezdvislou mnozinu na intervalovych grafech:

Algoritmus 10.1. Nalezeni nezdvislé mnozZiny v intervalovém grafu
Predpokladejme, zZe graf G je dany svou intervalovou reprezentaci (v pripadé potreby je
mozno tuto reprezentaci efektivné sestrojit). Mazximdlni nezdvislou mnoZinu nalezneme
ndsledovné.

e Usporadame intervaly reprezentujici G podle jejich pravych konct.

e Do nezavislé mnoziny hladové (v tomto usporadédni) vlozime vzdy prvni interval ne-
protinajici se s predchozimi vybranymi.

Také na obecnéjsich chordalnich grafech muzeme navrhovat rychlé a povétsinou i
snadné algoritmy.

Algoritmus 10.2. Uréeni barevnosti chorddlniho grafu
e Snadno zkonstruhujeme simplicidlni dekompozici naseho grafu G (Véta 9.6).

e Graf GG je k-degenerovany, kde k = w(G) — 1 je nejvétsi stupen simplicidlniho vrcholu
v nékterém kroku simplicidlni dekompozice G. Hladové tudiz muzeme G obarvit k+ 1
barvami a to je optimaln{ (nebot mdme v G kliku velikosti k + 1).

Algoritmus 10.3. Nalezeni nezdvislé mnoZiny chorddlniho grafu

e Opét zkonstruhujeme simplicidlni dekompozici naseho grafu G (Véta 9.6).
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e V poradi této dekompozice hladové pridavame vrcholy do nezavislé mnoziny. (Tento
postup je piimym zobecnénim Algoritmu 10.1, viz také Véta 9.8.)

Mozna zobecnéni?

Zajimavou a uzitetnou otazkou ted je, jak takové postupy zobecnit na §irsf tifdy grafi,
které maji néjakou specifickou omezujici (ale ne piilis) vlastnost — ,parametr.

leohy k reSeni
*(10.1.1) Jak byste efektivné nalezli nejmensi dominujici mnozinu na intervalovém grafu?

(10.1.2) Jak byste efektivné nalezli nejmensi vrcholové pokryti v chroddlnim grafu?
*(10.1.3) Dokazte spravnost Algoritmu 10.3.

10.2 Tree-width — ¢tyti definice

Vylet za strukturdlnimi parametry graf zaéneme pojmem, ktery uz lze dnes prohlasit za

klasicky. Nazev ,tree-width* byl zaveden Robersonem a Seymourem pocatkem 80-tych

let, ale pak se ukazalo, ze ekvivalentni definice jiz uvazovali matematici 1éta pred nimi,

napiiklad v souvislosti s takzvanymi ,k-trees* nebo se simplicialnimi dekompozicemi.

(Dusledkem tohoto vyvoje je také bohatost ruznych definic stejného pojmu...)
Pripomenme, ze velikost nejvétsi kliky v grafu G se oznacuje w(G).

Definice: Stromovou Sitkou (tree-width) grafu G nazveme nejmensi prirozené k takové,
ze existuje chorddlni graf H s w(H) = k + 1 obsahujici G jako podgraf (H 2 G).

Komenta¥: Napiiklad kazdy podgraf nasledujiciho chrodalniho grafu méa tree-width < 2:

Kde je vsak v této definici néjaky ,strom“? Je, ale skryty — podivejte se na Vétu 9.8 popisujici
chordalni grafy jako prunikové grafy podstromt ve stromé.

Jinou moznost popisu ukazuje:

Definice: Vrcholy V(G) grafu G wuspordddme do posloupnosti (permutace)

(v1,v2,...,0,). Pro i = 1,2,...,n definujme ¢(v;) jako pocCet vSech indexu j €
{1,...,i — 1} takovych, Zze vrcholy v; a v; jsou v G spojeny cestou pouzivajici pouze
vrcholy z mnoziny {vj,v;,vi41,...,v,}. Druhou stromovou sirkou grafu G nazveme

nejmensi hodnotu vyrazu max, ¢(v) pres vSechny permutace vrcholu V(G).

Komenta¥: Vsimnéte si, ze uspotadani vrcholu z této definice je vlastné zpétnou simplicidlni
dekompozici chordélniho grafu H O G z predchozi definice (viz také Véta 9.6).
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V nakresleném piikladé grafu Cs vidime usporadéni vrcholu se siikou 2. (Teckované hrany
ukazuji tzv. chorddlni doplnéni grafu, relevantni k prvn{ definici tree-width.)

Jesté dalsi, znacné odlisny, piistup ma tato definice:

Definice: Pro libovolny strom 7" uvazujeme (libovolné) zobrazeni v : E(G) — V(T'). Pro
vrchol t € V(T) oznacime T1, . . ., T, jednotlivé komponenty lesa T—t a F; = 71 (V(T3)).
Oznacme

d
Lo(t) = [V(G) 4+ (d=1) - ¢(G) = Y _ (G~ Fy,
i=1
kde ¢(H) znaci pocet souvislych komponent grafu H.
F2 Ty
7:FE— x Iy
Fio | Fe

Treti stromovou $irkou grafu G pak definujeme jako nejmensi moznou, pres vSechny
dvojice T, 7, hodnotu vyrazu max ey (1) 7 (t).

Nakonec si uvedeme jesté puvodni definici Robertsona a Seymoura, ktera se vétsinou
uvadi jako ta prvni a hlavni (a na ostatni mozné definice mélokdy prijde fec).

Definice 10.4. Stromovd dekompozice grafu G.

Stromovou dekompozici grafu G nazveme strom T spolu se systémem mnozin Xy

(zvanych ,baliky“) pro t € V(T), kde

o Xy CVI(G) alUey ) Xt = VI(G),

e pro kazdou hranu e = wv € E(G) je u,v € Xy pro néjaké t € V(T),

e (interpolacni vlastnost) pro kazdy vrchol v € V(G) tvoiif podmnozina vsech t € V(7))
s v € Xy podstrom v T

Siikou dekompozice T, X rozumime nejvétsi hodnotu |X;| — 1 pro t € V(T) a étvrtou

stromovou $irkou grafu G nazveme nejmensi moznou §irku stromové dekompozice G.

1
{175’678} {]"273’6}

5 6
{]" 37 6’ 8}

8 7
: {1,3,4,8} {3,6,7,8}

Pres veskerou zdanlivou odlisnost uvedenych definic plati ndsledovné.

Véta 10.5. Vsechny ctyri vyse uvedené definice stromové sirky definuji presné tutéz
hodnotu, pokud graf G md neprdzdnou mnoZinu hran.

Dukaz plného znéni této véty je vSak nad ramec naSeho textu.

Komenta¥: Parametr stromové sitky omezuje pouze ,globalni“ strukturu grafu, grafy
omezené tree-width mohou sice lokdlné vypadat témér jakkoliv, ale z celkového (globdlniho)
pohledu musi dodrzovat jista velice striktni omezeni. Neformalné lze tici, ze kdyz se na velky
graf omezené tree-width podivame z velké dalky (kdy uz se jednotlivé vrcholy budou slévat),
obrazek nam bude pfipominat velky strom.
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O cetnicich a zlodéji

Na zavér si predstavme hru na cetniky a zlodéje s témito pravidly: Zlodéj se bleskovou
rychlosti pohybuje po hranach grafu pres vrcholy neobsazené ¢etniky (jeho pohyb vzdy
skoné¢i ve vrcholu, ne ,uprostfed* hrany). Naopak ¢etnici se grafem vibec nepohybuji,
jen prilétaji do a odlétaji z vrcholu helikoptérou. Zlodéj je chycen ve svém vrcholu z
priletivsim cetnikem, pokud jsou i vSichni sousedé z zrovna obsazeni ¢etniky.

Véta 10.6. Nejmensi pocet cetniki potrebnijch k zarucenému chycend zlodéje v grafu G
je roven stromové Sitce G plus 1.

leohy k reSeni
(10.2.1) Dokazte si sami ekvivalenci prvnich dvou definic tree-width. Vyjdéte pritom z
existence simplicidlni dekompozice chordalniho grafu (Véta 9.6).

(10.2.2) Dokazte, ze pro kazdou stromovou dekompozici grafu G plati, ze kazda klika v G
se nachazi cela v jednom nékterém baliku.

(10.2.3) Které grafy maji vysokou tree-width?
*(10.2.4) Dokézete nalézt rovinny graf s vysokou tree-width?
(10.2.5) Jak mohou 3 ¢etnici chytit zlodéje na kruznici? A pro¢ 2 nestaci?

10.3 Neékteré dalsi parametry

Pro ukédzku si uvedeme jiné dva sitkové parametry, které misto ,stromového tvaru“
strukturu grafu ,linearizuji“.

Definice: Cestni dekomporzici a sifku (path-width) grafu G definujeme stejné jako v
Definici 10.4, jen pozadujeme navic, aby T byla cesta.

Definice: Vrcholy V(G) grafu G uspordddme do posloupnosti (permutace)
(v1,v2,...,v,). Bandwidth grafu G definujeme jako nejmensi hodnotu vyrazu
max,, . cp(q) |t — j| pres vSechny permutace vrcholi V(G).

Vétvené dekompozice

Dalsi definice se vazi k zasadné jinému, a presto v koneé¢ném diusledku ekvivalentnimu
pohledu na stromovou sitku. Graf je kubicky, pokud ma vSechny vrcholy stupné 3. Strom
je podkubicky, pokud mé vSechny vrcholy stupné < 3.

Definice: Pro libovolny graf G a podmnozinu X C E(G) definujeme funkci souvislosti
Ac(X) jako pocet vrcholu G, které jsou konci nékterych hran z X i hran z E(G) \ X
(separace mnoziny X).

Definice 10.7. Vétvend dekompozice grafu G

Necht T je podkubicky strom a 7 : E(G) — L(T) je bijekce hran grafu G do listu
L(T) stromu T. Pro kazdou hranu x stromu 7' definujeme s$itku z jako Ag(X), kde
X =7Y(V(11)) pro jednu z komponent T, T5 lesa T — x.
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sitka(z) == Aa(X) = Aa(E\ X)
Pak sitkou dekompozice T, 7 je maximalni Sitka ze vSech hran T a vétvenou sirkou
grafu G je nejmensi mozna Sirka vétvené dekompozice G.

Komenta¥: Pro ilustraci si ukadzeme vétvenou dekompozici sitky 4 pro uplny graf K.
(Naptiklad stromova sitka K je rovna 5.)

f ae de

}\ af ef «cd df

bf cf

A be ce
k& ac bd

a A d ad

be

Veéta 10.8. Pokud graf G md stromovou §iTku t a vétvenou §irku b > 1, tak
3
b<t+1< 3 bl .

Jiny pristup
Necht G je graf a X C V(G). Jako funkci hodnosti rezu y(F) na mnoziné F oznac¢ime

hodnost X x (V'\ X)-matice A = (a; ;) nad bindrnim télesem GF(2), kde a,, = 1 pro
ue X aveV\X, pravé kdyz uv je hranou v G.

Definice 10.9. Rankovd dekompozice grafu G

Necht T je podkubicky strom a 7 : V(G) — L(T) je bijekce vrcholu grafu G do listu
L(T) stromu T. Pro kazdou hranu z stromu 7' definujeme sitku = jako g (X), kde
X =71 (V(Tl)) pro jednu z komponent 17,75 lesa T'— x. Pak sitkou dekompozice T, 7
je maximélni §itka ze vSech hran T a rankovou sirkou grafu G je nejmensi mozna Sitka
rankové dekompozice G.

Komenta¥: Nasleduje ukazka rankové dekompozice $itky 2 pro kruznici Cs.

d d c /0

1 0 1

(0011) 0 0 1 0 1 1

e c 1 0 0/ 0 0 0
(1 oo1) 1 1

0 1

a b e 0 0
@ \1 b \o

Fakt: Rankovou §itku grafu lze omezit funkci jeho vétvené sitky, ale naopak toto neplati
— tfeba uplné grafy maji rankovou sitku 1, kdezto jejich vétvend i stromova sitka roste
nade vSechny meze.
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leohy k reSeni

(10.3.1) Muze graf omezené path-width mit vrcholy velkého stupné?
*(10.3.2) Jak miize souviset path-width grafu s hrou na cetniky a zlodéje?

(10.3.3) Jakd je bandwidth kruznice? Dokazte.

(10.3.4) Dokazte, ze graf omezené bandwidth ma omezeny maximalni stupen. Jaky je piesny
vztah max. stupné k bandwidth?

(10.3.5) Dokazte, ze vétvena sitka grafu Ky je praveé 3.
(10.3.6) Podobné dokazte, ze vétvend Sitka grafu Kg je prave 4.
*(10.3.7) Dokazte Vétu 10.8.
(10.3.8) Naleznéte priklady grafu, které dokazuji tésnost obou nerovnosti ve Vété 10.8.
(10.3.9) Jakd je rankovd sitka dplnych bipartitnich grafi?
(10.3.10) Najdéte néjaky dosti velky graf, ktery neni tiplny ani uplny bipartitni, a pfesto
ma rankovou Sitku 1.
(10.3.11) Jak4 je rankova sitka kruznic?
*(10.3.12) Umite najit néjaky graf velké rankové sirky?

10.4 Efektivni algoritmy na dekompozicich

V této ¢asti si uvedeme par ukazek jednoduchych algoritmu bézicich ,,dynamicky*“ na
vhodné dekompozici grafu. Samotné fesené problémy jsou sice nedulezité, ale ticelem je
ukazat principy navrhu takovych efektivnich algoritmu.

Jiz vime z 7.18, Ze urceni velikosti nejvétsi nezavislé mnoziny v grafu je NP-tiplny
problém. Stromova dekompozice fixni §itky vSak tento problém umoziiuje tesit velice
snadno.

Algoritmus 10.10. Nezdvisld mnoZina na stromové dekompozici
Danou stromovou dekompozici vstupniho grafu si libovolné ,zakorenime*.

e V kazdém listé dekompozice vyfesime problém hrubou silou v konstantnim ¢ase.

e Ve sméru od listu ke kotfeni shirdme nésledujici informaci:
V kazdém baliku B dekompozice, pro kazdou X C B, velikost nejvétsi nezavislé
mnoziny I v grafu indukovaném na podstromu pod B takové, ze I N B = X.

e Vzhledem k interpola¢ni vlastnosti nasi dekompozice lze vyse popsanou informaci
v kazdém baliku dekompozice zjistit v konstantnim case pouze ze znalosti stejné
informace ze v8ech jeho potomku v dekompozici.

Vysledny algoritmus pracuje v ¢ase imérném poctu uzli dekompozice, tedy v linedrnim
casel!

Dalsi problém hledéni (maximélniho) parovéni v grafu sice je polynomidlné resitelny,
ale zjisfovani poctu vsech péarovdni uz je #P-iplné, neboli stejné tézké (jinymi slovy
beznadéjné) jako vypocet permanentu matice nebo spocitani vsech reseni SAT problému.

Algoritmus 10.11. Pocet pdarovani na vétvené dekompozici
Opét si vétvenou dekompozici vstupniho grafu libovolné ,zakorenime®.

e V kazdém listé dekompozice je feseni trivialni.

e Ve sméru od listu ke kofeni sbirdme nésledujici informaci:
V kazdé hrané dekompozice, pro kazdou podmnozinu X C S vrcholu separace S
indukované touto hranou v dekompozici, pocet vSech parovani, kterd ze separace S
»obsazuji“ pravé vrcholy X.
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e Opét lze vyse popsanou informaci na kazdé hrané dekompozice zjistit v konstantnim
case pouze ze znalosti stejné informace z obou jejich podstromu v dekompozici
(vzédjemnym vynésobenim a se¢tenim poctu).

Vysledny algoritmus pracuje v ¢ase umérném poctu hran dekompozice, tedy opét v
linearnim case.

Jeden vSeobecny vysledek

Népadnd vzajemnd podobnost predchozich algoritmu urcité neni ndhodnd, chtéli jsme
jimi ilustrovat jeden dulezity obecny princip, ktery objevili postupné [Courcelle / Arn-
borg, Lagergren, Seese / Borie, Parker, Tovey].

Véta 10.12. Kazdd vlastnost grafi, kterd je vyjadritelnd v tzv. (E)MSO jazyce, se dd
vypocitat v linedrnim case pro véechny grafy omezené stromové Sirky.

Pro zjednoduseni nebudeme presné definovat, co (E)MSO jazyk znamen4, ale zhruba
jde o jazyk, ktery ma dovoleno kvantifikovat pres podmnoziny vrcholu a hran grafu a enu-
merovat po¢ty prvki mnozin. Vétsina grafovych vlastnosti, které jsme zatim probirali,
spada do této kategorie.

leohy k reSeni

*(10.4.1) Dokdzali byste efektivné nalézt Hamiltonovskou kruznici v grafu na jeho vétvené
dekompozici fixni sitky?

10.5 Minory v grafech

Zavérem nahlédneme do (nedozirnych?) hlubin strkturédlni teorie grafu. Klicem k nf je
pojem minoru, ktery zobecnuje bézné podgrafy,

Definice: Rikdme, 7e graf G je minorem grafu H, pokud lze G ziskat z H kontrakcemi
hran a vypousténim vrchola a hran.

Komenta¥: Vyznam vypousténi vrcholi ¢ hran je ziejmy. Pro pochopeni operace kon-
trakce hrany (,stazeni do jednoho vrcholu“) je nejlepsi se inspirovat nasledujicim obrézkem.

- X0

Véta 10.13. Méjme libovolnou grafovou vlastnost ¢, kterd je uzaviend na minory (1j.
pokud G ma ¢, pak kazdy minor G md také ¢). Pak existuje koneéné mnoho grafi
Fy, ..., Fy (zakdzané minory) takovych, Ze G ma ¢ pravé kdyz G neobsahuje minor iso-
morfni Zddnému z Fy, ..., Fy;. Mimo jiné lze tudiz vlastnost ¢ rozhodnout v ¢ase O(n?)
pro kazdy n-vrcholovy graf G.

*---9 N

J

Robertson—Seymourova véta

Poznamka: Tato véta je zcela nekonstruktivni, neboli nepodava zadny navod, jak zminény algo-
ritmus sestrojit!

Ijlohy k reSeni
(10.5.1) Jak vypadaji grafy, ve kterych zakdzeme coby minor graf Ks?
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(10.5.2) Jak vypadaji grafy, ve kterych zakazeme coby minor graf K7
*(10.5.3) Jak vypadaji grafy, ve kterych zakdzeme coby minory grafy K4 a Ko37

*(10.5.4) A ted maly ndmét k zamysleni pro zvidavé:
Dovedete si piedstavit, co by znamenalo, pokud by se podafilo tieba dokdzat N'P-tiplnost
néjakého problému uzavieného na minory?

Rozsifujici studium

Pro zdjemce o dalsi studium strukturdlnich aspektii grafii doporucujeme vybornou (i kdyz
pokrocilou) anglickou ucebnici [IJ. Specificky stromové sifce a teorii grafovych minori je
vénovana Kapitola 12 této knihy. Na FI MU se miizete o strukturalni teorii grafii mno-
hem vice dozvédét v navazujicim vybérovém predmétu MAO52. Dalsi zminku o zajimavych
souvislostech grafovych minoru naleznete také v Lekci 11.

Siikové parametry grafii se vyznamné vyuzivaji v teorii parametrizované sloZitosti
algoritmi, jak jsme naznacili v Oddile 10.4. Néco vice o pouziti riznych sitkovych
parametrii v parametrizovanych algoritmech se miuzete dozvédét v prehledovém clanku
[Width Parameters Beyond Tree-width and Their Applications; by PH-Oum-Seese—Gottlob,
http://dx.doi.org/10.1093/comjnl/bxm052].
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11 Pokrocilé kresleni grafi

Uvod

Dalsi vybérova lekce se soustieduje kolem problematiky vhodnych nakresleni grafi,
které nejsou rovinné. Pro takové pripady se nabizeji dva zakladni sméry zobecriovani po-
jmu rovinného nakresleni grafu. Jeden smér zachova definici nakresleni tak, jak ji zname
z rovinného pripadu, ale umozni kreslit na tzv. ,, vyssi plochy“ jako torus nebo projektivni
rovina, apod. Pri vyrazném navyseni kreslicich moznosti ndm zistanou zachovany mnohé
uzitecné vlastnosti znamé z rovinnych grafi.

Na druhou stranu muzeme zustat pri kresleni v bézné roviné, ale povolit obecnéjsi
zptisoby zobrazeni grafu, treba kresleni s (pokud mozno malym poctem) kiizenim hran.
Jesté jiné moznosti ,,obrazkové“ reprezentace nakonec ilustrujeme tzv. rovinnym pokrytim,
které uvadime jako zajimavou kuriozitu k zamysleni.

Cile

Ukolem prvnf édsti této lekce je definovat nakresleni grafu na vyssich plochdch (kdy si
struéné uvedeme i klasifikaci ploch) a naucit se s nakreslenimi pracovat. Druhd cdst pak
predestie nékteré dalsi problémy vztahujici se ke kresleni nerovinnych grafii, treba prob-
lematiku minimalizace poc¢tu kiizeni hran (tzv. prusecikové ¢islo).

11.1 Co jsou to plochy

Mimo tradi¢niho kreslenf grafu ,,na papir®, tj. do roviny, si lze pfedstavit kresleni grafu na

kresleni graft pfinese nového? Pfedeviim moznosti nakreslit i nerovinné grafy bez kiizeni
hran.
Nejprve si struéné uvedeme dulezity vysledek klasické topologie — klasifikaci ploch.

Véta 11.1. Kazdd plocha (tj. kompaktni 2-manifold bez hranice) je homeomorfni jedné z
- Sy sfére,
- Sy sfére s h pridangma ,usima® (handle),
~ Ny sfére s k pridanymi ,krizicimi misty“ (crosscap).
Komenta¥: Priddvdni usi na sféru je snadno predstavitelnd konstrukce (viz nésledujici ilus-
trace nalevo). Avsak crosscap je velmi obti{zné vizualizovat v Euklidovské geometrii, takze

pro ilustraci si jej témeér ekvivalentné muzeme nahradit pfipojovdnim Mobiova prouzku (viz
ilustrace napravo) k hranici polosféry.

Definice: Crosscap na ploSe je kruznice, jejiz protilehlé dvojice bodu jsou ztotoznény
(vnitFek kruhu pfitom plose uz nepatii).

ZnaZeni: Plocha S1 je zndmy torus (ilustrace nasledujici vlevo), neboli povrch duse
kola. Plocha N7 je projektivni rovina a vypusténim kruhu z Ay vznikd zminény
Mobiuv prouzek. Plocha Ny je tzv. Kleinova ldhev (ilustrace vpravo), jejimz podélnym
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roziiznutim vzniknou dva Mdobiovy prouzky.

Plochy Sy a Sy, jsou orientovatelné, kdezto Ny, jsou neorientovatelné.

Vsimnéte si, ze Véta 11.1 mluvi jen o separdtnim piiddavani usi nebo crosscapu. Co
za plochu vSak vznikd kombinovanym pridavanim usi a crosscapu? Na to je snadna
odpovéd’, vzniknou jen znovu uz vyse popsané plochy.

Lema 11.2. Mame-li plochu ¥ vzniklou ze sféry priddnim k > 2 crosscapt a h usi, tak
3 je homeomorfni plose vzniklé ze sféry pridinim k — 2 crosscapi a h + 1 usi.

Znateni: Klasickd topologie pouziva nésledujici zpusob reprezentace vyssich ploch —
plocha je zobrazena jako pravidelny mnohothelnik, jehoz strany jsou v naznacenych
orientacich po dvojicich ztotoznény.

Napriklad ztotoznénim protilehlych dvojic stran ¢tverce v naznacenych smérech
vznikaji (zleva) projektivni rovina a torus.

Ny S1

11.2 Kresleni grafi na plochy

Prirozenym zobecnéni rovinného nakresleni grafu je nasledujici definice:

Definice 11.3. Nakreslenim grafu G na plochu ¥ (viz také Definice 8.1)

myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy zndzornény jako rtzné body na ¥ a hrany
jako oblouky (¢ili jednoduché kiivky) spojujici body svych koncovych vrcholu. Pritom
hrany se nesmi nikde kiizit ani prochazet jinymi vrcholy nez svymi koncovymi body.

Na vyssi plochy prenasime i dalsf pojmy rovinného kresleni, jako pojem stény. Ctendf
by si vSak mél uvédomit, ze na vyssich plochach nemusi stény byt ,jen placaté®, a proto
pro zajisténi jisté konzistence s rovinnym piipadem je tfeba néasledujictho pojmu.
Definice: Nakresleni grafu G na plochu X je burnikové, pokud je kazda jeho sténa (bez
své hranice) homeomorfni otevienému disku.

Fakt: Bunkové nakresleni 2-souvislého grafu G je jednozna¢né urcéeno svymi sténovymi
kruznicemi a jako takové definuje i plochu ¥ az na homeomorfismus. (Neboli plochu ¥
lze ,slepit* z jednotlivych disku stén podél spoleénych hran u sténovych kruznic.)

Tvrzeni 11.4. Burnikové nakresleni grafu G na orientovatelnou plochu ¥ je jednoznacné
uréeno rotacnim schématem vychdzejicich hran u svjch vrcholi. (V pripadé neoriento-
vatelngch ploch je treba jesté pridat jistd ,znaménka“.)

Rotacni schéma u kazdého vrcholu v nakresleni uréuje cyklické pofadi hran (v
globalné zvolené orientaci) vychézejicich z tohoto vrcholu v nasem nakresleni.
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Kresleni na uréenou plochu

Prvni ptirozenou otdzkou o kresleni graft na vyssi plochy je, zda dokdzeme takto nakres-
lit i jiné nez rovinné grafy. Napriklad uplny graf K5 nelze nakreslit do roviny.

Tvrzeni 11.5. Do projektivni roviny lze bez kiizeni hran nakreslit uplné grafy Ks i Kg,
na torus také Kz, kdezto na Kleinovu lahev K7 nakreslit nelze.

VVVVVV

Véta 11.6. Necht burikové nakresleni neprdzdného souvislého grafu G na plose ¥ md
f stén. Pak

V(G + [ = EG)] =x(2),
kde x(X) (Eulerova charakteristika plochy) je 2 — 2h pro X =S8y a 2 —k pro ¥ = N.

Obdobné rovinnému piipadu, z Eulerova vztahu vyplyvaji dulezitd omezeni na
maximalni pocet hran jednoduchych grafu nakreslitelnych na urcéené plochy. Napiiklad
jednoduchy n-vrcholovy graf nakresleny na toru nebo Kleinové ldhvi nemuze mit vice
nez 3n hran.

11.3 Prekazky kresleni na plochy

Podle Véty 8.5 lze rovinnost zadaného grafu pomérné rychle algoritmicky rozhodnout i
najit nakresleni. I tento silny vysledek mé stejné silné zobecnéni na vyssi plochy (Mohar),
ale uz bohuzel neni vhodny pro praktické implementace.

Véta 11.7. Pro kazdou pevnou plochu X existuje algoritmus, ktery v linedrnim case pro
dany graf bud nalezne jeho nakresleni na ¥, nebo uréi minimdlni prekdzku nakreslitel-
nosti na 3.

Poznéamka: Za zminku stoji fakt, ze obecnéjsi problém urc¢it nejjednodussi plochu, na kterou lze
dany graf nakreslit, je uz N'P-tézky.
7 jiné strany lze zobecnovat Kuratowského Vétu 8.8 na vyssi plochy.

Fakt: Vlastnost grafu byt nakreslitelny na urc¢enou plochu se zachovava pro vSechny
jeho podgrafy i minory.

Trebaze je znamo, ze zobecnéni Kuratowského véty s koneénym poctem prekazek je
platné pro kazdou plochu, konkrétni seznam zakazanych minoru ¢ podrozdéleni zname
pouze u jediné vyssi plochy (Archdeacon):

Véta 11.8. Graf G je nakreslitelng do projektioni roviny, pravé kdyzZ neobsahuje Zadniy
minor isomorfni nékterému z ndsledujicich 35 grafu.
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Komenta¥: Puvodni motivace vyzkumu kresleni grafi na plochy je pfirozend — byla to
predevsim snaha o feSeni problému ctyT barev. Nyni vSak jiz mame Vétu o ctyfech barvéch,
takze co ddle motivuje vyzkum kresleni grafi na vyssi plochy, mimo ,,péknych obrazku“?

S grafy nakreslenymi na vyssich plochach se setkame ve dvou zdkladnich teoretickych
oblastech:

e Algebraické — studium pravidelnych ,map“ na plochéach.

e Strukturalni grafové — celd Robertson—Seymourova teorie grafovych minort, tiebaze
na prvni pohled s kreslenim grafti nemé nic spoleéného, stoji na grafech nakreslenych
na plochéch.

Abychom si posledm’ ponékud pi‘ekvapivy poznatek blize vysvétlili, uvedeme si

VVVVVV

Véta 11.9. Méjme nerovinng graf H. Pak kazdy graf G, ktery neobsahuje minor iso-
morfni H, md stromovou dekompozici (Definice 10.4) ndsledugici vlastnosti: Kazdy jeji
balik (bez ohledu na velikost) indukuje podgraf, ktery je az na omezené mnoho ,lokdlnich
vyimek® nakreslitelny na néjakou plochu ¥ takovou, Ze H na X nakreslit nelze.

Ulohy k Fesen{
(11.3.1) Naleznéte nakresleni grafu Ky 4 na torus. (Vezméte si k tomu jako pomucku néjaky
fyzicky model toru, tieba posilovaci kolecko.)
*(11.8.2) Dokazte, ze graf K7 nelze nakreslit bez kiizeni na Kleinovu Idhev.

(11.3.3) Urcuje ndm Eulerova charakteristika (Véta 11.6) jednoznacné plochu, na kterou je
graf nakresleny? Kdy?

(11.3.4) Lze néjaky graf nakresit burnikkové na rizné plochy?

(11.8.5) Proc tento graf @@ nelze nakreslit do projektivni roviny?
(11.3.6) Proc graf K3 5 nelze nakreslit do projektivni rovjny‘?

VVVVVV

tlvm (7
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11.4 O prisecikovém cisle graft

Mimo Definici 11.3 je prirozené uvazovat jesté jedno zobecnéni rovinnych nakresleni: Jak
pristupovat k hezkym kreslenim nerovinnych grafa do roviny?

Definice 11.10. Obecnym nakreslenim (s kiizenim hran) grafu G' do roviny

(viz také Definice 8.1) rozumime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholum G prifazeny
ruzné body roviny a hrandm jednoduché kiivky spojujici koncové vrcholy. Pritom je
pozadovano, aby se zadné tii hrany neprotinaly v jednom bodé (jiném nez koncovy
vrchol), aby zaddnd hrana neprochdzela jinym vrcholem a aby se kazdéd protinajici se
dvojice hran v tom bodé ,kiizila“ (ne jednostranny dotyk).

Piiklad 11.11. Podivejme se na nésledujici tii (obecnd) nakresleni do roviny. Jsou vSechna
,optimalni“, tj. je pocet jejich kiizeni nejmensi mozny?

Snadno vidime, ze prvni graf 1ze nakreslit i bez kiizeni a druhy graf jen s jednim kiizenim.
Naopak treti graf uz s méné kiizenimi nakreslit nelze. Uméli byste toto dokazat? O

Definice: Prusecikové cislo grafu G v roviné je definovano jako nejmensi mozny pocet
kiizeni dvojic hran pfes vSechna nakresleni G do roviny. Znacime cr(G).

Komenta¥: Puvod problému prusecikového ¢isla spada do doby druhé svétové valky, kdy
matematik P. Turdn byl na nucenych pracech v cihelné. Jeho ikolem bylo tlac¢it voziky s
cihlami po kolejnicich a na kazdé ktizovatce koleji potkaval problémy. Proto Turdan premyslel,
jak navrhnout kolejisté 1épe, aby minimalizoval pocet kiizeni kolejnic.

V dnesni dobé je problém prusecikového ¢isla velmi dulezity v praktickych oblastech
VLSI designu (Leighton) a ,lidsky ¢itelné“ vizualizace grafi v ruznych schématech.

Priklad 11.12. Urceme prisecikova c¢isla nasledujicich dvou grafii:

Asi snadno kazdy nalezne nakresleni prvniho grafu (Petersentiv) s pouze dvéma ki{zenimi
hran. Jak vsak dokazat, ze jej nelze nakreslit s jednim k¥izenim? Vsimnéme si, ze kazda jeho
hrana je ,ekvivalentni“ s kazdou jinou. To znamend, ze by ostranéni jedné zvolené hrany z
Petersenova grafu mélo vytvorit rovinny graf, ale to neni pravda.

Druhy graf K¢ lze nakreslit s 3 kiizenimi — zacnéme s kruznici délky 5 a poslednim
vrcholem spojenym uvniti. Zbylych 5 hran pak uz dokdzeme dokreslit s vytvorenim tii
kiizeni. Zkuste si to! Pro¢ neni moznych méné kiizeni? Predpokladejme, ze dvé kiizeni hran
postacuji, pak bychom vypusténim dvou dotcenych hran ziskali rovinny graf. Ten by vsak
mél 6 vrcholti a 13 > 3 -6 — 6 hran, spor. O

A¢ prozatim muze studovand problematika vypadat jako hiicka ¢ hracka, ve
skutecnosti se jednd o nezvykle obtizny grafovy problém. To ostatné nejlépe ilustruje uz
nasledujici fakt:
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Fakt: Presné obecné hodnoty prusecikovych ¢isel nejsou zndmy ani pro uplné ¢ uplné
bipartitni grafy!

Co se tyce vypocetni slozitosti problému, béhem let bylo dokéazéno nésledovné
(vysledky postupné Garey—Johnson 1978, autor 2004 a nakonec Cabello-Mohar 2010):

Véta 11.13. Problém urcit, zda prusecikové cislo cr(G) < k pro G a k na vstupu je
NP-iplny. Toto plati i kdyz G je kubicky 3-souvisly graf.

Dokonce je-li dan rovinny graf G a dvojice jeho nespojengjch vrcholu u, v, tak problém
uréit pro k na vstupu, zda prisecikové éislo cr(G + uv) < k, je N'P-iplny.
Zamyslete se sami, pro¢ by problém prusecikového ¢isla mél vitbec nalezet do tiidy NP,
neni to tak zrejmé. ..

Komenta¥: V praxi se ukazuje, Ze urceni prusecikového ¢isla je piimo zoufale tézky problém,

VVVVVV

itivnim® (i kdyZz zcela nepraktickym) presnym algoritmickym vysledkem je nésledujici
vysledek Groheho a poté Kawarabayashi—Reeda:

Véta 11.14. Pro fixni' k lze otestovat, zda cr(G) < k, v linedrnim céase vzhledem k poctu
vrcholu grafu (zavislost na parametru k je vsak doslova ,brutdlni®).

Dalsi existujici pozitivni algoritmické vysledky se pak tykaji uz jen aproximaci
prusecikového ¢isla nebo vypoctu pro konkrétni malé grafy (fddové v desitkdch vrcholu).
To vSak prekracuje rozsah naseho textu.

11.5 O problému rovinného pokryti

Na zavér si jako kuriozitu uvedeme zajimavy, tfebaze okrajovy, problém znamy od
80-tych let pod ndzvem Negamiho hypotéza plandrnich pokryti nebo Negamiho 12 co hy-
potéza. Avsak k velmi podobné otazce nezavisle ve stejné dobé dospél i Fellows. Problém
je hezky predevsim svou ,chytlavosti“ a jednoduchosti zadani.

Definice: Rikdme, 7e graf H pokrijuvd graf G, pokud existuje surjektivni zobrazeni 7 :
V(H) — V(G) takové, ze sousedé kazdého vrcholu v grafu H jsou bijektivné zobrazeny
na sousedy vrcholu 7(v) grafu G.

u3 7(u3)
v < U2 7(v) < 7(ug)
H uy — r(u) G

Negamiho hypotéza rovinnych pokryti

Hypotéza 11.15. Souvisly graf G ma pokryti (né¢jakym) koneénym rovinnym grafem,
pravé kdyz G samotny je nakreslitelny do projektivni roviny.

Komenta¥: Zde je priklad dvojitého pokryti grafu K5 rovinnym grafem o 10 vrcholech.
Pokryti je ziskéano z projektivniho nakresleni K5 a zobrazeni 7 vrcholu z definice pokryti
je naznaceno pojmenovanim “centralnich” vrcholu.

. T(v1) =7(v2) =0

U1
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Fakt: Je-li G nakreslitelny do projektivni roviny, pak univerzalni pokryti projektivni
roviny sférou okamzité dé nakresleni dvojitého rovinného pokryti grafu G.

Lema 11.16. K dikazu Hypotézy 11.15 staci ovérit, Ze Zddnyj z 32 souvislyjch zakdzanych
minoru z Véty 11.8 nemd konecné rovinné pokryti.

Kupodivu pro vétsinu z onéch 32 grafi to Ize dokdzat velmi snadno. Dalsi vysledky, na
kterych se podileli Archdeacon, Fellows, Negami, Thomas a autor, vedly k ddle uvedenym
poznatkum, které jsou doposud tim nejsilnéjsim, co o feSeni Negamiho hypotézy vime.

Véta 11.17. Pokud graf K1 222 nemd konecné rovinné pokryti, tak je Hypotéza 11.15
pravdivd.

Véta 11.18. Ezistuje jen 16 ndsledujicich konkrétnich grafi (aZ na trividlni modi-
fikace), pro které by Hypotéza 11.15 mohla byt nepravdivd.

A B8

CCACRCRCR )
& & &

O rovinnych emulatorech

Mirnou modifikaci konceptu planarniho pokryti predstavuje tato definice, podana Fel-
lowsem nezavisle na Negamim.

Definice: Rikdme, ze graf H je emuldtorem grafu G, pokud existuje surjektivni zo-
brazeni T : V(H) — V(G) takové, ze sousedé kazdého vrcholu v grafu H jsou surjektivné
zobrazeny na sousedy vrcholu 7(v) grafu G.

Komenta¥: Na rozdil od rovinnych pokryti mohou mit emuldtory pomérné bohatsi strukturu,
presnéji feceno sousedé mohou byt “duplikovani”, viz tento priklad emuldtoru trojuhelnika:

C2 bo
as ag
b
b3 c1 ¢
4)
H C3 b1 ¥ G
al c

Jelikoz je na prvni pohled z definice “jasné”, ze duplikace sousedu nemuze byt
prinosnd pro existenci plandrnich emuldtoru (ve srovnéni s pokrytimi), jiz Fellows
vyslovil domnénku, ze souvisly graf mé konecné rovinné pokryti pravé tehdy, kdyz ma
kone¢ny rovinny emulator. Presto se na zavér roku 2008 objevilo skuteéné prekvapent:

Véta 11.19. (Rieck a Yamashita) FEuxistuje graf, ktery nmeni projektivni a nemd
konecné rovinné pokryti a presto md konecny rovinny emuldtor.
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Jiné priklady grafu z Véty 11.19 byly nésledné objeveny Chimanim a autorem a
jeden z nich (az prekvapivé jednoduchy a maly) ukazuje ndznakem tento obrazek:

Problematika, které grafy maji konecné rovinné emulatory, je stile Siroce oteviena.

leohy k feSeni
(11.5.1) Dokazte si sami Lema 11.16.

(11.5.2) Pro¢ tento graf @@ nem4 konec¢né rovinné pokryti?
*(11.5.3) Dokazte, ze graf K3 5 nem4 konec¢né rovinné pokryti.

*(11.5.4) Reste piedchozi dvé otézky pro emuldtory misto pokryti.

Rozsitujici studium

Pri popisu kresleni grafu na plochy vychazime z vyborné monografie Mohara a
Thomassena [1]. Na této monografii také zakldddame pokrocily vybérovy predmét MAO51 na
FI MU, ktery zajemcum o grafy viele doporucujeme. V této kratké lekci vsak problematiku
velmi zjednodusujeme z duvodu nedostatku mista, takze pro zajemce miize byt prinosné si
precist, jak kresleni grafu na plochy hluboce souvisi s fundamentalnimi problémy klasické
topologie v Thomassenové skvélém podani.

Co se tyce Negamiho hypotézy a planarnich pokryti, obsahly uceleny popis lze nalézt v
autoroveé dizertacni praci (Georgia Tech, 1999)
http://www.fi.muni.cz/~hlineny/Research/papers/gtthesis.pdf a doplnit nejnoveé;jsi
informace Ize ze shrnujiciho ¢lénku (2009)
http://www.fi.muni.cz/~hlineny/Research/papers/plcover20-gc.pdf]

K prusecikovému ¢islu grafii (neni ndm o ném znama zadnd tisténd monografie) lze nalézt
mnozstvi doplnujicich informaci na internetu, jako treba
http://en.wikipedia.org/wiki/Crossing_number.
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Cast V
Kli¢ k feSeni uloh

(1.1.1) Kruznice délky 5.

(1.1.2) Pron =1 a 2, cesty délky 0 a 1.

(1.1.3) Pro n = 3, trojihelnik.

(1.1.4) Pro m = n = 2, délky ctyii.

(1.1.5) Pro m = 1 nebo n = 1 a druhé libovolné.
(1.1.6) 9

(1.1.7)

(1.2.1) 34

1.1.7) Oba stejné 36 hran.

(1.2.2) Ano: i ; I i

(1.2.3) Ano, kruznice délky 6 a dvé kruznice délky 3 vedle sebe.

(1.2.4) Po odebran{ piipadného izolovaného vrcholu zbyvé n vrcholu, ze kterych kazdy mé stupen

mezi 1 a n — 1, takze nékteré musi mit stejné stupné.
(1.3. 1) Ano, ale musi mit délku aspoii o 2 kratsi nez délka kruznice. Vidite proc?
(1.3.2
(1.3.3
(1.
(1.

, vice nelze, nebot na obvodé kruznice by se musely ob-jeden st¥idat.

(1.3.6) Ano, napiiklad . Tento graf obsahuje 4 trojuhelniky, kdezto ptuvodni graf
jen 3. Mohli jste vsak sestrOJlt Uplné jiny graf...

(1.3.7)* a) Jeden, jen kruznice délky 5. b) Dva, kruznice délky 6 a dva trojihelniky. ¢) Ctyfi...
(1.4.1) Tyto zajimavé typy vrcholu orientovanych grafu se nazyvaji také zdroj a stok.

(1.4.2) Nebot definice hran z V x V umoziuje hrany typu (u,u) i (u,v), (v,u) zaroven. Totéz
neni mozné u hran coby neuspotfadanych dvojich vrchola.
1.6.1) Ano.

1.6.3) Proxz =17,9,11.

(

(1.6.2) N

(1.6.3)

(1.6.4)

(1.6.5) A: 23, B:20, C:22.

(1.6.6) Snadno, za¢néte mapovanim mezi jedineénymi vrcholy stupné 4.

(1.6.7) Tsom. z pravého do levého grafu: spodni dva nahoru vpravo, pravé dva dolu vpravo, atd.
(1.6.8)
(
(
(

1.6.8) Zacnéte mapovani od jedine¢ného (izolovaného) trojihelniku v grafech.
1.6.9) Vlevo 4, vpravo 3.
1.6.10) Vlevo 3, vpravo 3.

1.6.11) A ~ B ~ D, ale C m4 kruznici délky 4. Nakreslili jste si hezké obrazky, aby toto bylo
videt?

(1.6.12) B ~ C, A ~ D, u neisomorf. dvojic vzdy jedna obsahuje kruznice délky 5 a druhd ne.
(1.6.13) Nejdelsi Cg v obou, nejdelsi indukovand Cg v A a jen C5 v B.

(1.6.14) Ano, tieba v tloze 1.6.7 vlevo.

(1.6.15) ...

(

1.6.16) A ano, K33 a graf trojbokého hranolu. B ne, protoze dva vrcholy stupné 3 musi byt
spojené s ostatnima a tim jiz ziskdme cely graf jednoznaéné. C ne, nebot lze vrchol stupné
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2 zanedbat a zbytek musi byt Kjy.

(1.6.17)* 20, po vynechani jednoho vrcholu jsou vzdy dvé moznosti na vyplnéni zbytku kruznici.

(1.6.18)* (140) -3, nebot (140) zpusoby vybereme ¢tvetici vrcholu pro ten podgraf a kazdé 4 vrcholy
Ize tifemi zpusoby propojit do kruznice.

(1.6.19)* Je jich 10, 6 z nich vznikne ruznym piiddvdnim vrcholi stupné 2 na hrany tplného
grafu K, a 4 dalsi jsou jiné.

(1.6.20)* 11

(1.6.21) Je mnoho moznosti, tFeba tato: Rozlozte hrany K7 do ti{ kruznic C7, kazdou zorientujte
jednim smérem. Jedna z téch ti kruznic prochéazi vrcholy po fadé, druha ob dva, teti ob tii
vrcholy.

(1.6.22) Protoze kazd4 sipka jednou vychdz{ a jednou pfichdzi, takze vychozich musi byt celkem
stejné jako piichozich.

(1.7.1) Jen v A: graf Ks 3 a graf Cs s jednou diagondlou; C: cesta délky 4 a trojihelnik s hranou
vedle. Pro B uvazte doplnék toho grafu — mé stupné 2,1,1,1,1, coz da jednoznaény graf.
(1.7.2) Jen B: tiplny K4 s hranou vedle a ddle K, s “rozpojenou” hranou. Pro A jde sestrojit jen

kruznice C5, protoze na nesouvisly neméa dost hran.
1.73)* A~C~D

4)"5
1) B
2) 4
2.3.1) Vrcholové n-souvisly.
2.3.2) Najdeme 3 disjunktni cesty mezi z,y. Proto musime vypustit 3 vrcholy.
2.3.3) Prosté zacénéte z Cs.

)

5)

2.3.4) 1 do kruznice.

(")

2.3.6)* Treba podle priddvéni usi — posledni pridand cesta v konstrukei naseho grafu G' mé
délku 1, neboli je nasi hranou e. Proc¢?

(
(1.
(2.
(2.
(
(
(
(
(2.
(

(2.4.1) Ne, je to vidét v ilustracich k textu — hrany, co nejsou v cyklu, nelez{ v zadné silné
komponenteé.

2.4.2) Cyklus délky 2 (dvojice protibéznych hran).
2.4.3) Préveé kdyz nelezi v zadné orientované kruznici.

(
(2.4.3)
(2.4.4) Cyklus (délky vetsi nez 1) by dle definice byl soucdsti ngjaké silné komponenty.
(2.5.1) Zadnému!!! Jde o multigraf na 4 vrcholem se 7 hranami.

(2.5.2) Ne, ma ctyfi vrcholy lichého stupneé.

(

2.5.3) TFi, dvé by teoreticky stacily na zménu vSech stupit na sudé, ale v tomto grafu jen dvé
hrany prosté pfidat nejdou.

2.6.1) 5, samé trojuhelniky.

2.6.2) 6, samé tplné grafy K.

2.6.3) Souvisly s 15 hranami (ke kazdému vrcholu 3 sousedé).

2.6.4) 18, stupné > 3, tfeba jako Sestiboky hranol.

2.6.5) a) 28: Kg + K1 + K, b) 9: K5 + K3+ K3 + K3

2.6.6)* Neéktery vrchol md stupen aspon 3, jinak vezmeme doplnék. Pak ti t¥i sousedi jsou
nezavisli...

(2.6.7) Tieba tplny bipartitni K3 4.

(2.6.8)* Pokud mdme vrchol, ve kterém 7zddnéd sipka nekonéi, polozime jej prvni v fadé a
pokracujeme indukei. Jinak v grafu nalezneme orientovanou kruznici (neznamé délky) a z ni
lze minimalizaci ziskat kruznici délky 3.

(
(
(
(
(
(

2.6.9) Ano, ale jen otevienym.

(

(2.6.10) Neni to strom, proto obsahuje kruznici.

(2.6.11)* Pomuze vdm nakreslen{ uzavienym tahem; co tak vybrat z néj kazdou druhou hranu?
(

2.6.12) Jde o Eulerovsky tah, ktery musi byt uzavieny, nebot viechny stupné jsou sudé 6 (plus
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2 za smycku).
3.1.1) 1, ale jen 0 pro graf na jednom vrcholu.

n — 1 —tj. pocet hran kostry.
3.1.6) 3, najdete piislusnou dvojici vrcholu?

(

(3.1.2) 2
(3.1.3) 5
(3.1.4) 7
(3.1.5)
(3.1.6)
(3.1.7)

3.1.7) Polomér 2, centrum obsahuje préaveé 3 vrcholy (najdete je?).

(3.1.8) Tteba:
(3.1.9)* rad(G) < diam

—~

G) < 2-rad(G), rovnost v prvnim pro K,,, v druhém pro cestu.

01 2 1

. 1 0 1 2

(3.2.1) Vyjde 9 1 0 1
1 2 10

(3.2.2)

(3.3.1) 5

(3.3.2) Jsou to oba vrcholy ,nad® a, b, do kazdého dalsiho vrcholu je z nich vzdédlenost nejvyse 4.
Lépe to nejde.

Neni, hodnoty s jednim indexem t se ptece v iteraci t nezméni nikdy.

(3.3.3) Napriklad ve t¥ide vech acyklickych orientovanych grafa.

(3.4.1) Krok vybeéru dalsiho vrcholu ke zpracovéni — i kdyZz bereme nejblizsi nezpracovany vrchol,
z jiného, vzdalengjsiho, vrcholu se 1ze pozdéji pres hranu zdporné délky dostat do vybraného
vrcholu “kratsi” cestou.

(3.4.2) Bohuzel nebude, duvod je stejny jako v predchozi otdzce. Je nutno pouzit jiné algoritmy.

(3.5.1) w(zy) +pu(y) > ||z, yl| +pu(y) > po(z)

(3.5.2) Pak (za samozfejmého predpokladu p,(v) = 0) nutné bude upravend délka nékteré hrany
na optimalni cesté z x do v zapornda. Neboli byti dolnim odhadem je nutna podminka pro
pripustny potencial, bohuzel ale obecné nedostacujici.

(3.6.1) Vlevo 3 a vpravo 2.

(3.6.2) Vlevo 3 a vpravo 5.

(3.6.3) 3. Ten prostiedni vrchol ma vzdalenost < 2 do kazdého dalstho. Zbytek grafu je grafem
krychle, kde nejvétsi vzdélenost 3 maji protilehlé dvojice vrcholu (ve smyslu geometrické
krychle). Z téchto 4 dvojic m4 krats{ spojeni pies prostiedni vrchol, takze zbyvaji 3 dvojice.

(3.6.4) 2 — jednd se o graf krychle, tak priddme dvé dhlopiicky na jednu sténu—ctverec. Pak
budou vzdélenosti < 2. Naopak jedna hrana nestaci, protoze po pfidani libovolné hrany
e stdle najdeme dva protilehlé vrcholy krychle, které hrané e nepatii, a tyto dva vrcholy
zustanou ve vzdalenosti 3.

(3.6.5)2+3+2=7

(3.6.6) 10. Vezmeme jeden vrchol v, ten ma 3 sousedy a kazdy ze sousedu v md 2 dalsi sousedy
mimo v. To je dohromady 10 vrcholu a vice jich uz nemuze byt, protoze vzdalenosti jsou < 2
od v. Nakreslete si takovy graf!

(3.6.7) Vzdalenost 14 mezi 7 a 5. Dokazete zduvodnit, ze vétsi vzdalenost v grafu neni?

(3.6.8)* Spocitejte si, kolik vrcholu muze byt do vzdélenosti 3...

(3.6.9)

(3.6.10)* Ano, musi.
(3.6.11) Ano.
( )
( )

3.6.12)* Osmi.

3.6.13) Naptiklad zakdzané odboceni na kiizovatce muze vynutit u optimélni trasy prijeti
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kfizovatky piimo a pak tfeba navrat z opac¢ného sméru, ze kterého jiz odbocit lze. Je i
spousta jinych prikladu.

(3.6.14)* Klicovou myslenkou je, ze do uschovny nalezenych vrcholu ke zpracovéni se nebudou
ukladat jednotlivé vrcholy samotné, nybrz spolu s vhodnym sufixem sledu, kterym byly
dosazeny. Jeden vrchol se tak v ischovné muze vyskytnou mnohokrat v zavislosti na tom, v
jakych se nachazi manévrech.

(4.1.1) V podstaté nijak, pouze touto smyckou muze cirkulovat jisté mnozstvi substance bez
vlivu na velikost toku.

(4.1.2) Rozdilem téchto dvou toku je tzv. cirkulace, splitujici zachovani substance ve vsech vre-
holech vcetné z, s.

(4.2.1) Tok 5.

(4.2.2) Jen zdroj z.

(4.2.3) Rez velikosti 4 oddélujici dva vrcholy vpravo nahoie.

(4.2.4) Protoze rezervy kapacit jsou celo¢iselné, neboli aspon +1 v kazdé iteraci, takze v kone¢ném
poctu kroku se dostaneme k maximalnimu toku.

(4.2.5)* Myslenka: Pokud se jednou nasycend hrana vrati mezi nenasycené, bude to uréité na
delsi nenasycené cesteé.

(4.3.1) Snadné...
(4.3.2)* Klicové je dokézat, ze ziskany tok v prvni fdzi po navyseni vytvaii cirkulaci na puvodnim
grafu G (soucty ve vSech vrcholech 0).

(4.4.1) Velikosti 5: I J.X f.
4.4.2) Velikosti 4: I f... I f.

(4.4.2)

(4.4.3) Ano, reprezentanti jsou zapsani prvni: (1,2,3), (2,1,4), (3,1,4), (4,2,3).

(4.4.4) Ne, vsech podmnozin je (g) = 10, ale prvku k reprezentaci jen 5.

(4.5.1) 12

(4.5.2) 13, 11 a 9, po Fads.

(4.5.3) Nemé — 6 z mnozin m4 sjednoceni {3,4,5,6,7}, kde se najde jen 5 ruznych prvku pro
reprezentanty.

(4.5.4) Nemd — 6 z mnozin mé sjednocen{ {1,2,3,4,9}, kde se najde jen 5 ruznych prvku pro
reprezentanty.

(4.5.5)* Stejné jako v Piiklade 4.18, jen je tieba zdvojit kazdy vrchol grafu (aby mohl reprezen-
tovat dvé vychdzejici sipky).

(4.5.6)* Jednd se o dalsi zajimavé pouziti toku v siti, kde hledand prochdzka odpovidd vlastnée
minimélnimu fezu ve vhodné odvozeném grafu z G a oddélujici kruznice jsou naopak ziskany
z maximalniho celoé¢iselného toku.

4.5.7) Viz http://en.wikipedia.org/wiki/Ford-Fulkerson_algorithm#Non-terminating_example
5.1.1) Ano, neobsahuje nic, takze neobsahuje ani kruznici, a zdroven je souvisly.

5.1.2) Jsou to cesty P, a uplné bipartitni grafy K .

5.1.4) 3, jeden bez hran, jeden s jednou hranou a posledni strom s dvéma hranami.

5.1.5) 2, cesta P3 a hvézda K 3.
11

9 15

(

(5.1.1)

(5.1.2)

(5.1.3) Lze, ale jenom o kruznici. Uplné grafy Ky a K totiz stromy jsou.
(5.1.4)

(5.1.5)

20

(5.2.1) 1013 21
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(5.2.2) Centra jsou vyznacend:

(5.2.3) Pokud centrum vyjde jeden vrchol, odebereme celkem 32 listu — za kazdou hranu jeden.
Jinak odebereme jen 31 listu a jedna hrana zbude jako centrum.

(5.3.1) ((OCO00) (OONON)

5.4.1) 1, bez hran.

(5.
(
(5.4.2) 2004
(
(

~—

5.4.3)* Je to jen o procvicen{ symbolickych tprav velkych matic..

5.4.4) Je celkem 5!/2 = 60 koster, co jsou cestou Py, déle jen 5 koster, co jsou hvézdou Ki 4 a
nakonec 5 - 4 - 3 = 60 koster, které maji vrchol stupné 3.

(5.4.5)* mn—inm-1

(5.4.6) Tteba kruznice Cy a Caag sdilejici jeden vrchol, nebot 9223 = 2007.

(5.5.1) 3

(5.5.2) Ano, 2005 vrchola podle Véty 5.3.

(5.5.3) 2009 —1—1—1—1=2005

(5.5.4) 11, pocitejte hrany v kazdé komponenté — stromu.

(5.5.5)* Nenajdete, to by bylo v rozporu s Dusledkem 5.5.

(5.5.6)* Jen 4 (odtrhejte 8 vrchola stupné 1, co zbude?).

(5.5.7) Graf nenf souvisly, 13 nen{ spojeno s ni¢im. Neni ani lesem, nebot 10,14,21, 15 tvoif
kruznici.

(5.5.8) Vlevo B, vpravo A.

(5.5.9) 3 az 8 koster. Nejméne koster, 3, vznikne pokud nova hrana vytvoii trojihelnik. Nejvice,
8, pokud strom byl cestou délky 7 a nova hrana ji uzavie do kruznice délky 8.

(5.5.10)* Levy graf 14. Pravy 56: Obvodova kruznice mé 8 koster, dalsich 3 -5 = 15 koster
obsahuje vrchni pricku a 15 spodni piicku, nakonec 3 - 3 - 2 = 18 koster obsahuje obé pricky.

(5.5.11) (5) —n+1

(5.5.12)* 4. Pro 3 vrcholy by kazd4 kostra musela mit 2 hrany, ale 2 + 2 = 4 hrany mezi tfemi
vrcholy nelze mit. Na druhou stranu tplny graf K4 mé takové dvé kostry.

(5.5.13)* Treba kruznice Cso3 s tétivou tvoiici kruznici délky 4. Zamyslete se, jak k takovému
feseni lze systematicky dospét...

(5.5.14) Plati.
5.5.15)* Vsechny kostry K, maji dohromady n”~2 - (n — 1) hran, takze na jednu hranu (které
J
je symetrickd viem ostatnim) ptipadd 2n" 3 koster. K, — e tudiz ma n"~2 — 2n"~3 koster.
(6.1.1) Nalezneme kostru s nejvétsim celkovym ohodnocenim.

6.1.2) Neni potfeba na zacatku vSechny (mnoho) hrany setadit, sefazuji se jen nékteré hrany
) J J
potiebné v prubéhu algoritmu.

(6.1.3) Hlavné néjaky rychly typ haldy pro ukldddni seznamu hran vychézejicich ze soucasné
komponenty ven a vybirani nejmensi z nich.

(6.2.1) V jistém ¢asovém okamziku vidime, ze se zpracovévaji 4 tkoly najednou, a proto méné
nez 4 pracovnici nestaci.

(6.2.2) Také to bude fungovat, dokazte si sami.
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(6.4.1) Jakkoliv spatné, pro kazdy zvoleny pocet barev se dd nalézt Spatny piiklad, zkuste si
to...
(6.5.1) V poradi jakéhokoliv souvislého prohleddvani naseho grafu.

(6.5.2) Jednoduse, prosté hladovy algoritmus spustime a on nikdy nepouzije barvu vyssi nez
k + 1, nebot kaZ%{z vrchol mé jen k (moznd) obarvenych sousedu.

(7.1.1) 3 1 2

(7.1.2) Méné nez 4 barvy nestaci, protoze najdeme uplny podgraf na 4 vrcholech. Obarveni 4
barvami je snadné.

(7.1.3) 0 pro prazdny, 1 pokud mé jeden vrchol a jinak 2 podle Véty 7.6 — stromy totiz nemaji
zadné kruznice.

(7.2.1) 102 barvami, postup je ndsledovny: Odebereme jeden vrchol v, zbytek grafu rekurzivné
obarvime 102 barvami a v nejhorsim piipadé dostanou sousedé vrcholu v 101 ruznych barev.
Proto i v muzeme korektné dobarvit.

(7.2.2) 3 oboje.

(7.2.3) Na sdileném trojuhelniku mé kazdy z G, H tii ruzné barvy. Tudiz barvy H permutujeme
tak (nezdvisle na G), aby byly shodné s barvami G na tomto trojihelniku.

(7.2.4)* Jestlize jsou Vi, V4 vrcholové komponenty G — {u, v} a u, v dohromady maji vice souseda
ve Vi, obarvime nejprve podgraf indukovany na V3 U{u, v}. Pokud u, v ziskaji stejnou barvu,
obarvime indukéné podgraf indukovany na Va U {u,v} se ztotoznénymi vrcholy u, v, jinak
tento podgraf s hranou uv navic. Nakonec obé obarveni ztotoznime vhodnou permutaci barev.

(7.2.5)* Necht F je podgraf H. JelikoZ je nyni G — {u, v} souvisly, v grafu H U {w} vede cesta
z w do nejblizsiho vrcholu ¢ podgrafu F' mimo u = v, takze t ma v F' stupen mensi nez k.

(7.2.6) Predstavte si w obarvené barvou 1, kterd pak nemuze byt v zddném ze sousedt. Dale
dokazeme, pro kazdé i, ze vrchol v; muzeme nakonec obarvit (¢i prebarvit) stejné, jako vrchol
u;, a tudiz dostdvame spor s barevnosti puvodniho grafu.

(7.3.1) 3, stejné jako u vrcholové barevnosti.

(7.3.2)* n — 1 pro sudd n a n pro lichd mimo 1.

(7.3.3) Pokud by stacilo 5 barev, jedna barva by se musela vyskytnout |F(G)|/5 = 16/5 tj. aspon
4-krat, coz na 7 vrcholech nelze.

(7.3.4) Ano, véetné dukazu.

(7.3.5) 3, nebot pro seznamy 12 a 34 na jedné strané a 13, 14, 23, 24 na druhé strané nenf obarven.

(7.3.6)* Podobné piedchozi dloze. . .

(7.3.7)* 3-regularn{ graf m4 sudy pocet vrcholi, tudiz hrany Ham. kruznice umime stiidave
obarvit barvami 1,2 a barvu 3 pouzit na zbylé hrany. Proto 3-regularni graf s Ham. kruznici
mé hranovou barevnost 3.

(7.3.8) Staci vzit ngjaky s vrcholem, jehoz vypusténi porusi souvislost.

(7.4.1) AB,C,F

(7.4.2) Ano, patii, tyto kruznice napovime a snadno ovérime.

(7.4.3) Ani nemiize patiit, nebot se nejednd o rozhodovaci problém!

(7.4.4)* Pro k = 0,1, 2 lze barevnost efektivné urcit, takze tam otézka pati{ piimo do tiidy P.
Také pro k = 3 patii problém barevnosti k¥ do AN'P, nebot napovézené obarveni 3 barvami
jsme schopni snadno ovéfit, a zéroven dokdzeme urcit, ze barevnost neni 2 (kruznice liché
délky). Ale pro k > 3 jiz problém (dle soucasnych znalost{ teoretické informatiky) do t¥idy
NP nepatii, protoze neumime nijak efektivné prokdzat, ze graf G nelze obarvit méné nez k
barvami.

(7.4.5)* A)D

(7.4.6) Je to kupodivu jesté jednodussi nez v Tvrzeni 7.20. Prosté v prevodu z vrcholového
pokryti na grafu G vytvorime orientovany graf, jehoz vrcholy jsou vrcholy G a také stiedy
hran G. Sipky vedou vzdy od vrcholi do stiedi prilehlych hran.

(7.4.7) V prevodu pfipojte ke kazdému vrcholu novy vrchol stupné 1.
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(7.4.8)* Staci G vytvoiit tak, ze k danému grafu pfipojime jednim vrcholem w jeden novy
trojihelnik. Praveé vrchol w se pak v tahu bude muset zopakovat.

(7.6.1) 3

(7.6.2) 4, vsimnéte si, ze graf obsahuje Kjy.

(7.6. 3)

(7.

(7.6. 5) 14, pokud vypustime tii hrany z jednoho vrcholu, nebo 13, pokud vypustime tii hrany
jednoho trojuhelniku, nebo 12, pokud vypustime tfi disjunktni hrany.

(7.6.6)* Dokazeme, ze takto vznikly graf je 2-degenerovany, nebot kazdy graf stupné nejméné 3
musi ke stromu pridat aspon 3 hrany.

(7.6.7) Ano.

(7.6.8) Jen pro m =n > 2.

ooy

(7.7.1) Je to stejny ptrevod, nebot to funguje v obou smérech.

(7.7.2) Definujeme pro graf G novy graf H, jehoz vrcholy budou odpovidat hrandm grafu G, a
hranami H budou spojeny dvojice hran z G sdilejici vrchol. Potom prosté stac¢i v grafu H
hledat nezavislou mnozinu velikosti p, coz da parovani v G.

(7.7.3)* Toto je fakt obtizné...

(7.7.4)* Nepatii, nebotf nijak polynomidlné neovérime, ze graf G neobsahuje vice nez jednu
Hamiltonovskou kruznici. Ani v pfipadé negace problému nejsme schopni ovéfit pripad, kdy
G neobsahuje zadnou Hamiltonovskou kruznici.

(7.7.5) Pridejte do grafu novy vrchol x spojeny se vsim — pak H. kruznice v novém musi prochazet
x a po odebrani x z ni zbude H. cesta.

(8.1.1) Je to graf krychle.

(8.1.2) Graf pravidelného osmisténu.

(8.1.3) Uzijte projekci z bodu velmi blizkého zvolené sténe.
(8.1.4)* Obtizné...

(8.2.1) v =12, f =20, v+ f —h =2, tedy h = 12 + 20 — 2 = 30.
(8.2.2) 3
(

8.2.3)* Jako v—h+ f = 1+ k. Vsimnéte si, ze za kazdou novou komponentu sice na pravé strané
vztahu “ptibude” 2, ale jedna vnéjsi sténa se sdili dohromady mezi vsechny komponenty, a
proto skutecné se prava strana s kazdou komponentou zvysi o +1.

(8.3.1) Rovinny jen B.

(8.3.2) Pron=1,2,3,4.

(8.3.3) Jen pokud m < 2 nebo n < 2, jinak v sobé obsahuje K3 3.

(8.3.4) 3 — takto z kruznice délky 6 vytvorime graf K3 3, nakreslete si to.
(

8.3.5)* Takové grafy jsou bud rovinné nebo jsou to podrozdéleni K5, nebo vznikaji spojenim
mensich na fezech velikosti < 2.

(8.4.1) 4

(8.4.2)" <

(8.4.3) Stac1 dokézat, ze takovy graf je 2-degenerovany.

(8.4.4)* Viz ¢lanek DOT: 10.1016/0012-365X(95)00216-J, M. Voigt.
(

8.4.5) Protoze kazdy rovinny graf lze obarvit 4 barvami a mezi 13 vrcholy ¢tyf barev je jedna
barva aspon na 4 vrcholech, mezi kterymi pak nemohou byt hrany.

8.6.1) Ano, staci dolni levé dva Vrcholy prekresht nahoru.

(
(8.
(863
(8.
(8.
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(8.6.6) (1) —(3-7—6)=6
(8.6.7)* Sporem, co bude se sténou prilehlou ke dvojici vrcholu tvoiicich fez?

(8.6.8) Ano, staci 2-fez, ktery jej rozdéli na mnoho komponent a kazdou z nich lze nezdvisle
zrcadlové prevracet.

(9.1.1) Podivejte se, sporem, na interval nejvice vlevo — jeho dva sousedé na kruznici se pak mus{
prekryvat...

(9.1.2)* Opét si pomozte tivahami o polozeni a nuceném prekryvan{ intervalu v reprezentaci...

(9.1.3)* Intervalové a zéroven neobsahujici indukované K 3.

(9.1.4) Neprotinajici-se intervaly uspoiaddme podle jejich polohy na ose (zleva doprava).

(9.2.1) Podivejte se na interval, ktery ma prvni pravy konec zleva — vsichni jeho sousedé se
prekryvaji. Totéz zprava.

(9.2.2) Podéte jeho simplicidlni dekompozici.

(9.2.3)* Dokazujte sporem — pokud se jeden vrchol v kliky neprekryva se viemi, lze velky strom
rozpojit vynechani hrany, ale pak podstrom reprezentujici v ukazuje na existenci kruznice.

(9.3.1) Naptiklad velkd kruznice s “ocdskem” délky 2.

(9.3.2) Naptiklad kruznice délky 5 s dalsim vrcholem spojenym vsude.

(9.3.3) Napiiklad K7 7. Umite toto krétce zduvodnit?

(9.3.4)* Naptiklad K313, souvisi s problémem zvanym “kissing number”...

(9.3.5)* Spojte tseckama stfedy kruhu a dokazte, ze se takové hrany neprotinaji.

(

9.4.1) Vezméte rovinné nakrelseni a kolem kazdého jeho vrcholu “obejdéte pulhrany” z néj
vychazejici jeho kiivkou.

9.4.4)* Rovinny nebo rozbor specidlnich piipadu.

9.4.5) Tieba do kazdé trojihelnikové stény K4 pridejte novy vrchol spojeny do vrchola toho
trojihelnika.

(9.4.6)* To by byl velky vysledek, nebot by implikoval Vétu o étyfech barvach!

(10.1.1)* Uspoiaddme intervaly podle jejich koncu a vzdy do dominujici mnoziny vlozime posledn{
interval protinajici se s prvnim dosud nepokrytym.

(10.1.2) Jako doplnék nezdvislé mnoziny, kterou umime.

(10.1.3)* Myslenka je ndsledovnd: Je-li x simplicidlni vrchol, tak ze sousedu z muze byt v
nezdvislé mnoziné jen jeden (tvoif kliku), takze si neuskodime, pokud ddme do nezavislé
mnoziny piimo x.

(10.2.1) Docela ptimocaré — uspoidddni v druhé definici je pfesné postup odtrhdvéni sim-
plicidlnich vrchola od konce...

(10.2.2) Jinak by se porusila interpolaéni vlastnost; kazdd dvojice kliky mé hranu a ta musi byt
ve spole¢ném baliku.

(10.2.3) Tteba uplné podle predchozi otazky...

(10.2.4)* Tieba velkd “miiz”. Podle hry na cetniky a zlodéje je tfeba vice ¢etniku nez je pocet
fadku / sloupcu miize. Proc?

(10.2.5) Jeden ¢etnik se postavi napevno a dalsi dva vzdjemnym pieskakovanim projdou zbytek
kruznice. Pokud jsou jen dva ¢etnici, v nékterém okamziku se jeden z nich musi zvednou v
helikoptéte a tehdy zlodéj utece kamkoliv jinam — hra je zas na zacatku a nikam nevede.

(10.3.1) Ano.

(10.3.2)* Je potieba piesné path-width plus 1 ¢etniku k chyceni zlodéje, kterého Getnici nevidi
dokud ho nedopadnou.

(10.3.3) 2, mensi byt nemuze a usporaddni na 2 si najdete sami...
(10.3.4) A <2 bandwidth

(10.3.5) Horni odhad snadny, pro doln{ je tfeba nahlédnout, ze kazdy podkubicky strom s 6 listy
mé hranu oddélujici aspon dva listy na kazdé straneé.

(10.3.6) Vyuzijte, ze kazdy podkubicky strom s 15 listy md hranu oddélujici na kazdé strané
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aspon 5 listu.

(10.3.7)* Prevadéjte dekompozice jednu na druhou...

(10.3.8) Zprava tieba tplné grafy, zleva Gplné bipartitni s odebranym parovénim.

(10.3.9) 1

(10.3.10) Tteba cesty.

(10.3.11) 1 pro Cj5, Cy, jinak 2.

(10.3.12)* Tteba velkd mfiz, podobneé jako s tree-width.

(10.4.1)* Ano, ale nenf to lehké... Je tieba uklddat vSechny moznosti sparovani hrani¢nich vr-
cholu (pro separace v dekompozici) pomoci systému cest pokryvajicich véechny vrcholu v
tomto podstromu dekompozice. To je vzhledem k fixni $ifce dekompozice konstantné velka
informace.

(10.5.1) Jsou to lesy, acyklické grafy.

(10.5.2) Jsou to tzv. sériové—paralelni grafy.

(10.5.3)* Jsou to grafy, které lze nakreslit do roviny tak, aby vSechny vrcholy lezely na vnéjsi
sténe.

(10.5.4)* No, meli bychom dukaz P = NP, ale zddny pouzitelny algoritmus k tomu. Zajimava
situace...

(11.3.1)

(11.3.2)* “Rozvinte” si pro spor takové nakresleni do roviny, dostanete podle Eulerova vztahu
triangulaci (nekonecénou) roviny, a odvod'te nasledné fakt, ze smér rotace hran kolem vrcholu
se v této triangulaci musi zachovévat. To je spor s neorientovatelnost{ Kleinovy ldhve. (Tézké
k precteni, ze? Ale kratké.)

(11.3.3) Jenozna¢né pro hodnoty 2 a vsechny liché, pro ostatni sudé 0, —2, —4
prislusnou orientovatelnou a neorientovatelnou plochou.

, ... nerozlisi mezi

(11.3.4) Samoziejmé, nakrelete si treba K4 i na torus. Vzdy vsak lze definovat nejmensi a nejvetsi
takovou plochu pro dany graf.

(11.3.5) Obsahuje dvé hranové disjunktni kopie K3, jen jedna z nich muze ke svému nakreslen{
“yvyuzit” crosscap, ta druhd by byla rovinna, spor.

(11.3.6) Z Eulerova vztahu pro projektivni rovinu ziskdme odhad poctu hran h < 2v — 2 pro
grafy bez trojihelniku, ale 15 > 16 — 2, spor.

(11.3.7)* ...

(11.5.1) Neni-li graf projektivni, obsahuje jeden ze zakézanych minoru (32 souvislych), pritom
vlastnost miti rovinné pokryti se jednoduse dédi na minory.

(11.5.2) Obdobn4 tivaha jako v 11.3.5.
(11.5.3)* Opét se poc¢ita vhodné pocet hran proti Eulerovu vztahu...

(11.5.4)* Prvni je v podstaté stejnd, ale Feseni pro K35 vyzaduje pomocné tvrzeni, ze vrcholy
emuldtoru zobrazované na vrcholy stupné 3 mohou byt také upraveny na stupné 3.
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