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hlineny@fi.muni.cz


Předmluva

Vážeńı čtenáři,
dostává se vám do rukou výukový text Teorie graf̊u, který je primárně zaměřený pro

potřeby student̊u informatických obor̊u na vysokých školách (je ale dobře př́ıstupný i
ne-informatik̊um). Hloubkou teoretického záběru je tento text směřován do magisterské
úrovně studia, ale při vynecháńı některých v́ıce teoretických pasáž́ı dobře poslouž́ı i jako
základńı přehled oblasti na bakalářské úrovni.

Diskrétńı matematika a Teorie graf̊u jako jej́ı prominentńı součást jsou moderńımi
a rychle se rozv́ıjej́ıćımi oblastmi matematiky, které maj́ı mnohé úzké vazby na teoret-
ickou i aplikovanou informatiku. Kořeny diskrétńı matematiky (kombinatoriky) sahaj́ı k
velkým matematik̊um 18. a 19. stolet́ı, z nichž si zaslouž́ı jmenovat předevš́ım Leonard
Euler. Byl to však až nástup poč́ıtač̊u a rozvoj informatiky jako vědńı discipĺıny v druhé
polovině 20. stolet́ı, které přinesly nové teoretické pojmy a otázky a vtiskly tak diskrétńı
matematice jej́ı moderńı tvář, spojenou dosti specificky s pojmy relaćı a graf̊u.

Náš text vás seznámı́ jak s přehlednými základy klasické teorie graf̊u, tak i s hlavńımi
grafovými pojmy užitečnými pro aplikace, předevš́ım ty informatické, a závěrem rozvede
některé zaj́ımavé nové směry vývoje. Je koncipován jako soběstačný celek, který od
čtenáře nevyžaduje o mnoho v́ıce než běžné středoškolské matematické znalosti, k tomu
základńı formalismy matematického dokazováńı (matematickou indukci) a diskrétńı
matematiky (množiny, relace, kombinatorické poč́ıtańı) a chut’ do studia. Části věnované
algoritmickým aplikaćım nav́ıc předpokládaj́ı jistou znalost algoritmizace a zběhlost v
programováńı. Svým rozsahem látka odpov́ıdá jednomu semestru běžné VŠ výuky včetně
cvičeńı.

Tento výukový text vycháźı ve svých základech z vynikaj́ıćı moderńı učebnice [5]
Kapitoly z Diskrétńı Matematiky [5] autor̊u J. Matouška a J. Nešetřila z MFF UK.
(Tato kniha se kromě českého vydáńı dočkala i úspěšných vydáńı ve světových jazyćıch,
jako např́ıklad [6]. Vřele ji doporučujeme všem zájemc̊um o rozš́ı̌reńı svých diskrétńıch
matematických obzor̊u.) Záběr našeho textu neńı v oblasti diskrétńı matematiky tak
široký jako u zmı́něné učebnice, ale zaměřujeme se hlouběji na ty r̊uzné oblasti graf̊u,
které nacházej́ı nejčastěǰśı použit́ı v informatické praxi. Na druhou stranu se zde v́ıce
věnujeme abstraktńım algoritmickým aplikaćım uváděné látky a zmiňujeme také některé
zaj́ımavé pokročilé partie teorie graf̊u.

Ve stručnosti se zde zmı́ńıme o struktuře naš́ı učebnice. Přednášený materiál je dělený
do jednotlivých lekćı (kapitol), které zhruba odpov́ıdaj́ı obsahu týdenńıch přednášek v
semestru. Lekce jsou dále děleny tematicky na odd́ıly. Výklad je strukturován obvyklým
matematickým stylem na definice, tvrzeńı, př́ıpadné d̊ukazy, poznámky a neformálńı
komentáře. Lekce obsahuj́ı někdy dodatky přinášej́ıćı specializovaný pohled do hlubin
vybraného tématu a ty jsou obecně volitelné při studiu. Každá lekce má v samém závěru
uvedeny bohaté odkazy na př́ıpadné rozšǐruj́ıćı (samo)studium.

Výukový text je dále proložen řadou vzorově řešených př́ıklad̊u navazuj́ıćıch na
vykládanou látku a doplněn daľśımi otázkami a úlohami. (Otázky a úlohy označené
hvězdičkou patř́ı k obt́ıžněǰśım a nepředpokládáme, že by na ně všichni studuj́ıćı dokázali
správně odpovědět bez pomoci.) Každá lekce je zakončena zvláštńım odd́ılem určeným
k dodatečnému procvičeńı látky. Správné odpovědi k otázkám a úlohám jsou shrnuty
na konci textu. Věř́ıme, že př́ıklady vám budou užitečným vod́ıtkem při studiu a pro
pochopeńı přednesené teorie. Mnoho zdaru.
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O výuce Teorie graf̊u MA010 na FI MU

Teorie graf̊u MA010 je jedńım ze stěžejńıch teoretických magisterských předmět̊u na
Fakultě informatiky MU, ale jeho výuka je bez problémů př́ıstupná i bakalářským stu-
dent̊um se zájmem o obor. Paralelně k MA010 je na FI MU vyučován předmět Grafové
algoritmy MA015. Autor pak dále přednáš́ı několik navazuj́ıćıch výběrových předmět̊u
pokročilé teorie graf̊u – MA051, MA052 a MA053.

V rámci e-learningu Informačńıho systému (IS) MU je k předmětu vytvořena obsáhlá
interaktivńı osnova Teorie graf̊u (v anglickém jazyce), odpov́ıdaj́ıćı struktuře výukového
textu a s mnoha odkazy na př́ıstupné webové zdroje k předmětu a procvičováńı. Osnova
je veřejně př́ıstupná na adrese

http://is.muni.cz/el/1433/podzim2013/MA010/index.qwarp .

O historii našeho učebńıho textu

Původńı výukový text vznikal v pr̊uběhu let 2003 až 2005 na základě autorových
přednášek a cvičeńı předmětu Diskrétńı matematika na FEI VŠB – TUO. Tento text
byl pak autorem upraven a druhotně (předevš́ım v teoretické oblasti) výrazně rozš́ı̌ren
pro potřeby výuky magisterského předmětu MA010 Teorie graf̊u na FI MU Brno od
roku 2006.

Vzhledem k tomu, že od roku 2009 je předmět MA010 na FI MU vyučován v an-
gličtině, tento učebńı text poněkud ztráćı své výsadńı postaveńı primárńıho studijńıho
zdroje (kterým se stává výše odkázaná interaktivńı osnova MA010 v IS MU), ale z̊ustává
plnohodnotným českým studijńım materiálem pro předmět MA010.

A slovo závěrem. . .

Přejeme vám mnoho úspěch̊u při studiu teorie graf̊u a budeme potěšeni, pokud se vám
náš výukový text bude ĺıbit. Jelikož nikdo nejsme neomylńı, i v této publikaci zajisté
jsou nejasnosti či chyby, a proto se za ně předem omlouváme. Pokud chyby objev́ıte,
dejte nám prośım vědět e-mailem mailto:hlineny@fi.muni.cz.

Autor
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3.2 Výpočet metriky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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6.2 Hladový algoritmus v obecnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
6.3 Pojem matroidu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Část I

Jak vzniká GRAF

V úvodńı části našeho učebńıho textu se nejprve seznámı́me s grafy a nauč́ıme se je
pochopit a pracovat s nimi jako s matematickými objekty.

1 Pojem grafu

Úvod
Třebaže grafy jsou jen jednou z mnoha struktur v diskrétńı matematice, vydobyly si svou

užitečnost́ı a názornost́ı tak d̊uležité mı́sto na slunci, až se dá bez nadsázky ř́ıci, že teorie
graf̊u je asi nejvýznamněǰśı součást́ı soudobé diskrétńı matematiky. Znalost teorie graf̊u se
jev́ı nezbytná ve většině oblast́ı moderńı informatiky, včetně těch aplikovaných. Proto se
náš základńı kurz teorie graf̊u bude ve velké mı́̌re zaměřovat právě na jejich informatické
aplikace (ale vcelku bez nutnosti informatiku ovládat, tj. naše látka bude př́ıstupná i ne-
informatik̊um).

Neformálně řečeno, graf se skládá z vrchol̊u (představme si je jako nakreslené punt́ıky) a
z hran, které spojuj́ı dvojice vrchol̊u mezi sebou. (Pozor, neplet’me si graf s grafem funkce!)

Takový graf m̊uže vyjadřovat souvislosti mezi objekty, návaznosti, spojeńı nebo toky, atd.
Své d̊uležité mı́sto v informatice si grafy źıskaly dobře vyváženou kombinaćı svých vlastnost́ı –
snadným názorným nakresleńım a zároveň jednoduchou zpracovatelnost́ı na poč́ıtač́ıch. Dı́ky
těmto vlastnostem se grafy prosadily jako vhodný matematický model pro popis r̊uzných, i
komplikovaných, vztah̊u mezi objekty.

Ćıle
Prvńım ćılem této lekce je formálně definovat, co je to graf a jaké jsou nejzákladněǰśı

grafové pojmy (třeba hrany a stupně, podgrafy). Také jsou zde shrnuty některé obvyklé typy
graf̊u, jako cesty, kružnice, či úplné grafy. Předevš́ım je však d̊uležité, aby se čtenář naučil
grafy “uchopit” a vykonávat s nimi základńı operace a manipulace, což si dobře procvič́ı
v následuj́ıćıch přiložených cvičeńıch. V tomto ohledu zaslouž́ı specifickou zmı́nku pojem
isomorfismu graf̊u, který je v úvodńıch partíıch kĺıčový a je mu věnována značná pozornost.

1.1 Definice grafu

Hned na úvod přistouṕıme k formálńı definici grafu. Bude se jednat o základńı definici
tzv. obyčejného grafu; přičemž možné rozšǐruj́ıćı definice zmı́ńıme krátce v závěru, ale
stejně se budeme převážně zabývat obyčejnými grafy. V základńı definici popisujeme
hrany mezi dvojicemi vrchol̊u pomoćı dvouprvkových podmnožin těchto vrchol̊u.

Definice 1.1. Graf (rozš́ı̌reně obyčejný či jednoduchý neorientovaný graf)
je uspořádaná dvojice G = (V,E), kde V je množina vrchol̊u a E je množina hran –
množina vybraných dvouprvkových podmnožin množiny vrchol̊u.
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Značenı́: Hranu mezi vrcholy u a v ṕı̌seme jako {u, v}, nebo zkráceně uv. Vrcholy
spojené hranou jsou sousedńı. Na množinu vrchol̊u známého grafu G odkazujeme jako
na V (G), na množinu hran E(G).

Fakt: Na graf se lze d́ıvat také jako na symetrickou ireflexivńı relaci, kde hrany tvoř́ı
právě dvojice prvk̊u z této relace.

Poznámka: Grafy se často zadávaj́ı př́ımo názorným obrázkem, jinak je lze také zadat výčtem
vrchol̊u a výčtem hran. Např́ıklad:

V = {1, 2, 3, 4}, E =
{

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}
}

1

2 3 4

Běžné typy graf̊u

Pro snadněǰśı vyjadřováńı je zvykem některé běžné typy graf̊u nazývat popisnými jmény.
Jde čistě o věc konvence a autoři se mohou v některých názvech ĺı̌sit (i přicházet s novými
názvy), avšak následuj́ıćı čtyři názvy patř́ı k všeobecným základ̊um teorie graf̊u.

Kružnice délky n má n ≥ 3 vrchol̊u spojených do jednoho cyklu n hranami:

Cn 6

5 2

1

7 . . .

4

n

3

Cesta délky n má n+ 1 vrchol̊u spojených za sebou n hranami:

Pn

1 2 3 4 . . . n n+1

Úplný graf na n ≥ 1 vrcholech má n vrchol̊u, všechny navzájem pospojované (tj.
celkem

(

n
2

)

hran):

Kn

1

2

3

4 n. . .

Úplný bipartitńı graf nam ≥ 1 a n ≥ 1 vrcholech mám+n vrchol̊u ve dvou skupinách
(partitách), přičemž hranami jsou pospojované všechny m·n dvojice z r̊uzných skupin:
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Km,n

m

n

Úlohy k řešeńı

(1.1.1) Zaṕı̌seme graf výčtem vrchol̊u {a, b, c, d, e} a zkráceným výčtem hran
{ac, ba, be, cd, de}. Nakreslete si jej! O jaký typ grafu se jedná?

(1.1.2) Pro jakou hodnotu n je úplný graf Kn zároveň cestou?

(1.1.3) Pro jakou hodnotu n je úplný graf Kn zároveň kružnićı?

(1.1.4) Pro jaké hodnoty m,n > 0 je úplný bipartitńı graf Km,n zároveň kružnićı?

(1.1.5) Pro jaké hodnoty m,n > 0 úplný bipartitńı graf Km,n neobsahuje žádnou kružnici?

(1.1.6) Kolik hran muśıte přidat do kružnice délky 6, aby vznikl úplný graf na 6 vrcholech?

(1.1.7) Má v́ıce hran úplný graf K9 nebo úplný bipartitńı graf K6,6?

1.2 Stupně vrchol̊u v grafu

Máme-li graf, často nás zaj́ımá, kolik z kterého vrcholu vycháźı hran-spojnic, neboli kolik
má vrchol

”
soused̊u“. Proto jedńım z prvńıch definovaným pojmů bude stupeň vrcholu

v grafu.

Definice 1.2. Stupněm vrcholu v v grafu G
rozumı́me počet hran vycházej́ıćıch z v. Stupeň v v grafu G znač́ıme dG(v).

Komentář: Slovo
”
vycházej́ıćı“ zde nenaznačuje žádný směr; je totiž obecnou konvenćı ř́ıkat,

že hrana vycháźı z obou svých konc̊u zároveň.

s s

s s

s s

3 3

2 2

2 2

stupně
s s

s s

s s

4 3

2 5

3 3

Např́ıklad v nakreslené ukázce jsou stupně př́ımo zapsány u vrchol̊u.

Definice: Graf je d-regulárńı, pokud všechny jeho vrcholy maj́ı stejný stupeň d.

Značenı́: Nejvyšš́ı stupeň v grafu G znač́ıme ∆(G) a nejnǐzš́ı δ(G).

Věta 1.3. Součet stupň̊u v grafu je vždy sudý, roven dvojnásobku počtu hran.

Důkaz. Při sč́ıtáńı stupň̊u vrchol̊u v grafu započ́ıtáme každou hranu dvakrát – jednou
za každý jej́ı konec. Proto výsledek vyjde sudý. ✷
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Vlastnosti stupň̊u

Soubor stupň̊u grafu je jeho d̊uležitou kvantitativńı charakteristikou. Jelikož však v
obyčejném grafu zvlášt’ nerozlǐsujeme mezi jednotlivými vrcholy, nemáme dáno žádné
pořad́ı, ve kterém bychom stupně vrchol̊u měli psát (pokud je neṕı̌seme př́ımo do obrázku
grafu). Proto si stupně obvykle seřazujeme podle velikosti.

Zaj́ımavou otázkou je, které posloupnosti stupň̊u odpov́ıdaj́ı vrchol̊um skutečných
graf̊u? (Např́ıklad posloupnost stupň̊u 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 nemůže nastat nikdy.)

Věta 1.4. Necht’ d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn je posloupnost přirozených č́ısel. Pak existuje graf
s n vrcholy stupň̊u

d1, d2, . . . , dn

právě tehdy, když existuje graf s n− 1 vrcholy stupň̊u

d1, d2, . . . , dn−dn−1, dn−dn − 1, . . . , dn−2 − 1, dn−1 − 1 .

Komentář: K pochopeńı Věty 1.4: Mı́rně nepřehledný formálńı zápis věty znamená, že ze
seřazené posloupnosti odebereme posledńı (největš́ı) stupeň dn a od tolika dn bezprostředně
předchoźıch stupň̊u odečteme jedničky. Zbylé stupně na začátku posloupnosti se nezměńı.
(Nezapomeňme, že posloupnost je třeba znovu seřadit dle velikosti.)

Důkaz tohoto nepř́ılǐs těžkého fundamentálńıho tvrzeńı pro tentokráte vynecháváme
a odkazujeme čtenáře např́ıklad na [5, Kapitola 4].

Př́ıklad 1.5. Existuje graf se stupni vrchol̊u:

(1, 1, 1, 2, 3, 4) ?

Dle Věty 1.4 uprav́ıme posloupnost na (1, 0, 0, 1, 2), uspořádáme ji (0, 0, 1, 1, 2), pak znovu
vše zopakujeme na (0, 0, 0, 0) a takový graf už jasně existuje.

Na druhou stranu, jak takový graf sestroj́ıme? (Obvykle neńı jediný, ale nás zaj́ımá aspoň
jeden z nich.) Prostě obrát́ıme předchoźı postup, začneme z grafu se 4 vrcholy bez hran,
přidáme vrchol stupně 2 spojený se dvěma z nich a daľśı vrchol stupně 4 takto:

s s s s s s s s

s

s s s s

s

s

(1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 7) ?

Podobně uprav́ıme tuto posloupnost na (1, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 5) a uspořádáme ji
(0, 0, 0, 1, 1, 2, 3, 5), pak znovu uprav́ıme na (0, 0,−1, 0, 0, 1, 2), ale to už přece nelze –
stupně v grafu nejsou záporné. Proto takový graf neexistuje.

✷

Úlohy k řešeńı

(1.2.1) Kolik hran má graf se 17 vrcholy stupň̊u 4?

(1.2.2) Existuje graf se stupni 4, 2, 3, 5, 3, 2, 3? Nakreslete jej.

(1.2.3) Existuj́ı dva
”
r̊uzné“ grafy se 6 vrcholy stupň̊u 2?

(1.2.4) Proč má každý (jednoduchý) graf aspoň dva vrcholy stejného stupně?
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1.3 Podgrafy a Isomorfismus

Podgraf je, jednoduše řečeno, část grafu. Avšak tato slova muśıme definovat poněkud
přesněji, abychom předešli situaćım, kdy by nám zbyly

”
hrany bez vrchol̊u“. Dále si

definujeme tzv. indukovaný podgraf, který (na rozd́ıl od běžného podgrafu) z p̊uvodńıho
grafu přeb́ırá všechny hrany mezi vybranými vrcholy.

Definice: Podgrafem grafu G rozumı́me libovolný graf H na podmnožině vrchol̊u
V (H) ⊆ V (G), který má za hrany libovolnou podmnožinu hran grafu G maj́ıćıch oba
vrcholy ve V (H). Ṕı̌seme H ⊆ G, tj. stejně jako množinová inkluze (ale význam je
trochu jiný).

Komentář: Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme zvýrazněné podmnožiny vrchol̊u hran. Proč se
vlevo nejedná o podgraf? Obrázek vpravo už podgrafem je.

s s

s s

s s

s

s

s

s s

s s

s s

s s

s

Definice: Indukovaným podgrafem je podgraf H ⊆ G takový, který obsahuje všechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrchol̊u z V (H).

”
Různost“ graf̊u

Pozorný čtenář si možná již při čteńı předchoźıho textu položil otázku: Co když vezmeme
jeden graf (třeba kružnici délky 5) a nakresĺıme jej jednou tak, podruhé zase jinak – je to
stále tentýž graf nebo ne? Př́ısně formálně řečeno, každé nakresleńı jistého grafu, třeba
té kružnice C5, je jiným grafem, ale přitom bychom rádi řekli, že r̊uzná nakresleńı téhož
grafu jsou

”
stále stejná“. Už jen proto, že grafy maj́ı modelovat vztahy mezi dvojicemi

objekt̊u, ale tyto vztahy přece v̊ubec nezáviśı na tom, jak si grafy nakresĺıme. Pro tuto

”
stejnost“ graf̊u se vžil pojem isomorfńı grafy.

Pro správné pochopeńı a využit́ı teorie graf̊u je tedy třeba nejprve dobře chápat
pojem isomorfismu graf̊u.

Definice 1.6. Isomorfismus graf̊u G a H
je bijektivńı (vzájemně jednoznačné) zobrazeńı f : V (G) → V (H), pro které plat́ı, že
každá dvojice vrchol̊u u, v ∈ V (G) je spojená hranou v G právě tehdy, když je dvojice
f(u), f(v) spojená hranou v H.
Grafy G a H jsou isomorfńı pokud mezi nimi existuje isomorfismus. Ṕı̌seme G ≃ H.

Fakt: Isomorfńı grafy maj́ı stejný počet vrchol̊u (i hran).
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Komentář:

Z nakreslených tř́ı graf̊u jsou prvńı dva isomorfńı – jsou to jen r̊uzná nakresleńı téhož
grafu, kružnice délky 5. (Určitě snadno najdete isomorfismus mezi nimi. Pro jednoduchost
isomorfismus zakreslete do obrázku tak, že vrcholy prvńıho oč́ıslujete č́ısly 1 až 5 a vrcholy
druhého stejnými č́ısly v pořad́ı odpov́ıdaj́ıćım jeho bijekci.) Třet́ı graf jim isomorfńı neńı,
nebot’, např́ıklad, má vrcholy jiných stupň̊u.

Fakt: Pokud je bijekce f isomorfismem, muśı zobrazovat na sebe vrcholy stejných
stupň̊u, tj. dG(v) = dH(f(v)). Naopak to však nestač́ı!

Př́ıklad 1.7. Jsou následuj́ıćı dva grafy isomorfńı?

s s

s s

s s

s s

s s

s s

Pokud mezi nakreslenými dvěma grafy hledáme isomorfismus, nejprve se pod́ıváme, zda
maj́ı stejný počet vrchol̊u a hran. Maj́ı. Pak se pod́ıváme na stupně vrchol̊u a zjist́ıme, že oba
maj́ı stejnou posloupnost stupň̊u 2, 2, 2, 2, 3, 3. Takže ani takto jsme mezi nimi nerozlǐsili a
mohou (nemusej́ı!) být isomorfńı. Dále tedy nezbývá, než zkoušet všechny př́ıpustné možnosti
zobrazeńı isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro ulehčeńı všimněme, že oba vrcholy stupně tři jsou si symetrické,
proto si bez újmy na obecnosti můžeme vybrat, že nejlevěǰśı vrchol prvńıho grafu, označme
jej 1, se zobraźı na nejlevěǰśı vrchol 1′ v druhém grafu (taky stupně tři). Oč́ıslujme zbylé
vrcholy prvńıho grafu 2, . . . , 6 v kladném smyslu, jak je ukázáno na následuj́ıćım obrázku.
Druhý vrchol stupně tři, označený 4, se muśı zobrazit na analogický vrchol druhého grafu
(pravý spodńı). Pak je již jasně vidět, že daľśı sousedé 2, 6 vrcholu 1 se zobraźı na analogické
sousedy 2′, 6′ vrcholu 1′ v druhém grafu, a stejně je to i se zbylými vrcholy 3, 5. Výsledný
isomorfismus vypadá v odpov́ıdaj́ıćım značeńı vrchol̊u takto:

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

s s

s s

s s

1’ 2’

3’ 4’

5’ 6’

✷

Abychom mohli s isomorfismem graf̊u přirozeně pracovat, je potřeba vědět následuj́ıćı
fakt:

Věta 1.8. Relace
”
být isomorfńı“ ≃ na tř́ıdě všech graf̊u je ekvivalenćı.

Důkaz. Relace ≃ je reflexivńı, protože graf je isomorfńı sám sobě identickým zo-
brazeńım. Relace je také symetrická, nebot’ bijektivńı zobrazeńı lze jednoznačně obrátit.
Tranzitivnost ≃ se snadno dokáže skládáńım zobrazeńı–isomorfismů. ✷

Důsledkem je, že všechny možné grafy se rozpadnou na tř́ıdy isomorfismu. V praxi pak,
pokud mluv́ıme o grafu, mysĺıme t́ım obvykle jeho celou tř́ıdu isomorfismu, tj. nezálež́ı
nám na konkrétńı prezentaci grafu.
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Daľśı grafové pojmy

Značenı́: Mějme libovolný graf G.

• Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme kružnice v G.

• Speciálně ř́ıkáme trojúhelńık kružnici délky 3.

• Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké cestě, ř́ıkáme cesta v G.

• Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějakému úplnému grafu, ř́ıkáme klika v G.
(Někdy se za kliku považuje pouze takový úplný podgraf, který je maximálńı vzhledem
k inkluzi.)

• Podmnožině vrchol̊u X ⊆ V (G), mezi kterými nevedou v G v̊ubec žádné hrany,
ř́ıkáme nezávislá množina X v G.

• Indukovanému podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme induko-
vaná kružnice v G.

Komentář: Uvažujme následuj́ıćı ukázky graf̊u:

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

Prvńı z ukázaných graf̊u např́ıklad neobsahuje žádný trojúhelńık, ale obsahuje kružnici
délky 4, dokonce indukovanou. Druhý graf trojúhelńık obsahuje a kružnici délky 4 taktéž.
Prvńı graf obsahuje cestu délky 4 na vrcholech 1, 2, 3, 4, 5, ale ta neńı indukovaná. Indukovaná
cesta délky 4 v něm je třeba 2, 3, 4, 5, 6. Druhý graf tyto cesty také obsahuje, ale naopak žádná
z nich neńı indukovaná.

Prvńı graf má největš́ı kliku velikosti 2 – jedinou hranu, kdežto druhý graf má větš́ı kliku
na vrcholech 3, 4, 5. Největš́ı nezávislá množina u obou graf̊u má 3 vrcholy 2, 4, 6.

Př́ıklad 1.9. Jsou následuj́ıćı dva grafy isomorfńı?

s s

s s

s s

s s

s s

s s

Postupovat budeme jako v Př́ıkladě 1.7, nejprve ověř́ıme, že oba grafy maj́ı stejně mnoho
vrchol̊u i stejnou posloupnost stupň̊u 2, 2, 2, 2, 3, 3. Pokud se však budeme snažit naj́ıt mezi
nimi isomorfismus, něco stále nebude vycházet, že? Co nám tedy v nalezeńı isomorfismu
bráńı? Pod́ıvejme se, že v druhém grafu oba vrcholy stupně tři maj́ı svého společného souseda,
tvoř́ı s ńım trojúhelńık. V prvńım grafu tomu tak neńı, prvńı graf dokonce nemá žádný
trojúhelńık. Proto zadané dva grafy nejsou isomorfńı. ✷

Poznámka: Výše uvedené př́ıklady nám ukazuj́ı některé cesty, jak poznat (tj. naj́ıt nebo vyloučit)
isomorfismus dvou graf̊u. Ty však ne vždy muśı fungovat. Čtenář se může ptát, kde tedy na-
jde nějaký univerzálńı postup pro nalezeńı isomorfismu? Bohužel vás muśıme zklamat, žádný
rozumný univerzálńı postup neńı znám a zat́ım plat́ı, že jediná vždy funguj́ıćı cesta pro nalezeńı
či nenalezeńı isomorfismu mezi dvěma grafy je ve stylu vyzkoušejte všechny možnosti bijekćı mezi
vrcholy těchto graf̊u. (Těch je, jak známo, až n!) V hierarchii výpočetńı složitosti však problém
isomorfismu lež́ı docela ńızko, jen

”
kousek nad“ tř́ıdou polynomiálńıch problémů, takže je jistá

naděje na nalezeńı univerzálńıho efektivńıho algoritmu.
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Úlohy k řešeńı

(1.3.1) Je nějaká cesta indukovaným podgrafem kružnice?

(1.3.2) Jaká je velikost největš́ı nezávislé množiny v tomto grafu? (Tj. největš́ı podmnožiny
vrchol̊u, mezi kterými neńı žádná hrana.) Vyznačte tuto množinu.

s s s s

s s s s

(1.3.3) Jaká je délka nejkratš́ı kružnice obsažené v grafu z Úlohy 1.3.2?

(1.3.4) Jaká je délka nejdeľśı cesty obsažené v grafu z Úlohy 1.3.2?
∗(1.3.5) Jaká je délka nejdeľśı indukované cesty obsažené v grafu z Úlohy 1.3.2?

(1.3.6) Dokážete naj́ıt ke grafu z Úlohy 1.3.2 neisomorfńı graf, který má stejnou posloupnost
stupň̊u? Proč nejsou isomorfńı?

∗(1.3.7) Kolik existuje jednoduchých neisomorfńıch graf̊u se všemi vrcholy stupně 2 na
a) 5 vrcholech; b) 6 vrcholech; c) 9 vrcholech?

1.4 Orientované grafy a multigrafy

V některých př́ıpadech, jako např́ıklad u tok̊u v śıt́ıch (Lekce 4), potřebujeme u každé
hrany grafu vyjádřit jej́ı směr. Tento požadavek přirozeně vede na následuj́ıćı definici
orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou uspořádané dvojice vrchol̊u. (V obrázćıch
kresĺıme orientované hrany se šipkami.)

s s

s

s

s

s

Definice 1.10. Orientovaný graf je uspořádaná dvojice D = (V,E), kde E ⊆ V ×V .
Pojmy podgrafu a isomorfismu se přirozeně přenášej́ı na orientované grafy.

Značenı́: Hrana (u, v) (zvaná také šipka) v orientovaném grafu D zač́ıná ve vrcholu u a
konč́ı ve (mı́̌ŕı do) vrcholu v. Opačná hrana (v, u) je r̊uzná od (u, v) !

Speciálně hrana tvaru (u, u) se nazývá orientovaná smyčka.

Fakt: Orientované grafy odpov́ıdaj́ı relaćım, které nemuśı být symetrické. Mezi stejnou
dvojićı vrchol̊u mohou tud́ıž existovat dvě hrany v obou směrech, nebo jen kterákoliv
jedna z nich nebo žádná.

Např́ıklad orientovaná cesta délky n ≥ 0 je následuj́ıćım grafem na n+ 1 vrcholech

s s s s s

1 2 3
. . .

n n+ 1
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a orientovaná kružnice (také cyklus) délky n ≥ 1 vypadá takto:

s

sss

s

s s

1

234

5

6 n. . .

Definice: Počet hran zač́ınaj́ıćıch ve vrcholu u orientovaného grafu D nazveme
výstupńım stupněm d+D(u) a počet hran konč́ıćıch v u nazveme vstupńım stupněm d−D(u).

Různé modely grafu

Při naźıráńı na graf jako matematický objekt existuj́ı dva zásadně odlǐsné formálńı
pohledy—tzv. sousednostńı a incidenčńı model. Náš výklad dosud mlčky předpokládal
prvńı př́ıstup a bude tomu tak i ve zbytku textu. Přesto by pozorný čtenář měl mı́t
povědomı́ i o druhém incidenčńım modelu grafu, který stav́ı hrany jako samostatné el-
ementy a mı́sto relace sousednosti mezi dvojicemi vrchol̊u zavád́ı relaci incidence mezi
dvojićı vrchol–hrana.

Přednost́ı sousednostńıho modelu je jeho jednoduchost a př́ımočarost, kdežto
výhodou incidenčńıho modelu je možnost mluvit o tzv. multigrafech, ve kterých jsou
povoleny i násobné hrany, mix neorientovaných a orientovaných hran i tzv. smyčky s
oběma konci v jednom vrcholu.

Definice: Multigraf je uspořádaná trojice M = (V,E, ε), kde V ∩ E = ∅ a
ε : E →

(

V
2

)

∪ V ∪ (V × V ) je incidenčńı zobrazeńı hran.

Komentář: Značeńı
(

V
2

)

v definici reprezentuje neorientované hrany, V neorientované smyčky
a V × V orientované hrany a smyčky. Smyčky a paralelńı hrany (oproti běžné hraně) lehce
ilustruje následuj́ıćı obrázek:

s s

s s

Multigrafy a incidenčńı model grafu zmiňujeme jen okrajově pro úplnost, nebudeme se
jimi dále nijak zabývat. Faktem však je, že v př́ıpadě jednoduchých graf̊u neńı mezi
sousednostńım a incidenčńım modelem rozd́ıl a neńı třeba tuto formalitu v̊ubec brát do
úvahy. . .

Úlohy k řešeńı

(1.4.1) Nalezněte ve výše zakreslených obrázćıch orientovaných graf̊u vrcholy, v nichž žádná
hrana/šipka nezač́ıná, a ty, v nichž žádná hrana nekonč́ı.

(1.4.2) Proč u jednoduchých orientovaných graf̊u mluv́ıme i o cyklech délky 1 a 2, kdežto u
jednoduchých neorientovaných graf̊u jen o kružnićıch délky ≥ 3
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1.5 Implementace graf̊u

Mějme jednoduchý graf G na n vrcholech a značme vrcholy jednoduše č́ısly V (G) =
{0, 1, . . . , n−1}. Pro poč́ıtačovou implementaci grafu G se nab́ızej́ı dva základńı zp̊usoby:

• Matićı sousednosti, tj. dvourozměrným polem g[][], ve kterém g[i][j]=1 znamená
hranu mezi vrcholy i a j.

• Výčtem soused̊u, tj. použit́ım opět dvourozměrné pole h[][] a nav́ıc pole d[] stupň̊u
vrchol̊u. Zde prvky h[i][0],h[i][1],...,h[i][d[i]-1] udávaj́ı seznam soused̊u
vrcholu i.

Poznámka: Dávejte si pozor na symetrii hran v implementaci! To znamená, že pokud ulož́ıte
hranu g[i][j]=1, tak muśıte zároveň uložit i hranu g[j][i]=1, jinak se dočkáte nepř́ıjemných
překvapeńı. Totéž se týká i seznamů soused̊u.

Komentář: Implementace matićı sousednosti je hezká svou jednoduchost́ı. Druhá možnost
se však mnohem lépe hod́ı pro grafy s malým počtem hran, což nastává ve většině praktických
aplikaćı. (Nav́ıc je implementace výčtem soused̊u vhodná i pro multigrafy.) Ke graf̊um lze
do zvláštńıch poĺı přidat také ohodnoceńı vrchol̊u a hran libovolnými č́ısly či značkami. . .

Rozšǐruj́ıćı studium

Rozsáhlý matematický úvod do teorie graf̊u je zahrnut v [5, Kapitola 4] a volně na něj
navazuj́ı i daľśı části našeho učebńıho textu. Vřele doporučujeme [5] jako doplňkový studijńı
zdroj všem, kteř́ı chtěj́ı lépe pochopit grafy z jejich matematické stránky.

Co se týče detail̊u implementace graf̊u v programátorské praxi, najde čtenář asi nejlepš́ı
zdroje na internetu, třeba http://en.wikipedia.org/wiki/Graph_(data_structure)

nebo http://www.mozart-oz.org/mogul/doc/smiele/graph/ a mnoho jiných stránek. . .
Hezké, ale poněkud pokročilé pojednáńı o grafových algoritmech lze volně nalézt také v [4].
Speciálně co se týče praktického zjǐst’ováńı isomorfismu graf̊u a daľśıch podobných grafových
poč́ıtačových úloh, nejlépe je se pod́ıvat na http://cs.anu.edu.au/~bdm/nauty/. V našem
textu se sice na okraj matematické teorie dotkneme mnoha zaj́ımavých grafových algoritm̊u,
ale již je zcela abstrahujeme od otázek praktické implementace.

Studenti MU si také mohou vyzkoušet množstv́ı
”
online“ základńıch př́ıklad̊u o grafech

(na isomorfismus, stupně vrchol̊u, běžné vlastnosti graf̊u, atd.) ve formě odpovědńık̊u v IS pod
učebńımi materiály předmětu MA010 na FI MU od roku 2007. Někomu sice m̊uže připadat
zbytečné trávit čas mechanickým řešeńım takových základńıch (a nudných?) př́ıklad̊u, ale
autor toto považuje za velmi př́ınosné zejména s ohledem na źıskáńı potřebného nadhledu
nad grafy a

”
citu“ pro řešeńı složitěǰśıch grafových úloh v budoucnu.

1.6 Cvičeńı: Základńı grafové otázky

Než přikroč́ıme k jednoduchému procvičeńı úloh vztahuj́ıćıch se k fundamentálńım
pojmům úvodńı lekce, nast́ıńıme základńı motivaci pro zavedeńı a použit́ı graf̊u při
popisu a řešeńı problémů v běžném životě.

Př́ıklad 1.11. Ukázky některých problém̊u ze života popsatelných grafy.
Podotýkáme, že tyto ukázky jsou často velmi zjednodušené (pro jejich lepš́ı
př́ıstupnost širokému okruhu čtenář̊u), ale to neub́ırá jejich motivačńımu potenciálu.

• Vyjádřeńı mezilidských vztah̊u –
”
maj́ı se rádi“,

”
kamarád́ı se“,

”
nesnesou jeden

druhého“, apod:
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Zde jednotlivé osoby tvoř́ı vrcholy grafu a vztahy jsou hranami (často neoriento-
vané, ale i orientace je př́ıpustná). Všimněme si coby zaj́ımavosti, jak tento model
přirozeně preferuje

”
párový“ pohled na vztahy – hrany přece spojuj́ı jen dvojice vr-

chol̊u. Třebaže např́ıklad vztah
”
kamarád́ı se“ může být obecně platný pro větš́ı

skupinky lid́ı než dvojice, stejně se obvykle vyjadřuje klikou v grafu (každ́ı dva v
našem družstvu jsou dobř́ı kamarádi. . . ). Tato obecně poj́ımaná tendence vyjadřovat
i složitěǰśı vztahy těmi párovými je vodou na mlýn použit́ı teorie graf̊u jako téměř
univerzálńıho vyjadřovaćıho prostředku v podobných př́ıpadech.

Na druhou stranu i teorie graf̊u disponuje pojmem tzv. hypergrafu umožňuj́ıćıho
použit́ı hran libovolné arity (počtu koncových vrchol̊u), ale rozsah výskytu hyper-
graf̊u v teorii i aplikaćıch je oproti graf̊um vskutku zanedbatelný.

• Vyjádřeńı závislost́ı mezi objekty nebo procesy:

Představme si situace, ve kterých jednotlivé entity (modelované jako vrcholy) záviśı
na výstupech jiných entit a naopak poskytuj́ı výstupy daľśı entitám. Typickým
př́ıkladem mohou být závislosti jednotlivých krok̊u výrobńıho nebo rozhodovaćıho
procesu. Ty pak vedou k definici orientovaného grafu na dané množině vrchol̊u/entit.
Všimněme si, že závislosti často bývaj́ı časového charakteru (přičemž směr závislosti
je implicitně jasný) a pak je nezbytnou doplňkovou podmı́nkou vyloučeńı výskytu
orientovaných cykl̊u v modelovém grafu. Na druhou stranu existuj́ı i situace, kdy
cyklické závislosti jsou dovoleny a maj́ı sv̊uj význam.

Pro ještě jednu ukázku závislost́ı z běžného života informatika se pod́ıváme na správu
baĺıčk̊u softwaru např́ıklad v Linuxovýxh distribućıch. V tom př́ıpadě jsou jednotlivé
baĺıčky vrcholy grafu, jejich vyžadované závislosti popisuj́ı odchoźı hrany a jejich
poskytované vlastnosti jsou př́ıchoźımi hranami grafu závislost́ı. Korektńı instalace
zvoleného baĺıčku pak řeš́ı problém zahrnut́ı všech daľśıch vrchol̊u

”
dosažitelných“ ze

zvoleného. Vše je nav́ıc komplikováno správou verźı baĺıčk̊u, ale to už je mimo rámec
našeho úvodńıho slova.

• Modelováńı technických či dopravńıch śıt́ı grafy:

V takových př́ıpadech bývaj́ı vrcholy grafu jednotlivá technická zař́ızeńı jako třeba
rozvodny, routery, křižovatky a podobně, kdežto hrany jsou tvořeny spojnicemi/ve-
deńım mezi vrcholy. Často se zde setkáváme s orientovanými grafy a obecně multi-
grafy. K této probematice se bĺıže vyjadřuj́ı následuj́ıćı Lekce 3 a 4.

• Vizualizace vztah̊u a závislost́ı pro lidského pozorovatele:

Nejen při řešeńı cvičných př́ıklad̊u v naš́ı učebnici, ale i v mnoha reálných aplikaćıch
využ́ıvaj́ıćıch grafy jako modely, je velmi potřebné tyto grafy vizualizovat (tj. hezky
nakreslit) pro lidského pozorovatele. Jedná se obecně o poměrně obt́ıžný úkol, který
přesahuje možnosti našeho textu, ale okrajově se o této obsáhlé problematice zmı́ńıme
také v pozděǰśı Lekci 8.

✷

Nyńı nastává čas k procvičeńı jednotlivých pojmů zavedených v lekci. Začneme od
toho skutečně jednoduchého.

Př́ıklad 1.12. Existuje graf s posloupnost́ı stupň̊u 1, 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 7?

Daná posloupnost je již setř́ıděná, jinak bychom ji nejprve vzestupně setř́ıdili. Podle
Věty 1.4 budeme posloupnost upravovat, přičemž vždy v řádku vyṕı̌seme setř́ıděnou
posloupnost před odečteńım a po odečteńı (nesetř́ıděnou).
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1, 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 7 → 1, 1, 3, 3, 2, 3, 3, 3, 5, 5, 5
1, 1, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 5, 5, 5 → 1, 1, 2, 3, 3, 2, 2, 2, 4, 4
1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4 → 1, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 3
1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3 → 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1
1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2 → 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1
0, 1, 1, 1, 1, 1, 1 zřejmě tento graf existuje (3 samostatné hrany).

K posledńı posloupnosti snadno nakresĺıme graf, proto i graf s p̊uvodńı posloupnost́ı
stupň̊u existuje. Zpětným přidáváńım vrchol̊u pak můžeme sestrojit i jednu z možných
podob p̊uvodńıho grafu (který zajisté neńı jednoznačně určený!):

s s s s s s s

s s

s

s

s

✷

Velmi d̊uležitou součást́ı učiva prvńı lekce je zjǐst’ováńı isomorfismu jednoduchých
graf̊u. Jednoduché př́ıklady tohoto typu se vyskytly už ve výkladu a daľśı jsou mezi
následuj́ıćımi úlohámi k samostatnému řešeńı. Nyńı si ukážeme jeden z mı́rně složitěǰśıch
př́ıklad̊u (a daľśı obt́ıžněǰśı př́ıklady na grafový isomorfismus budou následovat v př́ı̌st́ım
speciálńım odd́ıle).

Př́ıklad 1.13. Najděte všechny isomorfńı dvojice graf̊u v následuj́ıćıch obrázćıch tř́ı
10-vrcholových graf̊u. Isomorfńı dvojice odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem oč́ıslujte, u neiso-
morfńıch toto zd̊uvodněte.

A s s

s

s

ss

s

s s

s

B s s

s

s

ss

s

s s

s

C

s s s

ssss

s

s

s

Postupujme systematicky: Všechny tři grafy maj́ı po 10 vrcholech a všechny vrcholy
stupň̊u 3. Takto jsme je tedy nijak nerozlǐsili. Pod́ıvejme se třeba na trojúhelńıky v nich
– opět si nepomůžeme, nebot’ žádný z nich trojúhelńıky neobsahuje. Co se tedy pod́ıvat
na obsažené kružnice C4? Graf C jich jasně obsahuje pět, graf A po chv́ıli zkoumáńı
také, ale v grafu B najdeme i při vš́ı snaze jen tři kružnice délky 4. (Obdobného rozd́ılu
si můžeme všimnout, pokud se zaměř́ıme na kružnice C5, zkuste si to sami.)

Takže co z dosavadńıho zkoumáńı plyne? Graf B nemůže být isomorfńı žádnému
z A,C. Nyńı tedy zbývá naj́ıt (očekávaný) isomorfismus mezi grafy A a C. To se nám
skutečně podař́ı poměrně snadno - stač́ı

”
prohozeńım“ prostředńıch dvou vrchol̊u u grafu
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A źıskat lepš́ı obrázek

A s s

s

s

ss

s

s

s

s

C

s s s

ssss

s

s

s

a odpov́ıdaj́ıćı bijekce je na pohled zřejmá. (Doplňte si ji společným oč́ıslováńım vrchol̊u
obou graf̊u.) ✷

Př́ıklad 1.14. Jaká je nejdeľśı kružnice a nejdeľśı indukovaná kružnice obsažená v
následuj́ıćım grafu? Zd̊uvodněte.

s s s

ssss

s

s

s

Co se týče nejdeľśı kružnice, ta nemůže být z principu deľśı než počet všech vrchol̊u,
tedy 10. Přitom kružnici délky 10 v zadaném grafu snadno najdeme.

Co se týče indukované kružnice, ta muśı s vybranými vrcholy podgrafu obsahovat i
všechny hrany mezi nimi (a přesto to muśı stále být jen kružnice). To zřejmě žádnou
kružnićı délky 10 splněno neńı. Nenajdeme dokonce ani takové kružnice délky 9 a 8,
nejdeľśı při troše snahy najdeme indukovanou kružnici délky 7, jako třeba na následuj́ıćım
obrázku:

s s s

ssss

s

s

s

s s

sss

s

s

Závěrem se zamysleme, proč vlastně deľśı indukovanou kružnici (než 7) nelze v našem
grafu nalézt. Pokud bychom, pro spor, nalezli indukovanou kružnici délky 8, tak by
musela použ́ıt jak ze spodńıho, tak z horńıho pětiúhelńıku po čtyřech vrcholech. (Nemůže
totiž už́ıt všech 5 vrchol̊u z jednoho pětiúhelńıku, nebot’ to by už byla kružnićı délky
jen 5.) Sami však snadným pokusem zjist́ıme, že v takové kružnici budou ještě hrany
nav́ıc, tud́ıž nebude indukovaná. ✷

Př́ıklad 1.15. Kolik vzájemně neisomorfńıch jednoduchých graf̊u na 8 vrcholech
existuje s posloupnost́ı stupň̊u 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2?

Nejprve si uvědomme, že každý graf muśı obsahovat sudý počet vrchol̊u lichých
stupň̊u, takže dva vrcholy stupně 1 muśı být

”
u sebe“, neboli muśı být součást́ı jedné

cesty. Mimo to jedinými grafy se všemi stupni 2 jsou soubory kružnic, takže naše
požadované grafy se skládaj́ı z jedné cesty a žádné až několika kružnic.

s s

ss

s s s s
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Použijeme-li k zápisu disjunktńıho sjednoceńı graf̊u symbol +, můžeme všechny
možnosti systematicky vypsat: P1 + C3 + C3, P1 + C6, P2 + C5, P3 + C4, P4 + C3,
P7. Existuje tedy právě 6 požadovaných graf̊u. ✷

Úlohy k řešeńı

(1.6.1) Existuje graf s posloupnost́ı stupň̊u 1, 1, 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4?

(1.6.2) Existuje graf s posloupnost́ı stupň̊u 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 6, 6?

(1.6.3) Pro která přirozená x existuje graf s posloupnost́ı stupň̊u 4, 4, 4, 8, 9, 10, 10, 10,
11, 12, 12, 12, 13, x?

(1.6.4) Kolik existuje neisomorfńıch graf̊u s 6 vrcholy, všemi stupně 3? Nakreslete je.

Návod: Pod́ıvejte se mı́sto těchto graf̊u na jejich doplňky – dejte hrany právě tam, kde je
p̊uvodńı graf nemá. Tı́m vzniknou grafy se všemi stupni 5− 3 = 2.

(1.6.5) Kolik hran má graf s touto posloupnost́ı stupň̊u?
A: 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 6, 7
B: 1, 1, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 4, 5, 6, 7
C: 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 7

(1.6.6) Najděte a vyznačte isomorfismus mezi následuj́ıćımi dvěma grafy na 7 vrcholech.

s s

s s

s s

s

s s

s s

s s

s

(1.6.7) Vyznačte isomorfismus mezi následuj́ıćımi dvěma grafy na 8 vrcholech:

s s s s

s s s s

s

s

s

s

s s

s s

(1.6.8) Vyznačte isomorfismus mezi následuj́ıćımi dvěma grafy na 8 vrcholech:

s s s s

s s s s

s

s

s

s

s s

s s

(1.6.9) Kolik nejv́ıce vrchol̊u m̊uže obsahovat nezávislá množina v nakreslených grafech?
Tuto největš́ı nezávislou množinu si v grafech vyznačte.

s s s s

s s s s

s

s s s s

s s s s

Návod: Překreslete si tyto (záměrně nepř́ılǐs přehledné) obrázky na
”
hezč́ı“.

(1.6.10) Jakou největš́ı kliku obsahuj́ı grafy z Úlohy 1.6.9?
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(1.6.11) Najděte mezi následuj́ıćımi grafy všechny isomorfńı dvojice a zd̊uvodněte svou
odpověd’.

A s s

s

s

ss

s

s

s s

B s s

s

s

ss

s

s

s s

C s s

s

s

ss

s

s

s s

D s s

s

s

ss

s

s

s s

(1.6.12) Najděte mezi následuj́ıćımi grafy všechny isomorfńı dvojice a zd̊uvodněte svou
odpověd’. (Isomorfńı dvojice stejně oč́ıslujte, u neisomorfńıch najděte odlǐsnosti.)

A s s

ss

s s

ss

B s s

ss

s s

ss

C s s

s

s

ss

s

s

D s s

s

s

ss

s

s

Návod: Pokud vám třeba jedno oč́ıslováńı pro isomorfismus nevyjde, muśıte zkoušet daľśı a
daľśı a probrat tak všechny možnosti.

(1.6.13) Jaká je nejdeľśı kružnice a nejdeľśı indukovaná kružnice obsažená v grafech A a B
z Úlohy 1.6.12?

(1.6.14) Najdete v některém z výše uvedených obrázk̊u kliku velikosti 4?

(1.6.15) Vrat’te se zpět k př́ıklad̊um a úlohám z Odd́ılu 1.3 a zkuste, zda je se znalost́ı nových
metod jste schopni řešit lépe a elegantněji.

(1.6.16) Existuj́ı dva neisomorfńı grafy s posloupnostmi stupň̊u
A: 3,3,3,3,3,3,
B: 2,2,3,3,
C: 2,3,3,3,3 ?
U možnosti, kde dva neisomorfńı grafy existuj́ı, je nakreslete. Pokud neexistuj́ı, pokuste
se to správně zd̊uvodnit.

∗(1.6.17) Kolik podgraf̊u následuj́ıćıho grafu je isomorfńıch kružnici C9?

s s

s

s

s

s s

s

s

s

∗(1.6.18) Kolik podgraf̊u úplného grafu K10 je isomorfńıch kružnici C4?
∗(1.6.19) Najděte ručně všechny neisomorfńı grafy se stupni 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2.

Návod: Uvědomte si, že vrcholy stupně 2 lze
”
zanedbat“ – nahradit hranami. Ve výsledku

pak zbudou 4 vrcholy stupň̊u 3, ale mezi nimi mohou být násobné hrany nebo i smyčky.
Kreslete si obrázky.

∗(1.6.20)Kolik navzájem neisomorfńıch jednoduchých graf̊u lze źıskat z grafu A v úloze 1.6.11
přidáńım jedné hrany?

(1.6.21) Zorientujte hrany úplného grafu K7 tak, aby z každého vrcholu vycházely nejvýše
3 šipky.

(1.6.22) Proč v orientaci z úlohy 1.6.21 muśı z každého vrcholu vycházet právě 3 šipky?
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1.7 Apendix: Daľśı úlohy k isomorfismu

Procvičováńı s (ne)isomorfismy graf̊u neńı samoúčelný dril, nýbrž pomáhá studuj́ıćım
grafy a jejich vnitřńı strukturu lépe pochopit a

”
uchopit“, také pomoćı vhodně zvolených

obrázk̊u. Proto se tomuto specifickému typu úloh budeme podrobně věnovat v tomto
dodatku ke cvičeńım. Dodatek lze také v prvńım čteńı textu vynechat (ale studenti
předmětu MA010 na FI MU budou muset u zkoušek isomorfismus graf̊u velmi dobře
ovládat!).

Vš́ımejte si v daľśıch př́ıkladech, jak významnou roli při řešeńı hraje nalezeńı
vhodného nakresleńı zkoumaného grafu!

Př́ıklad 1.16. Dány jsou následuj́ıćı čtyři jednoduché grafy na 12 vrcholech každý.

A : s s

s

s

ss

s

s

s s

ss

B : s s

s

s

ss

s

s

s s

ss

C : s s

s

s

ss

s

s

s s

ss

D : s s

s

s

ss

s

s

s s

ss

Vašim úkolem je mezi nimi naj́ıt všechny isomorfńı dvojice a matematicky zd̊uvodnit
svou odpověd’.

Zadané grafy si překresĺıme např́ıklad takto:

A : s s

ss

s

s

ss

s s

s

s

B : s
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s s

sss
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s

C : s
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s s
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D : s
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s

s s

sss

s
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Jak jsme přǐsli zrovna na tato nakresleńı? To nelze jednoduše vysvětlit, prostě si muśıme
několikrát každý graf zkoušet kreslit a představovat, až najdeme ten pravý pohled.
(Ověřte si sami oč́ıslováńım, že nové obrázky jsou isomorfńı zadaným. . . Chce to jen
trochu cviku s kresleńım graf̊u.)

Ihned tak vid́ıme, že B ≃ D. Pozor, nelze však nyńı jen tak ř́ıci, že obrázky A a
C vypadaj́ı jinak a tud́ıž nejsou s B isomorfńı! Muśıme naj́ıt jednoznačné zd̊uvodněńı
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rozd́ılu mezi grafy. Grafy A i C např́ıklad oba obsahuj́ı 6 kružnic délky 4 (vyznačte
je v obrázku), ale v A existuj́ı vrcholy náležej́ıćı zároveň do tř́ı kružnic délky 4 (opět
vyznačte), kdežto v C každým vrcholem procházej́ı právě dvě kružnice délky 4. Proto
A 6≃ C. Dále zd̊uvodńıme v obrázku, že B ≃ D obsahuj́ı celkem jen 4 kružnice délky 4,
a tud́ıž A 6≃ B a C 6≃ B a stejně s D.

Tı́m jsme hotovi, existuje právě jedna isomorfńı dvojice B ≃ D. ✷

Př́ıklad 1.17. Kolik navzájem neisomorfńıch jednoduchých graf̊u lze źıskat z
následuj́ıćıho grafu vlevo přidáńım jedné hrany?

s s

s

s

ss

s

s

s s

s s

s

s

ss

s

s

s s

1 2

3

4

5

67

8

9

10

Prvńım krokem k řešeńı př́ıkladu jako tento je nalézt
”
co nejlepš́ı“ obrázek našeho

grafu. V tomto př́ıpadě nalezneme isomorfńı obrázek vpravo. (Jak, to lze jen těžko al-
goritmicky popsat, je k tomu potřeba zkušenost s grafy a představivost. . . )

Nyńı vid́ıme, že všechny vrcholy našeho grafu jsou si navzájem symetrické, takže stač́ı
uvažovat přidáńı hrany z jednoho z nich, třeba z 1. Necht’ G3 je graf vzniklý přidáńım
hrany {1, 3}, G4 přidáńım hrany {1, 4} a G5 přidáńım hrany {1, 5}. Pak žádné dva z nich
nejsou isomorfńı, nebot’G3 obsahuje 2 trojúhelńıky, G5 obsahuje 1 trojúhelńık a G4 nemá
žádný trojúhelńık. Naopak přidáńım hrany {1, 6} vznikne graf isomorfńı G4, přidáńım
hrany {1, 7} vznikne graf isomorfńı G5 a přidáńım hrany {1, 9} vznikne graf isomorfńı
G3. (Kterému z našich tř́ı graf̊u jsou tyto nové grafy isomorfńı snadno odhadneme opět
podle počtu trojúhelńıku v nich, isomorfismus pak už najdeme standardńım př́ıstupem.)

Takže odpověd’ je 3 vzájemně neisomorfńı grafy. ✷
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Př́ıklad 1.18. Dány jsou následuj́ıćı čtyři jednoduché grafy na 12 vrcholech každý.
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Vašim úkolem je mezi nimi naj́ıt všechny isomorfńı dvojice a zd̊uvodnit svou
odpověd’.

Zadané grafy si opět (po pár pokusech) pěkně názorně překresĺıme, např́ıklad takto
(procvičte si sami vyznačeńı isomorfismu mezi obrázky nahoře a dole):
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s s

ss

❢
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s s

ss

Nyńı je jasné, že B ≃ D. Zároveň jsou naše nové obrázky natolik
”
pr̊uzračné“, že v

nich snadno můžeme spoč́ıtat počty kružnic délek 4: A, B i D jich obsahuj́ı 6, kdežto
C je obsahuje jen 4 (vid́ıte proč?). Proto C neńı s žádným daľśım isomorfńı. Nav́ıc A
obsahuje vrchol incidentńı se třema kružnicema délky 4 (vyznačený v obrázku vlevo),
kdežto žádný takový vrchol v B ani D zřejmě neexistuje. Tud́ıž A 6≃ B a C 6≃ B a stejně
s D. Tı́m jsme hotovi, existuje právě jedna isomorfńı dvojice B ≃ D. ✷
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Př́ıklad 1.19. Vašim úkolem je zjistit, kolik vzájemně neisomorfńıch graf̊u m̊uže
vzniknout z následuj́ıćıho grafu vlevo přidáńım jednoho nového vrcholu x a (jediné)
hrany z x do některého p̊uvodńıho vrcholu. Svou odpověd’ aspoň stručně zd̊uvodněte.

s s
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ss
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Nejprve si uvědomı́me, že operace přidáńı nového vrcholu x má vlastně jen jediný
účinek v našem př́ıkladě –

”
označ́ı“ sousedńı vrchol toho x. Po překladu tedy je úkolem

nalézt, kolik vzájemně nesymetrických vrchol̊u náš graf má. V mı́rně překresleném
obrázku téhož grafu vpravo vid́ıme automorfismus, tj. isomorfismus grafu sama na sebe,

”
středovou symetríı“. Z toho plynou symetrie mezi vrcholy 1 ∼ 7, 2 ∼ 6, 3 ∼ 10, 4 ∼ 9,
5 ∼ 8.

Nyńı je třeba zd̊uvodnit, proč daľśı dvojice symetrických vrchol̊u nejsou, neboli proč
např́ıklad neexistuje automorfismus našeho grafu mapuj́ıćı 1 na 2. To plyne třeba z faktu,
že 1 soused́ı s jedńım trojúhelńıkem grafu a 2 soused́ı se dvěma. Nav́ıc 3, 4, 5 př́ımo v
trojúhelńıku jsou, takže s 1, 2 nemohou být symetrické. 3 neńı symetrické s 4, nebot’ 3
lež́ı ve 4-cyklu a 4 ne. Nakonec 5 neńı symetrické s 3 ani 4, protože 5 je sousedem 1,
kdežto 3, 4 jsou sousedé 2 ∼ 6, mezi kterými jsme již rozlǐsili.

Takže odpověd’ je 5 vzájemně neisomorfńıch graf̊u. ✷

Úlohy k řešeńı

(1.7.1) Existuj́ı dva neisomorfńı jednoduché grafy se stejnou posloupnost́ı stupň̊u
A: 2,2,2,3,3,
B: 2,3,3,3,3,
C: 2,2,2,1,1 ?
U možnosti, kde dva neisomorfńı grafy existuj́ı, je nakreslete. U zbylé možnosti pak
správně zd̊uvodněte, proč dva takové neisomorfńı grafy neexistuj́ı.

(1.7.2) Existuj́ı dva neisomorfńı jednoduché grafy se stejnou posloupnost́ı stupň̊u
A: 2,2,2,2,2,
B: 1,1,3,3,3,3 ?

∗(1.7.3) Najděte mezi následuj́ıćımi grafy všechny isomorfńı dvojice a zd̊uvodněte svou
odpověd’.
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s

s
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∗(1.7.4) Kolik navzájem neisomorfńıch jednoduchých graf̊u lze źıskat z grafu B v úloze 1.7.3
přidáńım jedné hrany?
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Část II

Základńı Poznatky a Využit́ı Graf̊u

Znaj́ıce již docela dobře, co to vlastně je ten
”
graf“, pod́ıváme se nyńı ve čtyřech lekćıch

na několik okruh̊u grafových pojm̊u a úloh, se kterými se asi nejčastěji setkáváme v ap-
likaćıch vázaných k informatice.

2 Souvislost graf̊u

Úvod
Pokud máme graf, který modeluje nějaká spojeńı či śıt’, přirozeně nás zaj́ımá, jakou máme

možnost se dostat odněkud někam v tomto grafu. To má množstv́ı praktických motivaćı –
např́ıklad poč́ıtačové, dopravńı, telefonńı či potrubńı śıtě. Je pochopitelné, že v takových
śıt́ıch chceme mı́t možnost se dostat z každého mı́sta do každého jiného.

Graf̊um s takovou vlastnost́ı ř́ıkáme souvislé. (Abychom si ujasnili terminologii, když
mluv́ıme o souvislosti, nejedná se o žádné

”
hledáńı souvislost́ı graf̊u s něč́ım jiným“, ale o

možnost procházeńı mezi vrcholy jednoho grafu po jeho hranách. Při vyjadřováńı o grafech
ale učitě nepouž́ıvejme slovo

”
spojité“!) Pro ukázku se pod́ıvejme na následuj́ıćı obrázky tř́ı

graf̊u:

Poznáte, který z nich je nesouvislý? Všechny tři vypadaj́ı
”
spojeně“, ale pod́ıvejte se d̊ukladně

na ten prostředńı – v něm neńı žádné propojeńı mezi vrchńım a spodńım vrcholem po hranách
(kř́ıžeńı se nepoč́ıtaj́ı).

Potřebnou dovednost́ı je umět celý souvislý graf algoritmicky procházet. Zde si uvedeme
obecnou kostru algoritmu pro procházeńı grafu a zmı́ńıme některé konkrétńı variace tohoto
algoritmu. (Znáte nějaký algoritmus pro procházeńı bludǐstě? V grafech je to v obecnosti
podobné. . . ) Také se zmı́ńıme o vyšš́ıch stupńıch souvislosti obyčejného grafu, jako třeba o
zálohováńı spojeńı v śıt́ıch pro př́ıpady výpadku, a o jiném pojet́ı souvislosti v orientovaných
grafech. Závěr je pak věnován užitečné hř́ıčce o

”
sedmi mostech“, čili kresleńı jedńım tahem.

Ćıle
Tato lekce definuje a vysvětluje pojmy souvislosti a komponent grafu. Zmı́něny jsou i

vyšš́ı stupně souvislosti a silná souvislost orientovaných graf̊u. V nepodledńı řadě je ukázáno,
jak se souvislost́ı grafu pracovat a jak také algoritmicky procházet graf po jeho hranách.

2.1 Spojeńı vrchol̊u, komponenty

Nejprve bychom si měli přesně ujasnit, jak se pohybujeme grafem, tedy co je vlastně
procházkou v grafu. Tento pojem by měl postihnout základńı věc, že v grafu procháźıme
hranami vždy z vrcholu do sousedńıho vrcholu, a přitom ponechat dostatek volnosti pro
vraceńı se a zacykleńı procházek.

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumı́me posloupnost vrchol̊u a hran

(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn) ,

ve které vždy hrana ei má koncové vrcholy vi−1, vi.
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Komentář: Sled je vlastně procházka po hranách grafu z u do v. Př́ıkladem sledu může být
pr̊uchod IP paketu internetem (včetně cykleńı).

Lema 2.1. Mějme relaci ∼ na množině vrchol̊u V (G) libovolného grafu G takovou, že
pro dva vrcholy u ∼ v právě když existuje v G sled zač́ınaj́ıćı v u a konč́ıćı ve v. Pak ∼
je relaćı ekvivalence.

Důkaz. Relace ∼ je reflexivńı, nebot’ každý vrchol je spojený sám se sebou sledem
délky 0. Symetrická je také, protože sled z u do v snadno obrát́ıme na sled z v do u.
Stejně tak je ∼ tranzitivńı, protože dva sledy můžeme na sebe navázat v jeden. ✷

Definice: Tř́ıdy ekvivalence výše popsané (Lema 2.1) relace ∼ na V (G) se nazývaj́ı
komponenty souvislosti grafu G.

Jinak se taky komponentami souvislosti mysĺı podgrafy indukované na těchto tř́ıdách
ekvivalence.

Komentář: Pod́ıvejte se, kolik komponent souvislosti má tento graf:

s s

s

s

ss

s

s

s

s

s s

s

Vid́ıte v obrázku všechny tři komponenty? Jedna z nich je izolovaným vrcholem, druhá
hranou (tj. grafem isomorfńım K2) a třet́ı je to zbývaj́ıćı.

Připomeňme si, že cesta v grafu je vlastně sledem bez opakováńı vrchol̊u. Přirozeně
pak vyplývá následuj́ıćı poznatek.

Věta 2.2. Pokud mezi dvěma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje cesta.

Důkaz. Necht’ (u = v0, e1, v1, . . . , en, vn = v) je sled délky n mezi vrcholy u a v v G.
Začneme budovat nový sled W z vrcholu w0 = u, který už bude cestou:

– Předpokládejme, že nový sled už má počátek (w0, e1, w1, . . . , wi) = W (na začátku
i = 0, tj. jen (w0) bez hran), kde wi = vj pro některé j ∈ {0, 1, . . . , n}.

– Najdeme největš́ı index k ≥ j takový, že vk = vj = wi, a sled W pokračujeme krokem
( . . . , wi = vj = vk, ek+1, wi+1 = vk+1).

– Zbývá dokázat, že nový vrchol wi+1 = vk+1 se ve sledu W neopakuje. Pokud by tomu
ale tak bylo wl = wi+1, l ≤ i, pak bychom na vrchol wi+1 ”

přeskočili“ už dř́ıve z
vrcholu wl, spor.

– Konstrukce je hotova, když wi = v.
✷

Komentář: Ačkoliv uvedený d̊ukaz vypadá složitě, je to jen jeho formálńım zápisem. Ve
skutečnosti se v d̊ukaze neděje nic jiného, než že se p̊uvodńı sled zkracuje o opakované
vrcholy, až nakonec zákonitě vznikne cesta. Jeho výhodou je konstruktivnost – vid́ıme, jak
cestu źıskat.

Důkaz kratš́ı, ale nekonstruktivńı, pro Větu 2.2:
Ze všech sled̊u mezi vrcholy u a v v G vybereme sled W s nejmenš́ı délkou. Je snadno

vidět, že pokud W zopakuje některý vrchol grafu G, můžeme W ještě zkrátit, a to je
spor s předpokladem. Proto je W cestou v G. ✷
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Základńı souvislost grafu

Závěrem se dostáváme k nejd̊uležitěǰśı definici souvislého grafu:

Definice 2.3. Graf G je souvislý
pokud je G tvořený nejvýše jednou komponentou souvislosti, tj. pokud každé dva vrcholy
G jsou spojené cestou (dle Věty 2.2).

Poznámka: Prázdný graf je souvislý a má 0 komponent.

Úlohy k řešeńı

(2.1.1) Který z těchto dvou graf̊u je souvislý?

A s s s s

s s s s

B s s s s

s s s s

(2.1.2) Kolik komponent souvislosti má tento graf?

s s

s

s

ss

s

s
s

2.2 Prohledáváńı grafu

Když se lidé d́ıvaj́ı na grafy, obvykle je vńımaj́ı jako obrázky a jejich pohled je
jakoby globálńı. Pokud je však graf zpracováván v poč́ıtači (a obzvláště pokud se
jedná o skutečně velký graf), tento globálńı pohled nemáme k dispozici a graf muśıme
prohledávat lokálně. Z toho d̊uvodu se potřebujeme seznámit, jako v̊ubec s prvńım
grafovým algoritmem, s obecným postupem lokálńıho prohledáváńı grafu. Tento algo-
ritmus neńı složitý a v́ıceméně zobecňuje dobře známý postup procházeńı všech cest v
bludǐsti.

Pro vytvořeńı co nejobecněǰśıho schématu algoritmu pro procházeńı grafu vystač́ıme
s následuj́ıćımi datovými stavy a pomocnou strukturou:

• Vrchol: má stavy . . .

– iniciačńı – dostane na začátku,
– nalezený – poté, co jsme jej přes některou hranu nalezli (a odložili ke zpracováńı),
– zpracovaný – poté, co jsme už probrali všechny hrany z něj vycházej́ıćı.
– (Př́ıpadně ještě stav

”
post-zpracovaný“, po dokončeńı všech následńık̊u.)

• Hrana: má stavy . . .

– iniciačńı – dostane na začátku,
– zpracovaná – poté, co už byla probrána od jednoho ze svých vrchol̊u.

• Úschovna: je pomocná datová struktura (množina),

– udržuje odložené, tj. nalezené a ještě nezpracované vrcholy.

Zp̊usob, kterým se vyb́ıraj́ı vrcholy z úschovny ke zpracováńı, určuje variantu algoritmu
procházeńı grafu. Zde pro větš́ı obecnost dokonce v úschovně udržujeme vrcholy spolu s
př́ıchoźımi hranami. V prohledávaných vrcholech a hranách se pak prováděj́ı konkrétńı
programové akce pro prohledáńı a zpracováńı našeho grafu.
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Algoritmus 2.4. Generické procházeńı souvislé komponenty G grafu
Algoritmus projde a zpracuje každou hranu a vrchol souvislého grafu G. Konkrétńı
uživatelské programové akce potřebné ke zpracováńı grafu jsou provedeny v pomocných
funkćıch ZPRACUJ().

vstup < graf G;

stav(všechny vrcholy a hrany G ) < iniciačńı;
úschovna U = {(∅, v0)}, pro libovolný vrchol v0 grafu G;
strom prohledávánı́ T = ∅;

while (U je neprázdná) {
zvolit (e,v) ∈ U;

U = U \ {(e,v)};
if (e 6= ∅) ZPRACUJ(e);

if (stav(v) 6= zpracovaný) {
foreach ( f hrana vycházej́ıćı z v) {

w = opačný vrchol hrany f = vw;
if (stav(w) 6= zpracovaný) (*)

U = U ∪ {(f,w)};
}
ZPRACUJ(v);

stav(v) = zpracovaný;
T = T ∪ {e,v};

}
}

// př́ıpadný přechod na daľśı komponentu G′. . .

G je zpracovaný;

K pr̊uchodu nesouvislého grafu docháźı po jednotlivých komponentách, po projit́ı jedné
komponenty algoritmem se libovolně přejde na vrchol daľśı komponenty. V každé souvislé
komponentě je automaticky vytvořen tzv. strom prohledáváńı T (DFS či BFS, apod)
maj́ıćı význam pro některé daľśı aplikace prohledáváńı.
Podmı́nka (∗) je dodatečná a zajǐst’uje zpracováńı každé hrany jen v jednom směru (což je
přirozené pro neorientované grafy). Pokud (∗) vypust́ıme, bude každá hrana zpracována
v obou směrech.

Komentář: Konkrétńı postup algoritmu procházeńı bude ilustrován ve Cvičeńı 2.5.

Algoritmus 2.5. Některé implementace procházeńı grafu;
tj. konkrétně implementace kroku

”
zvolit (e,v) ∈ U“ úschovny U.

• Procházeńı
”
do š́ıřky“, BFS – úschovna U je implementovaná jako fronta, neboli je

voleno (e, v) ∈ U od prvńıch vložených do úschovny.

• Procházeńı
”
do hloubky“, DFS – úschovna U je implementovaná jako zásobńık, neboli

je voleno (e, v) ∈ U od posledńıch vložených do úschovny.

• Dijkstr̊uv algoritmus pro nejkratš́ı cestu – z úschovny vyb́ıráme vždy vrchol nejbližš́ı
k počátečńımu v0. (Toto je dost podobné prohledáváńı do š́ı̌rky, ale obecněǰśı i pro
př́ıpady, kdy hrany nejsou

”
stejně dlouhé“.)

Tento algoritmus bude popsán v př́ı̌st́ı lekci, v Důsledku 3.4 a v Algoritmu 3.12.

Komentář: Algoritmus 2.4 podává velmi obecné schéma a čtenář si povšimne, že v
jednotlivých praktických př́ıpadech BFS, DFS a jiných lze výsledný algoritmus značně
zjednodušit: typicky t́ım, že úschovna bude udržovat pouze vrcholy v mı́sto dvojic (e, v),
což třeba zabráńı opakováńı téhož vrcholu v U a uspoř́ı pracovńı pamět’.
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2.3 Vyšš́ı úrovně souvislosti

V śıt’ových aplikaćıch nás často zaj́ımá nejen, jestli se za normálńıch podmı́nek můžeme
pohybovat mezi vrcholy/uzly, ale také, jaké spojeńı můžeme nalézt v př́ıpadě lokálńıch
výpadk̊u (odolnost a redundance). Toto lze teoreticky podchytit zkoumáńım

”
vyšš́ıch“

stupň̊u souvislosti grafu.

Definice: Graf G je hranově k-souvislý, k > 1, pokud i po odebráńı libovolných nejvýše
k − 1 hran z G z̊ustane výsledný graf souvislý.

Definice: GrafG je vrcholově k-souvislý, k > 1, pokud i po odebráńı libovolných nejvýše
k − 1 vrchol̊u z G z̊ustane výsledný graf souvislý.
Speciálně úplný graf Kn je (definičně) vrcholově (n− 1)-souvislý.

Pokud mluv́ıme jen o k-souvislém grafu, máme (obvykle) na mysli vrcholově k-souvislý
graf. 1-souvislý graf je pouhé synonymum pro souvislý.

Komentář: Stručně řečeno, vysoká hranová souvislost znamená vysoký stupeň odolnosti śıtě
proti výpadk̊um spojeńı-hran, neboli śıt’ z̊ustane stále dosažitelná, i když libovolných k − 1
spojeńı bude přerušeno. Vysoká vrcholová souvislost je mnohem silněǰśım pojmem, znamená
totiž, že śıt’ z̊ustane dosažitelná i po výpadku libovolných k − 1 uzl̊u-vrchol̊u (samozřejmě
mimo těch vypadlých uzl̊u).

s s

s

s

s

s s

ss

s s

s s

ss

s ss

Na ilustračńım obrázku má prvńı graf vrcholovou souvislost 4 a snadno vid́ıme, že po
odebráńı tř́ı vrchol̊u či hran z̊ustává souvislý. Z druhého grafu bychom museli odebrat
nejméně 3 hrany, aby se stal nesouvislým, a proto je jeho hranová souvislost 3. Na druhou
stranu však stač́ı odebrat 2 vrcholy, aby mezi jeho levým a pravým krajńım vrcholem žádné
spojeńı nez̊ustalo. (Vid́ıte, které dva?) A jak je tomu u třet́ıho grafu?

Fakt: Pokud je graf k-souvislý, pak je také (k − 1)-souvislý.

Vrcholově 2-souvislé grafy maj́ı následuj́ıćı jednoduchou konstruktivńı chrakterizaci,
která se vám může hodit např́ıklad při pochopeńı a dokazováńı vlastnost́ı 2-souvislých
graf̊u.

Věta 2.6. Libovolný obyčejný graf je 2-souvislý, právě když jej lze vytvořit z kružnice

”
přidáváńım uš́ı“; tj. iteraćı operace, kdy libovolné dva stávaj́ıćı vrcholy grafu jsou spo-

jeny novou cestou libovolné délky (ale ne paralelńı hranou).

Komentář: Ilustraćı tohoto hezkého tvrzeńı jsou třeba následuj́ıćı obrázky. . .
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Důkaz: V jednom směru snadno nahlédneme, že graf G vzniklý z kružnice přidáváńım
uš́ı je 2-souvislý.
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V druhém směru zvoĺıme maximálńı 2-souvislý podgraf G′ v G, který lze sestrojit
z nějaké kružnice přidáváńım uš́ı. G′ je neprázdný, nebot’ 2-souvislý G obsahuje aspoň
kružnici. Pokud V (G′) = V (G), pak lze jako uši přidávat všechny zbylé hrany G, tud́ıž
z maximality plyne G′ = G. Takže existuje vrchol x ∈ V (G) \ V (G′). Pak lze dokázat,
že z x vedou dvě vnitřně disjunktńı cesty do r̊uzných dvou vrchol̊u G′, které tvoř́ı daľśı
ucho přidané k G′. (Existence těchto dvou cest plyne třeba z Věty 2.7, ale elementárńı
krátký argument zat́ım v této lekci nemáme.) Opět máme spor s maximalitou G′, tud́ıž
opět G′ = G. ✷

Mengerova věta

Důkaz následuj́ıćıho d̊uležitého výsledku by nebyl jednoduchý při použit́ı stávaj́ıćıch
znalost́ı, proto jej ponecháme na pozděǰśı Lekci 4, Důsledek 4.14.

Věta 2.7. Graf G je hranově k-souvislý právě když mezi libovolnými dvěma vrcholy lze
vést aspoň k hranově-disjunktńıch cest (vrcholy mohou být sd́ılené).
Graf G je vrcholově k-souvislý právě když mezi libovolnými dvěma vrcholy lze vést aspoň
k disjunktńıch cest (r̊uzných až na ty dva spojované vrcholy).

Komentář: Věta nám vlastně ř́ıká, že stupeň souvislosti grafu se přirozeně rovná stupni
redundance spojeńı vrchol̊u. Na výše uvedeném obrázku mezi každými dvěma vrcholy prvńıho
grafu můžeme vést až 4 disjunktńı cesty. U druhého grafu třeba mezi levým a pravým
koncem lze vést jen 2 (vrcholově) disjunktńı cesty, ale mezi každými dvěma vrcholy lze vést
3 hranově-disjunktńı cesty.

V duchu předchoźı Mengerovy věty pokračujeme s následuj́ıćımi poznatky.

Věta 2.8. Necht’ G je vrcholově 2-souvislý graf. Pak každé dvě hrany v G lež́ı na společné
kružnici.

Důkaz: Necht’ e, f ∈ E(G). Sestroj́ıme graf G′ podrozděleńım obou hran e, f novými
vrcholy ve, vf . Je zřejmé, že i G′ je vrcholově 2-souvislý graf, takže podle Věty 2.7 existuj́ı
v G′ dvě disjunktńı cesty spojuj́ıćı ve s vf , tvoř́ıćı spolu kružnici C ′. Nakonec C ′ indukuje
v G kružnici C procházej́ıćı e i f . ✷

Rozš́ı̌reńım předchoźı úvahy lze dokonce dokázat:

Věta 2.9. Necht’ G je vrcholově k-souvislý graf, k ≥ 1. Pak pro každé dvě disjunktńı
množiny U1, U2 ⊂ V (G), |U1| = |U2| = k v G existuje k po dvou disjunktńıch cest z
vrchol̊u U1 do vrchol̊u U2.

s
s
s
s
s

s
s

s
s
s

U1 U2

Úlohy k řešeńı

(2.3.1) Jaký stupeň souvislosti má úplný bipartitńı graf Kn,n?

(2.3.2) Kolik nejméně vrchol̊u mimo x, y muśıme vypustit z nakresleného grafu, aby v něm
nezbyla žádná cesta mezi vrcholy x a y? Zd̊uvodněte.

s s

s

s

ss

s

s

x

y
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(2.3.3) Sestrojte graf K5 ”
přidáváńım uš́ı“.

(2.3.4) Kolik nejméně hran muśıte přidat k cestě délky 7, aby vznikl vrcholově 2-souvislý
graf?

(2.3.5) Kolik nejv́ıce hran m̊uže mı́t nesouvislý graf na n vrcholech?
∗(2.3.6) Dokažte sami toto tvrzeńı: Každý 2-souvislý graf G na alespoň čtyřech vrcholech,

který má všechny stupně ostře větš́ı než 2, obsahuje hranu e takovou, že G − e je 2-
souvislý.

2.4 Souvislost v orientovaných grafech

Třebaže orientované grafy jsou jen okrajovou součást́ı v našem výkladu látky, po-
jem orientované (silné) souvislosti je natolik fundamentálně odlǐsný (což je dané
jeho

”
směrovost́ı“), že si zaslouž́ı podrobný samostatný odd́ıl. Začneme analogicky

Odd́ılu 2.1.

Definice: Orientovaným sledem délky n v orientovaném grafu D rozumı́me stř́ıdavou
posloupnost vrchol̊u a orientovaných hran

v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn ,

ve které vždy hrana ei mı́̌ŕı z vrcholu vi−1 do vrcholu vi.

Věta 2.10. Pokud mezi dvěma vrcholy grafu D existuje orientovaný sled, pak mezi nimi
existuje orientovaná cesta.

s s s s s

0 1 2
. . .

n− 1 n

Pohledy na orientovanou souvislost

Prvńım možným pohledem na souvislost orientovaných graf̊u je prostě požadovat
tradičńı grafovou souvislost po

”
zapomenut́ı“ směru šipek. Toto se nazývá slabá sou-

vislost, avšak nemá valného významu, nebot’ proč bychom uvažovali orientované grafy a
zároveň zapomı́nali směr jejich hran? Jiný př́ıstup je následovný:

Definice: Orientovaný graf D je dosažitelný směrem ven, pokud v něm existuje vrchol
v ∈ V (D) takový, že každý vrchol x ∈ V (D) je dosažitelný orientovaným sledem z v.

Komentář: Podrobným zkoumáńım následuj́ıćıho obrázku zjist́ıme, že tento graf neńı
dosažitelný směrem ven, nebot’ chyb́ı možnost dosáhnout vrchol b úplně vpravo. Na druhou
stranu po vypuštěńı b je zbylý graf dosažitelný ven z vrcholu a vlevo.

s

s

s

s

s

s

s

s

s sa b

Nakonec
”
symetrizaćı“ př́ıstupu dosažitelnosti se dobereme definici tzv. silné souvis-

losti, která je nejčastěji zmiňována u orientovaných graf̊u.

Lema 2.11. Necht’ ≈ je binárńı relace na vrcholové množině V (D) orientovaného grafu
G taková, že u ≈ v právě když existuje dvojice orientovaných sled̊u – jeden z u do v a
druhý z v do u v grafu D. Pak ≈ je relace ekvivalence.
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Definice 2.12. Silné komponenty orientovaného grafu D
jsou tř́ıdy ekvivalance relace ≈ z Lematu 2.11. Orientovaný graf D je silně souvislý
pokud má nejvýše jednu silnou komponentu.

Komentář: Pro ilustraci si uvedem následuj́ıćı př́ıklad orientovaného grafu vlevo, jenž má
čtyři vyznačené silné komponenty.

s

s

s

s

s

s

s

s

s s

s

s s

s

Vpravo zároveň uvád́ıme pro ilustraci obrázek kondenzace silných komponent tohoto grafu,
viz následuj́ıćı definice.

Kondenzace orientovaného grafu

Definice: Orientovaný graf, jehož vrcholy jsou tvořeny jednotlivými silnými kompo-
nentami orientovaného grafu D a šipky vedou právě mezi těmi dvojicemi r̊uzných kom-
ponent, mezi kterými vedou hrany v D, nazveme kondenzaćı grafu D.

Definice: Orientovaný graf D je acyklický, pokud neobsahuje jako podgraf orientovanou
kružnici.

Tvrzeńı 2.13. Kondenzace každého orientovaného grafu je acyklický orientovaný graf.

Důkaz sporem: Necht’ Z je kondenzace orientovaného grafuD. Pokud C je orientovaná
kružnice v Z, tak podle definice silných komponent j́ı odpov́ıdá orientovaná kružnice
C ′ v p̊uvodńım D. To je však ve sporu, nebot’ C ′ by musela být součást́ı jedné silné
komponenty a Z podle definice neobsahuje smyčky. ✷

Úlohy k řešeńı

(2.4.1) V neorientovaném grafu plat́ı, že každá hrana nálež́ı právě jedné komponentě sou-
vislosti. Lze totéž dokázat pro orientované grafy?

(2.4.2) Jak vypadá v orientovaném grafu silná komponenta o dvou vrcholech?

(2.4.3) Kdy je v orientovaném grafu sám vrchol silnou komponentou?

(2.4.4) Dokažte následuj́ıćı: Orientovaný graf bez smyček je acyklický, právě když jeho silné
komponenty jsou jednotlivé vrcholy.

2.5 Jedńım tahem: Eulerovské grafy

Pravděpodobně nejstarš́ı zaznamenaný výsledek teorie graf̊u pocháźı od Leonarda Eulera
– jedná se o problém slavných 7 most̊u v Královci / Königsbergu / dnešńım Kaliningradě.
Tuto část, či sṕı̌se matematickou hř́ıčku, o kresleńı graf̊u

”
jedńım tahem“ tak zařazujeme

na závěr předevš́ım z historických d̊uvod̊u. Má však i některé zaj́ımavé d̊usledky v jiných
oblastech graf̊u, jak uvid́ıme ve cvičných př́ıkladech.
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Komentář:

O jaký problém se tehdy jednalo? Městšt́ı radńı chtěli vědět, zda mohou suchou nohou přej́ıt
po každém ze sedmi vyznačených most̊u právě jednou. Rozbor tohoto problému vede k
následuj́ıćı definici a odpovědi.

Definice: Tah je sled v grafu bez opakováńı hran.
Uzavřený tah je tahem, který konč́ı ve vrcholu, ve kterém začal. Otevřený tah je tahem,
který konč́ı v jiném vrcholu, než ve kterém začal.

Komentář: Mějme následuj́ıćı př́ıklad grafu vlevo, jehož nakresleńı jedńım tahem je
vyznačeno vpravo.

Onen slavný výsledek teorie graf̊u od Leonharda Eulera poté zńı:

Věta 2.14. Graf G lze nakreslit jedńım uzavřeným tahem právě když G je souvislý a
všechny vrcholy v G jsou sudého stupně.

Důsledek 2.15. Graf G lze nakreslit jedńım otevřeným tahem právě když G je souvislý
a všechny vrcholy v G až na dva jsou sudého stupně.

Důkaz: Dokazujeme oba směry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jedńım uzavřeným
tahem, tak je zřejmě souvislý a nav́ıc má každý stupeň sudý, nebot’ uzavřený tah každým
pr̊uchodem vrcholem

”
ubere“ dvě hrany.

Naopak zvoĺıme mezi všemi uzavřenými tahy T v G ten (jeden z) nejdeľśı. Tvrd́ıme,
že T obsahuje všechny hrany grafu G.

– Pro spor vezměme graf G′ = G−E(T ), o kterém předpokládejme, že je neprázdný. Je-
likož G′ má taktéž všechny stupně sudé, je (z indukčńıho předpokladu) libovolná jeho
hranově-neprázdná komponenta C ⊆ G′ nakreslená jedńım uzavřeným tahem TC .

– Vzhledem k souvislosti grafu G každá komponenta C ⊆ G′ prot́ıná náš tah T v
některém vrchole w, a tud́ıž lze oba tahy TC a T

”
propojit přes w“. To je spor s

naš́ım předpokladem nejdeľśıho možného T .
✷

Důkaz d̊usledku: Necht’ u, v jsou dva vrcholy grafu G maj́ıćı lichý stupeň, neboli
dva (předpokládané) konce otevřeného tahu pro G. Do G nyńı přidáme nový vrchol w
spojený hranami s u a v. Tı́m jsme náš př́ıpad převedli na předchoźı př́ıpad grafu se
všemi sudými stupni. ✷
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Úlohy k řešeńı

(2.5.1) Kterému grafu na 7 vrcholech odpov́ıdá výše zakreslených 7 most̊u v Královci?

(2.5.2) Lze tento graf nakreslit jedńım otevřeným tahem? s s s s

ss s

(2.5.3) Kolik hran muśıte přidat ke grafu z předchoźı otázky, aby se dal nakreslit jedńım
uzavřeným tahem?

Rozšǐruj́ıćı studium

Základńı souvislosti graf̊u se bĺıže teoreticky věnuj́ı [5, Odd́ıly 4.2, 4.7] a Eu-
lerovským graf̊um obsáhleji [5, Odd́ıly 4.5, 4.6]. Algoritmy pro procházeńı grafu jsou
podrobně popsány (včetně netriviálńıch aplikaćı) v [3] a demonstrovány třeba v
http://kam.mff.cuni.cz/~ludek/Algovision/Algovision.html. Za zmı́nku stoj́ı i [4,
Kapitola 3]. Pro hlubš́ı teoretické poznatky a aplikace vyšš́ı souvislosti graf̊u odkazujeme
čtenáře na [1, Chapter 3].

Mnohá sṕı̌se implementačně zaměřená pojednáńı o grafových algoritmech lze v
dnešńı době snadno nalézt ve Wikipedii. Konkrétńı odkazy lze źıskat třeba ze
stránky http://en.wikipedia.org/wiki/Connected_component_(graph_theory). Pro
čtenáře by mohly být užitečné třeba algoritmy pro nalezeńı silných komponent oriento-
vaného grafu http://en.wikipedia.org/wiki/Strongly_connected_components nebo 2-
souvislých komponent (blok̊u), které oba vycházej́ı z prohledáváńı do hloubky. Jedná se
o velmi zaj́ımavé algoritmy chytře využ́ıvaj́ıćı zdánlivě primitivńıho postupu prohledáváńı,
které student̊um doporučujeme ke studiu.

2.6 Cvičeńı: Procházeńı graf̊u a souvislost

Následuj́ıćı cvičeńı je sṕı̌se demonstračńıho charakteru, jeho hlavńım ćılem je
názornými ukázkami lépe přibĺıžit koncepty souvislosti grafu a jeho algoritmického
procházeńı.

Př́ıklad 2.16. Ukázka pr̊uchodu následuj́ıćım grafem do hloubky z vrcholu a.
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V této ukázce budeme obrázky znázorňovat stavy Algoritmu 2.4 v jednotlivých
kroćıch takto: Neprohledané hrany jsou čárkované, prohledané hrany plnou čarou a
hrany, které vedly k nalezeńı vrchol̊u, jsou tlustou čarou barevně zvýrazněny (tyto hrany
tvoř́ı strom prohledáváńı T ). Nalezené a zpracované vrcholy jsou značeny kroužkem,
právě zpracovávaný vrchol opět barevně zvýrazněn.
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Tı́mto zpracováńı zadaného grafu skončilo. Mimo jiné jsme zjistili, že graf má jedinou
komponentu souvislosti. ✷

Př́ıklad 2.17. Ukázka pr̊uchodu následuj́ıćım grafem do š́ı̌rky z vrcholu a.
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V této ukázce budeme obrázky znázorňovat stavy Algoritmu 2.4 stejně jako v
předchoźım př́ıkladě.

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a b

c

d

ef

g

h
i

j

❢❢ s s

s

s

ss

s

s
s

s

a b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢❢

30



s s

s

s

ss

s

s
s

s

a b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢❢ s s

s

s

ss

s

s
s

s

a b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢ ❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢ ❢

❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢ ❢

❢

❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢ ❢

❢

❢

❢❢❢

Tı́mto zpracováńı zadaného grafu skončilo. Vid́ıte rozd́ıly tohoto pr̊uchodu proti
předchoźımu př́ıkladu? ✷

Př́ıklad 2.18. Jak byste za pomoćı terminologie grafové souvislosti vyjádřili mı́ru
odolnosti např́ıklad poč́ıtačové śıtě S proti výpadk̊um jednotlivých spojeńı či jej́ıch
uzl̊u?

V souladu s Př́ıkladem 1.11 budeme śıt’ S modelovat (multi)grafem tak, že jednotlivé
uzly budou vrcholy a spojeńı budou hrany. Předpokládáme pro jednoduchost duplexńı
śıt’, tj. neorientovaný graf GS .

• Śıt’ S bude odolná proti současnému výpadku k spojeńı, právě když grafGS je hranově
k-souvislý.

• Śıt’ S bude odolná proti současnému výpadku k uzl̊u či spojeńı, právě když graf GS

je vrcholově k-souvislý.

Ja bychom však mohli modelovat situaci, kdy śıt’ neńı všude duplexńı? V takové
př́ıpadě je zapotřeb́ı uvažovat orientovaný multigraf, ve kterém každému duplexńımu
spojeńı odpov́ıdá dvojice protiběžných šipek a ne-duplexńımu spojeńı př́ıslušná jedna
šipka. Poté bude zapotřeb́ı přirozeným zp̊usobem rozš́ı̌rit definici k-souvislosti na orien-
tovaný př́ıpad silné souvislosti. Zkuste si př́ıslušnou definici zapsat sami. . . ✷

Př́ıklad 2.19. Mějme graf H3, jehož vrcholy jsou všechny podmnožiny množiny
{1, 2, 3} a hrany spojuj́ı právě disjunktńı dvojice podmnožin. (Tj. H3 má 8 vrchol̊u.)
Rozhodněte, zda je H3 souvislý graf, a napǐste, kolik má H3 hran.

Vrchol ∅ odpov́ıdaj́ıćı prázdné množině je spojený se všemi sedmi ostatńımi vrcholy,
takže graf je souvislý. Nakreslete si jej! Každý vrchol i-prvkové podmnožiny je pak
spojený s 23−i disjunktńımi podmnožinami doplňku. Celkem tedy máme součtem všech
stupň̊u 1

2

(

7 + 3 · 22 + 3 · 21 + 20
)

= 13 hran. ✷

Př́ıklad 2.20. Dokažte následuj́ıćı poznatek: Slabě souvislý orientovaný graf je silně
souvislý právě tehdy, když každá jeho hrana lež́ı v nějaké oritentované kružnici.

Necht’ je orientovaný graf D silně souvislý a (u, v) ∈ E(D) je libovolná jeho hrana.
Podle definice tud́ıž existuje v D orientovaný sled z v do u, a tud́ıž i orientovaná cesta
Pvu podle Věty 2.2. Pak Pvu ∪ {(u, v)} je orientovaná kružnice.
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Naopak necht’ je orientovaný graf D slabě souvislý a u, v ∈ V (D) jsou jeho libovolné
dva vrcholy. Podle definice slabé souvislosti existuje neorientovaná cesta Q z u do v
(po

”
zapomenut́ı“ směru šipek D). Nav́ıc pro každou hranu e ∈ E(Q) existuje podle

předpokladu oritentovaná kružnici obsahuj́ıćı e = (x, y), neboli také orientovaná cesta
Pe z y do x. Vhodným složeńım hran z Q a těchto cest Pe źıskáme orientovaný sled z u
do v. Tud́ıž je D silně souvislý. ✷

Na závěr si ukážeme, kterak se dá zaj́ımavě využ́ıt Eulerova věta.

Př́ıklad 2.21. Dokažte, že hrany každého 6-regulárńıho grafu lze zorientovat tak,
aby z každého vrcholu vycházely právě 3 šipky.

Myšlenka řešeńı je krátká, ale poměrně triková: Náš 6-regulárńı graf G je kreslitelný
jedńım uzavřeným tahem T podle Věty 2.14. Tento tah T si prostě zorientujeme –
zvoleným směrem všechny jeho hrany. Jelikož T do každého vrcholu přicháźı třikrát a
také odcháźı třikrát, dostaneme tři př́ıchoźı a tři odchoźı šipky. ✷

Úlohy k řešeńı

(2.6.1) Kolik nejvýše komponent m̊uže mı́t graf s 15 vrcholy, všemi stupně 2?

(2.6.2) Kolik nejvýše komponent m̊uže mı́t graf s 30 vrcholy, všemi stupně 4?

(2.6.3) Mějme graf H5, jehož vrcholy jsou všechny dvouprvkové podmnožiny množiny
{1, 2, 3, 4, 5} a hrany spojuj́ı právě disjunktńı dvojice podmnožin. (Tj. H5 má 10 vr-
chol̊u.) Rozhodněte, zda je H5 souvislý graf, a napǐste, kolik má H5 hran.

(2.6.4) Kolik nejméně hran muśı mı́t graf na 12 vrcholech, aby stupeň jeho souvislosti byl 3
(tj. aby se nestal nesouvislým odebráńım dvou vrchol̊u)?

(2.6.5) Kolik nejv́ıce hran m̊uže mı́t graf na 10 vrcholech,
a) který se skládá ze tř́ı komponent souvislosti,
b) jehož každá komponenta souvislosti má nejv́ıce tři vrcholy?
Tento graf také nakreslete.

∗(2.6.6) Pokud vezmeme libovolný jednoduchý graf na 6 vrcholech, tak v něm najdeme
trojúhelńık nebo nezávislou množinu velikosti 3. Dokažte.

(2.6.7) Hamiltonovská kružnice v grafu G je takový podgraf, který je isomorfńı kružnici a
obsahuje všechny vrcholy G. (Neboli je to kružnice procházej́ıćı všemi vrcholy G právě
jednou.) Najděte a nakreslete jednoduchý neorientovaný graf, který zároveň je vrcholově
3-souvislý a přitom neobsahuje Hamiltonovskou kružnici.

∗(2.6.8) Dokažte, že pokud jsou hrany úplného grafu Kn jakkoliv zorientovány, tak bud’ lze
jeho vrcholy uspořádat do řady tak, aby každá šipka mı́̌rila vpravo, nebo v této orientaci
nalezneme orientovanou kružnici délky 3 jako podgraf.

(2.6.9) Lze tento graf nakreslit jedńım tahem? A uzavřeným? (Uprostřed neńı vrchol, jen
se tam kř́ıž́ı hrany.)

s s

s

s

ss

s

s
s

s

(2.6.10) Dokažte, že každý 3-regulárńı graf obsahuje 2-regulárńı podgraf.
∗(2.6.11) Dokažte, že každý 4-regulárńı graf se dá rozložit na dva 2-regulárńı grafy. (Rozklad

je opakem operace množinového sjednoceńı, tj. sjednoceńım jejich množin hran i množin
vrchol̊u dostaneme p̊uvodńı graf.)
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(2.6.12) Vezměme kostky klasického domina, kde na poĺıčćıch jsou všechny polo-uspořádané
dvojice č́ısel od 0 do 6. Pokud ze všech kostek poskládáme

”
hada“, dokažte, že pak prvńı

a posledńı č́ıslo jsou stejné.
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3 Vzdálenost a nejkratš́ı cesty v grafech

Úvod
V minulé lekci jsme mluvili o souvislosti grafu, tj. o možnosti procházeńı z jednoho

vrcholu do jiného. Někdy je prostá informace o souvislosti dostačuj́ıćı, ale většinou bychom
rádi věděli i jak je to z jednoho vrcholu do druhého

”
daleko“. Proto se nyńı pod́ıváme, jak

krátká či dlouhá taková procházka mezi dvěma vrcholy grafu je.

a b c

d x

V jednodušš́ım př́ıpadě se při zjǐst’ováńı grafové vzdálenosti d́ıváme jen na minimálńı
počet prošlých hran z vrcholu do vrcholu. Tak např́ıklad v našem ilustračńım obrázku je
vzdálenost mezi a, b rovna 2, vzdálenost mezi a, c je rovna∞ a vzdálenost mezi c, x je rovna
3. Nav́ıc vid́ıme, že vrchol d má

”
centrálńı“ pozici v pravém grafu – každý daľśı vrchol je od

něj ve vzdálenosti nejvýše 2, kdežto vrchol c má
”
okrajovou“ pozici. Toto pojet́ı úzce souviśı

s prohledáváńım grafu do š́ı̌rky.
Z obecného pohledu při určováńı grafové vzdálenosti bereme do úvahy nezáporné(!) délky

jednotlivých hran podél cesty. Problematika je pak beze změny aplikovatelná i na oriento-
vané grafy. Mimo potřebné definice si jako hlavńı náplň lekce uvedeme principy, na kterých
stoj́ı dva klasické algoritmy pro výpočty vzdálenost́ı v grafu: Floyd–Warshall̊uv a Dijk-
str̊uv. Dijkstr̊uv algoritmus je, mimo jiné aplikace, třeba základem program̊u vyhledávaj́ıćıch
vlaková/autobusová spojeńı a ve vylepšené podobě i dnes velmi populárńıch GPS navigaćı.

Ćıle
Prvńım ćılem této lekce je definovat vzdálenost v grafech a probrat jej́ı základńı vlast-

nosti. Daľśım je ukázat a správně pochopit (včetně d̊ukaz̊u) dva klasické postupy; Floyd–
Warshall̊uv a Dijkstr̊uv algoritmus pro hledáńı nejkratš́ıch cest v grafu. Nakonec jsou
předestřeny některé pokročilé myšlenky praktického plánováńı cest ve velkých grafech.

3.1 Vzdálenost v grafu

Zopakujme si, že sledem délky n v grafu G rozumı́me posloupnost vrchol̊u a hran
v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn, ve které hrana ei má koncové vrcholy vi−1, vi.

Definice 3.1. Vzdálenost dG(u, v) dvou vrchol̊u u, v v grafu G
je dána délkou nejkratš́ıho sledu mezi u a v v G. Pokud sled mezi u, v neexistuje, je
vzdálenost dG(u, v) =∞.

Komentář: Neformálně řečeno, vzdálenost mezi u, v je rovna nejmenš́ımu počtu hran, které
muśıme proj́ıt, pokud se chceme dostat z u do v. Speciálně dG(u, u) = 0. Uvědomme si, že
nejkratš́ı sled je vždy cestou (vrcholy se neopakuj́ı) – Věta 2.2.

Grafová vzdálenost se chová dosti podobně běžné vzdálenosti, jak ji známe z geometrie,
což bude vidět z následuj́ıćıch tvrzeńı.

Fakt: V neorientovaném grafu je vzdálenost symetrická, tj. dG(u, v) = dG(v, u).

Lema 3.2. Vzdálenost v grafech splňuje trojúhelńıkovou nerovnost:

∀u, v, w ∈ V (G) : dG(u, v) + dG(v,w) ≥ dG(u,w) .

Důkaz. Nerovnost snadno plyne ze zřejmého pozorováńı, že na sled délky dG(u, v)
mezi u, v lze navázat sled délky dG(v,w) mezi v,w, č́ımž vznikne sled délky dG(u, v) +
dG(v,w) mezi u,w. Skutečná vzdálenost mezi u,w pak už může být jen menš́ı. ✷
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Základńı zjǐstěńı vzdálenosti

Věta 3.3. Necht’ u, v, w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, že dG(u, v) < dG(u,w).
Pak při algoritmu procházeńı grafu G do š́ıřky z vrcholu u je vrchol v nalezen dř́ıve než
vrchol w.

Důkaz. Postupujeme indukćı podle vzdálenosti dG(u, v): Pro dG(u, v) = 0, tj. u = v
je tvrzeńı jasné – vrchol u jako počátek prohledáváńı byl nalezen prvńı. Proto necht’

dG(u, v) = d > 0 a označme v′ souseda vrcholu v bližš́ıho k u, tedy dG(u, v
′) = d − 1.

Obdobně uvažme libovolného souseda w′ vrcholu w. Pak

dG(u,w
′) ≥ dG(u,w) − 1 > dG(u, v) − 1 = dG(u, v

′) ,

a tud́ıž vrchol v′ byl nalezen v prohledáváńı do š́ı̌rky dř́ıve než vrchol w′ podle indukčńıho
předpokladu. To znamená, že v′ se dostal do fronty úschovny dř́ıve než w′. Proto sousedé
v′ (mezi nimiž je v, ale ne w nebot’ v′w neńı hranou) jsou při pokračuj́ıćım prohledáváńı
také nalezeni dř́ıve než w coby soused w′. ✷

Důsledek 3.4. Algoritmus procházeńı grafu do š́ıřky lze použ́ıt pro výpočet grafové
vzdálenosti z daného vrcholu u.

Toto je poměrně jednoduchá aplikace, kdy počátečńımu vrcholu u přǐrad́ıme
vzdálenost 0, a pak vždy každému daľśımu nalezenému vrcholu v přǐrad́ıme vzdálenost
o 1 větš́ı než byla vzdálenost vrcholu, ze kterého jsme jej právě nalezli. Podle Věty 3.3
se totiž nelze později dostat k v z vrcholu bližš́ıho k počátku u.

Komentář: Důsledek 3.4
”
funguje“ jen pro vzdálenosti s jednotkovou délkou všech hran. My

si dále ukážeme obecněǰśı Dijkstr̊uv algoritmus, který obdobným postupem poč́ıtá nejkratš́ı
vzdálenost při libovolně kladně ohodnocených délkách hran.

Některé daľśı pojmy

Definice 3.5. Mějme graf G. Definujeme (vzhledem k G) následuj́ıćı pojmy a značeńı:

• Excentricita vrcholu exc(v) je nejdeľśı vzdálenost z v do jiného vrcholu grafu; exc(v) =
maxx∈V (G) dG(v, x).

• Pr̊uměr diam(G) grafu G je největš́ı excentricita jeho vrchol̊u, naopak poloměr rad(G)
grafu G je nejmenš́ı excentricita jeho vrchol̊u.

• Centrem grafu je množina vrchol̊u U ⊆ V (G) takových, jejichž excentricita je rovna
poloměru rad(G).

• Steinerova vzdálenost mezi vrcholy libovolné podmnožiny W ⊆ V (G) je rovna
minimálńımu počtu hran souvislého podgrafu v G obsahuj́ıćıho všechny vrcholy W .

Komentář: Prostudujte si výše uvedené pojmy na r̊uzných př́ıkladech (obrázćıch) graf̊u.
Zamyslete se třeba nad př́ıklady graf̊u, ve kterých tvoř́ı centrum všechny jejich vrcholy.
Promyslete si také, jak by se naše pojmy souvisej́ıćı se vzdálenost́ı v grafech zobecnily na
Steinerovu vzdálenost.

Úlohy k řešeńı

(3.1.1) Jaká je největš́ı vzdálenost dvou r̊uzných vrchol̊u v úplném grafu?

(3.1.2) Jaká je největš́ı vzdálenost dvou r̊uzných vrchol̊u v úplném bipartitńım grafu K33,44?

(3.1.3) Jaká je největš́ı vzdálenost dvou r̊uzných vrchol̊u na kružnici C11?

(3.1.4) Jaká je největš́ı Steinerova vzdálenost tř́ı r̊uzných vrchol̊u na kružnici C11?
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(3.1.5) Jaká je Steinerova vzdálenost všech vrchol̊u souvislého grafu s n vrcholy?

(3.1.6) Jaká je největš́ı vzdálenost mezi dvěma vrcholy v následuj́ıćım grafu?
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(3.1.7) Určete poloměr a centrum grafu z předchoźıho obrázku.

(3.1.8) Umı́te nalézt graf na 8 vrcholech se všemi stupni 3 a pr̊uměrem 2?
∗(3.1.9) Zjistěte vztah mezi pr̊uměrem a poloměrem grafu a dokažte jej.

3.2 Výpočet metriky

Než se pod́ıváme na samotný postup výpočtu obecné vzdálenosti Dijkstrovým Algo-
ritmem 3.12, uvedeme si ještě

”
globálńı“ pohled na soubor všech vzdálenost́ı v grafu,

tedy metriku grafu. Př́ınosem tohoto pohledu je předevš́ım fakt, že pro výpočet celé
metriky existuje velice jednoduchý tzv. dynamický Algoritmus 3.8 Floyda a Warshalla,
jehož chytrá základńı myšlenka je užitečná i v jiných oblastech a na jinak zadaných
problémech.

Definice: Metrikou grafu mysĺıme soubor vzdálenost́ı mezi všemi dvojicemi vrchol̊u
grafu. Jinak řečeno, metrikou grafu G je matice (dvourozměrné pole) d[,], ve kterém
prvek d[i,j] udává vzdálenost mezi vrcholy i a j.

Metoda 3.6. Dynamický výpočet metriky skládáńım cest
v grafu G na množině vrchol̊u V (G) = {v0, v1, . . . , vN−1}.

• Na počátku necht’ d[i,j] udává 1 (př́ıpadně délku hrany {vi, vj}), nebo ∞ pokud
hrana mezi i, j neńı.

• Po kroku t ≥ 0 necht’ plat́ı, že d[i,j] udává délku nejkratš́ıho sledu mezi vi, vj , který
už́ıvá pouze vnitřńı vrcholy z množiny {v0, v1, . . . , vt−1} (prázdné v t = 0).

• Při přechodu z kroku t na následuj́ıćı krok t+ 1 upravujeme vzdálenost pro každou
dvojici vrchol̊u vi, vj – jsou vždy pouhé dvě možnosti:

– Bud’ je sled délky d[i,j] z předchoźıho kroku t stále nejlepš́ı (tj. nově povolený
vrchol vt nám nepomůže),

– nebo sled vylepš́ıme spojeńım přes nově povolený vrchol vt, č́ımž źıskáme menš́ı
vzdálenost d[i,t]+d[t,j]→ d[i,j]. (Nakreslete si obrázek.)

Věta 3.7. Metoda 3.6 v poli d[i,j] správně vypočte vzdálenost mezi vrcholy vi, vj v
N = |V (G)| iteraćıch.

Důkaz povedeme matematickou indukćı podle t. Báze je snadná – v kroku t = 0
udává d[i,j] vzdálenost mezi i a j po cestách, které nemaj́ı vnitřńı vrcholy (tj. pouze
hranu).

Přejdeme-li na krok t + 1, muśıme určit nejkratš́ı sled P mezi i a j takový, že P
použ́ıvá (mimo vi, vj) pouze vrcholy {v0, v1, . . . , vt−1}. Tuto nejkratš́ı cestu P si hy-
poteticky představme: Pokud vt 6∈ V (P ), pak d[i,j] již udává správnou vzdálenost.
Jinak vt ∈ V (P ) a označ́ıme P1 podsled v P od počátku vi do vt a obdobně P2 podsled
od vt do konce vj. Podle indukčńıho předpokladu je pak délka P rovna d[i,t]+d[t,j].

Po provedeńı kroku t = n− 1 jsme hotovi. ✷
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Poznámka: V praktické implementaci pro symbol ∞ použijeme velkou konstantu, třeba
MAX INT/2. (Nelze použ́ıt př́ımo MAX INT, nebot’ by pak došlo k aritmetickému přetečeńı.)

Algoritmus 3.8. Výpočet metriky grafu; Floyd–Warshall
Tento algoritmus, pro vstupńı graf G s N vrcholy zadaný svou matićı sousednosti, vypočte
celou jeho metriku d[, ] podle postupu Metody 3.6.

vstup < matice sousednosti G[,] grafu na N vrcholech (č́ıslovaných 0...N-1),
kde G[i,j]=1 pro hranu mezi i, j a G[i,j]=0 jinak;

for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)

d[i,j] = (i==j?0: (G[i,j]? 1: MAX INT/2));

for (t=0; t<N; t++) {
for (i=0; i<N; i++) for (j=0; j<N; j++)

d[i,j] = min(d[i,j], d[i,t]+d[t,j]);

}
výstup ’Matice vzdálenost́ı d[,]’;

Komentář: Algoritmus 3.8 je implementačně velmi jednoduchý (vždyt’ se celý jeho kód vešel
na 5 přehledných řádk̊u) a provede zhruba N3 krok̊u pro výpočet celé metriky. Jeho jedinou
(ale velkou) nevýhodou je, že vzdálenosti mezi všemi dvojicemi vrchol̊u je třeba poč́ıtat
najednou. V praktických situaćıch však obvykle požadujeme zjǐstěńı vzdálenosti mezi jedinou
dvojićı vrchol̊u, a pak celý zbytek výpočtu je k ničemu. . .

Úlohy k řešeńı

(3.2.1) Vypočtěte si dle Algoritmu 3.8 metriku kružnice C4.

(3.2.2) Zamyslete se nad implementaćı Algoritmu 3.8 v mı́stě výpočtu d[i,t]+d[t,j] –
neńı zde problém, že tyto hodnoty někdy jsou už nyněǰśı iteraćı změněné (kdežto jindy
ještě nejsou)?

3.3 Vážená (ohodnocená) vzdálenost

V daľśım textu se již budeme věnovat cestám v grafech s obecně
”
dlouhými“ hranami.

Pro celý zbytek lekce můžeme implicitně pracovat jak s neorientovanými, tak i s orien-
tovanými grafy; všechny definice a výsledky plat́ı i v orientovaném př́ıpadě.

Definice: Vážený graf je dvojice grafu G spolu s ohodnoceńım w hran reálnými č́ısly
w : E(G)→ R. Kladně vážený graf (G,w) je takový, že w(e) > 0 pro všechny hrany e.

Definice 3.9. (vážená vzdálenost) Mějme (kladně) vážený graf (G,w).
Délkou váženého sledu S = (v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn) v G mysĺıme součet

dwG(S) = w(e1) +w(e2) + · · ·+ w(en) .

Váženou vzdálenost́ı v (G,w) mezi dvěma vrcholy u, v pak mysĺıme

dwG(u, v) = min{dwG(S) : S je sled s konci u, v} .

Důležitým faktem je, že stejné definice a dobré vlastnosti z̊ustávaj́ı v platnosti i pro
vzdálenost na orientovaných grafech. Obdobně Odd́ılu 3.1 nyńı snadno dokážeme:

Fakt: Nejkratš́ı sled v kladně váženém grafu je vždy cestou (př́ıp. orientovanou).

Lema 3.10. Vážená vzdálenost v nezáporně vážených grafech (i orientovaných grafech)
splňuje trojúhelńıkovou nerovnost.
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Př́ıklad 3.11. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı ohodnocený graf (č́ısla u hran udávaj́ı jejich
váhy–délky.)

s s s

s s

s s

a b
c

❢ ❢

1
3 3

1
4

1 1
1

Vzdálenost mezi vrcholy a, c je 3, stejně tak mezi b, c. Co ale mezi a, b? Je jejich vzdálenost 6?
Kdepak, vzdálenost a, b je 5, jej́ı cesta vede po

”
horńıch“ vrcholech. Povšimněte si, že tento

př́ıklad také zároveň ukazuje, že postup prohledáváńım do š́ı̌rky neńı korektńı pro hledáńı
vzdálenost́ı ve váženém grafu. ✷

Záporné délky hran

Komentář: Doposud jsme d̊usledně vyžadovali nezápornost (lépe kladnost) ohodnoceńı délky
hran; ale co je na hranách záporné délky tak

”
špatného“?

s s

ss

x y❢ ❢

−3

3

3 1
1 1

Takže jaká je v našem grafu vzdálenost mezi x, y? Je to 3 nebo 1? Ne, vzdálenost z x do y
je −∞ (sled může zápornou hranu libovolně krát opakovat. . . ).

Stejný problém nastane, kdykoliv je možno opakovat záporné hrany, tedy vždy v neori-
entovaných grafech a částečně i v orientovaných grafech obsahuj́ıćıch

”
záporné cykly“.

Uvedené př́ıklady problémů se zápornými délkami sled̊u nás vedou k úplnému vy-
loučeńı záporných vah hran v našem výkladu. V jistých omezených př́ıpadech přesto má
smysl hledat nejkratš́ı cesty i v záporných vahách, ale tomu se v našem textu nebudeme
věnovat z d̊uvodu nedostatku mı́sta.

Úlohy k řešeńı

(3.3.1) Jaká je nejdeľśı vzdálenost mezi dvěma vrcholy v grafu z Př́ıkladu 3.11?

(3.3.2) O kterém vrcholu v grafu z Př́ıkladu 3.11 se dá ř́ıci, že má
”
centrálńı pozici“, tj. že je

z něj do všech ostatńıch vrchol̊u nejbĺıže? Jaká je z něj největš́ı vzdálenost do ostatńıch
vrchol̊u?

(3.3.3) Zamyslete se, v jaké obsáhlé tř́ıdě graf̊u lze bez problém̊u korektně definovat
vzdálenosti i za libovolné př́ıtomnosti záporně vážených hran?

3.4 Hledáńı nejkratš́ı cesty

Pro nalezeńı nejkratš́ı (vážené) cesty mezi dvěma vrcholy kladně váženého grafu se
použ́ıvá tradičńı Dijkstr̊uv algoritmus či jeho vhodná vylepšeńı. Takové algoritmy se
např́ıklad použ́ıvaj́ı při vyhledáváńı vlakových spojeńı. Pravděpodobně se i vy někdy
dostanete do situace, kdy budete nejkratš́ı cestu hledat, proto si popsaný algoritmus
včetně jeho vylepšeńı A∗ zapamatujte.

Poznámka: Dijkstr̊uv algoritmus je sice poněkud složitěǰśı než Algoritmus 3.8, ale na druhou
stranu je výrazně rychleǰśı, pokud nás zaj́ımá jen nejkratš́ı vzdálenost z jednoho vrcholu mı́sto
všech dvojic vrchol̊u.
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Dijkstr̊uv algoritmus

• Je variantou procházeńı grafu (skoro jako do š́ı̌rky), kdy pro každý nalezený vrchol
ještě máme proměnnou udávaj́ıćı vzdálenost – délku nejkratš́ıho sledu (od počátku),
kterým jsme se do tohoto vrcholu zat́ım dostali.

• Z úschovny nalezených vrchol̊u vždy vyb́ıráme vrchol s nejmenš́ı vzdálenost́ı (mezi
uschovanými vrcholy) – do takového vrcholu se už lépe dostat nemůžeme, protože
všechny jiné cesty by byly dle výběru deľśı.

• Na konci zpracováńı tyto proměnné vzdálenosti udávaj́ı správně nejkratš́ı vzdálenosti
z počátečńıho vrcholu do ostatńıch.

Algoritmus 3.12. Dijkstr̊uv pro nejkratš́ı cestu v grafu
Tento algoritmus nalezne nejkraťśı cestu mezi vrcholy u a v kladně váženého grafu G
(i orientovaného), daného matićı vzdálenost́ı sousedńıch vrchol̊u.

vstup < graf na N vrcholech daný matićı vzdálenost́ı soused̊u del[,]≥ 0,
kde del[i,j]=∞ pokud j neńı sousedem i

vstup < u,v, kde hledáme cestu z u do v;

// stav[i] udává zpracovanost vrcholu, vzdal[i] zat́ım nalezenou vzdálenost
for (i=0; i<N; i++) { vzdal[i] = MAX; stav[i] = inic.; }
vzdal[u] = 0;

while (stav[v]!=zprac.) {
// zde nalezneme nejbližš́ı nezpracovaný vrchol j
m = argmin

(

vzdal[i]: 0≤i<N, stav[i]==inic.
)

if (vzdal[m]==MAX) return ’Cesta neexistuje’;
// vrchol m poté zpracujeme, uprav́ıme jeho sousedy
foreach ( k soused m)

if (vzdal[m]+del[m,k]< vzdal[k]) {
prich[k] = m;

vzdal[k] = vzdal[m]+del[m,k];

}
// prich[.] uchovává, odkud jsme se do kterého vrcholu dostali

stav[m] = zprac.;
}
výstup ’Cesta délky vzdal[v], uložená zpětnými odkazy v poli prich[]’;

Poznámka: Uvědomme si, že pokud necháme tento algoritmus proběhnout až do zpracováńı všech
vrchol̊u, źıskáme ve vzdal[i] nejkratš́ı vzdálenosti z počátečńıho vrcholu do všech ostatńıch
vrchol̊u i.

Celkový počet krok̊u potřebný v Algoritmu 3.12 k nalezeńı nejkratš́ı cesty z u do
v je v základńı

”
hloupé“ implementaci zhruba N2, kde N je počet vrchol̊u grafu.

Na druhou stranu, při lepš́ı implementaci grafu seznamem soused̊u a použit́ı vhodné
úschovny nezpracovaných vrchol̊u (implementované haldou s nalezenou vzdálenost́ı jako
kĺıčem) lze dosáhnout i mnohem rychleǰśıho běhu tohoto algoritmu na ř́ıdkých grafech
– času téměř úměrného počtu hran grafu, přesněji O

(

|E(G)| +N logN
)

.

Správnost Algoritmu 3.12 dokážeme snadno indukćı pomoćı následuj́ıćıho tvrzeńı.

Věta 3.13. V každé iteraci Algoritmu 3.12 (poč́ınaje stavem po prvńım pr̊uchodu cyk-
lem while() ) proměnná vzdal[i] udává nejkraťśı vzdálenost z vrcholu u do vrcholu i

při cestě pouze po vnitřńıch vrcholech x, jejichž stav[x]==zprac.

39



Důkaz: Stručně matematickou indukćı:

• V prvńım kroku algoritmu je jako vrchol ke zpracováńı vybrán prvńı j=u a potom
jsou jeho soused̊um upraveny vzdálenosti od u podle délek hran z u.

• V každém daľśım kroku je vybrán jako vrchol m ke zpracováńı ten, který má ze všech
nezpracovaných vrchol̊u nejkratš́ı nalezenou vzdálenost od počátku u. To znamená,
že žádná kratš́ı cesta z u do m nevede, nebot’ každá

”
oklika“ přes jiné nezpraco-

vané vrcholy muśı být deľśı dle výběru m a indukčńıho předpokladu. (V tomto bodě
potřebujeme nezápornost ohodnoceńı del[,].)

Naopak každá nová nejkratš́ı cesta z u do nezpracovaného vrcholu k procházej́ıćı přes
m muśı mı́t m coby předposledńı vrchol, tj. posledńı hranu mk, a proto je upravená
hodnota vzdal[k] správná i po přidáńı m mezi zpracované vrcholy.

✷

Závěrem zbývá ověřit, že nalezená nejkratš́ı cesta z u do v je pozpátku uložená v poli
prich[], tj. předposledńı vrchol před v je prich[v], předt́ım prich[prich[v]], atd. . .

Komentář: Vysvětleme si podrobněji srovnáńı obou předchoźıch algoritmů. Floyd–Warshal-
l̊uv Algoritmus 3.8 pro výpočet metriky je implementačně jednodušš́ı a př́ımočařeǰśı a hod́ı
se tam, kde potřebujeme spoč́ıtat všechny dvojice vzdálenost́ı v grafu najednou. Velkou
nevýhodou však je, že vždy muśıme provést N3 krok̊u celého výpočtu, i když poč́ıtáme
vzdálenost jen dvou bĺızkých vrchol̊u. Dijkstr̊uv Algoritmus 3.12 na druhou stranu poč́ıtá
mnohem rychleji, pokud nás zaj́ımá jen vzdálenost z jednoho vrcholu (zhruba N2 nebo i
méně krok̊u).

Dokonce Dijkstr̊uv algoritmus běž́ı ještě rychleji, pokud nás zaj́ımá jen vzdálenost dvou

”
bĺızkých“ vrchol̊u – tehdy totiž můžeme prohledáváńı dokončit jen na malé části celého
grafu. Ještě lépe se z tohoto pohledu chová ńıže popsaný algoritmus nazývaný A∗, který
použit́ım vhodného potenciálu

”
směřuje“ celé prohledáváńı grafu ke správnému ćıli a je

skvěle použitelný ve všech situaćıch, kdy pojem
”
směr k ćıli“ má matematický význam. To

je např́ıklad při navigováńı v mapě.

Úlohy k řešeńı

(3.4.1) Co konkrétně selže v Dijkstrově algoritmu při vstupu grafu se záporně ohodnocenou
hranou?

(3.4.2) Bude Dijkstr̊uv algoritmus pracovat správně, pokud sice graf obsahuje hrany záporné
délky, ale každý jeho cyklus má kladnou délku?

3.5 Pokročilé plánováńı cest

Třebaže je Dijkstr̊uv algoritmus velmi rychlý a
”
téměř optimálńı“ mezi všemi zp̊usoby

hledáńı nejkratš́ı cesty v nezáporně váženém grafu, stále z̊ustává př́ılǐs pomalým pro
praktické nasazeńı třeba v přenosných navigačńıch zař́ızeńıch, jež obsahuj́ı mapová data
v rozsahu deśıtek až stovek milión̊u hran grafu. Co však může být uděláno lépe?

Odpověd́ı je vhodné předzpracováńı grafu: Lze dobře očekávat, že samotný graf je
relativně stabilńı a pro jeho předzpracováńı je k dispozici dostatek času na výkonných
stroj́ıch. V tomto mı́stě však vyvstává sekundárńı problém, kde uložit výsledky před-
zpracováńı? Určitě neńı reálné ukládat (např.) všechny nejkratš́ı cesty mezi všemi dvo-
jicemi vrchol̊u. . . Dva z nejjednodušš́ıch úsporných př́ıstup̊u k předzpracováńı grafu pro
rychlé plánováni cest si nyńı zběžně ukážeme.
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Algoritmus A∗

• Je pouhou reimplementaćı Dijkstrova algoritmu (hledaj́ıćıho nejkratš́ı cestu z vrcholu
u do vrcholu v v orientovaném grafu) s

”
vhodně“ upravenými délkami hran.

• Necht’
”
potenciál“ pv(x) udává libovolný dolńı odhad vzdálenosti z vrcholu x do

ćıle v. Každá (orientovaná!) hrana xy grafu (G,w) dostane nové délkové ohodnoceńı
w′(xy) = w(xy) + pv(y)− pv(x). Potenciál pv je př́ıpustný, pokud všechna upravená
ohodnoceńı jsou nezáporná, neboli w(xy) ≥ pv(x)− pv(y).

• Upravená délka libovolného sledu S z u do v pak je dw
′

G (S) = dwG(S) + pv(v)− pv(u),
což je konstantńı rozd́ıl oproti p̊uvodńı délce S. Takže S je optimálńı pro p̊uvodńı
délkové ohodnoceńı w, právě když je optimálńı pro nové w′.

Komentář: Čtenář necht’ si povšimne, že algoritmus A∗ každý graf implicitně zorientuje –
upravené délkové ohodnoceńı totiž nebude symetrické w′(xy) 6= w′(yx).

Pro (časté) použit́ı při navigaci v mapě může potenciál pv(x) udávat př́ımou (Eu-
klidovskou) vzdálenost z bodu x do bodu v. Tento potenciál je vždy př́ıpustný podle
trojúhelńıkové nerovnosti. Dijkstr̊uv algoritmus pro délkové ohodnoceńı w′ takto upravené
potenciálem př́ımé vzdálenosti do v pak bude

”
silně preferovat“ hrany vedoućı ve směru

k ćıli v; délka takových hran bude téměř nulová, kdežto délka hran vedoućıch od ćıle se
téměř zdvojnásob́ı. Výsledkem bude výrazně menš́ı počet prohledávaných vrchol̊u grafu (do
nalezeńı cesty do ćıle v) a také menš́ı potřebná velikost úschovny vrchol̊u.

Myšlenka
”
dosahu“ (reach)

• Tento př́ıstup těž́ı z přirozeného poznatku, že valná většina hran reálné cestńı śıtě je
pro globálńı plánováńı cest vpodstatě

”
bezvýznamná“.

Definice: Necht’ Su,v znač́ı ve váženém grafu G optimálńı sled z u do v. Necht’ dále
pro e ∈ E(Su,v) znač́ı prefix(Su,v, e), suffix(Su,v, e) celý úsek sledu Su,v před (za) jeho
hranou e. Dosah hrany e ∈ E(G) je dán vztahem

reachG(e) = max
{

min
(

dwG(prefix(Su,v, e)), d
w
G(suffix(Su,v, e))

)

:

∀u, v ∈ V (G) ∧ e ∈ E(Su,v)
}

.

Komentář: Dosah hrany e přesně matematicky kvantifikuje
”
(bez)významnost“ e pro

plánováńı cest; č́ım menš́ı je reachG(e), t́ım bĺıže počátku nebo ćıle optimálńı cesty muśı
hrana e být. Neboli, prakticky, hrany s malým reachG(e) lze pro většinu dotaz̊u na optimálńı
cesty ignorovat. . .

Předpoč́ıtaného parametru dosahu hran lze přirozeně využ́ıt v obousměrné variantě
Dijkstrova algoritmu (včetně A∗) ke vskutku radikálńı redukci počtu prohledávaných
vrchol̊u při hledáńı nejkratš́ı cesty:

• V řádku “foreach ( k soused m)” (viz Algoritmus 3.12) prostě akceptujeme pouze
ty sousedy k pro které plat́ı reachG(mk) ≥ vzdal[m].

Podle definice dosahu pak i s touto restrikćı v obousměrném prohledáváńı vždy najdeme
optimálńı cestu z u do v.

Úlohy k řešeńı

(3.5.1)Dokažte matematicky nezápornostw′(xy) v algoritmuA∗, pokud pv(x) udává př́ımou
vzdálenost z bodu x do v.

(3.5.2) Jaký problém nastane, pokud v algoritmu A∗ bude hodnota pv(x) vyšš́ı, než
vzdálenost z vrcholu x do ćıle v? (pv nebude dolńım odhadem vzdálenosti do v)
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Rozšǐruj́ıćı studium

Vzdálenostem v grafech se teoreticky věnuje [5, Odd́ıl 4.2]. Floyd–Warshall̊uv al-
goritmus http://en.wikipedia.org/wiki/Floyd-Warshall_algorithm je dobře známou
ukázkou paradigmatu dynamického programováńı a jeho modifikace mohou poč́ıtat nejen
nejkratš́ı cesty či tranzitivńı uzávěry, ale třeba i odvozovat regulárńı výraz (viz klasická
učebnice Hopcroft–Ullman: Introduction to automata theory, languages, and computation,
Addison-Wesley, 1979). Dijkstr̊uv algoritmus je nav́ıc velmi obĺıbeným tématem mnoha
učebnic programováńı, a proto jej neńı třeba nijak složitě hledat, na internetu např́ıklad
http://en.wikipedia.org/wiki/Dijkstra’s_algorithm.

Problematika pokročilého plánováńı cest je v dnešńı době mnohem bohatš́ı, než jak jsme
stačili naznačit v krátkém Odd́ıle 3.5, a čtenáře odkazujeme předevš́ım na internetové zdroje.
V prvé řadě je to http://en.wikipedia.org/wiki/A*_search_algorithm a obousměrné
varianty na http://en.wikipedia.org/wiki/Bidirectional_search. Z daľśıch př́ıstup̊u
lze kromě zmı́něného kĺıčového slova

”
reach“ hledat i př́ıstupy založené na

”
separators“,

”
highway/ contraction hierarchies“,

”
landmarks“,

”
transit nodes“, či r̊uzné kombinované a

heuristické př́ıstupy.
Naše krátké pojednáńı se z prostorových d̊uvod̊u v̊ubec nevěnuje problematice výpočtu

nejkratš́ıch cest za př́ıtomnosti negativńıch hran. Tento problém lze řešit třeba Bellman–
Fordovým algoritmem, http://en.wikipedia.org/wiki/Bellman-Ford_algorithm,
podobným Dijkstrovu, ale pomaleǰśım. Sofistikovaněǰśı kombinované řešeńı nab́ıźı John-
son̊uv algoritmus http://en.wikipedia.org/wiki/Johnson’s_algorithm. Problematice
výpočtu vzdálenosti za př́ıtomnosti záporných hran se na MU do větš́ı hloubky věnuje
sesterský předmět MA015 Grafové algoritmy.

3.6 Cvičeńı: O cestách a grafových vzdálenostech

Ve cvičeńı se opět zaměř́ıme hlavně na bližš́ı demonstraci zavedených koncept̊u a
poté navážeme několika cvičnými úlohami k samostatnému řešeńı.

Př́ıklad 3.14. Určete pr̊uměr ńıže zakresleného grafu na 10 vrcholech a odpovězte,
kolik r̊uzných dvojic vrchol̊u v něm má vzdálenost rovnou pr̊uměru.

s s s s s

sssss

a

b

Snadným pohledem zjist́ıme, že např́ıklad vrcholy a, b vyznačené v obrázku maj́ı
vzdálenost 3. Poté můžeme rozebráńım pár možnost́ı argumentovat, že větš́ı vzdálenost
se v grafu nevyskutuje, tud́ıž jeho pr̊uměr je 3. Obdobně můžeme rozebráńım možnost́ı
spoč́ıtat, že vzdálenost 3 se nabývá právě mezi 10 dvojicemi vrchol̊u, ale také se můžeme
snadno přepoč́ıtat.

s s

s

s

ss

s

s

s s

Správně doporučeným řešeńım je, jak už bylo zd̊urazňováno několikrát, nalézt vhodněǰśı
obrázek našeho grafu. V tomto př́ıpadě zde (výše). Nyńı je okamžitě vidět, že všechny
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vrcholy jsou si navzájem symetrické, takže prostým jedńım prohledáńım do hloubky
zjist́ıme nejvyšš́ı vzdálenost 3 a právě dva vrcholy v této vzdálenosti z libovolného
počátečńıho vrcholu. Matematicky rigorózně tak potvrd́ıme výše źıskané poznatky. ✷

Př́ıklad 3.15. Ukázka běhu Dijkstrova Algoritmu 3.12 pro nalezeńı nejkratš́ı cesty
mezi vrcholy u, v v následuj́ıćım grafu.
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U tohoto algoritmu se vlastně jedná a specifickou variantu procházeńı grafu. Proto
použijeme stejné obrázkové značeńı jako v Př́ıkladě 2.16 a nav́ıc pro každý vrchol za-
kresĺıme jeho okamžitou dočasnou vzdálenost vzdal[x]. (Tj. zpracované vrcholy budeme
značit kroužkem a hrany plnou čarou.) Jednotlivé kroky následuj́ı:
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Z pr̊uběhu algoritmu vid́ıme, že již ve třet́ım kroku jsme určili dočasnou vzdálenost
z U do v na 7, ale ta nebyla nejkratš́ı možná. Nakonec po proběhnut́ı všech krok̊u
algoritmu vzdálenost u, v poklesla až na optimálńıch 5. Nejkratš́ı cesta je naznačená
tlustými čarami. Pamatujte proto, že Dijkstr̊uv algoritmus muśıte provádět vždy tak
dlouho, dokud se konečně nezpracuje ćılový vrchol. ✷

Následuj́ı dvě doplňkové ukázky vztahuj́ıćı se k látce Odd́ılu 3.5. Vzhledem ke svému
specifickému zaměřeńı na úzkou (i když významnou a populárńı) aplikačńı oblast mohou
být čtenáři přeskočeny.

Př́ıklad 3.16. Ukažme si podrobně, jak problém plánováńı nejkratš́ı cesty v reálné
cestńı śıti (viz GPS navigace) modelovat váženým grafem.

V prvńım přibĺıžeńı je problém velmi jednoduchý, prostě:

– Jednotlivé křižovatky cest (nebo také slepé konce cest) budou vrcholy grafu

– a úseky cest mezi křižovatkami budou reprezentovány hranami, jejichž váha udává
délku úseku nebo j́ızdńı dobu, apod.

To se zdá být vše podstatné, ale jen na prvńı pohled. Na druhý pohled si zv́ıdavý čtenář
uvědomı́ daľśı omezeńı reálných cestńıch śıt́ı jako třeba zakázaná odbočeńı či přikázané
směry j́ızdy. Samotný vážený graf cest (a Dijkstr̊uv algoritmus na něm) tato omezeńı
nemůže reflektovat.

Ve druhé fázi tud́ıž věnujeme pozornost zmı́něným dodatečným omezeńım
př́ıpustných cest. Ukazuje se, že jejich nejvhodněǰśım modelem je použit́ı tzv. manévr̊u,
které vyjadřuj́ı libovolné úseky vyžaduj́ıćı speciálńı pozornost. Formálně:

– Vedle samotného váženého grafu G, modeluj́ıćıho naši cestńı śıt’, je definována
množina manévr̊uM, kde každý prvek P ∈ M je sledem v G a má přǐrazenu penal-
izaci nabývaj́ıćı libovolné (i záporné nebo ∞) hodnoty.

– Penalizovanou vahou sledu S ⊆ G je pak součet délky S a penalizaćı všech manévr̊u,
které jsou obsaženy jako podsledy v S. Dobře si povšimněte, že nejkratš́ı sled vzhledem
k penalizaciM již nemuśı být cestou (může opakovat vrcholy).
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Přitom Dijkstr̊uv algoritmus lze vhodně zobecnit, aby v takto rozš́ı̌rené cestńı śıti s
manévry efektivně hledal nejkratš́ı sled (za nutného předpokladu, že výsledné penalizace
sled̊u nikdy nebudou záporné).

Za třet́ı je možno si všimnout ještě jednoho aspektu hledáńı najkratš́ıch cest, který
nabývá na popularitě v navigačńıch zař́ızeńıch – váhy jednotlivých hran se v reálné cestńı
śıti mohou v čase měnit. Jde o přirozený jev, kdy pr̊ujezdńı doba na silnićıch je výrazně
deľśı v době dopravńı špičky než mimo ni. V

”
lokálńım“ pojet́ı neńı problém tento

poznatek zahrnout do plánováńı cesty, prostě budeme vyhledávat vzhledem k aktuálńım
(ale statickým) vahám hran. Avšak z globálńıho pohledu plánováńı dlouhé trasy je nutno
vźıt do úvahy, že v jednotlivých oblastech śıtě se potkáváme s r̊uznými fázemi dopravńı
špičky, a to je problém dosud nemaj́ıćı uspokojivá přesná algoritmická řešeńı. ✷

Př́ıklad 3.17. Určeme hodnotu dosahu (viz Odd́ıl 3.5) jednotlivých hran v následu-
j́ıćım váženém neorientovaném grafu:
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Které z hran se ukazuj́ı jako
”
bezvýznamné“?

Hodnoty dosahu jednotlivých hran spoč́ıtáme hrubou silou podle definice. Výsledkem
jsou následuj́ıćı č́ısla:
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Velmi malých hodnot dosahu (konkrétně 0) nabývaj́ı vyznačené čárkované hrany, ty
jsou tud́ıž z globálńıho pohledu plánováńı nevýznamné. Pochopitelně se jedná o př́ıklad
velmi malého grafu, takže výsledky jen lehce a dosti nepřesně naznačuj́ı skutečné chováńı
parametru dosahu na velkých cestńıch śıt́ıch. ✷

Úlohy k řešeńı

(3.6.1) Jaká je největš́ı vzdálenost mezi dvěma vrcholy v každém z následuj́ıćıch dvou graf̊u?
Vyznačte tyto dva nejvzdáleněǰśı vrcholy.

s s s s

s s s s

s s s s

s s s s
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(3.6.2) Jaká je největš́ı vzdálenost mezi dvěma vrcholy v každém z následuj́ıćıch dvou graf̊u?
Vyznačte tyto dva nejvzdáleněǰśı vrcholy.

s s s s

s s s s

s

s s s s

s s s s

(3.6.3) Kolik (neuspořádaných) dvojic vrchol̊u v následuj́ıćım grafu má vzdálenost právě 3?
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(3.6.4) Kolik nejméně hran muśıme přidat do následuj́ıćıho grafu, aby největš́ı vzdálenost
mezi dvěma vrcholy byla 2? Zd̊uvodněte.
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(3.6.5) Jaká je největš́ı vzdálenost mezi dvojićı vrchol̊u v tomto váženém grafu?
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(3.6.6) Kolik nejv́ıce vrchol̊u m̊uže mı́t graf, který má všechny vrcholy stupně 3 a největš́ı
vzdálenost mezi dvěma vrcholy je 2?

(3.6.7) Představme si graf, jehož vrcholy jsou všechna přirozená č́ısla od 2 do 15 a hrany
spojuj́ı právě ty dvojice vrchol̊u, které jsou soudělné jako č́ısla. Přitom délka hrany je vždy
rovna největš́ımu společném děliteli. (Např́ıklad 4, 5 nejsou spojené a 8, 12 jsou spojené
hranou délky 4.) Pomineme-li izolované vrcholy 11 a 13, jaká je největš́ı vzdálenost mezi
zbylými vrcholy tohoto grafu?

∗(3.6.8) Proč každý 3-regulárńı graf s 24 vrcholy obsahuje dvojici vrchol̊u ve vzdálenosti 4?

(3.6.9) Nakreslete libovolný 3-regulárńı graf na 12 vrcholech s pr̊uměrem 6.
∗(3.6.10) Pokud 3-regulárńı graf na 12 vrcholech obsahuje dva ve vzdálenosti 5, muśı potom

obsahovat i trojúhelńık? Dokažte svou odpověd’.

(3.6.11) Lze přidat dvě hrany ke kružnici délky 10 tak, aby výsledný graf měl pr̊uměr 3?
∗(3.6.12) Kolika neisomorfńımi zp̊usoby lze přidat dvě hrany ke kružnici délky 12 tak, aby

výsledný graf měl maximálńı vzdálenost (pr̊uměr) 4?

(3.6.13) V návaznosti na Př́ıklad 3.16 nalezněte ukázku cestńı śıtě s penalizovanými
manévry, ve které existuje nejkratš́ı sled (vzhledem k penalizované váze) opakuj́ıćı vr-
choly.

∗(3.6.14) Co by mělo být hlavńı podstatnou změnou Dijkstrova algoritmu, aby jeho
prostřednictv́ım bylo možno poč́ıtat nejkratš́ı sledy vzhledem k manévr̊um (viz
Př́ıklad 3.16)?
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4 Toky v śıt́ıch

Úvod
Nyńı se pod́ıváme ještě na jednu oblast úloh, kde našla teorie graf̊u (konkrétně oriento-

vané grafy) bohaté uplatněńı v praxi. Jde o oblast tzv.
”
śıt’ových“ úloh: Pojem śıt’ použ́ıváme

jako souhrnné pojmenováńı pro matematické modely situaćı, ve kterých přepravujeme
nějakou substanci (hmotnou či nehmotnou) po předem daných přepravńıch cestách, které
nav́ıc maj́ı omezenou kapacitu.

Jedná se třeba o potrubńı śıtě přepravuj́ıćı vodu nebo plyn, o dopravńı śıt’ silnic s
přepravou zbož́ı, nebo třeba o internet přenášej́ıćı data. Obvykle nás zaj́ımá problém přenést
z daného

”
zdroje“ do daného ćıle čili

”
stoku“ co nejv́ıce této substance, za omezuj́ıćıch

podmı́nek kapacit jednotlivých přepravńıch cest (př́ıpadně i jejich uzl̊u). Obrázkem m̊užeme
vyjádřit śıt’ s danými kapacitami přepravy jako:
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Problém maximálńıho toku v śıti je snadno algoritmicky řešitelný, jak si také poṕı̌seme. Jeho
algoritmické řešeńı pak má (kupodivu) i mnoho teoretických d̊usledk̊u, třeba pro souvislost
či párováńı v grafech nebo výběry reprezentant̊u.

Ćıle
Úkolem této lekce je teoreticky popsat problém toku v śıti a vysvětlit základńı algoritmus

nenasycených cest pro jeho řešeńı. Dále jsou uvedeny některé d̊usledky vysvětlené látky (pro
rozš́ı̌rené śıtě, pro bipartitńı párováńı a výběr reprezentant̊u množin, pro vyšš́ı souvislost
graf̊u – Mengerovu větu, apod).

4.1 Definice śıtě a toku

Základńı strukturou pro reprezentaci śıt́ı je orientovaný graf. Vrcholy grafu modeluj́ı
jednotlivé uzly śıtě a hrany jejich spojnice. Vzpomeňme si (Definice 1.10), že v oriento-
vaných grafech je každá hrana tvořena uspořádanou dvojićı (u, v) vrchol̊u grafu, a tud́ıž
taková hrana má směr z vrcholu u do v.

Definice 4.1. Śıt’ je čtveřice S = (G, z, s, w), kde

– G je orientovaný graf,

– vrcholy z ∈ V (G), s ∈ V (G) jsou zdroj a stok,

– w : E(G)→ R+ je kladné ohodnoceńı hran, zvané kapacita hran.

Komentář:
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Na obrázku je zakreslena śıt’ s vyznačeným zdrojem z a stokem s, jej́ıž kapacity hran jsou
zapsány č́ısly u hran. Šipky udávaj́ı směr hran, tedy směr prouděńı uvažované substance po
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spojnićıch. Pokud směr prouděńı neńı d̊uležitý, vedeme mezi vrcholy dvojici opačně oriento-
vaných hran se stejnou kapacitou. Kapacity hran pak omezuj́ı maximálńı množstv́ı přenášené
substance.

Poznámka: V praxi může být zdroj̊u a stok̊u v́ıce, ale v definici stač́ı pouze jeden zdroj a stok,
z něhož / do nějž vedou hrany do ostatńıch zdroj̊u / stok̊u. (Dokonce pak r̊uzné zdroje a stoky
mohou mı́t své kapacity.)

Obvykle nás na śıti nejv́ıce zaj́ımá, jak mnoho substance můžeme (r̊uznými cestami)
přenést ze zdroje do stoku. Pro to muśıme definovat pojem toku, což je formálńı popis
okamžitého stavu přenášeńı v śıti.

Značenı́: Pro jednoduchost ṕı̌seme ve výrazech znak e→ v pro hranu e přicházej́ıćı do
vrcholu v a e← v pro hranu e vycházej́ıćı z v.

Definice 4.2. Tok v śıti S = (G, z, s, w)
je funkce f : E(G)→ R+

0 splňuj́ıćı

– ∀e ∈ E(G) : 0 ≤ f(e) ≤ w(e),

– ∀v ∈ V (G), v 6= z, s :
∑

e→v

f(e) =
∑

e←v

f(e).

Velikost toku f je dána výrazem ‖f‖ =
∑

e←z

f(e)−
∑

e→z

f(e).

Značenı́: Tok a kapacitu hran v obrázku śıtě budeme zjednodušeně zapisovat ve formátu
F/C, kde F je hodnota toku na hraně a C je jej́ı kapacita.

Komentář: Neformálně tok znamená, kolik substance je každou hranou zrovna přenášeno
(ve směru této hrany, proto hrany muśı být orientované). Tok je pochopitelně nezáporný a
dosahuje nejvýše dané kapacity hrany. Nav́ıc je nutno v každém vrcholu mimo z, s splnit
podmı́nku

”
zachováńı substance“.

s s

ss

3/3

0/1

2/4

3/5

0/1
0/2

0/2

3/4

2/2

2/5

0/3

z s

Ve vyobrazeném př́ıkladě vede ze zdroje vlevo do stoku vpravo tok o celkové velikosti 5.

Poznámka: Obdobně se dá velikost toku definovat u stoku, nebot’

0 =
∑

e∈E

(

f(e)− f(e)
)

=
∑

v∈V

(

∑

e←v

f(e)−
∑

e→v

f(e)

)

=
∑

v=z,s

(

∑

e←v

f(e)−
∑

e→v

f(e)

)

.

(Sč́ıtance uprostřed předchoźıho vztahu nabývaj́ı nulové hodnoty pro všechny vrcholy v kromě
z a s dle definice toku.) Proto velikost toku poč́ıtaná u zdroje je rovna opačné velikosti toku
poč́ıtaného u stoku

(

∑

e←z

f(e)−
∑

e→z

f(e)

)

=

(

∑

e→s

f(e)−
∑

e←s

f(e)

)

.

Úlohy k řešeńı

(4.1.1) Jak ovlivńı vlastnosti śıtě přidáńı orientované smyčky?

(4.1.2) V dané śıti máme dva r̊uzné toky stejné velikosti. Čı́m se od sebe
”
lǐśı“?

48



4.2 Hledáńı maximálńıho toku

Naš́ım úkolem je naj́ıt co největš́ı tok v dané śıti. Pro jeho nalezeńı existuj́ı jednoduché
a velmi rychlé algoritmy.

Problém 4.3. Maximálńıho toku v śıti
Je dána śıt’ S = (G, z, s, w) a našim úkolem je pro ni naj́ıt co nejvěťśı tok ze zdroje z do
stoku s vzhledem k ohodnoceńı w.
Formálně hledáme max ‖f‖ dle Definice 4.2.

Komentář: Tok velikosti 5 uvedený v ukázce v předchoźı části nebyl optimálńı, nebot’ v této
śıti najdeme i tok velikosti 6:

s s

ss

3/3

0/1

3/4

4/5

0/1
0/2

0/2

4/4

2/2

2/5

1/3

z s

Jak však poznáme, že větš́ı tok již v dané śıti neexistuje? V této konkrétńı ukázce to neńı
obt́ıžné, vid́ıme totiž, že obě dvě hrany přicházej́ıćı do stoku maj́ı součet kapacit 2 + 4 + 6,
takže v́ıce než 6 do stoku ani přitéct nemůže. V obecnosti lze použ́ıt obdobnou úvahu, kdy
najdeme podmnožinu hran, které nelze tokem

”
obej́ıt“ a které v součtu kapacit daj́ı velikost

našeho toku. Existuje však taková množina hran vždy? Odpověd’ nám dá následuj́ıćı definice
a věta.

Pojem řezu v śıti

Definice 4.4. Řez v śıti S = (G, z, s, w)
je podmnožina hran C ⊂ E(G) taková, že v podgrafu G− C (tj. po odebráńı hran C z
G) nezbude žádná orientovaná cesta ze z do s.
Velikost́ı řezu C rozumı́me součet kapacit hran z C, tj. ‖C‖ =

∑

e∈C w(e).

Věta 4.5. Maximálńı velikost toku v śıti je rovna minimálńı velikosti řezu.

Komentář: Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme trochu jinou śıt’ s ukázkou netriviálńıho
minimálńıho řezu velikosti 5, naznačeného svislou čárkovanou čarou. Všimněte si dobře,
že definice řezu mluv́ı o přerušeńı všech orientovaných cest ze z do s, takže do řezu stač́ı
započ́ıtat hrany jdoućı přes svislou čáru od z do s, ale ne hranu jdoućı zpět. Proto je velikost
vyznačeného řezu 1 + 4 = 5.

s s

ss

3

4

4

1

1

4

2

1

1
z s

Poznámka: Tato věta poskytuje tzv. dobrou charakterizaci problému maximálńıho toku: Když
už nalezneme maximálńı tok, tak je pro nás vždy snadné dokázat, že lepš́ı tok neńı, nalezeńım
př́ıslušného řezu o stejné velikosti. Přitom toto zd̊uvodněńı řezemmůžeme směle ukázat i někomu,
kdo se moc nevyzná v matematice.

Důkaz Věty 4.5 bude proveden následuj́ıćım Algoritmem 4.7.
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Nenasycené cesty v śıti

Definice: Mějme śıt’ S a v ńı tok f . Nenasycená cesta (v S vzhledem k f) je neoriento-
vaná cesta v G z vrcholu u do vrcholu v (obvykle ze z do s), tj. posloupnost navazuj́ıćıch
hran e1, e2, . . . , em, kde f(ei) < w(ei) pro ei ve směru z u do v a f(ei) > 0 pro ei v
opačném směru.

Hodnotě w(ei) − f(ei) pro hrany ei ve směru z u do v a hodnotě f(ei) pro hrany
ei v opačném směru ř́ıkáme rezerva kapacity hran ei. Nenasycená cesta je tud́ıž cesta s
kladnými rezervami kapacit všech hran.

Komentář: Zde vid́ıme př́ıklad nenasycené cesty ze zdroje do stoku s minimálńı rezervou
kapacity +1.

s s s s
3/4 1/2 1/1 2/3 2/4

+1 +1 +1 +2 +2rezerva kapacity: > 0
z s

Všimněte si dobře, že cesta neńı orientovaná, takže hrany na ńı jsou v obou směrech.

Metoda 4.6. Maximálńı tok vylepšováńım nenasycených cest.
Základńı myšlenkou této jednoduché metody hledáńı maximálńıho toku v dané śıti je
prostě opakovaně vylepšovat tok podél nalezených nenasycených cest.

Komentář: Ve výše zakresleném obrázku nenasycené cesty byla minimálńı rezerva kapac-
ity ve výši +1, a tud́ıž nasyceńım této cesty o velikost toku 1 vzniká následuj́ıćı fragment
př́ıpustného toku v śıti:

s s s s
4/4 2/2 0/1 1/3 3/4

z s

Zaj́ımavé je se pod́ıvat, co se stalo s prostředńımi zpětně orientovanými hranami – fakticky
byl jejich zpětný tok o 1 sńıžen/zastaven, přičemž toto množstv́ı nyńı

”
teče doprava“ (velmi

neformálně řečeno).

Fakt: Je-li minimálńı rezerva kapacity hran nenasycené cesty P ze z do s ve výši r > 0,
pak tok ze z do s zvýš́ıme o hodnotu r následovně;

– pro hrany ei ∈ E(P ) ve směru ze z do s zvýš́ıme tok na f ′(ei) = f(ei) + r,

– pro hrany ei ∈ E(P ) ve směru ze s do z sńıž́ıme tok na f ′(ei) = f(ei)− r.

Výsledný f§ tok pak bude opět př́ıpustný.

Základńı algoritmus nenasycených cest

Implementačńı detaily Metody 4.6 následuj́ı popisem konkrétńıho algoritmu.

Algoritmus 4.7. Ford–Fulkerson̊uv pro tok v śıti.

vstup śıt’ S = (G, z, s, w);
tok f ≡ 0;
repeat {

Prohledáváńım grafu najdeme množinu U vrchol̊u G,
do kterých se dostaneme ze z po nenasycených cestách;
if ( s ∈ U ) {

P = (výše nalezená) nenasycená cesta v S ze z do s;
Zvětš́ıme tok f o minimálńı rezervu kapacity hran v P;

}
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until ( s 6∈ U );

výstup vyṕı̌seme maximálńı tok f;
výstup vyṕı̌seme min. řez jako množinu hran vedoućıch z U do V (G) − U.

Důkaz správnosti Algoritmu 4.7:
Pro každý tok f a každý řez C v śıti S plat́ı ‖f‖ ≤ ‖C‖. Jestliže po zastaveńı algoritmu
s tokem f nalezneme v śıti S řez o stejné velikosti ‖C‖ = ‖f‖, je jasné, že jsme našli
maximálńı možný tok v śıti S. (Pozor, zastaveńı algoritmu jsme zat́ım nezd̊uvodnili, to
neńı tak jednoduché.)

Takže dokažme, že po zastaveńı algoritmu nastane rovnost ‖f‖ = ‖C‖, kde C je
vypsaný řez mezi U a zbytkem grafu G. Vezměme tok f v S bez nenasycené cesty ze z
do s. Pak množina U z algoritmu neobsahuje s. Schematicky vypadá situace takto:

f(e) = w(e)

f(e) = 0

U
z s

Jelikož z U žádné nenasycené cesty dále nevedou, má každá hrana e ← U (odcházej́ıćı
z U) plný tok f(e) = w(e) a každá hrana e→ U (přicházej́ıćı do U) tok f(e) = 0, takže

∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e) =
∑

e←U

f(e) =
∑

e∈C
w(e) = ‖C‖ .

Na druhou stranu, když v sumě uvažujeme všechny hrany grafu indukované na naš́ı
množině U , tj. e ∈ E(G ↾ U), analogicky dostaneme požadované

0 =
∑

e∈E(G↾U)

(

f(e)− f(e)
)

=
∑

v∈U

(

∑

e←v

f(e)−
∑

e→v

f(e)

)

−

(

∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e)

)

=

=

(

∑

e←z

f(e)−
∑

e→z

f(e)

)

−

(

∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e)

)

= ‖f‖ − ‖C‖ , tj. ‖f‖ = ‖C‖ .

✷

Z d̊ukazu Algoritmu 4.7 odvod́ıme několik zaj́ımavých fakt̊u:

Fakt: Pokud zajist́ıme, že Algoritmus 4.7 vždy skonč́ı, zároveň t́ım dokážeme i platnost
Věty 4.5. (Takže se ted’ pod́ıvejte na Algoritmus 4.9.)

Fakt: Pro celoč́ıselné kapacity hran śıtě S Algoritmus 4.7 vždy skonč́ı.

Pro daľśı využit́ı v teorii graf̊u je asi nejd̊uležitěǰśı tento poznatek:

Důsledek 4.8. Pokud jsou kapacity hran śıtě S celoč́ıselné, optimálńı tok také vyjde
celoč́ıselně.

Důkaz: Postupujeme jednoduchou indukćı podle iteraćı Algoritmu 4.7:
Algoritmus zač́ıná s celoč́ıselným tokem 0. V každé daľśı iteraci bude na počátku tok
všemi hranami celoč́ıselný, tud́ıž i rezervy kapacit hran vyjdou (rozd́ılem od celoč́ıselné
kapacity) celoč́ıselně. Proto i hodnoty toku budou změněny jen celoč́ıselně, což zakončuje
indukčńı krok. ✷
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Vylepšeńı algoritmu nenasycených cest

Bohužel pro reálná č́ısla kapacit hran neńı skončeńı Algoritmu 4.7 v̊ubec zaručeno,
dokonce se daj́ı naj́ıt extrémńı př́ıpady, které nepovedou k řešeńı ani v limitě. Viz (4.5.7)
ve cvičeńı. Proto je potřebné základńı algoritmus (i pro potřeby teorie) poněkud vylepšit.

Algoritmus 4.9. Edmonds–Karp̊uv pro tok v śıti
V Algoritmu 4.7 vždy syt́ıme nejkratš́ı nenasycenou cestu, neboli prohledáváme naši śıt’

do š́ı̌rky (viz množina U). Tato implementace zaručeně skonč́ı po O(|V (G)| · |E(G)|)
iteraćıch cyklu, celkem tedy v čase O(|V (G)| · |E(G)|2).

Ještě lepš́ıch výsledk̊u dosahuj́ı následuj́ıćı “chytré” algoritmy.

Algoritmus 4.10. Dinic̊uv pro tok v śıti (náznak)
V intenćıch Algoritmu 4.7 provád́ıme následuj́ıćı iterace:

• Prohledáváńım śıtě do š́ı̌rky nalezneme všechny nenasycené cesty nejkratš́ı délky
souběžně, které nám vytvoř́ı “vrstvenou śıt’” (vrstvy odpov́ıdaj́ı nenasycené
vzdálenosti vrchol̊u od zdroje).

• Nalezené nenasycené cesty pak nasyt́ıme novým prohledáńım vrstvené śıtě.

Tato implementace zaručeně skonč́ı už po O(|V (G)|) iteraćıch cyklu, ale jednotlivé iter-
ace jsou poněkud náročněǰśı, O(|V (G)| · |E(G)|).

Algoritmus 4.11. MPM (
”
Tř́ı Ind̊u“) pro tok v śıti (náznak)

Postupuje se stejně jako v Algoritmu 4.10, jen nesyceńı v druhém bodě proběhne rych-
leǰśım algoritmem v čase O(|V (G)|2) v každé iteraci, celkem tedy v O(|V (G)|3).

Úlohy k řešeńı

(4.2.1) Jaký je maximálńı tok touto śıt́ı ze z do s?

s s

ss

3

2

3

1

3

2

3
3

1z s

(4.2.2) Co obsahuje výsledná množina U Algoritmu 4.7 v předchoźım př́ıkladě?

(4.2.3) Kde je minimálńı řez v této śıti mezi z a s?

s s

ss

3

2

4

1

2

2

3
1

1z s

(4.2.4) Proč Algoritmus 4.7 vždy skonč́ı pro celoč́ıselné kapacity hran?
∗(4.2.5) Dokažte časový odhad Algoritmu 4.9.

4.3 Zobecněńı definice śıt́ı

Pojmy śıtě a tok̊u v ńı lze v kombinatorické optimalizaci zobecnit několika směry. My si
zde stručně uvedeme tři možnosti.
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Śıtě s kapacitami vrchol̊u

U śıtě můžeme zadat i kapacity vrchol̊u, neboli kapacitńı váhová funkce je dána jako
w : E(G) ∪ V (G) → R

+. Význam pro př́ıpustné toky v takové śıti je, že žádným
vrcholem nemůže celkem

”
protéct“ v́ıce než povolené množstv́ı substance.

Fakt. Takovou śıt’
”
zdvojeńım“ vrchol̊u snadno převedeme na běžnou śıt’, ve které ka-

pacity p̊uvodńıch vrchol̊u budou uvedeny u nových hran spojuj́ıćıch zdvojené vrcholy.
Viz neformálńı schéma:

s

s

5

43

5

2

a

b
z

s

❀

s

ss

s

5

4

3

5

2

a

b
z

s

Śıtě s dolńımi kapacitami

Pro hrany śıtě lze zadat také jejich minimálńı kapacity, tedy dolńı meze př́ıpustného.
toku. Např́ıklad u potrubńı śıtě mohou minimálńı vyžadované pr̊utoky vody garantovat,
že nedojde k zaneseńı potrub́ı, atd. To je modelováno druhou (vedle f) váhovou funkćı
ℓ : E(G) → R

+
0 . Př́ıpustný tok pak muśı splňovat ℓ(e) ≤ f(e) ≤ w(e) pro všechny

hrany e. V této modifikaci úlohy již př́ıpustný tok nemuśı v̊ubec existovat.

Algoritmus 4.12. Tok v śıti s dolńımi kapacitami
I tuto úlohu lze řešit dosud uvedenými nástroji, pokud postupujeme ve dvou fáźıch:

• Nejprve nalezneme př́ıpustnou cirkulaci v śıti vzniklé přidáńım
”
zpětné“ hrany sz.

Toho lze dosáhnout hledáńım toku ve speciálńı śıti vyjadřuj́ıćı
”
přebytky“ (či ne-

dostatky) dolńıch meźı toku v jednotlivých vrcholech.

– Z dané śıtě S = (G, z, s, w) utvoř́ıme novou śıt’ S0 = (G0, z0, s0, w0), kde G0

vznikne přidáńım hrany sz a nových vrchol̊u z0, s0 s hranami do a z V (G) podle
ńıže uvedeného pravidla. Pro e ∈ E(G) je w0(e) = w(e) − ℓ(e). Pro x ∈ V (G) a

”
přebytek“ p =

∑

f→x ℓ(f)−
∑

f←x ℓ(f) > 0 je zavedena hrana z0x s kapacitou
w(z0x) = p, naopak pro p < 0 je zavedena hrana xs0 s kapacitou w(xs0) = −p.

– Pro S0 je nalezen maximálńı tok, který muśı nasytit všechny hrany vycházej́ıćı
ze z0. Pokud takový neexistuje, neexistuje ani př́ıpustné řešeńı p̊uvodńı úlohy.
V opačné př́ıpadě je tento tok na hranách G navýšen o př́ıslušné dolńı kapacity.

• Poté z př́ıpustné cirkulace jako výchoźıho stavu už źıskáme maximálńı tok kterýmkoliv
algoritmem pro toky.

Tzv. v́ıcekomoditńı toky

V śıti lze najednou přepravovat v́ıce typ̊u substanćı. To vede na problém tzv.
v́ıcekomoditńıch tok̊u v śıti. Tento problém je složitěǰśı, už neńı v obecnosti snadno
řešitelný a přesahuje rámec našeho textu, takže se j́ım nebudeme zabývat.

Kromě uvedených (a podobných) zobecněńı tok̊u v śıt́ıch jsou velmi zaj́ımavé i
některé speciálńı formulace problému tok̊u, které se vyskytuj́ı v možná i nečekaných
oblastech. Vı́ce o tom naṕı̌seme v daľśı části lekce.
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Úlohy k řešeńı

(4.3.1) Nakreslete si sami př́ıklad śıtě s dolńımi kapacitami bez př́ıpustného toku.
∗(4.3.2) Dokažte si, že Algoritmus 4.12 funguje správně.

4.4 Speciálńı aplikace śıt́ı

Bipartitńı párováńı

Biparitńı grafy jsou grafy, jejichž vrcholy lze rozdělit do dvou množin tak, že všechny
hrany vedou jen mezi těmito množinami, neboli podgrafy úplných bipartitńıch graf̊u.

Definice: Párováńı v (nyńı biparitńım) grafu G je podmnožina hranM ⊂ E(G) taková,
že žádné dvě hrany z M nesd́ılej́ı koncový vrchol.

Komentář: Pojem (bipartitńıho) párováńı má přirozenou motivaci v mezilidských vztaźıch.
Pokud neuvažujeme bigamii ani jisté menšiny, můžeme si partnerské vztahy představit jako
párováńı v bipartitńım grafu. Jednu stranu grafu tvoř́ı muži a druhou ženy. Hrana mezi
mužem a ženou znamená vzájemné sympatie (přitom jedinec může mı́t vzájemné sympa-
tie s několika jinými opačného pohlav́ı). Pak skutečné, tradičńı partnerské vztahy by měly
představovat párováńı v popsaném grafu.

Úlohu nalézt v daném bipartitńım grafu co největš́ı párováńı lze poměrně snadno
vyřešit pomoćı tok̊u ve vhodně definované śıti. Uvedená metoda použit́ı tok̊u v śıti na
řešeńı problému párováńı přitom hezky ilustruje obecný př́ıstup, jakým toky v śıt́ıch
pomohou řešit i úlohy, které na prvńı pohled se śıtěmi nemaj́ı nic společného.

Algoritmus 4.13. Nalezeńı bipartitńıho párováńı
Pro daný bipartitńı graf G s vrcholy rozdělenými do množin A,B sestroj́ıme śıt’ S
následovně:

s s

s s

s s

s s
A B

1 1

1 1

z s

Všechny hrany śıtě S orientujeme od zdroje do stoku a přiřad́ıme jim kapacity 1. Nyńı
najdeme (celoč́ıselný) maximálńı tok v S Algoritmem 4.7. Do párováńı vlož́ıme ty hrany
grafu G, které maj́ı nenulový tok.

Důkaz správnosti Algoritmu 4.13: Podle Důsledku 4.8 bude maximálńı tok
celoč́ıselný, a proto každou hranou poteče bud’ 0 nebo 1. Jelikož však do každého vrcholu
v A může ze zdroje přitéct jen tok 1, bude z každého vrcholu A vybrána do párováńı
nejvýše jedna hrana. Stejně tak odvod́ıme, že z každého vrcholu B bude vybrána nejvýše
jedna hrana, a proto vybraná množina skutečně bude párováńım. Zároveň to bude
největš́ı možné párováńı, protože z každého párováńı lze naopak vytvořit tok př́ıslušné
velikosti a větš́ı než nalezený tok v S neexistuje. ✷

Poznámka: Popsaná metoda je základem tzv. Mad’arského algoritmu pro párováńı v bipar-
titńıch grafech (viz také Př́ıklad 4.17). Úlohu nalezeńı maximálńıho párováńı lze definovat i
pro obecné grafy a také ji efektivně algoritmicky vyřešit, ale př́ıslušný algoritmus [Edmonds]
neńı jednoduchý.
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Vyš̌śı grafová souvislost

Představme si, že na libovolném grafu G definujeme zobecněnou śıt’ tak, že kapacity
všech hran a všech vrchol̊u polož́ıme rovny 1 v obou směrech. Pak celoč́ıselný tok (viz
Důsledek 4.8) velikosti k mezi dvěma vrcholy u, v se skládá ze soustavy k disjunktńıch
cest (mimo společné koncové vrcholy u, v). Naopak řez odděluje u a v do r̊uzných sou-
vislých komponent zbylého grafu. Aplikace Věty 4.5 na tuto situaci př́ımo poskytne
následuj́ıćı tvrzeńı.

Důsledek 4.14. Necht’ u, v jsou dva vrcholy grafu G a k > 0 je přirozené č́ıslo. Pak mezi
vrcholy u a v existuje v G aspoň k disjunktńıch cest, právě když po odebráńı libovolných
k−1 vrchol̊u r̊uzných od u, v z G z̊ustanou u a v ve stejné komponentě souvislosti zbylého
grafu.

Použit́ım tohoto tvrzeńı pro všechny dvojice vrchol̊u grafu snadno dokážeme dř́ıve
uvedenou d̊uležitou Větu 2.7 (Mengerovu). Ještě jiné použit́ı si ukážeme na problému
výběru reprezentant̊u množin.

Výběr r̊uzných reprezentant̊u

Definice: Necht’ M1,M2, . . . ,Mk jsou neprázdné množiny. Systémem r̊uzných
reprezentant̊u množin M1,M2, . . . ,Mk nazýváme takovou posloupnost r̊uzných prvk̊u
(x1, x2, . . . , xk), že xi ∈Mi pro i = 1, 2, . . . , k.

Důležitým a dobře známým výsledkem v této oblasti je Hallova věta plně popisuj́ıćı, kdy
lze systém r̊uzných reprezentant̊u daných množin nalézt.

Věta 4.15. Necht’ M1,M2, . . . ,Mk jsou neprázdné množiny. Pro tyto množiny existuje
systém r̊uzných reprezentant̊u, právě když plat́ı

∀J ⊂ {1, 2, . . . , k} :
∣

∣

∣

⋃

j∈J
Mj

∣

∣

∣
≥ |J | ,

neboli pokud sjednoceńı libovolné skupiny z těchto množin má alespoň tolik prvk̊u, kolik
množin je sjednoceno.

Důkaz: Označme x1, x2, . . . , xm po řadě všechny prvky ve sjednoceńı M1∪M2∪ · · · ∪
Mk. Definujeme si bipartitńı graf G na množině vrchol̊u {1, 2, . . . , k}∪{x1, x2, . . . , xm}∪
{u, v}, ve kterém jsou hrany {u, i} pro i = 1, 2, . . . , k, hrany {v, xj} pro j = 1, 2, . . . ,m
a hrany {i, xj} pro všechny dvojice i, j, pro které xj ∈Mi.

Komentář: Konstrukce našeho grafu G je obdobná konstrukci śıtě v Algoritmu 4.13: Vrcholy
u a v odpov́ıdaj́ı zdroji a stoku, ostatńı hrany přicházej́ıćı do vrcholu xj znázorňuj́ı všechny
z daných množin, které obsahuj́ı prvek xj .

Cesta mezi u a v má tvar u, i, xj , v, a tud́ıž ukazuje na reprezentanta xj ∈ Mi.
Systém r̊uzných reprezentant̊u tak odpov́ıdá k disjunktńım cestám mezi u a v. Necht’ X
je nyńı libovolná minimálńı množina vrchol̊u v G, neobsahuj́ıćı samotné u a v, po jej́ımž
odebráńı z grafu nezbude žádná cesta mezi u a v. Podle Důsledku 4.14 a této úvahy
maj́ı naše množiny systém r̊uzných reprezentant̊u, právě když každá taková odděluj́ıćı
množina X má aspoň k prvk̊u.

Položme J = {1, 2, . . . , k} \ X. Pak každá hrana z J (mimo u) vede do vrchol̊u z
X ∩ {x1, . . . , xm} (aby nevznikla cesta mezi u, v), a proto

∣

∣

∣

⋃

j∈J
Mj

∣

∣

∣
= |X ∩ {x1, . . . , xm}| = |X| − |X ∩ {1, . . . , k}| = |X| − k + |J | .
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(Prvńı rovnost vyplývá z minimality množiny X!) Vid́ıme tedy, že |X| ≥ k pro všechny

(minimálńı) volby odděluj́ıćı X, právě když
∣

∣

∣

⋃

j∈J Mj

∣

∣

∣ ≥ |J | pro všechny volby J , což

je dokazovaná podmı́nka naš́ı věty. ✷

Poznámka: Tento d̊ukaz nám také dává návod, jak systém r̊uzných reprezentant̊u pro dané
množiny nalézt – stač́ı použ́ıt Algoritmus 4.7 na vhodně odvozenou śıt’.

Segmentace obrazu

Teorii i algoritmy tok̊u a řez̊u v śıt́ıch lze výhodně aplikovat i v následuj́ıćı vyloženě
prakticné oblasti: Jedńım ze základńıch problémů poč́ıtačového viděńı je segmentace
obrazu na popřed́ı a pozad́ı. K jeho řešeńı lze (mezi mnoha jinými př́ıstupy) zvolit i
následuj́ıćı postup, který velmi neformálně nyńı naznač́ıme:

• Vstupem je matice obrazových bod̊u (pixel̊u), z nichž každý má přǐrazeny hodnoty
pravděpodobnosti byt́ı v popřed́ı a byt́ı v pozad́ı. Dále jsou určeny

”
separačńı penal-

izace“ pro dvojice sousedńıch pixel̊u.

• Śıt’ zkonstruhujeme přidáńım univerzálńıho zdroje z a stoku s, přičemž hrany ze z do
pixel̊u maj́ı kapacitu rovnou pravděpodobnosti byt́ı v popřed́ı a hrany do s obdobně
pro pozad́ı. Hrany mezi sousedńımi pixely jsou obousměrné s kapacitami rovnými
zmı́něným penalizaćım.

• Minimálńı řez v této śıti poté určuje
”
přechody“ mezi popřed́ım a pozad́ım daného

obrazu.

Úlohy k řešeńı

(4.4.1) Najděte největš́ı párováńı v tomto bipartitńım grafu:

s s s s s s s

sssss

(4.4.2) Najděte největš́ı párováńı v tomto bipartitńım grafu:

s s s s s s s

sssss

(4.4.3) Maj́ı všechny tř́ıprvkové podmnožiny množiny {1, 2, 3, 4} systém r̊uzných reprezen-
tant̊u?

(4.4.4)Maj́ı všechny tř́ıprvkové podmnožiny množiny {1, 2, 3, 4, 5} systém r̊uzných reprezen-
tant̊u?

Rozšǐruj́ıćı studium

Problematika tok̊u v śıt́ıch je běžnou součást́ı teorie graf̊u (i když neńı pokryta v [5])
a je možno naj́ıt jej́ı popis třeba v [3], př́ıpadně na volně dostupných webových zdroj́ıch
jako http://en.wikipedia.org/wiki/Flow_network,
http://en.wikipedia.org/wiki/Ford-Fulkerson_algorithm, nebo
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http://mathworld.wolfram.com/NetworkFlow.html. Jiný podrobný popis variant
algoritm̊u pro toky v śıt́ıch se nacháźı v prvńıch dvou kapitolách [4]. Jedná se také o klasické
téma kombinatorické optimalizace. Z daľśıch internetových zdroj̊u je možno zmı́nit třeba
implementace na http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/files/network-flow.shtml.

Vı́cekomoditńı toky př́ımo zobecňuj́ı toky jedné komodity (substance), které byly
předneseny v této lekci. Jedná se však o problém výpočetně mnohem složitěǰśı (NP-úplný
už pro 2 komodity a celoč́ıselné kapacity) a neexistuj́ı pro něj podobně snadné algoritmy.
Jako takovým jsme se proto t́ımto problémem nezabývali a čtenáře pouze odkazujeme na

”
rozcestńık“ http://en.wikipedia.org/wiki/Multi-commodity_flow_problem.

Teorie párováńı (Odd́ıl 4.4) tvoř́ı samostatnou rozvinutou oblast graf̊u, maj́ıćı zaj́ımavé
aplikace v jiných oborech jako statistické fyzice. Zájemce o obecnou teorii odkazujeme třeba
na [1, Chapter 2] nebo internetově na http://en.wikipedia.org/wiki/Matching.

Problematika segmentováńı obrazu lež́ı mimo teorii graf̊u a použit́ı tok̊u je
v ńı pouze okrajové, přesto uvád́ıme jeden obecný odkaz pro možné zájemce
http://en.wikipedia.org/wiki/Segmentation_(image_processing).

4.5 Cvičeńı: Př́ıklady tok̊u v śıt́ıch

Mnohé př́ıklady definic śıt́ı a tok̊u v nich byly již zmı́něny v předchoźım textu lekce, a
proto ve cvičeńı přejdeme rovnou k ukázkovému řešeńı úloh souvisej́ıćıch s toky v śıt́ıch.
Cı́lem je nejen se naučit použ́ıvat poměrně jednoduchý algoritmus hledáńı maximálńıho
toku v śıti, ale předevš́ım se seznámit se širokým spektrem situaćı a problémů, pro jejichž
vyřešeńı jsou toky v śıt́ıch užitečné a mnohdy kĺıčové.

Př́ıklad 4.16. Jaký je maximálńı tok znázorněnou śıt́ı ze z do s?

s s

ss

2

5

4

1

3

6

2

3

1
z s

Na tomto př́ıkladě si ukážeme pr̊uběh Algoritmu 4.7.
Začneme s nulovým tokem a najdeme nejkratš́ı z nenasycených cest mezi z a s

(vedoućı spodem grafu a vyznačenou na prvńım obrázku). Minimálńı rezerva kapacity
na této cestě je 2, takže tok nasyt́ıme o 2 podél této cesty (viz obrázek vpravo).

s s

ss

0/2

0/5

0/4

0/1

0/3

0/6

0/2
0/3

0/1
z s

s s

ss

2/2

0/5

2/4

0/1

0/3

2/6

0/2
0/3

0/1
z s

V daľśım kroku najdeme nenasycenou cestu délky 3 vedoućı vrchem grafu. Jej́ı minimálńı
rezerva kapacity je opět 2, takže ji o tolik nasyt́ıme (viz daľśı obrázek vlevo). Nyńı již
nenasycená cesta délky 3 neexistuje, takže najdeme nenasycenou cestu délky 4 s rezervou
kapacity 1, kterou hned nasyt́ıme (viz obrázek vpravo).
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s s

ss

2/2

2/5

2/4

0/1

0/3

2/6

2/2
2/3

0/1
z s

s s

ss

2/2

3/5

3/4

0/1

0/3

3/6

2/2
2/3

1/1
z s

Obdobně ještě najdeme nenasycenou cestu délky 5, kterou také nasyt́ıme o 1. Závěrečný
obrázek nám ukazuje všechny nenasycené hrany, mezi kterými již nevede žádná ne-
nasycená cesta ze z do s, takže máme maximálńı tok velikosti 6 v naš́ı śıti.

s s

ss

2/2

4/5

4/4

0/1

1/3

4/6

2/2
3/3

1/1
z s

s s

ss

2/2

4/5

4/4

0/1

1/3

4/6

2/2
3/3

1/1
z s

Zároveň je na posledńım obrázku vyznačen i př́ıslušný minimálńı řez velikosti 6. ✷

Př́ıklad 4.17. Uvažujme vyznačené párováńı velikosti 3 v následuj́ıćım bipartitńım
grafu G.

s

s

s

s

s

s

s

s

A B

Odvod’te, jak vypadaj́ı v tomto grafu nenasycené cesty śıtě použité v Algoritmu 4.13
pro výpočet bipartitńıho párováńı. Vylepšete stávaj́ıćı párováńı pomoćı zvolené ne-
nasycené cesty.

Śıt’ konstruhovaná Algoritmem 4.13 vypadá (podle definice) následovně:

s

s

s

s

s

s

s

s

1

1z

s

Jelikož všechny kapacity hran jsou 1 a tok je volen celoč́ıselně hranami náležej́ıćımi do
párováńı, každá nenasycená cesta má rezervu kapacity +1 a zač́ıná šipkou z s do A toku
0, pokračuje šipkou z A do B toku 0, př́ıpadně se vraćı proti šipce z B do A při toku
1, a tak dále. . . , až posledńı je šipka z B do s toku 0. Nejjednodušš́ı by byla taková
nenasycená cesta délky 3, která odpov́ıdá hraně v G nemaj́ıćı ani jeden konec incidentńı
se stávaj́ıćım párováńım (takovou hranu lze přidat př́ımo do párováńı).

Ve zobrazeném př́ıpadě však žádnou daľśı hranu př́ımo do párováńı nelze přidat. Za
nenasycenou cestu mezi z, s lze tak např́ıklad zvolit tu ńıže zobrazenou, jej́ımž nasyceńım
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vznikne nové (již perfektńı) párováńı vpravo:

s

s

s

s

s

s

s

s

0 0

0

1

0z

s

❀

s

s

s

s

s

s

s

s

A B

Obecně nenasycené cestě při řešeńı úlohy maximálńıho párováńı odpov́ıdá tzv. volná
stř́ıdavá cesta, což je cesta v grafu maj́ıćı právě každou druhou svou hranu v párováńı,
avšak prvńı a posledńı hrana v párováńı neńı. Takovou volnou stř́ıdavou cestu lze

”
přepnout“ v párováńı na doplněk a źıskat tak párováńı o jednu hranu větš́ı. ✷

Př́ıklad 4.18. Mějme neorientovaný graf G. Pak hrany G lze zorientovat tak, aby
z každého vrcholu vycházela nejvýše jedna šipka, právě když žádný podgraf v G
neobsahuje v́ıce hran než vrchol̊u. Dokažte.

Ač to tak na prvńı pohled nevypadá, jedná se o př́ıklad na systém r̊uzných reprezen-
tant̊u (SRR): Máme systém dvouprvkových množin—hran G, přičemž reprezentantem
každé hrany bude počátečńı vrchol jej́ı orientace coby šipky. Zřejmě požadovaná orien-
tace G existuje, právě když existuje tento SRR.

Podle Hallovy věty má systém hran G r̊uzné reprezentanty, právě když pro každé
F ⊆ E(G) plat́ı, že |

⋃

F | ≥ |F |, kde
⋃

F zkráceně zapisuje podmnožinu těch vrchol̊u
incidentńıch s některou hranou F . Potom pokud některý podgraf H ⊆ G má v́ıce hran
než vrchol̊u, je |

⋃

E(H)| = |V (H)| < |E(H)| a SRR neexistuje. Naopak pokud SRR
neexistuje, je |

⋃

F | < |F | pro vhodnou F a stač́ı volit H (s v́ıce hranami než vrcholy)
indukovaný touto množinou hran F . ✷

Úlohy k řešeńı

(4.5.1) Najděte maximálńı tok v této śıti. (Kapacity hran jsou vyznačeny u svých šipek.)
Tok do obrázku zapǐste, vyznačte hrany př́ıslušného minimálńıho řezu a napǐste velikost
toku.

s

s

s

s

s

s

s

s

6

5
3

2

3
1

2

5

4

3

3

2 4

41
1

2

5

z s

(4.5.2) Obdobně najděte maximálńı toky v následuj́ıćıch śıt́ıch.
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s s

s s

s

3
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s
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s
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4

1

1

4

6

z s

(4.5.3) Má tento seznam množin systém r̊uzných reprezentant̊u? Pokud ano, vyznačte je v
množinách, jinak správně zd̊uvodněte, proč systém r̊uzných reprezentant̊u nemaj́ı.

{1,2,3,4}, {6,7,8,9}, {3,5,7},
{3,4,5,6}, {1,2,8,9}, {3,6,7},
{4,5,6,7}, {4,5,6}, {4,6,7}.

(4.5.4) Má tento seznam množin systém r̊uzných reprezentant̊u? Pokud ano, vyznačte je v
množinách, jinak správně zd̊uvodněte, proč systém r̊uzných reprezentant̊u nemaj́ı.

{1,2,3,4}, {6,7,8,9}, {1,3,9},
{3,4,5,6}, {1,2,3,9}, {2,4,9},
{4,5,6,7}, {2,3,4}, {3,4,9}.

∗(4.5.5) Dokažte, že hrany neorientovaného grafu G lze zorientovat tak, aby z každého vr-
cholu vycházely nejvýše dvě šipky, právě když žádný podgraf v G neobsahuje v́ıce jak
dvojnásobek hran než vrchol̊u.

∗(4.5.6) Představme si graf G nakreslený do roviny bez kř́ıžeńı hran (viz Lekce 8 pro
bližš́ı definice). Necht’ u, v jsou dva r̊uzné vrcholy v nakresleńı. Pak z u do v lze doj́ıt

”
procházkou“ po stěnách grafu s překročeńım nejvýše k jiných vrchol̊u, právě když ne-

existuje k + 1 vzájemně disjunktńıch vnořených kružnic odděluj́ıćıch u od v.

(4.5.7) Ukažte, že v následuj́ıćım př́ıkladu śıtě s reálnými kapacitami Algoritmus 4.7 při
(ne)vhodném výběru nenasycených cest nikdy neskonč́ı, dokonce ani nekonverguje k
maximálńımu toku.

s s s s

M M
M

M

M

M

1 r 1
r =

√
5−1
2

, M ≥ 2

z
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5 Stromy – grafy bez kružnic

Úvod
Jednou ze základńıch podtř́ıd všech graf̊u jsou tzv. stromy. Jedná se o minimálńı sou-

vislé grafy, neboli souvislé grafy bez kružnic. Na druhou stranu lze stromy vńımat jako
vhodné zobecněńı cest, zachovávaj́ıćı mnoho ze

”
snadnosti“ v zacházeńı se stromy. Stromy

se již nepř́ımo vyskytly v předchoźıch lekćıch, jako třeba v př́ıpadě stromu procházeńı grafu
(Př́ıklad 2.16) nebo u stromu nejkratš́ıch cest z vrcholu (Dijkstr̊uv algoritmus). Co dále
vid́ıme na následuj́ıćım obrázku?
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D̊uležitost strom̊u – jak v matematice, tak i v informatických aplikaćıch – úzce souviśı s
absenćı kružnic a z ńı vyplývaj́ıćı snadnosti jejich popisu a zpracováńı. Dobře je to vidět třeba
v situaćıch vyžaduj́ıćıch jednoduchý popis hierarchických entit nebo v r̊uzných datových
strukturách založených na stromech. Mimo uvedené ještě stoj́ı za zmı́nku tradičńı využit́ı
strom̊u v rodokmenech, které motivuje většinu zavedené terminologie na stromech.

Ćıle
Úkolem této lekce je hlavně popsat pojem stromu coby minimálńıho souvislého grafu a

grafu bez kružnic a ukázat základńı vlastnosti strom̊u včetně jejich d̊ukaz̊u. Vedle toho je
věnována pozornost kořenovým a uspořádaným strom̊um a je zaveden pojem koster grafu
(na který navážeme i v Odd́ıle 6.1).

5.1 Základńı vlastnosti stromů

Začněme definićı stromu a přehledem základńıch vlastnost́ı stromů.

Definice 5.1. Strom je jednoduchý souvislý graf T bez kružnic.

Definice: Les je jednoduchý graf bez kružnic.

Komentář: Komponenty souvislosti lesa jsou stromy. Jeden vrchol (bez hran) je také strom.
Nav́ıc, jelikož smyčky a násobné hrany v multigrafech jsou považovány za kružnice

délek 1 a 2, v lesech a stromech se nemohou nacházet. Stromy tud́ıž automaticky muśı
být jednoduchými grafy.

Následuj́ıćı vlastnosti stromů, která uvád́ıme i s jednoduchými d̊ukazy, dokonce plně
popisuj́ı stromy a mohou tud́ıž být př́ıpadně použity mı́sto uvedené Definice 5.1. Jedná
se sice o dosti formálńı látku na úvod, avšak alespoň zběžné porozuměńı uvedeným
vlastnostem je potřebné pro daľśı práci se stromy a s jinými strukturami založenými na
stromech.

Lema 5.2. Strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje vrchol stupně 1.

Důkaz: Souvislý graf s v́ıce než jedńım vrcholem nemůže mı́t vrchol stupně 0. Proto
vezmeme strom T a v něm libovolný vrchol v. Sestroj́ıme nyńı co nejdeľśı sled S v T
zač́ınaj́ıćı ve v: S začne libovolnou hranou vycházej́ıćı z v. V každém daľśım vrchole
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u, do kterého se dostaneme a má stupeň větš́ı než 1, lze pak pokračovat sled S daľśı
novou hranou. Uvědomme si, že pokud by se ve sledu S poprvé zopakoval některý vrchol,
źıskali bychom kružnici, což ve stromě nelze. Proto sled S muśı jednou skončit v nějakém
vrcholu stupně 1 v T . ✷

Komentář: Zamyslete se, proč v každém stromě s v́ıce než jedńım vrcholem jsou alespoň dva
vrcholy stupně 1 (odpověd’ je skrytá už v předchoźım d̊ukaze). Zároveň si odpovězte, jestli
lze tvrdit, že každý strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje tři vrcholy stupně 1.

Věta 5.3. Strom na n vrcholech má přesně n− 1 hran pro n ≥ 1.

Důkaz: Toto tvrzeńı dokážeme indukćı podle n. Strom s jedńım vrcholem má n−1 = 0
hran. Necht’ T je strom na n > 1 vrcholech. Podle Lematu 5.2 má T vrchol v stupně 1.
Označme T ′ = T − v graf vzniklý z T odebráńım vrcholu v. Pak T ′ je také souvislý bez
kružnic, tud́ıž strom na n − 1 vrcholech. Dle indukčńıho předpokladu T ′ má n − 1 − 1
hran, a proto T má n− 1− 1 + 1 = n− 1 hran. ✷

Věta 5.4. Mezi každými dvěma vrcholy stromu vede právě jediná cesta.

Důkaz: Jelikož strom T je souvislý dle definice, mezi libovolnými dvěma vrcholy u, v
vede nějaká cesta. Pokud by existovaly dvě r̊uzné cesty P1, P2 mezi u, v, tak bychom
vzali jejich symetrický rozd́ıl, podgraf H = P1∆P2 s neprázdnou množinou hran, kde H
zřejmě má všechny stupně sudé. Na druhou stranu se však podgraf stromu muśı opět
skládat z komponent stromů, a tud́ıž obsahovat vrchol stupně 1 podle Lematu 5.2, spor.
Proto cesta mezi u a v existuje jen jedna. ✷

Důsledek 5.5. Přidáńım jedné nové hrany do stromu vznikne právě jedna kružnice.

Důkaz: Necht’ mezi vrcholy u, v ve stromu T neńı hrana. Přidáńım hrany e = uv
vznikne právě jedna kružnice z e a jediné cesty mezi u, v v T podle Věty 5.4. ✷

Věta 5.6. Strom je minimálńı souvislý graf (na daných vrcholech).

Důkaz: Strom je souvislý podle definice. Pokud by ale vypuštěńım hrany e = uv ze
stromu T vznikl opět souvislý graf, pak by mezi u, v v T existovaly dvě cesty (dohromady
kružnice) – hrana e a jiná cesta v T − e. To je ve sporu s Větou 5.4. Naopak, pokud by
souvislý graf měl kružnici, z̊ustal by souvislý i po vypuštěńı některé hrany té kružnice.
Proto každý minimálńı souvislý graf (na daných vrcholech) je stromem. Tud́ıž strom je
právě minimálńım souvislým grafem na daných vrcholech. ✷

Závěrem si pro správné pochopeńı základńıch vlastnost́ı stromů vyřeš́ıme následuj́ıćı
(ne zcela jednoduchý) př́ıklad.

Př́ıklad 5.7. Kolik nejvýše kružnic vznikne v grafu, který vytvoř́ıme ze stromu přidáńım
dvou hran?

Přidáńım jedné hrany do stromu T vznikne jedna kružnice dle Důsledku 5.5. Druhá
hrana vytvoř́ı nejméně ještě jednu kružnici ze stejných d̊uvod̊u, ale může vytvořit i dvě daľśı
kružnice, jako třeba v následuj́ıćım grafu, kde strom T je vyznačen plnými čarami a dvě
přidané hrany čárkovaně.

s

s

s

s
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Každá z přidaných dvou hran vytvoř́ı vlastńı trojúhelńık a nav́ıc ještě vznikne kružnice délky
4 procházej́ıćı oběma z přidaných hran.

Na druhou stranu chceme ukázat, že v́ıce než 3 kružnice po přidáńı dvou hran e, f do
stromu T vzniknout nemohou: Podle Důsledku 5.5 vznikne jen jedna kružnice procházej́ıćı
hranou e a neobsahuj́ıćı f , stejně tak jedna kružnice procházej́ıćı f a neobsahuj́ıćı e. Nakonec
stač́ı nahlédnout, že je nejvýše jedna možná kružnice procházej́ıćı oběma hranami e, f : Pokud
by takové byly dvě r̊uzné C1, C2, pod́ıvali bychom se na jejich symetrický rozd́ıl, podgraf
H = C1∆C2, který má všechny stupně sudé, neprázdnou množinu hran a je nav́ıc pografem
stromu T . Takže stejně jako ve Větě 5.4 dostáváme spor s faktem, že podgrafy stromů s
hranami muśı obsahovat vrchol stupně 1. ✷

Úlohy k řešeńı

(5.1.1) Je prázdný graf (bez vrchol̊u a hran) stromem?

(5.1.2) Které ze základńıch typ̊u graf̊u z Odd́ılu 1.1 jsou stromy? (A nezapomněli jste na
jeden podtyp?)

(5.1.3) Lze o některém ze základńıch typ̊u graf̊u z Odd́ılu 1.1 ř́ıci, že to určitě nebude strom?

(5.1.4) Kolik je neisomorfńıch les̊u na třech vrcholech? Nakreslete si je.

(5.1.5) Kolik je neisomorfńıch strom̊u na čtyřech vrcholech? Nakreslete si je.

5.2 Kořenové stromy

Při mnoha aplikaćıch stromových struktur se ke stromu jako grafu samotnému ještě váž́ı
dodatečné informace, jako třeba vyznačený jeden vrchol, tzv. kořen stromu, ze kterého
celý strom

”
vyr̊ustá“. Typickým př́ıkladem jsou r̊uzné (acyklické) datové struktury, ve

kterých je vyznačený vrchol – kořen, referován jako
”
začátek“ uložených dat. Jinak třeba

evolučńı stromy druh̊u v biologii maj́ı za kořen jejich společného (dávného) předch̊udce.
Kořenové stromy maj́ı také tradičńı motivaci v rodokmenech a z toho vycháźı jejich
běžná terminologie.

Definice 5.8. Kořenovým stromem je strom T
spolu s vyznačeným kořenem r ∈ V (T ), zkráceně zapsaný dvojićı (T, r).

Komentář: Př́ıklad kořenového stromu je na následuj́ıćım obrázku:
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Zaj́ımavost́ı je, že v informatice stromy většinou rostou od kořene směrem dol̊u. (Však také
nejsme v biologii. . . )

Definice: Mějme kořenový strom T, r a v něm vrchol v. Označme u souseda v na cestě
směrem ke kořeni r. Pak je u nazýván rodičem v a v je nazýván potomkem u.

Komentář: Kořen nemá žádného rodiče. V přirozeně přeneseném významu se u kořenových
stromů použ́ıvaj́ı pojmy prarodič, předch̊udce, následovńık, sourozenci, atd. Zběžná ilustrace
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použit́ı těchto pojmů je na následuj́ıćım schématu stromu.
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“prarodič”

kořen
❢

Často se také setkáte v kořenových stromech s označováńım
”
otec–syn“ mı́sto rodič–potomek.

My jsme takové označeńı nepoužili proto, že by (hlavně v zemı́ch na západ od nás) mohlo
být považováno za sexistické.

Definice: Vrchol stupně 1 v libovolném stromu nazýváme listem.

Komentář: Pozor, i kořen stromu může být listem, pokud má stupeň 1, ale obvykle se to
tak neř́ıká. List kořenového stromu, který neńı kořenem, nemá potomky.

Centrum stromu

V některých situaćıch je třeba k danému stromu zvolit kořen tak, aby jeho volba byla
jednoznačná, tj. aby bylo zaručeno, že pro dva isomorfńı stromy nezávisle zvoĺıme tentýž
kořen. K tomu nám dopomůže následuj́ıćı názorná definice.

Definice: Centrem stromu T rozumı́me bud’ vrchol nebo hranu nalezenou v T
následuj́ıćım postupem:

– Pokud má strom T jeden vrchol, je to jeho centrum. Pokud má strom T dva vrcholy,
je jeho centrem hrana spojuj́ıćı tyto dva vrcholy.

– Jinak vytvoř́ıme menš́ı strom T ′ ⊂ T vypuštěńım všech list̊u T najednou. Je zřejmé,
že T ′ je neprázdný, a vraćıme se na předchoźı bod. Rekurzivně źıskané centrum T ′

je zároveň centrem T .

Př́ıklad 5.9. Ilustraćı definice centra jsou následuj́ıćı dvě ukázky jeho nalezeńı (čtěme
obrázky postupu zleva doprava):
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V prvńım stromě źıskáme kořen jako jediný vrchol po třech rekurzivńıch kroćıch odebráńı
list̊u. V druhém stromě je kořenem hrana, kterou źıskáme po dvou rekurzivńıch kroćıch. ✷

Komentář: Pokud chceme danému (abstraktńımu) stromu přǐradit jednoznačně kořen, je
nejlepš́ı jej přǐradit centru stromu. Speciálně, pokud je centrem hrana, bude kořenem nový
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vrchol
”
rozděluj́ıćı“ tuto hranu na dvě. Viz předchoźı př́ıklad dole:

s

ss

s s s

s ss
s

❢
s

ss

s

❢
s

s
❢

Tvrzeńı 5.10. Centrum stromu podle předchoźı definice přesně odpov́ıdá
”
vzdálenost-

ńımu“ centru danému Definićı 3.5.

Důkaz (náznak): Použijeme indukci vzhledem k poloměru stromu T s př́ımým
srovnáńım obou definic. ✷

Uspořádáńı na stromu

Daľśı doplňkovou informaćı často vázanou ke kořenovým stromům je uspořádáńı po-
tomk̊u každého vrcholu, jako třeba seřazeńı potomk̊u v rodokmenech podle jejich data
narozeńı. To formalizujeme následuj́ıćı definićı.

Definice: Kořenový strom T, r je uspořádaný, pokud je pro každý jeho vrchol jed-
noznačně dáno pořad́ı jeho potomk̊u (zleva doprava).
Uspořádaný kořenový strom se také nazývá pěstovaný strom.

Komentář: Uspořádaný kořenový strom si jinak také můžeme představit jako strom s
vyznačeným kořenem a pevně zvoleným nakresleńım v rovině bez kř́ıžeńı hran. Nakresleńı
hran potomk̊u vzhledem k hraně rodiče pak udává (ve zvolené orientaci) pořad́ı potomk̊u.
Tento pohled vede k názvu pěstovaný strom.

Uspořádáńı potomk̊u vrcholu ve stromu je přirozeně požadováno v mnoha praktických
situaćıch. Např́ıklad ve stromových datových strukturách jsou často potomci explicitně
seřazeni podle daného kĺıče, jako třeba ve vyhledávaćıch binárńıch stromech. I v př́ıpadech,
kdy uspořádáńı potomk̊u ve stromě neńı dáno, je možné jej jednoznačně definovat, jak
uvid́ıme v následuj́ıćı části.

Úlohy k řešeńı

(5.2.1) Binárńı vyhledávaćı strom je uspořádaný kořenový strom, který se pro daná data
obvykle tvoř́ı následovně: Prvńı prvek dat se ulož́ı do kořene. Každý daľśı př́ıchoźı prvek,
pokud má menš́ı kĺıč než kořen, ulož́ı se rekurzivně do levého podstromu, pokud větš́ı,
tak do pravého podstromu. Vytvořte binárńı vyhledávaćı strom pro danou posloupnost
dat s kĺıči

11, 15, 9, 5, 13, 10, 20, 21, 1, 6 .

(5.2.2) Určete centra následuj́ıćıch dvou strom̊u:
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(5.2.3)Mějme libovolný strom s 33 vrcholy. Kolik jeho list̊u postupně odebereme, než urč́ıme
centrum? (Je to jednoznačné?)
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5.3 Isomorfismus stromů

Jelikož stromy jsou speciálńım př́ıpadem graf̊u, je isomorfismus stromů totéž co isomor-
fismus graf̊u. Avšak na rozd́ıl od obecných graf̊u, kdy je určeńı isomorfismu algoritmicky
(nakonec i ručně) těžký problém, pro isomorfismus stromů existuje efektivńı postup,
který si ukážeme dále. Nejprve si uvedeme restriktivněǰśı (tj. vyžaduj́ıćı v́ıce shody)
verze definice isomorfismu pro kořenové a uspořádané stromy.

Definice: (Dva stromy jsou isomorfńı pokud jsou isomorfńı jako grafy.) Dva kořenové
stromy T, r a T ′, r′ jsou isomorfńı pokud existuje isomorfismus mezi stromy T a T ′,
který kořen r zobrazuje na kořen r′.

Komentář: Např́ıklad následuj́ıćı dva (isomorfńı) stromy nejsou isomorfńı coby kořenové
stromy.
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Definice: Dva uspořádané kořenové (pěstované) stromy jsou isomorfńı pokud je mezi
nimi isomorfismus kořenových stromů, který nav́ıc zachovává pořad́ı potomk̊u všech
vrchol̊u.

Komentář: Např́ıklad z následuj́ıćıch tř́ı isomorfńıch kořenových stromů jsou prvńı isomorfńı
i coby uspořádané kořenové stromy, avšak třet́ı s nimi takto isomorfńı neńı, nebot’ pořad́ı
potomk̊u levého syna kořene se lǐśı.
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Kódováńı uspořádaných kořenových stromů

Uspořádanému kořenovému stromu lze snadným postupem přǐradit řetězec vnořených
závorek, který jej plně popisuje. (Možná jste se již s touto jednoduchou korespondenćı
závorek a kořenových stromů setkali při sémantické analýze zanořených matematických
výraz̊u.)

Definice:
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() () ()
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()

()

( ()()() )

( (()()()) () )

(())

( () (()) )

( ((()()())()) (()(())) )

Kód uspořádaného kořenového stromu se spoč́ıtá rekurzivně z kód̊u všech podstromů
kořene, seřazených v daném pořad́ı a uzavřených do páru závorek.

Poznámka: Mı́sto znak̊u ‘(’ a ‘)’ lze použ́ıt i jiné symboly, třeba ‘0’ a ‘1’.
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Kĺıčovým faktem o kódech pěstovaných stromů je toto tvrzeńı:

Lema 5.11. Dva uspořádané kořenové (pěstované) stromy jsou isomorfńı právě když
jejich kódy źıskané podle předchoźıho popisu jsou shodné řetězce.

Důkaz: Postupujeme indukćı podle hloubky stromu (nejdeľśı vzdálenosti z kořene).
Báze je zřejmá, strom hloubky 0 je jedinečný s kódem ‘()’. Dále podle definice jsou dva
uspořádané kořenové stromy isomorfńı, právě když v daném pořad́ı jsou po dvojićıch
isomorfńı podstromy jejich kořen̊u, neboli podle indukčńıho předpokladu právě tehdy,
když seřazené kódy podstromů (nižš́ı hloubky) těchto kořen̊u vytvoř́ı shodné řetězce. ✷

Př́ıklad 5.12. Nakreslete jako pěstovaný strom ten odpov́ıdaj́ıćı závorkovému kódu

( (()(()()()())) (()()) ) .

Je-li dán kód s uspořádaného kořenového stromu, snadno z definice nahlédneme, že
př́ıslušný strom nakresĺıme následuj́ıćım postupem:

– Při přečteńı znaku ‘(’ na začátku spust́ıme pero na paṕır, do kořene.

– Při každém daľśım přečteńı znaku ‘(’ nakresĺıme hranu do následuj́ıćıho potomka
současného vrcholu.

– Při každém přečteńı znaku ‘)’ se perem vrát́ıme do rodiče současného vrcholu, př́ıpadně
zvedneme pero, pokud už jsme v kořeni.
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✷

Efektivńı algoritmus isomorfismu pro stromy

Při určováńı isomorfismu obecných stromů použijeme Lema 5.11 a jejich jednoznačnou
reprezentaci uspořádanými kořenovými stromy, ve které kořen voĺıme v centru a potomky
seřad́ıme podle jejich kód̊u vzestupně abecedně. Jinak se dá také ř́ıci, že kód přǐrazený
stromu T je lexikograficky nejmenš́ı ze všech kód̊u uspořádaných stromů vzniklých z T s
kořenem v jeho centru. Takový kód je zřejmě určuj́ıćı vlastnost́ı stromu T jako takového,
a proto správnost následuj́ıćıho algoritmu můžeme snadno nahlédnout ńıže.

Algoritmus 5.13. Určeńı isomorfismu dvou strom̊u.
Pro dané dva obecné stromy T a U implementujeme algoritmus zjǐst’uj́ıćı isomorfismus
T ≃? U následovně v symbolickém zápise:

vstup < stromy T a U;

if (|V (T )|!=|V (U)|) return ’Nejsou isomorfnı́.’;

(T,r) = korenove centrum(T); (U,s) = korenove centrum(U);

k = minimalni kod(T,r); m = minimalni kod(U,s);

if (k==m coby řetězce) výstup ’Jsou isomorfnı́.’;

else výstup ’Nejsou isomorfnı́.’;

Funkce minimalni kod(strom X, vrchol r) {
if (|V (X)|==1) return "()";

d = počet komponent grafu X-r, tj. podstrom̊u kořene r;

for (i = 1,...,d) {
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Y[i] = i-tá souvislá komponenta grafu X-r;

s[i] = i-tý soused r, tj. kořen podstromu Y[i];

k[i] = minimalni kod(Y[i],s[i]);

}
sort k[1]<=k[2]<=...<=k[d] lexikograficky (abecedně);
return "("+k[1]+...+k[d]+")";

}

Funkce korenove centrum(strom X) {
r = centrum(X);

if (r je jeden vrchol ) return (X,r);

else nový s, nahrad’ hranu r=uv v X hranami su, sv;
return (X,s);

}

Důkaz správnosti Algoritmu 5.13 je podán v následuj́ıćım tvrzeńı.

Věta 5.14. Mějme dva stromy T,U o stejném počtu vrchol̊u a necht’ (T ′, r) a (U ′, s)
jsou po řadě jejich kořenové stromy źıskané v prvńı části Algoritmu 5.13 (kde r, s jsou
centra T,U). Pak plat́ı:

a) T a U jsou isomorfńı, právě když (T ′, r) je isomorfńı (U ′, s).
b) (T ′, r) je isomorfńı (U ′, s), právě když

minimalni kod(T′, r) = minimalni kod(U′, s).

Důkaz: Tvrzeńı (a) ihned plyne z jednoznačnosti definice centra stromu.
Za druhé (b) dokazujeme indukćı podle hloubky našich kořenových stromů T ′, r

a U ′, s. (Zřejmě pokud maj́ı r̊uzné hloubky, isomorfńı nejsou.) Dva kořenové stromy
hloubky 0 jsou vždy isomorfńı a maj́ı shodný kód

”
()“. Dále vezmeme T ′, r a U ′, s

hloubky ℓ > 0. Pokud jejich kódy vyjdou shodné, jsou isomorfńı. Naopak pro isomorfńı
T ′, r a U ′, s existuje bijekce mezi vzájemně isomorfńımi podstromy jejich kořen̊u, tud́ıž
podle indukčńıho předpokladu kódy těchto podstromů jsou po dvojićıch shodné. Je-
likož se v obou př́ıpadech setř́ıd́ı kódy podstromů stejně, vyjde minimalni kod(T′, r) =
minimalni kod(U′, s). ✷

Úlohy k řešeńı

(5.3.1) Odvod’te správný závorkový kód pro tento pěstovaný strom:

s

ss

ss s

ss s s

s

s s

❢

(5.3.2) Nakreslete pěstovaný strom odpov́ıdaj́ıćı závorkovému kódu

( ((()())()) ((())(())) ) .

5.4 Kostry graf̊u

Pohled na stromy coby minimálńı souvislé grafy přináš́ı i pojem kostry grafu –
minimálńıho propojeńı mezi všemi jeho vrcholy. V tomto odd́ıle se na problematiku
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koster graf̊u pod́ıváme pohledem hezké matematické hř́ıčky (viz Věta 5.17). Na druhou
stranu d̊uležitosti problému hledáńı minimálńı kostry grafu (tzv. MST problém) bude
věnován také pozděǰśı Odd́ıl 6.1.

Definice 5.15. Kostrou souvislého grafu G
je podgraf v G, který je sám stromem a obsahuje všechny vrcholy grafu G.

Komentář: Kostrou stromu je strom sám. Na druhou stranu kostrou kružnice Cn je každá z
n cest vzniklých z Cn vypuštěńım jedné hrany. Složitěǰśı grafy maj́ı pak ještě v́ıce možných
koster.

Poznámka: Pojem kostry lze definovat i pro nesouvislé grafy, pak se kostrou mysĺı les, jehož
stromy jsou kostrami jednotlivých komponent.

Př́ıklad 5.16. Kolik r̊uzných koster má tento graf?

s s s s s s s

ssss

Pod́ıvejme se na kostru grafu takto – jaké hrany z grafu vymažeme, aby zbyl strom?
Zajisté muśıme vymazat některou hranu z prvńı kružnice (5 možnost́ı) a některou hranu z
druhé kružnice (6 možnost́ı). Na druhou stranu to v tomto jednoduchém př́ıkladě už stač́ı,
vždy pak zbude strom. Výběr vymazané hrany z prvńı kružnice je nezávislý na druhé kružnici
(jsou disjunktńı), a proto dle principu nezávislých výběr̊u máme 5 · 6 = 30 možnost́ı vybrat
dvě hrany k vymazáńı. Celkem tedy vyjde 30 koster. ✷

Následuj́ıćı výsledek Cayleye patř́ı ke
”
krásným drahokamům“ teorie graf̊u.

Věta 5.17. Úplný graf Kn pro n > 0 má přesně nn−2 koster.

Komentář: Pro tento výsledek existuje několik r̊uzných velmi pěkných d̊ukaz̊u, které si
zájemci mohou naj́ıt v literatuře [5]. My si dále uvedeme ještě jeden zcela obecný (a z
pohledu výpočetńı složitosti docela překvapivý) výsledek.

Definice. Laplaceova matice Q = (qij)
n
i,j=1 grafu G o n vrcholech je definována:

– qii = dG(i) (stupeň vrcholu),

– qij = 0 pro vrcholy i 6= j nespojené hranou,

– qij = −1 pro vrcholy i 6= j spojené hranou.

Věta 5.18. Necht’ Q je Laplaceova matice grafu G a matice Q′ vznikne vyškrtnut́ım
jej́ıho prvńıho řádku a sloupce. Pak počet koster grafu G je roven determinantu |Q′|.

Komentář: Důkaz této překvapivé věty je mimo dosah naši přednášky (využ́ıvá silné nástroje
lineárńı algebry). Uvědomte si, proč samotná matice Q je singulárńı (determinantu 0) –
nebot’ součet prvk̊u v každém řádku je 0. Je také možno vyškrtávat jiné řádky a sloupce,
ale může se t́ım změnit znaménko determinantu.

Úlohy k řešeńı

(5.4.1) Kolik koster má graf K1?

(5.4.2) Kolik koster má kružnice délky 2004?
∗(5.4.3) Ověřte předchoźı výsledek podle Věty 5.18.

(5.4.4) Zkuste sami vlastńım poč́ıtáńım odvodit, že počet koster úplného grafu K5 je
125 = 53.

∗(5.4.5) Odvod’te pomoćı Věty 5.18, kolik koster má úplný bipartitńı graf Km,n.
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(5.4.6) Dokážete nalézt souvislý graf s přesně 2007 kostrami bez kružnice C2007 coby pod-
grafem?

Rozšǐruj́ıćı studium

Strom̊um, jejich isomorfismu a kódováńı se věnuj́ı [5, Odd́ıly 5.1, 5.2]. Zájemci o hlubš́ı
studium poč́ıtáńı koster v grafech a př́ıslušné d̊ukazy si mohou přeč́ıst poměrně pokročilou [5,
Kapitolu 8]. Tam lze také nalézt obt́ıžný d̊ukaz obecné Věty 5.18.

Pro informatika dále stromy představuj́ı základy většiny pokročilých datových struktur
(např́ıklad vyhledávaćı stromy, haldy, derivačńı stromy, apod.) a také některých algorit-
mických postup̊u jako např́ıklad tzv. backtrackingu (viz také postupy prohledáváńı graf̊u v
Lekci 2). Daľśı informace o algoritmickém využit́ı strom̊u najdeme v př́ı̌st́ı Lekci 6.

5.5 Cvičeńı: Př́ıklady o stromech a kostrách

Př́ıklad 5.19. Zakresleme si stromy prohledáváńı grafu pro Př́ıklady 2.16 a 2.17.
Stromem prohledáváńı rozumı́me kostru daného grafu tvořenou právě těmi hranami,
jejichž projit́ım došlo k objeveńı nového vrcholu.

Stromy prohledáváńı zmı́něných instanćı algoritmu prohledáváńı jsou zde:

DFS

s s

s

s

ss

s

s
s

s
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Je na nich zároveň hezky vidět základńı strukturálńı rozd́ıl mezi prohledáváńım do
hloubky (DFS) a do š́ı̌rky (BFS). ✷

Př́ıklad 5.20. Zjistěte, zda následuj́ıćı dva stromy jsou isomorfńı pomoćı Algo-
ritmu 5.13.
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Nejprve si ověř́ıme, že stromy maj́ı stejný počet vrchol̊u (hran je pak také stejně). K
daným dvěma stromům najdeme jejich centra a překresĺıme si je jako kořenové stromy
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s kořeny v centrech.
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Nyńı přejdeme k určeńı minimálńıho závorkového kódu pro levý strom (Algorit-
mus 5.13): Např́ıklad při rekurzivńım voláńı ve vrcholu b urč́ıme kódy jeho podstromů
jako ’()’ a ’(()())’. Jelikož levou závorku považujeme za slovńıkově menš́ı, tyto dva
podkódy seřad́ıme a spoj́ıme takto ’( (()()) () )’. Obdobně postupujeme dále. . . Nakonec
v kořeni a źıskáme rekurzivńımi voláńımi kódy jeho tř́ı podstromů ’( (()()) () )’, ’()’ a
’( (()) ()() )’. Po seřazeńı a spojeńı nám celkový minimálńı kód levého stromu vyjde
’( ((()())()) ((())()()) () )’.

Obdobně budeme postupovat při rekurzivńım určováńı minimálńıho kódu pravého
stromu. Zde nám podkódy jednotlivých tř́ı podstromů kořene x vyjdou ’()’, ’((())())’ a
’((()())()())’. Po seřazeńı a spojeńı nám celkový minimálńı kód pravého stromu vyjde
’( ((()())()()) ((())()) () )’. Naṕı̌seme si tedy źıskané dva kódy pod sebe a uvid́ıme, kde se

lǐśı ( ((()())()) ((())()()) () )
( ((()())()()) ((())()) () )

. Dané dva stromy tud́ıž nejsou isomorfńı. ✷

Př́ıklad 5.21. Kolik r̊uzných koster má tento graf?

s s s s s s s

ssss

x

Jak vid́ıme, opět muśıme vymazat dvě hrany z grafu, aby zbyla kostra. Nelze však
vypouštět jednu hranu z levé kružnice a jednu z pravé, nebot’ by výběry nebyly nezávislé
– hrana x je oběma sd́ılená. Pod́ıváme se tedy na řešeńı jako na součet disjunktńıch
možnost́ı; počtu koster obsahuj́ıćıch x a počtu koster bez hrany x.

Pokud hranu x vymažeme, zbude kružnice délky 11 a ta má 11 koster. Pokud naopak
hranu x zachováme, muśıme z “levého oblouku” kružnice od x vymazat jednu ze 6 hran
a z “pravého oblouku” jednu z 5 hran. Tyto výběry již jsou nezávislé a počet možnost́ı
je 6 · 5 = 30. Celkem má náš graf 11 + 30 = 41 koster. ✷

Úlohy k řešeńı

(5.5.1) Kolik hran je třeba vypustit z následuj́ıćıho grafu na 9 vrcholech, aby zbyla jeho
kostra?

s s s s

s s s s

s

(5.5.2) Kolik vrchol̊u má strom s 2004 hranami? Je to jednoznačné?

(5.5.3) Les má 2009 vrchol̊u a celkem 4 souvislé komponenty. Kolik má hran?

(5.5.4) Kolik komponent souvislosti má les s 2004 vrcholy a 1993 hranami?
∗(5.5.5) Dokážete nalézt graf se dvěma kružnicemi, z něhož lze odebráńım jedné hrany

vytvořit strom? Zd̊uvodněte a př́ıpadně nakreslete.
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∗(5.5.6) Určete, kolik neisomorfńıch strom̊u se všemi vrcholy stupň̊u 1 nebo 3 existuje na 14
vrcholech?

(5.5.7) Mějme č́ısla {10, 11, 13, 14, 15, 21} a spojme dvojice z nich hranami, pokud jsou
soudělná. Je výsledný graf stromem? A aspoň lesem?

(5.5.8) Které z následuj́ıćıch výraz̊u jsou správnými závorkovými kódy pro nakreslené
uspořádané kořenové stromy?
A: (((()()())())((())()))
B: (((()()()())())(()()))
C: (((()()())())(()(())))
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ss
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(5.5.9) Kolik koster m̊uže mı́t graf, který vznikne ze stromu na 8 vrcholech přidáńım libo-
volné nové hrany (mezi dvěma nespojenými vrcholy)? Uvědomte si, že pro r̊uzné stromy
a hrany mohou vyj́ıt r̊uzné výsledky, a vašim úkolem je naj́ıt všechny možné počty, včetně
př́ıslušných obrázk̊u.

∗(5.5.10) Kolik r̊uzných koster maj́ı grafy na následuj́ıćım obrázku?

s s s s

s s s s

s s

s

s

ss

s

s

(5.5.11) Kolik hran je třeba vypustit z úplného grafu na n vrcholech, aby vznikla jeho
kostra?

∗(5.5.12) Kolik nejméně vrchol̊u muśı mı́t graf (bez násobných hran), ve kterém lze nalézt
dvě kostry nesd́ılej́ıćı žádnou hranu? Zd̊uvodněte.

∗(5.5.13) Dokážete nalézt souvislý graf s přesně 2003 kostrami bez kružnice C2003 coby pod-
grafem? Abyste si ušetřili čas, 2003 je prvoč́ıslo.

(5.5.14) Ověřte řešeńı Př́ıkladu 5.21 podle Věty 5.18.
∗(5.5.15) Kolik koster má graf Kn − e (tj. úplný po odebráńı jedné hrany)?

Návod: Zamyslete se, kolik koster procháźı jednou (lib.) hranou Kn.
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Část III

Daľśı Užitečné Oblasti a Problémy

Mimo témat př́ımo vázaných k nejčastěj́ım (obvykle) informatickým aplikaćım nám
teorie graf̊u nab́ıźı i mnohá jiná zaj́ımavá zákout́ı, která si zaslouž́ı své mı́sto v obecném
kurzu a jeho učebńım textu. Následuj́ıćı tři lekce tak nab́ızej́ı reprezentativńı výběr
daľśıch tradičńıch grafových oblast́ı a témat, která se oproti předchoźı části vyznačuj́ı
poněkud vyšš́ı matematickou náročnost́ı, avšak stále si zachovávaj́ı užitečné vazby také
na informatiku.

6 Minimálńı kostry, Hladový algoritmus

Úvod
Kromě teoretických “hrátek” maj́ı kostry graf̊u (Odd́ıl 5.4) následuj́ıćı d̊uležité praktické

použit́ı: Dř́ıve jsme uvažovali spojeńı v grafech cestami jdoućımi z jednoho mı́sta do druhého,
ale nyńı se pod́ıváme na jiný zp̊usob “propojováńı” všech vrchol̊u grafu najednou. Vezměme
si třeba požadavky propojeńı dom̊u elektrickým rozvodem, propojeńı škol internetem, atd.
Zde nás ani tak nezaj́ımaj́ı délky jednotlivých cest mezi propojenými body, ale hlavně celková
délka či cena vedeńı/spojeńı, které muśıme postavit.

Našim ćılem je tedy naj́ıt minimálńı souvislý podgraf daného grafu, tedy minimálńı
zp̊usob propojeńı (v daných podmı́nkách), ve kterém existuj́ı cesty mezi každou dvojićı vr-
chol̊u. Podle Věty 5.6 je t́ımto minimálńım propojeńım strom – kostra našeho grafu. Vstupńı
graf nám přitom udává všechny možné realizovatelné propojky s jejich cenami. Jak uvid́ıme,
úloha se dá velmi dobře řešit t́ım asi nejjednodušš́ım zp̊usobem, tzv. hladovým postupem –
bereme vždy to nejlepš́ı, co se zrovna nab́ıźı. . .

Ćıle
V lekci probereme významný problém minimálńı kostry grafu, včetně jednoduchého

“hladového” algoritmu pro jeho řešeńı. Obecně je postup tzv. hladové optimalizace demon-
strován na řešeńı několika jiných kombinatorických problém̊u, a v jeho souvislosti je také
zmı́něn pojem matroidu.

6.1 Hledáńı minimálńı kostry

Problém 6.1. Problém minimálńı kostry (MST)
Je dán (souvislý) vážený graf G,w s nezáporným ohodnoceńım hran w. Otázkou je naj́ıt
kostru T v G, která má nejmenš́ı možné celkové ohodnoceńı. Formálně

MST = min

kostra T⊂G





∑

e∈E(T )

w(e)



 .

Komentář: Kostra daného grafu je minimálńı podgraf, který zachovává souvislost každé
komponenty p̊uvodńıho grafu. Proto nám vlastně ukazuje “minimálńı propojeńı” daných
vrchol̊u, ve kterém ještě existuj́ı cesty mezi všemi dvojicemi, které byly propojeny i p̊uvodně.

Praktickou formulaćı problému je třeba propojeńı domů elektrickým rozvodem, škol in-
ternetem, atd. Jedná se tady o zadáńı, ve kterých nás zaj́ımá předevš́ım celková délka či cena
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propojeńı, které je třeba vytvořit. Př́ıklad je uveden na následuj́ıćım obrázku i s vyznačenou
minimálńı kostrou vpravo.
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s s s s
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Algoritmus 6.2.
”
Hladový“ pro minimálńı kostru.

Je dán souvislý vážený graf G,w s nezáporným ohodnoceńım hran w.

– Seřad́ıme hrany grafu G vzestupně podle jejich ohodnoceńı, tj.
w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em).

– Začneme s prázdnou množinou hran T = ∅ pro kostru.

– Pro i = 1, 2, . . . ,m vezmeme hranu ei a pokud T ∪ {ei} nevytvář́ı kružnici, přidáme
ei do T . Jinak ei “zahod́ıme”.

– Na konci množina T obsahuje hrany minimálńı kostry váženého grafu G,w.

Komentář: Podrobnou ukázku pr̊uběhu hladového algoritmu čtenář najde v Př́ıkladě 6.15.

Důkaz správnosti Algoritmu 6.2:
Necht’ T je množina hran źıskaná v Algoritmu 6.2 a necht’ hrany jsou již seřazené w(e1) ≤
w(e2) ≤ · · · ≤ w(em). Vezměme množinu hran T0 té minimálńı kostry (může jich být
v́ıce se stejnou hodnotou), která se s T shoduje na co nejv́ıce prvńıch hranách. Pokud
T0 = T , algoritmus pracoval správně.

Předpokládejme tedy, že T0 6= T , a ukážeme spor, tj. že toto nemůže ve skutečnosti
nastat. Označme j > 0 takový index, že se množiny T0 a T shoduj́ı na prvńıch j − 1
hranách e1, . . . , ej−1, ale neshoduj́ı se na ej . To znamená, že ej ∈ T , ale ej 6∈ T0. (Jistě
nemůže nastat ej 6∈ T , ale ej ∈ T0.) Podle Důsledku 5.5 obsahuje graf na hranách
T0 ∪ {ej} právě jednu kružnici C. Kružnice C však nemůže být obsažena v nalezené
kostře T , a proto existuje hrana ek v C, která ek 6∈ T a zároveň k > j. Potom však je
w(ek) ≥ w(ej) podle našeho seřazeńı hran, a tud́ıž kostra na hranách

(

T0 \ {ek}
)

∪ {ej}
(vzniklá nahrazeńım hrany ek hranou ej) neńı horš́ı než T0 a měli jsme ji v naš́ı úvaze
zvolit mı́sto T0. To je hledaný spor. ✷

Komentář: Správný pohled na předchoźı d̊ukaz by měl být následovný: Předpokládali jsme,
že nalezená kostra T se s některou optimálńı kostrou shoduje aspoň na prvńıch j−1 hranách.
Poté jsme ukázali, že některou daľśı hranu ek v (předpokládané) optimálńı kostře lze zaměnit
hranou ej, a tud́ıž dosáhnout shodu aspoň na prvńıch j hranách. Daľśımi iteracemi záměn
ukážeme úplnou shodu naš́ı nalezené kostry T s některou optimálńı kostrou. V našem d̊ukaze
jsme se vlastně zaměřili na fakt, že ta posledńı iterace záměn nemůže selhat. Nakreslete si
tento d̊ukaz obrázkem!

Základńı hladový algoritmus pro hledáńı minimálńı kostry grafu byl poprvé explicitně
popsán Kruskalem, ale už dř́ıve byly objeveny jeho podobné varianty, které zde jen
stručně zmı́ńıme.

Algoritmus 6.3. Jarńık̊uv pro minimálńı kostru.
Hrany na začátku neseřazujeme, ale začneme kostru vytvářet z jednoho vrcholu a v
každém kroku přidáme nejmenš́ı z hran, které vedou z jǐz vytvořeného podstromu do
zbytku grafu.
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Poznámka: Tento algoritmus je velmi vhodný pro praktické výpočty a je dodnes široce použ́ıvaný.
Málokdo ve světě však v́ı, že pocháźı od Vojtěcha Jarńıka, známého českého matematika — ve
světové literatuře se obvykle připisuje Američanu Primovi, který jej objevil až skoro 30 let po
Jarńıkovi.

Avšak historicky v̊ubec prvńı algoritmus pro problém minimálńı kostry (z roku 1928)
byl nalezen jiným českým (brněnským) matematikem:

Algoritmus 6.4. Bor̊uvk̊uv pro minimálńı kostru (náznak).
Toto je poněkud složitěǰśı algoritmus, chová se jako Jarńık̊uv algoritmus spuštěný zároveň
ze všech vrchol̊u grafu najednou. Detaily lze nalézt v literatuře [5, Odd́ıl 5.4].

Doplňkové otázky

(6.1.1) Co se stane, pokud v Algoritmu 6.2 seřad́ıme hrany naopak, tedy sestupně?

(6.1.2) Čı́m je Jarńık̊uv algoritmus pro MST výhodněǰśı než základńı hladový postup?

(6.1.3) Promyslete si Jarńık̊uv algoritmus, jaké datové struktury potřebujete pro jeho co
nejrychleǰśı implementaci?

6.2 Hladový algoritmus v obecnosti

Asi nejprimitivněǰśım možným př́ıstupem při řešeńı diskrétńıch optimalizačńıch úloh je
postupovat stylem beru vždy to nejlepš́ı, co se zrovna nab́ıźı. . . Tento postup obecně v
češtině nazýváme hladovým algoritmem, i když lepš́ı by bylo použ́ıt správněǰśı překlad
anglického “greedy”, tedy nenasystný algoritmus. A ještě hezč́ı české spojeńı by bylo
“algoritmus hamouna”. Jednoduše bychom jej nast́ınili takto:

• Postupně v kroćıch vyber vždy to nejlepš́ı, co se dá (nab́ıźı).

• To vyžaduje zvolit uspořádáńı na objektech, ze kterých vyb́ıráme.

• Pr̊uběh a úspěch algoritmu silně záviśı na tomto zvoleném uspořádáńı (které již dále
neměńıme).

Komentář: Jak asi každý v́ı, nenasystnost či hamounstv́ı nebývá v životě t́ım nejlepš́ım
postupem, ale kupodivu tento princip perfektně funguje v mnoha kombinatorických úlohách!
Jedńım známým př́ıkladem je výše uvedené hledáńı minimálńı kostry. Jiným př́ıkladem je
třeba jednoduchý problém přidělováńı (uniformńıch) pracovńıch úkol̊u, na němž si obecné
schéma hladového algoritmu ilustrujeme.

Problém 6.5. Přiděleńı pracovńıch úkol̊u
Uvažujeme zadané pracovńı úkoly, které maj́ı přesně určený čas začátku i délku trváńı.
(Jednotlivé úkoly jsou tedy reprezentovány uzavřenými intervaly na časové ose.) Cı́lem
je takové přiděleńı úkol̊u pracovńık̊um, aby jich celkově bylo potřeba co nejméně. Všichni
pracovńıci jsou si navzájem rovnocenńı – uniformńı, tj. každý zvládne všechno.

Komentář: Pro př́ıklad zadáńı takové problému si vezměme následuj́ıćı intervaly úkol̊u:
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Kolik je k jejich splněńı potřeba nejméně pracovńık̊u? Asi sami snadno zjist́ıte, že 4 pracovńıci
stač́ı, viz zobrazené oč́ıslováńı. Ale proč jich nemůže být méně?
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Poznámka: Uvedené zadáńı může být kombinatoricky popsáno také jako problém optimálńıho
obarveńı daného intervalového grafu (vrcholy jsou intervaly úkol̊u a hrany znázorňuj́ı překrýváńı
interval̊u).

Algoritmus 6.6. Hladový algoritmus rozděleńı pracovńıch úkol̊u.
Problém 6.5 je vyřešen následuj́ıćı aplikaćı hladového postupu:

1. Úkoly nejprve seřad́ıme podle čas̊u začátk̊u.

2. Každému úkolu v pořad́ı přiděĺıme volného pracovńıka s nejnǐzš́ım č́ıslem.

Důkaz: Necht’ náš algoritmus použije celkem k pracovńık̊u. Dokážeme jednoduchou
úvahou, že tento počet je optimálńı – nejlepš́ı možný. V okamžiku, kdy začal pracovat
pracovńık č́ıslo k, všichni 1, 2, . . . , k − 1 také pracovali (jinak bychom vzali některého z
nich). V tom okamžiku tedy máme k překrývaj́ıćıch se úkol̊u a každý z nich vyžaduje
vlastńıho pracovńıka. ✷

Komentář: Př́ıklad neoptimálńıho přiděleńı pracovńıch úkol̊u dostaneme např́ıklad tak, že
na začátku úkoly seřad́ıme podle jejich časové délky. (Tj. č́ım deľśı úkol, t́ım dř́ıve mu hladově
přǐrad́ıme pracovńıka.)

s s

s s s s

s s s s

s s

s s

2

3

1

2

5

4

3

Takový postup by se také mohl zdát rozumný, vždyt’ se v praxi často rozděluj́ı nejprve
ty velké úkoly a pak pr̊uběžně ty menš́ı. Vid́ıme však na obrázku, že nalezené řešeńı neńı
optimálńı – vyžaduje 5 mı́sto 4 pracovńık̊u.

Je tedy velmi d̊uležité, podle jakého prinicipu seřad́ıme objekty (úkoly) na vstupu.

Doplňkové otázky

(6.2.1) Proč tedy nestač́ı méně než 4 pracovńıci pro splněńı pracovńıch úkol̊u v zadáńı za
Problémem 6.5?

(6.2.2) Co kdybychom v hladovém řešeńı Problému 6.5 seřadili úkoly podle čas̊u jejich
ukončeńı?

6.3 Pojem matroidu

Pojem matroidu se často vyskytuje ve spojeńı s diskrétńı optimalizaćı, viz třeba mnohé
práce Edmondse. Jedná se o pojem velice “obt́ıžný k uchopeńı”, a proto si o něm
zde uvedeme jen několik základńıch poznatk̊u v souvislosti s hladovým algoritmem
(Věta 6.12).

Definice 6.7. Matroid na množině X, značený M = (X,N ),
je takový systém N podmnožin nosné množiny X, ve kterém plat́ı následuj́ıćı:

1. ∅ ∈ N

2. A ∈ N a B ⊂ A ⇒ B ∈ N

3. A,B ∈ N a |A| < |B| ⇒ ∃y ∈ B \A : A ∪ {y} ∈ N

Množinám ze systému N ř́ıkáme nezávislé množiny. Těm ostatńım pak ř́ıkáme závislé.
Nezávislým množinám, do kterých již nelze přidat žádný prvek tak, že z̊ustanou
nezávislé, ř́ıkáme báze matroidu.
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Komentář: Nejd̊uležitěǰśı část́ı definice matroidu je zvýrazněný třet́ı bod. Př́ımo ukázkový
př́ıklad matroidu nám dává lineárńı algebra – všechny lineárně nezávislé podmnožiny vek-
tor̊u tvoř́ı matroid. Odtud také pocházej́ı pojmy nezávislosti a báze matroidu, které př́ımo
odpov́ıdaj́ı př́ıslušným pojmům vektorového prostoru.

Lema 6.8. Všechny báze matroidu obsahuj́ı stejně mnoho prvk̊u.

Důkaz: Toto př́ımo vyplývá z třet́ı vlastnosti definice matroidu: Pokud nezávislá
množina A má méně prvk̊u než báze B, tak do A lze vždy přidat daľśı prvek x tak, že
z̊ustane A ∪ {x} nezávislá. ✷

Nyńı uvedeme několik poznatk̊u o stromech, které jsou relevantńı pro zavedeńı
“grafových” matroid̊u.

Lema 6.9. Les na n vrcholech s c komponentami souvislosti má přesně n− c hran.

Důkaz: Každý vrchol lesa L nálež́ı právě jedné komponentě souvislosti z definice. Jak
známo, každý strom, tj. komponenta lesa L, má o jednu hranu méně než vrchol̊u. Ve
sjednoceńı c komponent tak bude právě o c méně hran než vrchol̊u. ✷

Definice: Řekneme, že podmnožina hran F ⊂ E(G) je acyklická, pokud podgraf s
vrcholy V (G) a hranami z F nemá kružnici.

Lema 6.10. Necht’ F1, F2 jsou acyklické podmnožiny hran grafu G a |F1| < |F2|. Pak
existuje hrana f ∈ F2 \ F1 taková, že F1 ∪ {f} je také acyklická podmnožina.

Důkaz: Jelikož |F1| < |F2| a plat́ı Lema 6.9, má podgraf G1 tvořený hranami z F1

v́ıce komponent než podgraf G2 tvořený hranami z F2. Potom však některá hrana f ∈ F2

muśı spojovat dvě r̊uzné komponenty podgrafu G1, a tud́ıž přidáńım f do F1 nevznikne
kružnice. ✷

Definice: Podle Lematu 6.10 tvoř́ı systém všech acyklických podmnožin hran v (libo-
volném) grafu G matroid. Tento matroid nazýváme matroidem kružnic grafu G.
V analogíı s grafy dále použ́ıváme název kružnice pro minimálńı závislé množiny ma-
troidu.

Komentář: Dva př́ıklady matroidu jsou hezky ilustrovány v následuj́ıćım obrázku, který
ukazuje, jak hrany grafu K4 vlevo odpov́ıdaj́ı vektor̊um v matroidu kružnic vpravo. Čáry
(zvané “př́ımky”) v pravém schématu vyznačuj́ı lineárńı závislosti mezi vektory; tj. nezávislé
jsou ty trojice bod̊u, které nelež́ı na žádné společné “př́ımce”.
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Abstraktńı hladový algoritmus

V praxi se matroid obvykle nezadává výčtem všech nezávislých množin, protože těch je
př́ılǐs mnoho (až 2n pro n-prvkovou množinu X). Mı́sto toho bývá dána exterńı funkce
pro testováńı nezávislosti dané podmnožiny.

Algoritmus 6.11. Nalezeńı minim. báze matroidu – hladový algoritmus.
vstup: množina X s váhovou funkćı w : X → R,

matroid na X určený exterńı funkćı nezavisla(Y);

setřı́dit X=(x[1],x[2],...,x[n]) tak, aby w[x[1]]<=...<=w[x[n]];

B = ∅;
for (i=1; i<=n; i++)

if (nezavisla(B∪{x[i]}))
B = B∪{x[i]};

výstup: báze B daného matroidu s minimálńım součtem ohodnoceńı vzhledem k w.

Poznámka: Pokud X v tomto algoritmu je množina hran grafu, w váhová funkce na hranách a
nezávislost znamená acyklické podmnožiny hran (matroid kružnic grafu), pak Algoritmus 6.2 je
přesně instanćı Algoritmu 6.11.

Věta 6.12. Algoritmus 6.11 (hladový algoritmus) pro danou nosnou množinu X s
váhovou funkćı w : X → R a pro daný matroid N na X správně najde bázi v N s
nejmenš́ım součtem vah.

Důkaz: Z definice matroidu je jasné, že k výsledné množině B již nelze přidat daľśı
prvek, aby z̊ustala nezávislá, proto je B báze. Seřad’me si prvky X podle vah jako
v algoritmu w(x[1]) ≤ · · · ≤ w(x[n]). Necht’ indexy i1, i2, . . . , ik určuj́ı vybranou k-
prvkovou bázi B v algoritmu a necht’ indexy j1, j2, . . . , jk vyznačuj́ı (třeba jinou?) bázi
{x[j1], . . . , x[jk]} s nejmenš́ım možným součtem vah.

Vezměme nejmenš́ı r ≥ 1 takové, že w(x[ir ]) 6= w(x[jr]). Potom nutně w(x[ir ]) <
w(x[jr]), protože náš algoritmus je “hladový” a bral by menš́ı w(x[jr ]) již dř́ıve. Na
druhou stranu, pokud by druhá báze {x[j1], . . . , x[jk]} dávala menš́ı součet vah, muselo
by existovat jiné s ≥ 1 takové, že w(x[is]) > w(x[js]). Nyńı vezměme nezávislé
podmnožiny A1 = {x[i1], . . . , x[is−1]} a A2 = {x[j1], . . . , x[js]}, kde A2 má o jeden
prvek v́ıce než A1 a všechny prvky A2 maj́ı dle předpokladu menš́ı váhu než w(x[is]).

Podle definice matroidu existuje y ∈ A2 \A1 takové, že A1∪{y} je nezávislá. Přitom
samozřejmě y = x[ℓ] pro nějaké ℓ. Ale to neńı možné, protože, jak je výše napsáno,
w(y) < w(x[is]), takže by náš hladový algoritmus musel y = x[ℓ], ℓ < is vźıt dř́ıve do
vytvářené báze B než vzal x[is]. Proto jiná báze s menš́ım součtem vah než nalezená B
neexistuje. ✷

Tı́m jsme zároveň podali i jiný d̊ukaz správnosti Algoritmu 6.2, který je jen speci-
fickou instanćı Algoritmu 6.11.

Poznámka: Požadavek, že hladový Algoritmus 6.11 hledá bázi s minimálńım součtem vah je v
zásadě jen naš́ı konvenćı. Je jasné, že obráceńım znamének u hodnot w se z minimalizace stává
maximalizace a naopak.
Na druhou stranu je obecně podstatný požadavek, že výsledná množina má být báźı, ne jen
nezávislou množinou, nebot’ při kladných hodnotách w by minimálńı nezávislou množinou byla
vždy ∅. (Naopak při maximalizaci s kladnými hodnotami w vycháźı automaticky báze jako ta
nezávislá množina s maximálńım ohodnoceńım.)
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6.4 Kdy hladový algoritmus (ne)pracuje správně

Čtenáře asi napadne, že hladový algoritmus nemůže fungovat vždy optimálně. My jsme
dokonce schopni popsat všechny struktury, na kterých hladový postup funguje uni-
verzálně – jsou to právě matroidy.

Věta 6.13. Necht’ X je nosná množina se systémem “nezávislých” podmnožin N
splňuj́ıćı podmı́nky (1,2) Definice 6.7. Pokud pro jakoukoliv váhovou funkci w : X → R
najde Algoritmus 6.11 optimálńı nezávislou množinu z N , tak N splňuje také podmı́nku
(3), a tud́ı̌z tvoř́ı matroid na X.

Důkaz: Tvrzeńı dokazujeme sporem. Předpokládejme, že vlastnost (3) neplat́ı pro
dvojici nezávislých množin A,B, tj. že |A| < |B|, ale pro žádný prvek y ∈ B \ A neńı
A∪{y} nezávislá. Necht’ |A| = a, |B| = b, kde 2b > 2a+1. Zvoĺıme následuj́ıćı ohodnoceńı

• w(x) = −2b pro x ∈ A,

• w(x) = −2a− 1 pro x ∈ B \ A,

• w(x) = 0 jinak.

Hladový algoritmus přirozeně najde bázi B1 obsahuj́ıćı A a disjunktńı s B \ A podle
našeho předpokladu. Jej́ı ohodnoceńı je w(B1) = −2ab. Avšak optimálńı báźı je v tomto
př́ıpadě jiná B2 obsahuj́ıćı celé B a maj́ıćı ohodnoceńı nejvýše w(B2) ≤ (−2a − 1)b =
−2ab − b < w(B1). To je ve sporu s daľśım předpokladem, že i při námi zvoleném
ohodnoceńı w nalezne hladový algoritmus optimálńı bázi. Proto je sporný náš předpoklad
o množinách A,B a podmı́nka (3) je splněna. ✷

Nakonec uvád́ıme dvě ukázky dobře známých kombinatorických úloh (viz Lekce 7),
ve kterých hladový algoritmus výrazně selže:

Př́ıklad 6.14. Při následuj́ıćıch dvou použit́ıch paradigmatu hladového algoritmu dojde k
situaćım, kdy źıskaný výsledek m̊uže být zcela jiný než optimálńı odpověd’.

Obarveńı grafu. Problém obarveńı grafu žádá přǐrazeńı co nejméně barev vrchol̊um tak, aby
sousedńı dvojice dostaly r̊uzné barvy. Jak jsem již poznamenali, v Problému 6.5 bylo
přidělováńı úkol̊u pracovńık̊um vlastně barveńım grafu. Obecně hladově barv́ıme graf
tak, že ve zvoleném pořad́ı vrchol̊u každému následuj́ıćımu přiděĺıme prvńı volnou barvu.
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Třeba v nakreslené cestě délky 3 můžeme barvit hladově v pořad́ı od vyznačených krajńıch
vrchol̊u, a pak muśıme použ́ıt 3 barvy mı́sto optimálńıch dvou.

Vrcholové pokryt́ı. Problém vrcholového pokryt́ı se ptá na co nejmenš́ı podmnožinu C vrchol̊u
daného grafu takovou, že každá hrana má alespoň jeden konec v C. Přirozeným hladovým
postupem by bylo vyb́ırat od vrchol̊u nejvyšš́ıch stupň̊u ty, které soused́ı s doposud
nepokrytými hranami. Bohužel tento postup také obecně nefunguje. Viz. Př́ıklad 6.18.

✷

Poznámka: Zmı́něná selháńı hladového algoritmu se obecně vážou k nevhodně zvolenému pořad́ı
krok̊u. Nemysleme si však, že by se tato selháńı dala nějak snadno napravit volbou jiného pořad́ı
– plat́ı, že nalezeńı optimálńıho pořad́ı krok̊u pro použit́ı hladového algoritmu může být (a bývá)
stejně obt́ıžné jako vyřešeńı úlohy samotné.

Doplňkové otázky

(6.4.1) Jak špatně m̊uže dopadnout hladové barveńı bipartitńıho grafu? (Bipartitńı grafy
jsou ty, které lze optimálně obarvit 2 barvami.) Přesně se otázkou mysĺı, kolik barev se
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hladově použije pro nejhorš́ı bipartitńı graf při nejhorš́ım uspořádáńı jeho vrchol̊u, když
se v každém kroku pro nový vrchol vyb́ırá prvńı volná barva.

Rozšǐruj́ıćı studium

Problém minimálńı kostry a jeho historie jsou výborně shrnuty v [5, Odd́ıly 4.3,4.5].
Dosti obsáhlý rozbor algoritm̊u použ́ıvaných na problém minimálńı kostry je v [4, Kapi-
toly 5,6]. Hladový postup je běžně zmiňován a použ́ıván v knihách zabývaj́ıćıch se algoritmy
a optimalizaćı. Pro konkrétńı algoritmické implementace odkazujeme i na [3].

V oblasti teorie matroid̊u je jen poskrovnu českých text̊u, ale obsáhlou a základńı an-
glickou monografíı je [8]. Krátký čtivý úvod do matroid̊u je volně dostupný na J. Oxley,
What is a Matroid?, http://www.math.lsu.edu/~preprint/2002/jgo2002e.pdf.

6.5 Cvičeńı: Ukázky použit́ı hladových algoritmů

V následuj́ıćım cvičeńı se zaměř́ıme primárně na několik snadných a názorných
ukázek použit́ı hladových algoritmů pro řešeńı kombinatorických problémů.

Př́ıklad 6.15. Najděme hladovým algoritmem minimálńı kostru v tomto váženém
grafu (váhy hran jsou zapsány č́ısly v obrázku).

s s s s

s s s s

1 4 2

343

12

1 2
1

3
2

Hrany si nejprve seřad́ıme podle jejich vah 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4. (na pořad́ı
mezi hranami stejné váhy nezálež́ı, proto jej zvoĺıme libovolně). Začneme s prázdnou
množinou hran (budoućı) kostry. Pak hladovým postupem přidáme prvńı dvě hrany
váhy 1 vlevo dole, které nevytvoř́ı kružnici. Třet́ı hrana váhy 1 vlevo s nimi už tvoř́ı
trojúhelńık, a proto ji přidat nelze, je zahozena. Při znázorněńı pr̊uběhu použ́ıváme
tlusté čáry pro vybrané hrany kostry a tečkované čáry pro zahozené hrany:
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Poté přejdeme na hrany s vahou 2, z nichž lze tři postupně přidat bez vytvořeńı kružnice
a čtvrtá (úplně vpravo) již kružnici vytvoř́ı a je proto zahozena. Viz. obrázek vpravo.
Nakonec ještě přidáme hranu nejmenš́ı vyšš́ı váhy 3 vlevo nahoře a zbylé hrany již
zahod́ıme, protože všechny tvoř́ı kružnice.
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Źıskáme tak minimálńı kostru velikosti 1 + 2 + 2 + 3 + 1 + 1 + 2 = 12, která je v tomto
př́ıpadě (náhodou) cestou, na posledńım obrázku vpravo.

Poznamenáváme, že při jiném seřazeńı hran stejné váhy by kostra mohla vyj́ıt jinak,
ale vždy bude mı́t stejnou minimálńı velikost 12. (Např́ıklad mı́sto levé svislé hrany může
obsahovat přilehlou úhlopř́ıčku stejné váhy 1.) ✷

Př́ıklad 6.16. Najděme minimálńı kostru grafu z Př́ıkladu 6.15 Jarńıkovým algo-
ritmem.

Kostru začneme budovat v levém dolńım vrcholu. (Tj. naše částečná kostra zat́ım
dosáhla jen na levý dolńı vrchol.) Vid́ıme, že obě hrany z něj vycházej́ıćı maj́ı váhu 1,
proto je obě do kostry přidáme. Takto naše budovaná kostra již dosáhla na tři vrcholy
grafu, které si v následuj́ıćım obrázku vlevo vyznač́ıme. (Zbylé hrany mezi dosaženými
vrcholy jsou již k ničemu, proto je zahod́ıme.)
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V daľśım kroku ze všech tř́ı dosažených vrchol̊u vyb́ıráme nejmenš́ı hranu vedoućı mimo
ně. Jak hned vid́ıme, nejmenš́ı taková hrana má váhu 2, takže ji k naš́ı kostře přidáme
a dosáhneme čtvrtý vrchol grafu. Poté opět vyb́ıráme nejmenš́ı hranu z dosažených
vrchol̊u ven, ale ty maj́ı nyńı váhu nejméně 3 (zvoĺıme tu nahoře vlevo). Také ji přidáme
do kostry a dostaneme se do situace vyznačené na horńım obrázku vpravo.

Nyńı již je dosažených vrchol̊u 5 a nejmenš́ı z hran vedoućıch z dosažených ven
má váhu 2. (Všimněte si dobře tohoto rozd́ılu od základńıho hladového postupu – v
tomto algoritmu se nemuśı hrany prob́ırat globálně monotónně podle svých vah!) Takto
dosáhneme i pravého dolńıho vrcholu, na následuj́ıćım obrázku vlevo.
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Nakonec ještě dosáhneme zbylé dva vrcholy hranami po řadě vah 2 a 1. Źıskáme tak
stejnou minimálńı kostru jako v Př́ıkladě 6.15. Opět je však možnost nalézt jinou z
minimálńıch koster stejné velikosti, pokud mezi hranami stejné váhy vedoućımi ven v
každém kroku vyb́ıráme jinak. ✷

V daľśıch dvou př́ıkladech si ukážeme použit́ı hladového postupu na řešeńı jiných
problémů než minimálńı kostry. Obě aplikace postupu jsou podobné a poměrně přirozené,
přesto jen prvńı z nich je matematicky korektńı – dává vždy optimálńı výsledek, kdežto
druhá ne.

Př́ıklad 6.17. Pod́ıvejme se na tento přirozený problém z univerzitńıho prostřed́ı:
Kroužky student̊u maj́ı během dne pevně naplánované časy cvičeńı. Našim úkolem
je rozmı́stit cvičeńı do co nejméně učeben, aby se samozřejmě v jedné učebně cvičeńı
nepřekrývala. K vyřešeńı použijeme hladový postup:

– Nejdř́ıve zač́ınaj́ıćı cvičeńı umı́st́ıme do učebny č. 1.
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– Vybereme nejdř́ıve zač́ınaj́ıćı neumı́stěné cvičeńı (libovolné, pokud jich v́ıce zač́ıná
ve stejnou dobu) a umı́st́ıme jej do prvńı volné učebny nejmenš́ıho č́ısla.

– Opakujeme předchoźı bod, dokud nejsou všechna cvičeńı rozmı́stěna.

Jak dobrý výsledek (tj. maximálńı počet potřebných učeben) nám tento postup dá?

Je to možná s podivem, ale tento primitivńı postup nám dá zcela optimálńı řešeńı
úlohy, jak si nyńı stručně zd̊uvodńıme:
Předpokládejme, že učebny jsou č́ıslovány 1, 2, 3, . . . . Pokud uvedený hladový postup
potřebuje celkem k učeben, znamená to, že v některém svém kroku již měl učebny
1, 2, . . . , k − 1 obsazené prob́ıhaj́ıćımi cvičeńımi a pro daľśı cvičeńı musel použ́ıt učebnu
č́ıslo k. (Jinak by použil učebnu menš́ıho č́ısla.) To však znamená, že v onom okamžiku
se najednou koná k r̊uzných cvičeńı, a proto použit́ı nejméně k učeben je nutné.

Vid́ıte př́ımou souvislost s Problémem 6.5? ✷

Př́ıklad 6.18. Vrcholovým pokryt́ım v grafu G nazveme množinu vrchol̊u X ⊂ V (G)
takovou, že každá hrana grafu G má aspoň jeden konec v X. Zadaným úkolem je
nalézt v grafu vrcholové pokryt́ı nejmenš́ı možné velikosti. Použijeme hladový postup
(kdy se snaž́ıme každým krokem pokrýt co nejv́ıce ze zbylých hran v grafu):

– Začneme s prázdnou X = ∅.

– Vybereme vrchol v největš́ıho stupně v G a přidáme jej do X.

– Vrchol v odebereme z grafu G (i s jeho hranami) a jdeme zpět na předchoźı bod,
dokud nezbude graf G prázdný.

Proč je toto řešeńı obecně nekorektńı?

Popsaný hladový postup v některých př́ıpadech nenalezne nejmenš́ı možnou množinu
vrcholového pokryt́ı. Pod́ıvejme se na tento graf:
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Hladový postup nejprve vybere prostředńı vrchol, ale pak ještě muśı v daľśıch čtyřech
kroćıch vybrat 4 vrcholy, tedy celkem vyjde množina X velikosti 5:
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Snadno však zjist́ıme, že optimálńı vrcholové pokryt́ı má velikost jen 4 a je vyznačené
na obrázku vpravo. ✷

Úlohy k řešeńı

(6.5.1) V jakém (jednoduše spočitatelném) pořad́ı hladově barvit vrcholy bipartitńıho grafu,
aby na celý graf vystačily pouze 2 barvy?

(6.5.2) Jak lze (dobře) využ́ıt hladový algoritmus pro obarveńı grafu se všemi vrcholy stupně
k pomoćı k + 1 barev?
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7 Barevnost a daľśı těžké problémy

Úvod
Pro motivaci této lekce se pod́ıváme hlouběji do historie počátk̊u graf̊u v matematice. Již

dř́ıve jsme si připomı́nali jeden z historických kamen̊u teorie graf̊u – slavný problém sedmi
most̊u v Královci (dnešńım Kaliningradě). Daľśı neméně slavný problém pocháźı z poloviny
19. stolet́ı a je obvykle zvaný problémem čtyř barev. Na rozd́ıl od sedmi most̊u, problém
čtyř barev z̊ustal nevyřešený po v́ıce než 100 let! A právě marné snahy o jeho vyřešeńı se
zapř́ıčinily o rozvoj mnoha oblast́ı teorie graf̊u a celé kombinatoriky.

Problém čtyř barev byl p̊uvodně formulován pro politické mapy stát̊u: Výrobci map chtěli
státy barevně odlǐsit, aby každé dva sousedńı měli r̊uzné barvy. Přitom chtěli mapy tisknout
co nejlevněji, tedy s nejmenš́ım možným počtem barev. Neńı problém nakreslit čtyři státy
tak, že každý s každým soused́ı, a proto 4 barvy jsou někdy potřebné. Praxe brzy ukázala,
že 4 barvy vždy stač́ı, ale matematici si dlouho lámali hlavy s t́ım, jak to přesně dokázat,
jedná se totiž o nebývale obt́ıžný problém. . .

Takto se zde (a dále v Odd́ıle 8.4) přirozeně dostáváme k široce studované prob-
lematice barveńı graf̊u. Někteř́ı matematici však kladou prapočátky teorie graf̊u daleko
před Eulerovými sedmi mosty či problémem čtyř barev, až ke středověké otázce, zda lze
šachovým koněm obej́ıt celou šachovnici bez opakováńı. Tato otázka nakonec vede k daľśımu
zaj́ımavému a obt́ıžnému problému tzv. Hamiltonovské kružnice v grafu, nazvané podle tv̊urce
př́ıslušného hlavolamu z 19. stolet́ı. I na tento specifický problém a jeho obt́ıžnost se bĺıže
pod́ıváme. A také na několik jiných typických představitel̊u

”
obt́ıžných“ grafových problém̊u.

Ćıle
Prvńım ćılem této lekce je definovat barevnost graf̊u a naučit se s ńı pracovat. Druhým

ćılem je ukázat několik daľśıch
”
obt́ıžných“ problém̊u definovaných přirozeně na grafech

a přivést je do kontextu teorie výpočetńı složitosti a NP-úplnosti. Studuj́ıćı bez zájmu o
informatické aspekty mohou látku týkaj́ıćı se složitosti jednoduše přeskočit.

7.1 Barevnost grafu

Nejprve si uved’me pojem barevnosti – představme si, že hrany grafu nám ř́ıkaj́ı, že jejich
koncové vrcholy muśı být barevně odlǐsené (třeba proto, že reprezentuj́ı sousedńı státy,
nebo proto, že jinak jsou si př́ılǐs podobné a je třeba je jinak rozĺı̌sit, atd). Samozřejmě
bychom mohli každému vrcholu grafu dát jinou barvu, ale k čemu by pak takový problém
byl? My bychom chtěli použ́ıt barev celkem co nejméně.

Definice: Obarveńım grafu G pomoćı k barev mysĺıme libovolné zobrazeńı

c : V (G)→ {1, 2, . . . , k}

takové, že každé dva vrcholy spojené hranou dostanou r̊uzné barvy, tj. c(u) 6= c(v) pro
všechny {u, v} ∈ E(G).

Definice 7.1. Barevnost grafu G
je nejmenš́ı přirozené č́ıslo χ(G) pro které existuje obarveńı grafu G pomoćı χ(G) barev.

Čı́sla 1, 2, . . . , k z předchoźı definice tak nazýváme barvami vrchol̊u (je to pohodlněǰśı,
než popisovat barvy běžnými jmény jako b́ılá, červená, atd).

Poznámka: Uvědomme si, že barevnost lze definovat pouze pro graf bez smyček, protože oba
konce smyčky maj́ı vždy stejnou barvu a nic v́ıc s t́ım

”
nenaděláme“.
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Př́ıklad 7.2. Určete barevnost grafu

s

s

s

s

.

Na prvńı pohled je vidět, že potřebujeme aspoň 3 barvy, nebot’ graf má trojici navzájem
spojených vrchol̊u (trojúhelńık). Na druhý pohled pak zjist́ıme, že levý a pravý vrchol spojené
hranou nejsou, a proto jim lze přǐradit stejnou barvu (a daľśı dvě barvy vrchńımu a spodńımu
vrcholu). Proto má graf barevnost 3. ✷

V obecnosti lze o barevnosti graf̊u ř́ıci následuj́ıćı jednoduché poznatky.

Lema 7.3. Mějme jednoduchý graf (bez smyček) G a jeho libovolný podgraf H ⊆ G. Pak
χ(H) ≤ χ(G).

Důkaz: Zřejmě postač́ı použ́ıt restrikci obarveńı grafu G na vrcholy podgrafu H. ✷

Řı́káme, že barevnost grafu je monotónńı na podgrafy.

Lema 7.4. Necht’ G je jednoduchý graf (bez smyček) na n vrcholech. Pak χ(G) ≤ n a
rovnost nastává právě když G ≃ Kn je úplný graf.

Důkaz: Stač́ı každý vrchol obarvit jinou barvou a máme skutečné obarveńı n barvami
dle definice. Nav́ıc pokud některá dvojice u, v vrchol̊u neńı spojená hranou, můžeme volit
lepš́ı obarveńı c(u) = c(v) = 1 a zbylé vrcholy r̊uznými barvami 2, 3, . . . , n − 1, tj. pak
χ(G) < n. ✷

Př́ıklad 7.5. Vrat’me se k př́ıkladu
”
barveńı“ mapy z úvodu lekce a ukažme si, jak mapy

souvisej́ı s grafy a jejich barevnost́ı.

Označme si státy na následuj́ıćı mapě ṕısmeny a, b, . . . , h.
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Jednotlivé oblasti na mapě (předpokládáme, že každý stát má souvislé územı́, tj. státy =
oblasti) prohláśıme za vrcholy našeho grafu a sousedńı dvojice stát̊u spoj́ıme hranami. Neza-
pomeňme přitom, že

”
sousedńı“ znamená sd́ıleńı celého úseku hranice, ne jen jednoho rohu.

Výsledkem bude graf nakreslený vpravo. Pod́ıváme-li se nyńı zpátky na definici barevnosti
grafu, vid́ıme, že se jedná přesně o ten samý problém jako u barveńı p̊uvodńı mapy.

Při troše snahy také najdeme lepš́ı obarveńı uvedené mapy využ́ıvaj́ıćı pouhých tř́ı barev:
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Pod́ıvejme se, které grafy maj́ı ńızkou barevnost. Je jasné, že jedna barva stač́ı, jen
pokud graf nemá hrany. Grafy obarvitelné dvěma barvami už tvoř́ı zaj́ımavěǰśı tř́ıdu a
jsou obvykle nazývané jedńım slovem bipartitńı. Poměrně jednoduchý popis bipartitńıch
graf̊u je uvedený v následuj́ıćım tvrzeńı.

Věta 7.6. Neprázdný graf G má barevnost 1 právě když nemá žádné hrany. G má
barevnost ≤ 2 právě když nemá žádnou kružnici liché délky jako podgraf.

Důkaz: Pokud graf nemá hrany, můžeme všechny vrcholy obarvit stejnou barvou 1.
Naopak pokud maj́ı všechny vrcholy stejnou barvu, nemůže graf mı́t žádnou hranu.

Druhá část: Na jednu stranu, lichou kružnici nelze obarvit dvěma barvami, viz
obrázek. Na druhou stranu si představme, že zvoĺıme libovolný vrchol v grafu G s barvou
1 a ostatńı vrcholy obarv́ıme takto: Vrcholy, jejichž vzdálenost od v je lichá, obarv́ıme 2.
Vrcholy, jejichž vzdálenost od v je sudá, obarv́ıme 1. Stač́ı nyńı dokázat, že jsme źıskali
korektńı obarveńı.
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Pokud bychom tak źıskali třeba dva vrcholy spojené hranou f v sudé vzdálenosti
od v, źıskáme uzavřený sled S liché délky přes f a v. Stejně tak pro dva vrcholy v
liché vzdálenosti. Ponecháme-li ze sledu S ty hrany, které se opakuj́ı lichý počet krát,
dostaneme Eulerovský podgraf T lichého počtu hran. Jak již v́ıme (Odd́ıl 5.1), T pak
obsahuje kružnici a tud́ıž jej lze induktivně sestrojit jako hranově-disjunktńı sjednoceńı
kružnic. Avšak sjednoceńı kružnic sudé délky nevytvoř́ı T liché velikosti, spor. Proto
naše obarveńı za daných předpoklad̊u nemůže dát stejnou barvu sousedńım vrchol̊um,
a tud́ıž dvě barvy stač́ı. ✷

Úlohy k řešeńı

(7.1.1) Kolika nejméně barvami korektně obarv́ıte graf pravidelného osmistěnu?
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s

s s

(7.1.2) Kolik nejméně barev je třeba na korektńı obarveńı tohoto grafu? Př́ıslušné obarveńı
vyznačte.

s s s s

s s s s

(7.1.3) Jaká je barevnost stromu?

7.2 Jak obarvit graf

Poněkud nepř́ıjemnou skutečnost́ı je, že o barveńı a určováńı barevnosti graf̊u nemůžeme
v obecnosti přesně ř́ıci o mnoho v́ıce, než jsme uvedli výše v Odd́ıle 7.1. Jedná se o
problém algoritmicky ještě obt́ıžněǰśı než byl problém isomorfismu a nepředpokládá se,
že by se barevnost grafu dala algoritmicky určit jinak, než hrubou silou probráńım
(téměř) všech možných obarveńı.
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Hladové obarvováńı

Přes všechnu svou obt́ıžnost, za vhodných okolnost́ı má problém barveńı graf̊u docela
jednoduché přibližné hladové řešeńı (viz Odd́ıl 6.2).

Definice: Graf G je k-degenerovaný, pokud každý podgraf G obsahuje vrchol stupně
nejvýše k.

Komentář: Př́ıkladem k-degenerovaného grafu je každý graf stupně nejvýše k, ale na druhou
stranu k-degenerované grafy mohou mı́t vysoké stupně. (Nestač́ı však mı́t jen ńızký nejmenš́ı
stupeň!)

Věta 7.7. Každý k-degenerovaný jednoduchý graf lze správně hladově obarvit k+1 bar-
vami.

Důkaz: Jelikož graf G je k-degenerovaný, vybereme libovolný jeho vrchol v1 stupně
nejvýše k a rekurzivńı aplikaćı tohoto postupu obarv́ıme podgraf G− v1, který je podle
definice také k-degenerovaný. Nakonec si všimneme, že ≤ k sousedé vrcholu v1 dostanou
nejvýše k r̊uzných barev, takže v1 dobarv́ıme zbylou barvou. ✷

Důležité aplikace této věty uvid́ıme v př́ı̌st́ı lekci, avšak jedno zaj́ımavé ześıleńı
(Brooksovu větu) si uvedeme nyńı:

Věta 7.8. Necht’ G je souvislý jednoduchý graf maximálńıho stupně k ≥ 2. Pak χ(G) ≤
k až na př́ıpady, kdy G je úplný graf nebo lichá kružnice.

Důkaz (náznak): Pro k = 2 plyne tvrzeńı z Věty 7.6. Necht’ tedy k ≥ 3. V jednom
směru je jasné, že χ(Kk+1) = k+1. Naopak tedy předpokládejme, že G neńı úplný graf.
Zároveň se omezme jen na př́ıpad, že G má všechny stupně rovné k, nebot’ jinak lze
aplikovat postup z Věty 7.7.

– Prvńım krokem nahlédneme, že pak G obsahuje dva nespojené vrcholy u, v se
společným sousedem w. Pokud ale je graf G − {u, v} nesouvislý, pak graf př́ıslušně
rozděĺıme a indukćı po částech obarv́ıme.

– Přidejme tedy předpoklad, že G−{u, v} je souvislý. Druhým krokem nahlédneme, že
graf H vzniklý z G−w ztotožněńım u s v do jednoho vrcholu je (k−1)-degenerovaný.

– Tud́ıž graf H hladově obarv́ıme k barvami podle Věty 7.7. Po opětovném
”
rozpojeńı“

vrchol̊u u, v źıskáme obarveńı G − w k barvami takové, že u, v maj́ı stejnou barvu.
Nyńı w má v sousedstv́ı nejvýše k − 1 barev a G celý obarv́ıme.

✷

Grafy vysoké barevnosti

Ke správnému pochopeńı barevnosti grafu je nezbytné se zamyslet, které grafy maj́ı
vysokou barevnost. Jedná se např́ıklad o grafy obsahuj́ıćı velké kliky (úplné podgrafy).
Je to však vše? Neńı! Lze nalézt grafy s libovolně vysokou barevnost́ı neobsahuj́ıćı ani
trojúhelńıky. Třeba známá Mycielského konstrukce nám dává toto:

Tvrzeńı 7.9. Graf źıskaný z grafu G následuj́ıćı konstrukćı (viz obrázek) má barevnost
χ(G) + 1 a neobsahuje trojúhelńıky, pokud je neobsahuje ani G.
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Nejobecněji lze ř́ıci následuj́ıćı překvapivě silné tvrzeńı nalezené Erdősem:

Věta 7.10. Pro každá c, r > 0 existuje graf s barevnost́ı alespoň c a neobsahuj́ıćı
kružnice kraťśı než r.

Důkaz (náznak): Třebaže k tomuto tvrzeńı dnes existuj́ı konstruktivńı d̊ukazy, stále
nejkratš́ım a z jistého pohledu nejsilněǰśım d̊ukazem je p̊uvodńı pravděpodobnostńı
(nekonstruktivńı) argument Erdőse:

– Ve vhodném pravděpodobnostńım modelu sestroj́ıme náhodný graf H.

– Spoč́ıtáme, že s velkou pravděpodobnost́ı H nemá velké nezávislé množiny.

– Spoč́ıtáme, že středńı hodnota počtu krátkých kružnic v H je velmi ńızká.

– Proto existuje volba H, ve kterém je málo krátkých kružnic a malá hodnota
nezávislosti. Tud́ıž z tohoto H lze odstraněńım několika vrchol̊u všechny krátké
kružnice zrušit a d́ıky malé nezávislosti z̊ustane jeho barevnost vysoká.

✷

Úlohy k řešeńı

(7.2.1) Představme si, že nějaký (velký) graf má všechny vrcholy stupně nejvýše 101. Kolika
barvami takový graf jistě obarv́ıme?

(7.2.2)Kolik nejméně barev vždy stač́ı na korektńı obarveńı grafu vzniklého z kružnice délky
2006 přidáńım jedné nové hrany? A co přidáńım dvou nových hran? Dokažte.

(7.2.3) Necht’ dva (pod)grafy G a H sd́ılej́ı trojúhelńık. Dokažte, že pokud jsou G i H
4-obarvitelné, tak i jejich sjednoceńı G ∪H je 4-obarvitelné.

∗(7.2.4) Dokažte podrobně prvńı krok d̊ukazu Věty 7.8, když je graf G− {u, v} nesouvislý.
∗(7.2.5) Dokažte podrobně druhý krok d̊ukazu Věty 7.8, proč je grafH (k−1)-degenerovaný.

(7.2.6) Dokažte si Tvrzeńı 7.9.

7.3 Variace na barevnost a jiné

Na problematiku barveńı se lze d́ıvat i z jiných úhl̊u, než ukázala základńı Definice 7.1.
Některé alternativńı pohledy si nyńı zběžně shrneme.

Definice 7.11. Hranová barevnost grafu G.
Hledáme obarveńı ce(E(G)) → {1, 2, . . . , k} takové, že žádné dvě hrany se společným
vrcholem nedostanou stejnou barvu. Nejmenš́ı možný počet barev k, pro které hranové
obarveńı existuje, se nazývá hranová barevnost χe(G) grafu.

Na rozd́ıl od běžné barevnosti umı́me hranovou barevnost velmi dobře aproximovat
za použit́ı této Vizingovy věty.

Věta 7.12. Pro každý jednoduchý graf plat́ı ∆(G) ≤ χe(G) ≤ ∆(G) + 1.

Komentář: Plat́ı, že většina graf̊u splňuje ∆(G) = χe(G). Umı́te jednoduše sestrojit
(a dokázat) př́ıklady pro druhý př́ıpad?

Problém přesného určeńı hranové barevnosti grafu však stále z̊ustává algoritmicky velmi
obt́ıžný a také úzce souviśı s problémem čtyř barev (jako hranového barveńı 3-regulárńıch
rovinných graf̊u).

Ještě jiný př́ıstup, tentokrát zpět s barveńım vrchol̊u, představuje myšlenka určit
každému vrcholu jeho vlastńı seznam barev k výběru (který se může lǐsit od ostatńıch).
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Definice 7.13. Výběrová barevnost grafu G.
Je dán graf G spolu s přǐrazenými

”
seznamy barev“ L : V (G) →

(

N

k

)

(k-prvkové
podmnožiny). Nyńı hledáme obarveńı cch(V (G)) → N takové, že žádné dva sousedńı
vrcholy nedostanou stejnou barvu a nav́ıc cch(v) ∈ L(v) pro každý vrchol v. Nejmenš́ı
možná délka k seznamů barev, pro kterou výběrové obarveńı vždy existuje (tj. pro každou
možnou takovou volbu seznamů), se nazývá výběrová barevnost ch(G) grafu.

Výběrová barevnost může (kupodivu!) být libovolně
”
vzdálena“ běžné barevnosti.

Tvrzeńı 7.14. Pro každé k nalezneme bipartitńı graf s výběrovou barevnost́ı věťśı než k.

Fakt: Hranová výběrová barevnost úplných bipartitńıch graf̊u úzce souviśı se známým
problémem tzv. “latinských obdélńık̊u”.

Hamiltonovské grafy

Mimo samotné
”
barv́ıćı“ problémy si jako typickou ukázku daľśı těžké grafové úlohy

uvedeme jinou historicky známou otázku:

Definice: Kružnice C obsažená v grafu G se nazývá Hamiltonovská, pokud C procháźı
všemi vrcholy G. Obdobně mluv́ıme o Hamiltonovské cestě P v G, pokud cesta P ⊂ G
procháźı všemi vrcholy G. Graf G je Hamiltonovský, pokud obsahuje Hamiltonovskou
kružnici.

Možná to zńı překvapivě, ale i problém Hamiltonovské kružnice úzce souvisel s
řešeńım problému čtyř barev. To je však mimo rámec našeho textu. Mı́sto toho si
ukážeme následuj́ıćı krásný výsledek Diraca:

Věta 7.15. Každý jednoduchý graf na n ≥ 3 vrcholech s minimálńım stupněm ≥ n/2 je
Hamiltonovský.

Důkaz (náznak): Necht’ P je nejdeľśı cesta v grafu G s vrcholy po řadě u0, u1, . . . , uk.
Podle jej́ı maximality lež́ı každý soused u0 i uk na P . Pak existuje 0 < i < k takové, že
u0ui+1 ∈ E(G) a zároveň ukui ∈ E(G). Pak u0ui+1 P ukui P tvoř́ı kružnici v G a snadno
plyne, že se jedná o Hamiltonovskou kružnici. ✷

Úlohy k řešeńı

(7.3.1) Jaká je hranová barevnost liché kružnice a proč?
∗(7.3.2) Jaká je hranová barevnost úplných graf̊u Kn v závislosti na n? Dokažte.

(7.3.3) Dokažte, že graf K6 s jednou hranou podrozdělenou novým vrcholem má hranovou
barevnost 6.

(7.3.4) Lze zněńı Věty 7.7 beze změny aplikovat na výběrovou barevnost?

(7.3.5) Určete výběrovou barevnost grafu K2,4.
∗(7.3.6) Dokažte Tvrzeńı 7.14.
∗(7.3.7) Jaká je souvislost mezi existenćı Hamiltonovské kružnice a hranovou barevnost́ı 3-

regulárńıch graf̊u?

(7.3.8) Nalezněte 3-regulárńı jednoduchý souvislý graf bez Hamiltonovské kružnice.
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7.4 NP-úplnost grafových problémů

Zat́ım prakticky všechny grafové problémy prob́ırané v minulých lekćıch – s drobnou
výjimkou isomorfismu – byly řešitelné rozumně rychlými algoritmy. V této lekci (a v́ıce
v Odd́ıle 7.5) se situace radikálně obraćı a našim primárńım zájmem se stávaj́ı obt́ıžně
řešitelné problémy. Studuj́ıćı ve stručnosti odkazujeme na formálńı definici NP-úplnosti
z oblasti algoritmické složitosti.

Komentář: Definice složitostńı tř́ıdy NP se týká výhradně rozhodovaćıch problémů
(s odpověd́ı

”
ANO/NE“). Dá se neformálně ř́ıci, že problém patř́ı do tř́ıdy NP , pokud

jeho odpověd’ ANO lze prokázat (ve smyslu
”
uhodnout a ověřit“) výpočtem, který běž́ı v

polynomiálńım čase. NP-úplné problémy jsou zhruba řečeno ty, které ve tř́ıdě NP maj́ı
nejvyšš́ı obt́ıžnost řešeńı. Od jednoho NP-úplného problému A se dostaneme k jinému B
tzv. polynomiálńım převodem: Ukážeme, jak bychom ze známého postupu řešeńı B efektivně
nalezli řešeńı libovolné instance A.

Nyńı si ukážeme vhodnými převody, že oněch
”
nejobt́ıžněǰśıch“ (NP-úplných)

problémů je v teorii graf̊u mnoho, bohužel by se dalo ř́ıci většina. To ostatně ukazuje,
proč jsme zat́ım v praxi tak málo úspěšńı při poč́ıtačovém řešeńı mnohých praktických
problémů – přesné a efektivńı řešeńı NP-úplných úloh se totiž všeobecně považuje za
nemožné.

Problém 7.16. 3-SAT (splnitelnost logických formuĺı ve spec. verzi)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Logická formule Φ v konjunktivńım normálńım tvaru taková, že každá klauzule
obsahuje nejvýše 3 literály.

Výstup: Existuje logické ohodnoceńı proměnných tak, aby výsledná hodnota Φ byla 1
(pravda)?

Komentář: Př́ıkladem formule problému 3-SAT je třeba Φ ≡ (x1 ∨ ¬x3 ∨ x4) ∧ (x2 ∨ ¬x4) ∧
(¬x1 ∨ x2 ∨ x3).

Pomoćı tohoto základńıho a pro převody velmi vhodného NP-úplného problému
snadno ukážeme NP-úplnost mnoha běžných grafových problémů.

Problém 7.17. 3-COL (3-obarveńı grafu)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G.

Výstup: Lze vrcholy G korektně obarvit 3 barvami?

Důkaz (náznak): Ukážeme si polynomiálńı převod z problému 3-SAT. Sestroj́ıme
graf G pro danou formuli Φ. Základem grafu je trojúhelńık, jehož vrcholy označ́ıme
X,T, F (přitom barvy přǐrazené vrchol̊um T, F budou reprezentovat logické hodnoty).
Každé proměnné xi ve Φ přǐrad́ıme dvojici vrchol̊u spojených s X. Každé klauzuli ve
Φ přǐrad́ıme podgraf na 6 vrcholech (z nichž tři jsou spojené s T ), jako na obrázku.
Nakonec volné

”
p̊ulhrany“ z obrázku pospojujeme dle toho, jaké literály vystupuj́ı v

klauzuĺıch.

s

s

s
X

F

T

s

s

s

s

x1
¬x1

...

xi
¬xi

s

s

s

...

ss

s

(x1 ∨ ¬xi ∨ . . . )
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Např́ıklad prvńı p̊ulhrana naznačené klauzule na obrázku je napojena na p̊ulhranu
značenou x1 vlevo, druhá p̊ulhrana na p̊ulhranu značenou ¬xi vlevo, atd. Pokud v
klauzuli chyb́ı třet́ı literál, je jeho p̊ulhrana napojena př́ımo na F vpravo.

Pak G má 3-obarveńı právě když je Φ splnitelná, jak si lze ověřit na obrázku. Tı́m
jsme sestrojili polynomiálńı převod formule Φ z problému 3-SAT na graf G v problému
3-obarveńı. NP-úplnost nyńı vyplývá z 7.16. ✷

Kromě barevnosti grafu je NP-úplných mnoho problémů ptaj́ıćıch se na výběry
vrchol̊u v grafu s jistými vlastnostmi.

Problém 7.18. IS (nezávislá množina)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G a přirozené č́ıslo k.

Výstup: Lze v G naj́ıt nezávislou podmnožinu velikosti (aspoň) k?

Důkaz: Ukážeme polynomiálńı převod z problému 3-COL. Necht’ H je graf na n
vrcholech, který je za úkol obarvit třemi barvami. Polož́ıme k = n a graf G sestroj́ıme ze
tř́ı disjunktńıch kopíı grafu H tak, že vždy tři kopie každého jednoho vrcholu v ∈ V (H)
spoj́ıme hranami do trojúhelńıku Tv v G.

s

s

s

s

s

H

v

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

G

Tv

Pokud c : V (H) → {1, 2, 3} je obarveńı H třemi barvami, v grafu G lze vybrat k = n
nezávislých vrchol̊u tak, že pro každý v ∈ V (H) vezmeme c(v)-tou kopii vrcholu v v
grafu G. (Nakreslete si v obrázku!) Naopak pokud I je nezávislá množina v grafu G o
velikosti k = n, pak z každého trojúhelńıku Tv, v ∈ V (H) nálež́ı do I právě jeden vrchol.
Podle toho již urč́ıme jednu ze tř́ı barev pro vrchol v v H. ✷

Problém 7.19. VC (vrcholové pokryt́ı)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G a přirozené č́ıslo k.

Výstup: Lze v G naj́ıt vrcholové pokryt́ı, tj. množinu C ⊆ V (G) takovou, že každá hrana
G má alespoň jeden konec v C, o velikosti nejvýše k?

Důkaz: Problém vrcholového pokryt́ı jasně patř́ı do NP a jeho úplnost je dokázána
polynomiálńım převodem z Př́ıkladu 7.27. ✷

Problém 7.20. DOM (dominuj́ıćı množina)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G a přirozené č́ıslo k.

Výstup: Lze v G naj́ıt dominuj́ıćı množinu, tj. množinu D ⊆ V (G) takovou, že každá
vrchol G má některého souseda v D, o velikosti nejvýše k?

Důkaz (náznak): Problém dominuj́ıćı množiny jasně patř́ı do NP a jeho úplnost je
dokázána polynomiálńım převodem z Př́ıkladu 7.28. ✷

Daľśı předvedené problému se týkaj́ı procházeńı grafem (pokud možno) bez
opakováńı vrchol̊u.
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Problém 7.21. HC (Hamiltonovský cyklus)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Orientovaný graf G.

Výstup: Lze v G naj́ıt orientovanou kružnici (cyklus) procházej́ıćı všemi vrcholy?

Tento převod pro jeho technickou obt́ıžnost vynecháváme..

Problém 7.22. HK (Hamiltonovská kružnice)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Graf G.

Výstup: Lze v G naj́ıt kružnici procházej́ıćı všemi vrcholy?

Důkaz:

sv

→

s s s

Pv

Použijeme snadný převod z předchoźıho problému HC. Každý vrchol v orientovaného
grafu H nahrad́ıme třemi vrcholy tvoř́ıćımi cestu Pv délky 2 v grafu G. Orientované
hrany grafu H přicházej́ıćı do v pak přivedeme do prvńıho vrcholu cesty Pv, hrany
odcházej́ıćı z v naopak vedeme z posledńıho vrcholu cesty Pv. ✷

Problém 7.23. TSP (problém obchodńıho cestuj́ıćıho)
Následuj́ıćı problém je NP-úplný:

Vstup: Souvislý graf G s nezáporným ohodnoceńım hran (délkou) a č́ıslo r.

Výstup: Lze v G naj́ıt uzavřený sled procházej́ıćı všemi vrcholy a maj́ıćı součet délek
hran (včetně opakovaných) nejvýše roven r?

Důkaz: Použijeme snadný převod z předchoźıho problému HK. Každou hranu ohod-
not́ıme délkou 1 a polož́ıme r = n, kde n je počet vrchol̊u našeho grafu. Pak uzavřený
sled délky n se nesmı́ opakovat v žádném vrcholu ani hraně, aby prošel všemi vrcholy, a
proto muśı být kružnićı. ✷

Úlohy k řešeńı

(7.4.1) Rozhodněte, které z následuj́ıćıch problém̊u patř́ı do tř́ıdy P všech polynomiálně
řešitelných problém̊u. (Předpokládejte při tom NP 6= P.)
A: Problém rozhodnout, zda daný graf obsahuje nezávislou množinu (tj. podmnožinu
vrchol̊u nespojených hranami) velikosti 7.
B: Problém rozhodnout, zda daný graf obsahuje nezávislou množinu (tj. podmnožinu
vrchol̊u nespojených hranami) velikosti nejméně 2005.
C: Problém rozhodnout, zda daný graf má barevnost nejméně tři.
D: Problém rozhodnout, zda daný graf má barevnost nejvýše tři.
E: Problém rozhodnout, zda daný graf má barevnost přesně tři.
F: Problém rozhodnout, zda daný graf má barevnost přesně dva.

(7.4.2) Patř́ı do tř́ıdy NP problém zjistit, zda graf G obsahuje dvě Hamiltonovské kružnice,
které nesd́ıĺı žádnou hranu?

(7.4.3) Patř́ı do tř́ıdy NP problém zjistit, jaká je barevnost grafu?
∗(7.4.4) Je známo, že do tř́ıdy NP patř́ı problém k-obarveńı (zda graf lze obarvit korektně k

barvami, tj. zda barevnost je ≤ k) pro všechna k. Patř́ı ale do tř́ıdy NP problém zjistit,
zda graf G má barevnost právě k? Pro která k?
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∗(7.4.5) Rozhodněte, které z následuj́ıćıch problém̊u patř́ı do tř́ıdy NP . (Předpokládejte při
tom, že negace NP-úplných problém̊u už nepatř́ı do tř́ıdy NP .)
A: Problém rozhodnout, zda daný graf má barevnost nejvýše čtyři.
B: Problém rozhodnout, zda daný graf má barevnost přesně čtyři.
C: Problém rozhodnout, zda daný graf má barevnost nejméně čtyři.
D: Problém rozhodnout, zda daný graf obsahuje nejméně tři Hamiltonovské kružnice.
E: Problém rozhodnout, zda daný graf obsahuje přesně tři Hamiltonovské kružnice.

(7.4.6) Zd̊uvodněte, proč je následuj́ıćı problém (“orientovaná dominuj́ıćı množina”) NP-
úplný: Vstupem je orientovaný grafG a přirozené č́ıslo k. Lze v grafuG naj́ıt podmnožinu
D ⊆ V (G) s nejvýše k vrcholy takovou, že každý vrchol w grafu G nálež́ı do D nebo do
w vede orientovaná hrana (šipka) z některého vrcholu v D?

Návod: Použijte třeba polynomiálńı převod z problému vrcholového pokryt́ı.

(7.4.7) Ukažte, že také následuj́ıćı problém tzv. “kubické kostry” je NP-úplný: Vstupem je
jednoduchý souvislý neorientovaný graf G. Otázkou je, zde lze v grafu G naj́ıt takovou
kostru, jej́ıž všechny vrcholy jsou stupně nejvýše 3? (Stupně se samozřejmě mysĺı v té
kostře, ne v G.)
Jedná se vlastně o obdobu Hamiltonovské cesty, která je kostrou, jej́ıž všechny vrcholy
jsou stupně nejvýše 2.

Návod: Použijte třeba převod z problému Hamiltonovské cesty.
∗(7.4.8) Ukažte, proč je následuj́ıćı problém NP-úplný: Vstupem je jednoduchý neoriento-

vaný graf G. Ptáme se, zda lze v grafu G naj́ıt uzavřený tah procházej́ıćı všemi vrcholy
takový, že nejvýše jednou projdeme znovu jediným vrcholem, kterým jsme již prošli
dř́ıve?
Pro osvětleńı – u Hamiltonovské kružnice jde o uzavřený tah, který žádný vrchol ne-
zopakuje, kdežto v našem př́ıpadě je dovoleno tahem zopakovat nejvýše jednou jeden
vrchol.

Návod: Použijte třeba převod z problému Hamiltonovské kružnice.

7.5 Př́ıběh problému vrcholového pokryt́ı

Tento posledńı doplňkový odd́ıl podává velmi lehký úvod do nové obsáhlé teorie
parametrizované složitosti, kterou lze považovat za jistý

”
komplement“ klasické složitosti

uvedené v předešlém.

Komentář: Ač se to nezdá, někdy i zcela okrajová a poněkud banálńı otázka může nakonec
vést k dalekosáhlým závěr̊um a novým teoríım. . . Co třeba proč zdánlivě velmi

”
podobné“

problémy jako vrcholové pokryt́ı VC a dominuj́ıćı množina DOM maj́ı (přestože oba NP-
úplné) tak rozd́ılné algoritmické chováńı? Vysvětleńı [R. Downey and M. Fellows, Parame-
terized complexity, Springer 1999] by nás dovedlo až ke zcela novému pohledu na výpočetńı
složitost problémů, který jde

”
jaksi mimo“ klasickou polynomiálńı hierarchii a umožňuje v

jistých situaćıch docela rozumně řešit i některé problémy, které jsou jinak NP-těžké.

Takže v čem spoč́ıvá zásadńı rozd́ıl v našich znalostech o řešeńı problémů dominuj́ıćı
množiny a vrcholového pokryt́ı?

• Pokud se v analýze zaměř́ıme na hodnotu parametru k vstupu, tak dominuj́ıćı
množinu velikosti k stejně nedokážeme nalézt rychleji než probráńım prakticky všech
k-tic vrchol̊u grafu G. To je i pro malé fixńı hodnoty k, třeba k = 10, 20, v praxi
neproveditelné.

• Avšak vrcholové pokryt́ı velikosti k dokážeme nalézt jednoduchým algoritmem v čase
O(2k ·n), což pro malé fixńı hodnoty k, třeba opět k = 10, 20, dává skvěle použitelný
lineárńı algoritmus!

Algoritmus 7.24. k-VC (vrcholové pokryt́ı)
Pro fixńı k

”
poměrně rychle“ vyřeš́ıme následuj́ıćı problém.
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Vstup: Graf G.

Výstup: Lze v G naj́ıt vrcholové pokryt́ı o velikosti nejvýše k?

Pro inicializaci polož́ıme C = ∅ a F = E(G).

• Pokud F = ∅, vraćıme C jako vrcholové pokryt́ı.
Jinak pokud |C| ≥ k, vraćıme odpověd’ NE.

• Vybereme libovolnou hranu f = uv ∈ F a pro oba jej́ı konce x = u, v uděláme:

– C ′ = C ∪ {x} a nová množina hran F ′ vzniká z F odebráńım všech hran
vycházej́ıćıch z vrcholu x v G.

– Rekurzivně zavoláme tento algoritmus pro G, C ′ a F ′.

Kolik tento algoritmus provede rekurzivńıch voláńı celkem? Každý pr̊uchod generuje
dvě daľśı voláńı, ale jen do fixńı hloubky k rekurze, takže ve výsledku bude čas výpočtu
asymptoticky jen O(2k · n).

Poznámka: Dnes je již známo, že faktor 2k lze promyšleněǰśım př́ıstupem
”
vylepšit“ na mnohem

menš́ı základ mocniny. (2006: 1.2738k)

Rozšǐruj́ıćı studium

Problematika rovinného kresleńı graf̊u a jejich barveńı je úvodně pokryta v [5, Kapitola 6].
Daľśı informace lze nalézt na web, třeba http://en.wikipedia.org/wiki/Graph_coloring,
a jako “rozcestńık” pro daľśı studium problematiky barveńı graf̊u dobře poslouž́ı monografie
Jensena a Tofta na stránce http://www.imada.sdu.dk/Research/Graphcol/.

Vı́ce o NP-úplnosti vybraných grafových problém̊u je uvedeno ještě v následuj́ıćım
Apendixu. Pro př́ıpadné hlubš́ı studium složitosti a NP-úplnosti grafových problém̊u
odkazujeme na české [3], mnohé anglické monografie teoretické informatiky nebo na daľśı in-
ternetové zdroje jako http://en.wikipedia.org/wiki/NP-complete. Co se týče specificky
parametrizované složitosti (lehce uvedené v Odd́ıle 7.5), lze mimo uvedenou již klasickou
monografii [Downey and Fellows, Parameterized complexity, Springer 1999] odkázat na
volně dostupnou práci R. Niedermeiera “Invitation to Fixed-Parameter Algorithms” na
http://www-fs.informatik.uni-tuebingen.de/~niedermr/publications/habil.ps.gz

nebo na nověǰśı monografii [Fluma–Groheho].

7.6 Cvičeńı: Př́ıklady o barevnosti graf̊u

Př́ıklad 7.25. Určete a zd̊uvodněte barevnost tohoto grafu:

s s

s

s

s

s

Vid́ıme, že obvodová kružnice tohoto grafu má délku 5, což je liché č́ıslo, a proto je
potřeba na jej́ı korektńı obarveńı použ́ıt aspoň tři barvy 1, 2, 3. Pak je ale středový vrchol
spojený s každou z těchto barev 1, 2, 3, tud́ıž pro něj potřebujeme čtvrtou barvu 4.

s s

s

s

s

s

1 2

3 1

2

4
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To znamená, že daný graf má barevnost 4. ✷

Př́ıklad 7.26. Kolik nejméně hran muśıte vypustit z úplného grafu na 7 vrcholech,
aby se výsledný graf dal korektně obarvit dvěma barvama?

Muśıme vypustit všechny hrany mezi vrcholy, kterým chceme dát stejnou barvu, aby
výsledné obarveńı bylo korektńı. Jelikož všechny vrcholy úplného grafu jsou si ekviva-
lentńı, stač́ı se rozhodnout, kolik z nich dostane barvu 1 a kolik barvu 2. Jak snadno
zjist́ıme, optimálńı je barvy rozdělit nap̊ul, tj. 3 a 4 v tomto př́ıpadě. Je tedy potřeba
vypustit nejméně

(

3
2

)

+
(

4
2

)

= 3 + 6 = 9 hran.

s ss

s s s s

1

2

✷

Úlohy k řešeńı

(7.6.1) Kolik nejméně barev je třeba na korektńı obarveńı tohoto grafu? Př́ıslušné obarveńı
vyznačte.

s s s s

s s s s

(7.6.2) Kolik nejméně barev je třeba na korektńı obarveńı tohoto grafu? Př́ıslušné obarveńı
vyznačte.

s s s s

s s s s

(7.6.3) Obarvěte následuj́ıćı graf na 8 vrcholech třemi barvami 1, 2, 3 tak, aby se barva 3
použila co nejv́ıce krát.

s s s s

s s s s

(7.6.4) Obarvěte následuj́ıćı graf na 9 vrcholech třemi barvami 1, 2, 3 tak, aby se barva 3
použila co nejméně krát.

s s s s

s s s s

s

(7.6.5) Jaká m̊uže být barevnost grafu, který vznikne z úplného grafu na 15 vrcholech
vypuštěńım tř́ı hran? (Je to jednoznačné?)

∗(7.6.6) Dokažte, že na obarveńı grafu vzniklého z libovolného stromu přidáńım dvou libo-
volných nových hran vždy stač́ı 3 barvy.

(7.6.7) Má graf z Př́ıkladu 7.25 Hamiltonovskou kružnici?
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(7.6.8) Pro která m,n má úplný bipartitńı graf Km,n Hamiltonovskou kružnici?

(7.6.9) Nakreslete graf pravidelného dvanáctistěnu a vyznačte v něm Hamiltonovskou
kružnici (to je p̊uvodńı Hamilton̊uv hlavolam).

7.7 Apendix: Daľśı NP-úplné grafové problémy

V tomto (nepovinném) obsáhlém dodatku si jednak probereme daľśı př́ıklady
polynomiálńıch převod̊u mezi některými základńımi grafovými problémy. Za druhé si
ukážeme, jak u r̊uzných problémů poznat, zda nálež́ı do tř́ıdy NP nebo ne a zda
př́ıpadně jsou NP-úplné. Jelikož se jedná o látku značně vzdálenou klasické teorii graf̊u,
čtenáři bez zájmu o informatiku ji mohou klidně přeskočit. Motivaćı k zařazeńı této látky
do učebnice je naše přesvědčeńı, že náhled na výpočetńı složitost uvedených problémů
umožńı čtenáři mnohem lépe pochopit i jejich čistě matematické vlastnosti.

Polynomiálńı převody grafových problémů

Komentář: Neformálně řečeno, polynomiálńım převodem problému P1 na problém P2

nazveme postup, který v polynomiálńım čase ze známého zp̊usobu řešeńı problému P2 ”
źıská“

řešeńı pro problém P1.

Př́ıklad 7.27. Problém nezávislé množiny se ptá, zda v grafu existuje podmnožina
k vrchol̊u nespojených žádnými hranami. Problém vrcholového pokryt́ı se ptá, zda v
grafu existuje podmnožina m vrchol̊u dotýkaj́ıćıch se všech hran. (Vrchol se dotýká
hrany, pokud je jej́ım koncem.) Ukažme si podrobně, jak se problém nezávislé
množiny polynomiálně převede na problém vrcholového pokryt́ı.

Nejprve si ujasněme, co je vstupem a výstupem kterého problému. Pro nezávislou
množinu je vstupem dvojice G, k, kde G je graf a k přirozené č́ıslo. Pro vrcholové pokryt́ı
je obdobně vstupem dvojice G,m. (V př́ıpadě nezávislé množiny se přirozeně snaž́ıme
dostat co největš́ı vyhovuj́ıćı k, kdežto u vrcholového pokryt́ı co nejmenš́ı m.) V obou
př́ıpadech se jedná o rozhodovaćı problémy, takže odpověd́ı je ANO/NE.

Všimněme si následuj́ıćıho jednoduchého faktu: Pokud I ⊂ V (G) je nezávislá
množina v grafu G, pak žádná hrana G nemá oba konce v I. To ale znamená, že doplněk
množiny J = V (G)\ I se dotýká všech hran grafu G, a tud́ıž J je vrcholovým pokryt́ım.
Pokud |I| = k, pak |J | = |V (G)|−k = m. Naopak doplňkem vrcholového pokryt́ı J je ze
stejného d̊uvodu nezávislá množina I = V (G) \ J . Př́ıklad je na následuj́ıćım obrázku.
(Zakreslete si to také do některého vlastńıho grafu.)

s s

ss

s s

ss

❢

❢

❢

s s

ss

s s

ss

❢

❢

❢ ❢

❢

nezávislá množina vrcholové pokryt́ı

Takže stač́ı vstup G, k problému nezávislé množiny převést na vstup G,m, m =
|V (G)| − k problému vrcholového pokryt́ı, ze kterého už źıskáme správnou odpověd’

i na p̊uvodńı problém. Tento převod dokonce spoč́ıtáme v konstantńım čase, jen
provedeme jedno odečteńı. (Všimněme si ještě jedné zaj́ımavosti – při našem převodu
se v̊ubec nezměnil graf G, jen č́ıslo k na m, ale to je pouze specifickou vlastnost́ı tohoto
jednoduchého převodu. Ve složitěǰśıch př́ıpadech však docháźı ke změně celého vstupu,
včetně grafu.) ✷
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Př́ıklad 7.28. Problém dominuj́ıćı množiny se ptá, zda v grafu existuje podmnožina
m vrchol̊u taková, že každý jiný vrchol je s některým z nich spojený hranou. Ukažme
si podrobně, jak se problém vrcholového pokryt́ı polynomiálně převede na problém
dominuj́ıćı množiny na souvislých grafech.

Definice dominuj́ıćı množiny je velmi podobná vrcholovému pokryt́ı, že? Vlastně by
mělo stačit jaksi ke každé hraně daného grafu G (ve kterém hledáme vrcholové pokryt́ı)
přǐradit nějaký nový vrchol, který bude třeba po převodu dominovat. Abychom se vyh-
nuli patologickým př́ıpad̊um, předpokládáme souvislé grafy s v́ıce než jedńım vrcholem.
Začneme jednoduchou ukázkou, jak třeba dominuj́ıćı množina může vypadat.

s s

ss

s s

ss

❢

❢

❢

(Dokážete odpovědět, proč graf z obrázku nemá dominuj́ıćı množinu velikosti 2?)
Nyńı přejdeme k popisu naznačeného převodu ze vstupu G,m problému vrcholového

pokryt́ı na vstup H,m′ problému dominuj́ıćı množiny.
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❢
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Graf H vytvoř́ıme z grafu G přidáńım, pro každou hranu e ∈ E(G), nového vrcholu ve
spojeného hranami do obou koncových vrchol̊u hrany e. (Tak se vlastně z každé hrany
stane trojúhelńık s třet́ım novým vrcholem, viz naznačený obrázek.) Čı́selný parametr
m′ = m z̊ustane tentokrát nezměněn.

Abychom zd̊uvodnili, že se skutečně jedná o převod problémů, muśıme dokázat imp-
likace v obou směrech: Že vrcholové pokryt́ı C ⊆ V (G) je zároveň dominuj́ıćı množinou
v novém grafu H a že dominuj́ıćı množina D ⊆ V (H) vytvář́ı i stejně velké vrcholové
pokryt́ı v p̊uvodńım grafu G. Prvńı část je snadná, podle definice vrcholového pokryt́ı
každá hrana e grafu G má některý konec u v množině C, takže jak druhý konec hrany e,
tak i nově přidaný vrchol ve v grafu H jsou dominovány z vrcholu u ∈ C. Nav́ıc z
předpokladu souvislosti G plyne, že žádné daľśı izolované vrcholy v H nejsou, takže C
je zároveň dominuj́ıćı množinou v H.

Naopak vezměme dominuj́ıćı množinu D ⊆ V (H) v novém grafu H. (Pozor, nelze
hned ř́ıci, že by D byla vrcholovým pokryt́ım v G, nebot’ D může obsahovat přidané
vrcholy, které v G nebyly.) Definujeme novou množinu D′ ⊆ V (G) takto: Pokud w ∈
D ∩ V (G), pak w ∈ D′. Jinak pro w ∈ D, kde w = ve byl přidán pro hranu e ∈ E(G),
dáme do D′ libovolný z konc̊u hrany e. Potom |D′| ≤ |D| a D′ je vrcholovým pokryt́ım
v p̊uvodńım grafu G, nebot’ pro každou hrany e ∈ E(G) je přidaný vrchol ve ∈ V (H)
dominován v grafu H množinou D, a tud́ıž hrana e bude mı́t některý konec v D′.

Dokázali jsme tedy, že se jedná o převod problému, a zbývá zd̊uvodnit, že tento
převod je spoč́ıtán v polynomiálńım čase. Pokud G má n vrchol̊u, má nejvýše O(n2)
hran, a proto nový graf H má velikost O(n2) a v takovém čase jsme snadno schopni jej
sestrojit. Je to polynom v n. ✷
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Problémy ve tř́ıdě NP

Nyńı se budeme věnovat otázkám, proč některé grafové problémy nálež́ı či nenálež́ı do
tř́ıdy NP.

Komentář: Definice tř́ıdy NPse týká výhradně rozhodovaćıch problémů (s
”
ANO/NE“

odpověd́ı). Dá se neformálně ř́ıci, že problém patř́ı do tř́ıdy NP , pokud jeho odpověd’ ANO
lze prokázat (ve smyslu “uhodnout a ověřit”) výpočtem, který běž́ı v polynomiálńım čase.

Př́ıklad 7.29. Hamiltonovská kružnice v grafu G je takový podgraf, který je
isomorfńı kružnici a přitom obsahuje všechny vrcholy G. (Jinak řečeno, kružnice
procházej́ıćı každým vrcholem jednou.) Proč patř́ı do tř́ıdy NP problém poznat, zda
daný graf G obsahuje Hamiltonovskou kružnici?

Jak již bylo řečeno výše u definice, tř́ıda NP je vlastně tř́ıdou těch problémů, kde
odpověd’ ANO lze ověřit efektivně s vhodnou nápovědou. Jestliže se ptáme na existenci
Hamiltonovské kružnice v grafu G, přirozeně se jako nápověda nab́ıźı právě ona kružnice.
Pro ilustraci ukazujeme př́ıklady dvou graf̊u, kde v prvńım je Hamiltonovská kružnice
vyznačena tlustě, kdežto ve druhém neexistuje.
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Jak ale Hamiltonovskou kružnici poṕı̌seme a jak ověř́ıme, že se skutečně jedná o
Hamiltonovskou kružnici? Oboj́ı muśıme zvládnout v polynomiálńım čase!

Jako popis Hamiltonovské kružnice se přirozeně nab́ıźı zadat tu permutaci vrchol̊u
grafu G, v jej́ımž pořad́ı dotyčná kružnice vrcholy procháźı. (Tı́m neř́ıkáme, že by nebyly
jiné zp̊usoby popisu, jen že tento se nám hod́ı.) Takže nápovědu zadáme jednoduše
polem k[ ] délky n, kde n je počet vrchol̊u G. Pro ověřeńı, že se jedná o Hamiltonovskou
kružnici, stač́ı zkontrolovat, že k[i] 6= k[j] pro r̊uzná i, j a že vždy {k[i], k[i+1]} je hranou
v grafu G pro i = 1, 2, . . . , n− 1 a také {k[1], k[n]} je hranou. Při vhodné implementaci
matićı sousednosti grafu G to zvládneme vše zkontrolovat v lineárńım čase, ale i při
jiných implementaćıch nám stač́ı čas n · O(n) = O(n2), což je skutečně polynomiálńı.
Proto problém existence Hamiltonovské kružnice patř́ı do tř́ıdy NP . ✷

Př́ıklad 7.30. Patř́ı do tř́ıdy NP problém poznat, zda daný graf G obsahuje nejvýše
čtyři Hamiltonovské kružnice?

Čtenář opět může navrhnout, že vhodnou nápovědou pro př́ıslušnost do tř́ıdy NP
jsou ony čtyři Hamiltonovské kružnice v grafu. To lze přece snadno ověřit stejně jako v
předchoźım př́ıkladě. Skutečně tomu tak je?
Neńı!!! My sice dokážeme ověřit, že napověděné čtyři kružnice v grafu jsou
Hamiltonovské, ale nijak t́ım neprokážeme, že v́ıce Hamiltonovských kružnic v grafu
neńı. Takové ověřeńı by nakonec bylo stejně obt́ıžné, jako nalezeńı Hamiltonovské
kružnice samotné.

Proto na základě současných znalost́ı teoretické informatiky nelze tvrdit, že by pop-
saný problém náležel do tř́ıdy NP. Avšak pokud bychom otázku negovali, tj. ptali se,
zda graf G obsahuje v́ıce než čtyři Hamiltonovské kružnice, tak by už problém do tř́ıdy
NP náležel. (Napověděli bychom některých pět Hamiltonovských kružnic.) Proto vid́ıte,
jak je d̊uležité správně se v zadáńı problému ptát. ✷
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NP-úplnost a jej́ı d̊ukazy

Dále si zopakujme stručný neformálńı návod, jak by vlastně běžný polynomiálńı převod
pro zd̊uvodněńı NP-úplnosti problému měl vypadat. . .

Komentář: Dle definice je NP-úplný problém takový, že jeho efektivńı vyřešeńı v poly-
nomiálńım čase by poskytlo podobná řešeńı i pro všechny ostatńı problémy ve tř́ıdě NP .
Předpokládejme, že o problému P již v́ıme, že je NP-úplný, a o problému Q to chceme
dokázat. Neboli chceme ukázat, že každý vstup problému P bychom uměli rozřešit převodem
na př́ıpad problému Q, a tud́ıž i problém Q muśı být tak těžký jako P .

Takže v jednoduchých př́ıpadech stač́ı vźıt obecný (libovolný) vstup V známého těžkého
problému P a “přeložit” jej na vstup U pro problém Q tak, že Q odpov́ı ANO na nový vstup
U právě tehdy, když P odpověděl ANO na V . (Všimněte si dobře, že muśıte dokázat logickou
ekvivalenci, tedy že z odpovědi ANO v Q vyplývá ANO v P i naopak!)

Př́ıklad 7.31. Problém k-obarveńı grafu se ptá, zda daný graf lze obarvit k barvami
tak, aby žádná hrana nespojovala dva vrcholy stejné barvy. (Skutečná barevnost
našeho grafu m̊uže být i menš́ı než k, o to v problému nejde.) Dokažme, že problém
k-obarveńı je NP-úplný pro každé (i fixńı) k ≥ 3.

Nejprve muśıme zd̊uvodnit, že problém patř́ı do tř́ıdy NP. To je snadné, nebot’

nápovědou nám je ono obarveńı grafu G pomoćı k barev. Napověděné obarveńı snadno
zkontrolujeme v počtu krok̊u úměrném počtu hran grafu G, tedy polynomiálně v počtu
vrchol̊u bez ohledu na hodnotu k.

Na druhou stranu už v́ıme z Problému 7.17, že 3-obarveńı grafu je NP-úplné. Stač́ı
nám tedy nalézt polynomiálńı převod z problému 3-obarveńı na problém k-obarveńı
grafu. Předpokládejme tedy, že k > 3 a že je dán graf G, o kterém se ptáme, zda jej
lze obarvit 3 barvami. My sestroj́ıme graf G′ přidáńım k− 3 nových vrchol̊u ke grafu G
spojených každý se všemi ostatńımi vrcholy. Proč to děláme?

To je zřejmé, v grafu G′ všechny nově přidané vrcholy muśı mı́t r̊uzných barvu od
všech ostatńıch, takže pokud p̊uvodńı graf G šel obarvit 3 barvami, p̊ujde tak i graf
G′ obarvit k barvami. Naopak pokud G′ je obarven k barvami, všechny barvy nových
k − 3 vrchol̊u jsou jiné a r̊uzné od barev všech p̊uvodńıch vrchol̊u, takže na p̊uvodńı
vrcholy G nám zbudou jen k− (k−3) = 3 r̊uzné barvy, což je přesně problém 3-obarveńı
na G. (Neboli 3-obarveńı G jednoznačně odpov́ıdaj́ı k-obarveńım G′.) Schematickým
obrázkem:
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s

s

s

1,2,3 G

s

s

s

4

5

k

... G′

Vid́ıme tedy, že jsme našli polynomiálńı převod ze 3-obarveńı grafu G na k-obarveńı
grafu G′, a proto je problém k-obarveńı NP-těžký. Celkem dostáváme, že k-obarveńı
je NP-úplné. ✷

Př́ıklad 7.32. Hamiltonovská cesta v grafu je takový podgraf, který je isomorfńı
cestě a procháźı všemi vrcholy grafu. (Obdoba Hamiltonovské kružnice.) Dokažme,
že problém zjǐstěńı existence Hamiltonovské cesty v daném grafu G je NP-úplný.

Již v́ıme z Problému 7.22, zjǐstěńı existence Hamiltonovské kružnice je NP-úplné.
Problém Hamiltonovské cesty taktéž nálež́ı do NP , snadnou nápovědou existence je
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ukázat onu Hamiltonovskou cestu. Pro d̊ukaz NP-úplnosti využijeme polynomiálńı
převod Hamiltonovské kružnice na Hamiltonovskou cestu.

Názorně řečeno, potřebujeme převést daný graf G na jiný graf H tak, že
Hamiltonovská kružnice v G se stane Hamiltonovskou cestou v H a naopak. Na prvńı
pohled by se toto zdálo jako snadný ćıl – přece z každé Hamiltonovské kružnice uděláme
cestu odebráńım hrany či vrcholu. Velký problém je však v onom sl̊uvku “naopak”,
my také muśıme zajistit, že každá Hamiltonovská cesta v H vytvoř́ı Hamiltonovskou
kružnici v G ! Proto nějakým zp̊usobem muśıme fixovat počátek a konec Hamiltonovské
cesty v H tak, aby se daly spojit do kružnice v G.

Jednou z možnost́ı je vybrat jakýkoliv vrchol v v G, “zdvojit” jej (tj. přidat daľśı
vrchol se stejnými sousedy jako v) a nav́ıc ke každé vi ze zdvojených kopíı v přidat novou
hranu vedoućı do nového vrcholu wi stupně 1. Tyto přidané vrcholy w1, w2 pak nutně
muśı být konci Hamiltonovské cesty, pokud ona existuje (jinak se do vrchol̊u stupně 1
přece dostat nedá).

Schematickým obrázkem:

s
s

s

sv

G s
s s

s

s

H

s sw1 w2

v1
v2

✷

Př́ıklad 7.33. Pro jaké k je NP-úplný problém zjistit, zda v daném grafu existuje
nezávislá množina velikosti k? (Nezávislá množina je taková podmnožina vrchol̊u
grafu, z ńıž žádné dva jej́ı vrcholy nejsou spojené hranou.) Je tento problém NP-
úplný pro fixńı k nebo pro proměnné hodnoty k?

Tento př́ıklad uvád́ıme proto, aby si čtenář dobře uvědomil roli parametr̊u problému,
které jsou fixńı, a těch, které jsou proměnné, neboli dané na vstupu.

Problém existence nezávislé množiny velikosti k totiž snadno rozřeš́ıme v čase
O(nk+1) – prostě projdeme hrubou silou všechny k-tice vrchol̊u grafu a pokaždé se
pod́ıváme, zda náhodou netvoř́ı nezávislou množinu. Čas O(nk+1) je pochopitelně poly-
nomiálńı pro každé fixńı k, takže pak tento problém těžko může být NP-úplný. Naopak
pro k na vstupu problému se jedná o NP-úplný problém podle našeho Tvrzeńı 7.18. ✷

Úlohy k řešeńı

(7.7.1) Analogicky k Př́ıkladu 7.27 ukažte převod problému vrcholového pokryt́ı na
nezávislou množinu. (Tj. opačný směr.)

(7.7.2) Párováńım v grafu rozumı́me podmnožinu hran, které nesd́ılej́ı žádný sv̊uj koncový
vrchol. Jak byste polynomiálně převedli problém nalezeńı párováńı velikosti p v grafu G
na problém nezávislé množiny?

∗(7.7.3) Dokážete naj́ıt převod problému dominuj́ıćı množiny na vrcholové pokryt́ı?
(Tj. opačný směr k Př́ıkladu 7.28.)

∗(7.7.4)Patř́ı do tř́ıdyNP problém zjistit, zda grafG obsahuje právě jedinou Hamiltonovskou
kružnici? A co třeba negace tohoto problému?

(7.7.5) Sice už v́ıme, že jak Hamiltonovská kružnice, tak i Hamiltonovská cesta jsou
NP-úplné, ale zkuste cvičně naj́ıt polynomiálńı převod Hamiltonovské cesty na
Hamiltonovskou kružnici (naopak než v Př́ıkladě 7.32).
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8 Rovinnost a kresleńı graf̊u

Úvod
V př́ımé návaznosti na předchoźı Lekci 7 se zaměř́ıme na druhý d̊uležitý aspekt slavného

problému čtyř barev; na otázku kresleńı graf̊u do roviny bez kř́ıžeńı. Jak tedy taková obarvo-
vaná politická mapa souviśı s kresleńım graf̊u? Jednoduše – souvislé státy m̊užeme reprezen-
tovat jako vrcholy grafu a hranami pak zaznamenat

”
sousednost“ mezi státy. D̊uležité je, že

takto vzniklý
”
duálńı“ graf m̊užeme zřejmě zakreslit v rovině bez kř́ıžeńı hran a nazýváme

jej proto rovinným grafem. Právě tato rovinnost je kĺıčová pro zmı́něnou obarvitelnost grafu
i pro jiné zaj́ımavé vlastnosti rovinných graf̊u.

V našem výkladu si uvedeme (a zčásti odvod́ıme) mnohé základńı vlastnosti rovinných
graf̊u a sděĺıme něco málo o kresleńı graf̊u obecněji.

Ćıle
Prvńım ćılem je definovat rovinné grafy a přehledově ukázat jejich vlastnosti, předevš́ım

ve vztahu k jejich barevnosti a ke geometrii. Mimo jiné se nauč́ıme rovinné grafy rozpoznávat
podle Kuratowského věty. Za druhé si řekneme o obarvováńı rovinných graf̊u a v závěru
uvedeme poznatky o praktickém kresleńı i nerovinných graf̊u.

8.1 Rovinné kresleńı grafu

Daľśım d̊uležitým grafovým pojmem úzce svázaným s problémem čtyř barev je rovinné
nakresleńı, tj. nakresleńı bez překř́ıžených hran.

Komentář: Jen málokteré grafy rovinné nakresleńı maj́ı, ale d̊uležitost graf̊u s rovinným
nakresleńım je motivována jak esteticky (nakresleńı bez kř́ıžeńı hran vypadaj́ı hezky a jsou
snadno čitelná), tak jejich teoretickým významem i praktickými aplikacemi (představme si
jednostranný plošný spoj jako graf obvodu – hrany při jeho realizaci fyzicky nemůžeme kř́ıžit
bez drátových propojek).

Definice 8.1. Rovinným nakresleńı grafu G
mysĺıme zobrazeńı, ve kterém jsou vrcholy znázorněny jako r̊uzné body v rovině a hrany
jako oblouky (čili jednoduché křivky) spojuj́ıćı body svých koncových vrchol̊u. Přitom
hrany se nesmı́ nikde kř́ıžit ani procházet jinými vrcholy než svými koncovými body.

Graf je rovinný pokud má rovinné nakresleńı.

Komentář: Důležitým př́ıkladem rovinných graf̊u jsou grafy (tř́ırozměrných Euklidovských)
mnohostěn̊u, třeba graf čtyřstěnu, krychle, osmistěnu, dvanáctistěnu, atd.

s s

ss

s s

ss

s s

s

s

s s

Plat́ı, že grafy mnohostěn̊u jsou vždy rovinné a 3-souvislé. Naopak každý rovinný 3-souvislý
jednoduchý graf je grafem nějakého mnohostěnu. (Důkaz tohoto tvrzeńı je obt́ıžný.)

Geometrický př́ıklad graf̊u mnohostěn̊u také přináš́ı část terminologie rovinných
kresleńı a hlavně motivuje d̊uležitý a slavný Euler̊uv vztah (Věta 8.2).

Definice: Stěnami rovinného nakresleńı grafu nazýváme (topologicky) souvislé oblasti
roviny ohraničené t́ımto nakresleńım grafu.
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Komentář:

s

s

s

s

s

s s

s

s

s

s

s

Rovinný graf může mı́t v́ıce podstatně r̊uzných nakresleńı, jak vid́ıme na uvedeném
ilustračńım obrázku, ale plat́ı, že 3-souvislý rovinný graf má ve všech svých rovinných
nakresleńıch

”
stejné stěny“ (Důsledek 8.11). To intuitivně znamená, že ze znalosti grafu

mnohostěnu můžeme odvodit přibližný tvar p̊uvodńıho tělesa.

Pod́ıvejte se zpět na konstrukci použitou v Př́ıkladě 7.5 – oblasti, neboli stěny, mapy
jsme nahrazovali vrcholy nového grafu a spojovali jsme hranami soused́ıćı dvojice oblast́ı.
Tuto konstrukci lze formálně zobecnit na stěny nakresleńı libovolného rovinného grafu:

Definice. Duálńı (multi)graf rovinného nakresleńı grafu G źıskáme tak, že stěny
nahrad́ıme vrcholy duálu a hranami spoj́ıme soused́ıćı dvojice stěn.

Komentář: Duálńı multigraf k rovinnému grafu je vždy rovinný, což je relativně snadné
dokázat topologicky. Na druhou stranu však často bude obsahovat násobné hrany a dokonce
i smyčky. Uvědomte si dobře, že počet hran duálńıho grafu je stejný jako u primárńıho grafu.
Pro př́ıklad odvozeńı duálńıho grafu se pod́ıvejme na obrázek:

s s

s

ss s

s

s

Úlohy k řešeńı

(8.1.1) Nakreslete rovinně tento graf:

s s

ss

ss

s s

(8.1.2) Co je duálńım grafem k rovinnému nakresleńı grafu krychle?

(8.1.3) Dokažte, že graf každého 3D konvexńıho mnohostěnu je rovinný.
∗(8.1.4) Dokažte, že graf každého 3D konvexńıho mnohostěnu je 3-souvislý.

8.2 Euler̊uv vztah o počtu stěn

Nyńı si uvedeme zaj́ımavý a vlastně
”
jediný rozumný kvantitativńı“ vztah o rovinných

nakresleńıch graf̊u. Jedná se o slavný Euler̊uv vztah, který ř́ıká:

Věta 8.2. Necht’ rovinné nakresleńı neprázdného souvislého grafu G má f stěn. Pak

|V (G)|+ f − |E(G)| = 2 .

Komentář: Čtenář by si měl povšimnout, že následuj́ıćı (zdánlivě jednoduchý) d̊ukaz Eu-
lerova vztahu záviśı na docela obt́ıžné a hluboké Jordanově větě o kružnici. To neńı náhoda,
nebot’ jistým zp̊usobem je Euler̊uv vztah Jordanově větě ekvivalentńı – viz graf kružnice – a
obě tvrzeńı tak jsou matematicky hluboká. . .

Důkaz: Necht’ počet vrchol̊u v G je v a hran h. Důkaz této d̊uležité věty pouze
naznač́ıme, detaily lze naj́ıt v literatuře.
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• Pokud je G strom, tj. nemá kružnice, má ve svém nakresleńı jedinou stěnu (viz Jor-
danova věta o kružnici) a dle Věty 5.3 má přesně h = v − 1 hran. Potom plat́ı
v + f − h = v + 1− (v − 1) = 2.

• Pokud G obsahuje kružnici C, pak vypust́ıme jednu jej́ı hranu e. Tı́m se počet hran
sńıž́ı o 1, ale zároveň se sńıž́ı o 1 počet stěn, protože kružnice C p̊uvodně oddělovala
(viz Jordanova věta o kružnici) dvě stěny přilehlé k hraně e od sebe, ale nyńı tyto
dvě stěny

”
splynou“ v jednu. Počet vrchol̊u se nezměńı. Proto se nezměńı hodnota

v + f − h = v + (f − 1)− (h− 1) = 2.

Tvrzeńı tak plyne z principu matematické indukce. ✷

Poznámka: Všimněte si dobře, že Euler̊uv vztah v̊ubec nezáviśı na tom, jak je graf G nakreslený,
je to vlastnost grafu jako takového.

Euler̊uv vztah má mnoho aplikaćı a d̊usledk̊u, z nichž část si uvedeme i dokážeme.

Důsledek 8.3. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech má nejvýše 3v − 6 hran.
Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech a bez trojúhelńık̊u má nejvýše 2v − 4 hran.

Důkaz: Můžeme předpokládat, že graf je souvislý, jinak bychom přidali daľśı hrany.
Necht’ počet vrchol̊u v G je v, stěn je f a hran h. Jelikož nemáme smyčky ani násobné
hrany, má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 3 hrany, přitom každou
hranu započ́ıtáme ve dvou přilehlých stěnách. Pak tedy plat́ı h ≥ 1

2 · 3f , neboli
2
3h ≥ f .

Dosazeńım do vztahu Věty 8.2 źıskáme

2 = v + f − h ≤ v +
2

3
h− h = v −

1

3
h

h ≤ 3(v − 2) = 3v − 6 .

Druhá část se dokazuje obdobně, ale nyńı v́ıme, že graf nemá ani trojúhelńıky, a tud́ıž
má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 4 hrany. Pak tedy plat́ı h ≥ 1

2 · 4f ,
neboli 2

4h ≥ f . Dosazeńım do vztahu Věty 8.2 źıskáme

2 = v + f − h ≤ v +
2

4
h− h = v −

1

2
h

h ≤ 2(v − 2) = 2v − 4 .

Tı́m jsme hotovi. ✷

Poznámka: Kdy nastává rovnost v Důsledku 8.3? Snadno analýzou d̊ukazu zjist́ıme, že
jednoduchý rovinný graf má 3v − 6 hran, právě když všechny jeho stěny včetně vněǰśı jsou
trojúhelńıky. Obdobně pro druhou část tvrzeńı se všemi stěnami velikosti 4.

Důsledek 8.4. Každý jednoduchý rovinný graf obsahuje vrchol stupně nejvýše 5.
Každý jednoduchý rovinný graf bez trojúhelńık̊u obsahuje vrchol stupně nejvýše 3.

Důkaz: Pokud by všechny vrcholy měly stupně alespoň 6, celý graf by měl aspoň
1
2 · 6v = 3v hran, což je ve sporu s Důsledkem 8.3. Některý vrchol muśı tud́ıž mı́t menš́ı
stupeň než 6. Obdobně postupujeme u druhého tvrzeńı. ✷

Úlohy k řešeńı

(8.2.1) Graf pravidelného dvacetistěnu má 12 vrchol̊u a 20 stěn. Kolik má hran?

(8.2.2) K rovinnému nakresleńı stromu přidáme dvě nekř́ıž́ıćı se hrany. Kolik bude mı́t
výsledný graf stěn?

∗(8.2.3) Jak bude zńıt Euler̊uv vztah pro nesouvislý rovinný graf s k komponentami?
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8.3 Rozpoznáńı rovinných graf̊u

Při praktickém využit́ı rovinných graf̊u je potřeba umět abstraktně zadaný graf rovinně
nakreslit bez kř́ıžeńı hran. Na rozd́ıl od problému určeńı barevnosti grafu se naštěst́ı
jedná o efektivně algoritmicky řešitelný problém. Prvńı algoritmus běž́ıćı v lineárńım
čase byl podán Hopcroftem a Tarjanem 1974 a od té doby se objevilo několik
jednodušš́ıch algoritmů, ale stále nejsou dostatečně př́ıstupné, abychom je mohli ukázat
v omezeném čase na přednášce.

Věta 8.5. Rozhodnout rovinnost a nalézt př́ıslušné nakresleńı daného grafu lze v
lineárńım čase (v̊uči počtu vrchol̊u).

Mı́sto obecných algoritmů pro rovinné kresleńı graf̊u se zde pod́ıváme na otázku, jak
od̊uvodnit nerovinnost (malého) grafu.

Př́ıklad 8.6. Ukažme, že následuj́ıćı dva grafy, K5 a K3,3 nejsou rovinné.

K5 s s

s

s

s

K3,3 s s s

s s s

Při zd̊uvodněńı využijeme znalosti předchoźıho odd́ılu. Všimněme si, že grafK5 má 5 vrchol̊u
a 10 > 3 ·5− 6 hran. Podobně graf K3,3 má 6 vrchol̊u a 9 > 2 ·6− 4 hran, přitom neobsahuje
žádné trojúhelńıky. Proto podle Důsledku 8.3 žádný z nich neńı rovinný. (Pokud by byl
rovinný, počet jeho hran by musel být menš́ı, než skutečně je.) ✷

Důsledek 8.7. Grafy K5 a K3,3 nejsou rovinné.

Význam graf̊u K5 a K3,3 uvedených v předchoźım d̊usledku spoč́ıvá v tom, že jsou
to

”
nejmenš́ı“ nerovinné grafy ve velmi silném významu slova nejmenš́ı – každý daľśı

nerovinný graf jeden z nich
”
obsahuje“. Pro uvedeńı takového popisu rovinných graf̊u

ještě potřebujeme jednu definici.

Definice: Podrozděleńım grafu G rozumı́me graf, který vznikne z G nahrazeńım
některých hran novými cestami libovolné (kladné) délky.

s s

s

s

s

s

s

s

s s s

s s s

s

s
s

Důležitý abstraktńı popis všech rovinných graf̊u nalezl K. Kuratowski:

Věta 8.8. Graf G je rovinný právě když neobsahuje podrozděleńı graf̊u K5 nebo K3,3

jako podgrafy.

Poznámka o rozpoznáńı nerovinnosti grafu: Pokud chceme ukázat, že daný graf je rovinný, prostě
jej nakresĺıme v rovině bez kř́ıžeńı hran. Předchoźı věta nám naopak dává spolehlivý zp̊usob,
jak ukázat, že daný graf neńı rovinný – prostě v něm najdeme podrozděleńı graf̊u K5 nebo
K3,3. (Ve skutečnosti tuto obt́ıžnou větu ani nepotřebujeme ke zd̊uvodněńı nerovinnosti, stač́ı
nám Důsledek 8.7. Věta 8.8 nám jen ř́ıká, že př́ıslušná podrozděleńı vždy v nerovinných grafech
najdeme.) Pro praktické použit́ı věty dodáme, že až na vzácné výjimky se lépe v nerovinných
grafech najde podrozděleńı grafu K3,3 než grafu K5.
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Př́ıklad 8.9. Které z následuj́ıćıch dvou graf̊u jsou rovinné? Najděte rovinné nakresleńı
(včetně oč́ıslovaných vrchol̊u), nebo zd̊uvodněte nerovinnost grafu.

A s s

ss

s s

B s s

ss

s s

s

Po chv́ıli zkoumáńı určitě přijdeme na to, že graf A se dá nakreslit rovinně takto:

s s

ss

s s

a b

cd

x y

→ s s

s

s

s s

a b

c

d

x y

GrafB na druhou stranu rovinný neńı podle Věty 8.8, protože je v něm obsaženo podrozděleńı
grafu K3,3, které je ukázáno na tomto obrázku:

s

ss

s s

s

✷

Jednoznačnost rovinného nakresleńı

Již jsme neformálně zmiňovali, že rovinná nakresleńı téhož grafu mohou být podstatně
r̊uzná, ale pro 3-souvislé grafy je tomu jinak. Nyńı si tento poznatek zpřesńıme.

Fakt: V 2-souvislém rovinném grafu je každá stěna ohraničená kružnićı.

Dı́ky tomuto faktu lze snadno nadefinovat, že dvě rovinná nakresleńı 2-souvislého grafu
jsou ekvivalentńı, pokud jejich stěny tvoř́ı stejné soubory kružnic. Kĺıčovým výsledkem
nyńı je:

Lema 8.10. Kružnice C v 3-souvislém rovinném grafu G je stěnou jeho nakresleńı,
právě když podgraf G− V (C) je souvislý graf.

Důkaz: V jednom směru, pokud G′ = G − V (C) je souvislý, pak podle Jordanovy
věty o kružnici lež́ı celý G′ uvnitř jedné oblasti C, tud́ıž druhá oblast C je stěnou v
každém nakresleńı G.

Naopak pokud C ohraničuje stěnu v některém rovinném nakresleńı grafu G,
dokážeme, že každé dva vrcholy mimo C lze spojit cestou disjunktńı s C. Necht’ tedy
x, y ∈ V (G) \V (C) a označme X (či Y ) množinu těch vrchol̊u C dosažitelných z x (z y)
po cestách neprocházej́ıćıch přes C. Jelikož x, y nálež́ı stejné stěně kružnice C, množiny
X,Y se na C

”
nepřekrývaj́ı“, přesněji je lze od sebe oddělit odebráńım některých dvou

vrchol̊u c, d ∈ V (C). Pak však {c, d} je řezem v grafu G odděluj́ıćım x od y a to odporuje
předpokladu 3-souvislosti, spor. ✷

Důsledek 8.11. Každá dvě rovinná nakresleńı 3-souvislého grafu jsou ekvivalentńı.
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Zaj́ımavou aplikaćı Důsledku 8.11 je algoritmus pro rozpoznáváńı isomorfismu
rovinných graf̊u, který mimo porovnáváńı rovinných nakresleńı 3-souvislých komponent
použ́ıvá metody rozkladu grafu na “v́ıce-souvislé” komponenty a testováńı isomorfismu
stromů:

Věta 8.12. Problém isomorfismu rovinných graf̊u je řešitelný v lineárńım čase.

Závěrem si ještě bez d̊ukazu uvedeme, že rovinné grafy vždy maj́ı pěkné nakresleńı
v rovině.

Věta 8.13. Každý jednoduchý rovinný graf lze nakreslit v rovině (bez kř́ı̌zeńı hran) tak,
že hrany jsou úsečky.

Úlohy k řešeńı

(8.3.1) Které z následuj́ıćıch dvou graf̊u jsou rovinné? Najděte rovinné nakresleńı (včetně
oč́ıslovaných vrchol̊u), nebo zd̊uvodněte nerovinnost grafu.

A s s

ss

s s

s

B s s

ss

s s

s

(8.3.2) Pro která n je úplný graf Kn rovinný?

(8.3.3) Kdy je úplný bipartitńı graf Km,n rovinný?

(8.3.4) Kolik hran stač́ı přidat ke kružnici, aby vznikl nerovinný graf?
∗(8.3.5) Jak vypadaj́ı grafy bez podrozděleńı K3,3?

8.4 Barveńı map a rovinných graf̊u

Komentář: Vzpomeňme si na již zmiňovaný převod mapy na graf – jedná se vlastně o
vytvořeńı duálńıho grafu k této mapě (strana 101). Aby v duálńım grafu k mapě nevznikly
smyčky, v mapě nesmı́ žádný stát sousedit sám se sebou, což je přirozený požadavek.

V roce 1976 Appel a Haken, a pak znovu v roce 1993 Robertson, Seymour, Sanders
a Thomas, dokázali tuto větu, která rozřešila problém čtyř barev a která je jedńım z
nejslavněǰśıch výsledk̊u diskrétńı matematiky v̊ubec:

Věta 8.14. Každý rovinný graf bez smyček lze obarvit 4 barvami.

Důkaz této věty je nesmı́rně složitý (však byl také hledán po v́ıce než 100 let a k
jeho úplnému provedeńı je stále třeba poč́ıtač), a proto si uvedeme slabš́ı a mnohem
jednodušš́ı tvrzeńı:

Tvrzeńı 8.15. Každý rovinný graf bez smyček lze obarvit 6 barvami.
Každý rovinný graf bez smyček a bez trojúhelńık̊u lze obarvit 4 barvami.

Důkaz: Podle Důsledku 8.4 najdeme v každém podgrafu G vrchol v stupně nejvýše 5,
a tud́ıž je G 5-degenerovaný a obarv́ıme jej podle Věty 7.7. Druhou část dokážeme
obdobně, když nalezneme vrchol stupně ≤ 3. ✷

Už dávno je přitom známo, že staré neúspěšné pokusy o d̊ukaz problému čtyř barev
ukazuj́ı alespoň, že barevnost rovinných graf̊u je nejvýše 5. Asi nejhezč́ı d̊ukaz tohoto
faktu [Thomassen] dokazuje indukćı mnohem v́ıce (a je v tom ohledu optimálńı):
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Věta 8.16. Každý rovinný graf bez smyček má výběrovou barevnost nejvýše 5.

Důkaz (náznak): Poměrně př́ımočarou indukćı lze dokázat následuj́ıćı ześılené tvrzeńı:
Necht’ rovinný graf G s vněǰśı stěnou ohraničenou kružnićı C má všechny ostatńı

stěny trojúhelńıky. Necht’ každý vrchol mimo C má přǐrazen seznam 5 barev, vrcholy
C maj́ı seznamy 3 barev a jisté dva sousedńı vrcholy x, y na C maj́ı př́ımo předepsané
(r̊uzné) barvy. Pak G lze výběrově obarvit.

• Necht’ z 6= y je druhý soused x na C. Pokud některá hrana f ze z nenáležej́ıćı C má
druhý konec také na C, pak podél f

”
rozděĺıme“ G na podgraf G1 obsahuj́ıćı x, y a

podgraf G2 sd́ılej́ıćı hranu f s G1. Indukćı nejprve obarv́ıme G1, pak G2 taktéž splńı
indukčńı předpoklad a i jej dobarv́ıme.

• Jinak budeme indukćı barvit podgraf G3 = G− z; přičemž všem soused̊um z uvnitř
G odebereme ze seznamu (jejich pěti) barev dvě z barev seznamu u vrcholu z r̊uzné
od barvy x. Následně dobarv́ıme vrchol z, pro nějž máme tři možnosti a jen jeho dva
sousedé na C s ńım mohou být v konfliktu.

✷

Úlohy k řešeńı

(8.4.1) Jaká je barevnost grafu pravidelného dvacetistěnu?
∗(8.4.2) Necht’ rovinný graf má každou stěnu délky 4. Jaká je jeho barevnost? Dokažte.

(8.4.3) Předpokládejme, že každý vrchol rovinného grafu lež́ı na vněǰśı stěně. Dokažte, že
pak je jeho barevnost nejvýše 3.

∗(8.4.4) Dokážete naj́ıt rovinný graf, jehož výběrová barevnost je 5?

(8.4.5) Proč každý rovinný graf na 13 vrcholech muśı obsahovat nezávislou množinu ve-
likosti 4?

8.5 Praktické
”
pružinové“ kresleńı graf̊u

Závěrem se pod́ıvejme na trochu jinou problematiku – jak prakticky nakreslit daný
(nerovinný) graf, aby vše

”
vypadalo hezky“. Jeden ze základńıch heuristických př́ıstup̊u

ke kresleńı graf̊u se dá shrnout následovně:

Metoda 8.17. Pružinové kresleńı grafu

• Vytvoř́ıme
”
fyzikálńı“ model grafu, kde vrcholy budou kuličkami, které se vzájemně

odpuzuj́ı, a hrany budou pružinami, které své koncové vrcholy vzájemně přitahuj́ı.

• Náš model budeme iterovat jako dynamický systém, až do konvergence pozic vrchol̊u.
Zde je potřebné modelovat i

”
tlumeńı“ pohyb̊u vrchol̊u, aby nedošlo k rozkmitáńı

systému.

• I když kresĺıme graf do roviny, je užitečné zač́ıt modelovat systém s dimenźı nav́ıc
(aby měly vrcholy

”
v́ıce mı́sta k pohybu“) a teprve v pr̊uběhu času dodatečnou silou

přidanou dimenzi
”
eliminovat“, neboli zkonvergovat pozice vrchol̊u do zvolené roviny.

Rozšǐruj́ıćı studium

Problematika rovinného kresleńı graf̊u a jejich barveńı je úvodně pokryta v [5, Kapitola 6].
Zájemce o př́ıstupný český popis (poněkud pomaleǰśıho, kvadratického) algoritmu na rovinné
kresleńı odkazujeme na [3]. Jeden z existuj́ıćıch lineáŕıch algoritm̊u na rovinné kresleńı je
vysvětlen třeba na http://www.math.gatech.edu/~thomas/planarity.ps. Zábavné hrańı
si s rovinnost́ı graf̊u je pak k dispozici na http://www.planarity.net/.
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Zájemci o podrobný popis historie i náznaku řešeńı problému čtyř barev si mohou přeč́ıst
př́ımo http://www.math.gatech.edu/~thomas/FC/fourcolor.html. K pružinovému mod-
elu kresleńı graf̊u (“spring layout”) existuje na webu mnoho popis̊u i dostupných implemen-
taćı, i když ne vždy kvalitńıch, dokonce je najdeme i mezi demonstračńımi aplety Javy na
http://java.sun.com/applets/jdk/1.4/.

8.6 Cvičeńı: Př́ıklady na rovinnost graf̊u

Př́ıklad 8.18. Kolik nejméně hran je třeba vypustit z následuj́ıćıho 8-vrcholového
grafu, aby vznikl rovinný graf? Zd̊uvodněte.

s s

ss

ss

s s

Nejprve se pod́ıváme, zda náš graf náhodou neńı rovinný. To ale neńı, protože zde
vid́ıme v něm obsažené podrozděleńı K3,3:

s

ss

s

s s

Tento obrázek zároveň ukazuje ještě jednu zaj́ımavost – náš graf nebude rovinný, ani
když vypust́ıme libovolnou z “tětiv” obvodové kružnice. Na druhou stranu neńı těžké
objevit, že stač́ı vypustit třeba pravou svislou hranu a źıskáme rovinné nakresleńı:

s s

ss

ss

s s

→ s s

ss

s s

ss

Stač́ı tedy vypustit jednu hranu a źıskáme rovinný graf. ✷

Úlohy k řešeńı

(8.6.1) Je tento graf rovinný?

s s s s

s s s s

(8.6.2) Je tento graf rovinný?

s s s s

s s s s
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(8.6.3) Kolik nejvýše hran lze přidat do následuj́ıćıho grafu na 8 vrcholech, aby ještě z̊ustal
rovinný a jednoduchý?

s s s s

s s s s

(8.6.4) Kolik nejvýše hran lze přidat do následuj́ıćıho grafu na 9 vrcholech, aby ještě z̊ustal
rovinný a jednoduchý?

s s s s

s s s s

s

(8.6.5) Vezměme libovolný rovinný graf s 18 hranami a 10 stěnami. Kolik má takový graf
vrchol̊u?

(8.6.6) Kolik nejméně hran je nutno odebrat z úplného grafu K7, aby se stal rovinným?
∗(8.6.7) Dokažte, že rovinný graf, jehož každá stěna je trojúhelńık, muśı být 3-souvislý.

(8.6.8) Je možné, aby rovinný 2-souvislý graf na 1000 vrcholech měl v́ıce než 1000 neekvi-
valentńıch nakresleńı (s jinými soubory stěnových kružnic)?
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Část IV

Vybrané Pokročilé Partie

Posledńı část našeho studijńıho textu se od dosavadńıch lekćı lǐśı podstatněji (a nejen
absenćı tradičńıch cvičeńı na závěr). Zat́ımco předchoźı lekce pokrývaly základńı otázky
teorie graf̊u, které by měly být v každém obecném kurzu vysvětleny, nyńı se zběžně a tak
trochu i neformálně zaměř́ıme na několik vybraných partíı pokročilé teorie graf̊u, které
sice přesahuj́ı běžnou náplň základńıch kurz̊u, ale jsou tak nějak

”
bĺızké autorovu srdci“.

Daľśım společným jmenovatelem je fakt, že př́ı̌st́ı lekce nepodávaj́ı ucelený výklad, nýbrž
hlavně naznačuj́ı zaj́ımavé směry vývoje a náměty pro daľśı pokročilé studium.

Tato část učebnice bude v permanentńım vývoji (také nebot’ reaguje na nejnověǰśı
publikované poznatky) a výběr látky z ńı k výuce na FI MU bude na aktuálńım rozhod-
nut́ı učitele. . .

9 Pov́ıdáńı o pr̊unikových grafech

Úvod
Naš́ım prvńım výběrem pokročilého tématu jsou pr̊unikové grafy. Jedná se o grafy, jejichž

vrcholy jsou jisté množiny a hrany spojuj́ı pronikaj́ıćı se dvojice. Pochopitelně, hlavńı moti-
vaćı studia těchto graf̊u je jejich geometrická názornost a aplikovatelnost v reálných situaćıch
(třeba intervalové nebo chordálńı grafy). Jedná se však také o oblast celkem zaj́ımavou i z
pohledu historie a vývoje teorie graf̊u.

Ćıle
Účelem této lekce je ukázat čtenáři pěkný svět tzv. pr̊unikových graf̊u. Ty jsou definovány

pr̊uniky dvojic jistých, povětšinou geometrických množin. Postupujeme od starých známých
intervalových a chordálńıch graf̊u, přes krátký neformálńı přehled jiných často studovaných
tř́ıd až po speciálńı křivkové a úsečkové reprezentace.

9.1 Pr̊unikové a intervalové grafy

Oblast pr̊unikových graf̊u je obsáhle studovaná a má mnoho zaj́ımavých zákout́ı a
pěkných výsledk̊u, jak v oblasti teorie, tak i po algoritmické stránce. My si několik
takových v této lekci ukážeme. Nejprve uvedeme základńı všeobecnou definici a poz-
natky o pr̊unikových reprezentaćıch graf̊u.

Definice 9.1. Pr̊unikovým grafem množinového systémuM
nazveme graf IM na vrcholech V =M s množinou hran E =

{

{A,B} ⊂ M : A∩B 6= ∅
}

.

s
s

s

s

s

s

Poznamenáváme také, že nejčastěji studované typy pr̊unikových graf̊u maj́ı
”
geomet-

rickou povahu“, tj. jejich množiny jsou definovány jako geometrické objekty.
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Fakt: Tř́ıdy pr̊unikových graf̊u (urč. typu) jsou vždy uzavřené na indukované podgrafy.

Tvrzeńı 9.2. Každý jednoduchý graf je isomorfńı pr̊unikovému grafu nějakého
vhodného systému množin.

Důkaz (náznak): Stač́ı pro každý vrchol x našeho grafu zvolit soubor hran incidentńıch
s x za množinu Mx reprezentuj́ıćı x. ✷

Intervalové grafy

Z celého spektra možných typ̊u pr̊unikových graf̊u se bĺıže pod́ıváme na pr̊unikové grafy
interval̊u na př́ımce – intervalové grafy (zkratka INT).

Komentář: Jedná se o jeden z nejstarš́ıch historických př́ıklad̊u pr̊unikových graf̊u, a přitom
intervalové grafy jsou intenzivně studovány dodnes a maj́ı zaj́ımavé aplikace, třeba v DNA
sekvencováńı. Zde je jednoduchý př́ıklad intervalového grafu:

s ss s s ss s s ss s
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Vzpomeňte si, že s intervalovými grafy jsme se vlastně setkali už v Problému 6.5 řeš́ıćım
přiděleńı pracovńıch úkol̊u, tj. barveńı př́ıslušného intervalového grafu.

Stručně a bez d̊ukaz̊u si uvedeme tato kĺıčová tvrzeńı:

Lema 9.3. Každá kružnice délky věťśı než tři v intervalovém grafu má chordu, tj. in-
dukuje hranu spojuj́ıćı nesousedńı vrcholy kružnice.

Věta 9.4. Tř́ıdu všech intervalových graf̊u lze charakterizovat pomoćı jednoho
z následuj́ıćıch tvrzeńı.

• Graf je intervalový právě když neobsahuje žádný z následuj́ıćıch zakázaných induko-
vaných podgraf̊u:

• Jednoduchý graf je intervalový, právě když neobsahuje indukovanou kružnici C4 a jeho
doplněk má tranzitivńı orientaci.

Úlohy k řešeńı

(9.1.1) Dokažte si sami, že kružnice délky větš́ı než 3 neńı intervalovým grafem.
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∗(9.1.2) Dokažte si sami, že daľśı zakázané grafy z Věty 9.4 nejsou intervalové
∗(9.1.3) Jak byste charakterizovali grafy, které jsou pr̊unikovými grafy interval̊u stejné délky?

(9.1.4) Jak byste jednoduše nahlédli, že doplněk intervalového grafu má tranzitivńı ori-
entaci?

9.2 Chordálńı grafy

Chordálńı grafy představuj́ı zaj́ımavou a užitečnou tř́ıdu graf̊u zobecňuj́ıćıch na jednu
stranu intervalové grafy a na druhou stranu stromy. Pod́ıvejte se proto na ně později
znovu také z druhého zmı́něného pohledu Lekce 10.

Definice 9.5. Chordálńı graf (také zván triangulovaný) G je takový,
který neobsahuje žádnou indukovanou kružnici deľśı než tři jako sv̊uj podgraf.

s s

s

s s

s
s

s
sss

s

s

s

Úplně základńım poznatkem o chordálńıch grafech je následuj́ıćı věta, poprvé
dokázaná už v jednom z prvńıch článk̊u o intervalových grafech. Dnes existuj́ı i krátké
d̊ukazy a my si zde uvedeme jeden alternativńı a striktně elementárńı d̊ukaz.

Věta 9.6. Každý chordálńı graf G obsahuje simpliciálńı vrchol, tj. vrchol s takový, že
všichni sousedé s tvoř́ı kliku v G.

Důkaz: Dokazujeme posloupnost tř́ı snadných tvrzeńı o chordálńım grafu G.
Řekneme, že graf H je bisimpliciálńı, pokud H je úplný nebo H obsahuje dva nespojené
simpliciálńı vrcholy.

1. Pro každou kružnici C a hranu e v chordálńım grafu G existuje hrana f taková, že
E(C) \ {e} ∪ {f} obsahuje trojúhelńık.

2. Necht’ uv je hranou G a NG(v), tj. sousedé v, tvoř́ı (indukuj́ı) bisimpliciálńı podgraf
v G. Pokud v je simpliciálńı mezi sousedy u, ale ne v celém G, pak existuje vrchol w
spojený s v a nespojený s u takový, že w je simpliciálńı mezi sousedy v.

3. Tud́ıž pokud G neńı bisimpliciálńı, ale sousedé každého jeho vrcholu indukuj́ı bisim-
pliciálńı podgraf, pak G obsahuje kružnici C odporuj́ıćı bodu 1 (na vrcholech
x0, x1, x2, . . . jako na obrázku ńıže).

4. Tud́ıž G je bisimpliciálńı.
x0 = u

NG(x0)

x1 = v

x2 = w

NG(x1)

x3

x
−1

x
−2

NG(x
−1)

x
−3 ✷

Př́ımým d̊usledkem Věty 9.6 je existence simpliciálńı dekompozice libovolného
chordálńıho grafu:
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Důsledek 9.7. Vrcholy každého chordálńıho grafu G lze seřadit do posloupnosti
v1, v2, . . . , vn tak, že každé vi, i = 2, . . . , n, je simpliciálńı v podgrafu G indukovaném na
{v1, . . . , vi−1}.

Fakt: Simpliciálńı dekompozici lze využ́ıt k efektivńımu rozpoznáváńı intervalových i
chordálńıch graf̊u.

Pr̊uniková reprezentace

Docela zaj́ımavý je ještě jeden pohled na chordálńı grafy – ukazuj́ıćı, proč je lze považovat
za přirozené zobecněńı intervalových graf̊u.

Věta 9.8. Graf G je chordálńı právě když existuje strom T takový, že G je pr̊unikovým
grafem vhodné kolekce podstrom̊u v T .

Důkaz (náznak): Ve směru doleva pouze stručně konstatujeme, že každý pr̊unikový
graf podstromů v nějakém stromě nutně muśı být chordálńı. Naopak povedeme d̊ukaz
indukćı podle počtu vrchol̊u G, přičemž báze pro jeden vrchol je zřejmá.

Jinak necht’ v je simpliciálńı vrchol chordálńıho grafu G. Indukćı sestroj́ıme
pr̊unikovou reprezentaci také chordálńıho grafu G − v. Pak sousedé v tvoř́ı kliku, tud́ıž
v pr̊unikové reprezentaci grafu G − v se v některém uzlu stromu všichni překrývaj́ı.
Na tomto mı́stě přidáme nový list stromu, který bude reprezentovat v a bude překryt
reprezentanty soused̊u v. ✷

Úlohy k řešeńı

(9.2.1) Řekněte jednoduše, proč každý intervalový graf obsahuje aspoň dva simpliciálńı
vrcholy?

(9.2.2) Jak byste snadno zd̊uvodnili, že daný graf je chordálńı? Přes definici to př́ımo nejde,
nebot’ byste museli zkontrolovat až exponenciálně mnoho kružnic.

∗(9.2.3) V d̊ukaze Věty 9.8 se využ́ıvá, že pokud pr̊uniková reprezentace podstrom̊u ve stromě
tvoř́ı kliku, tak se tyto stromy muśı překrývat ve společném vrchole. Proč?

9.3 Daľśı tř́ıdy pr̊unikových graf̊u

Ve výkladu pokračujeme stručným neformálńım přehledem některých jiných typ̊u geo-
metrických pr̊unikových graf̊u, které jsou běžně studovány. Náš výběr ukázek neńı nijak
specifický, jen ilustruje bohatost a obĺıbenost této výzkumné oblasti graf̊u.

Definice: Zavedeme následuj́ıćı tř́ıdy pr̊unikových graf̊u:

• Hranový graf L(G) je pr̊unikovým grafem hran E(G) v běžném grafu G.

s

s

s s

s

s

s

s
s

s

s

• Kruhově-intervalové grafy (CA) jsou pr̊unikovými grafy interval̊u na kružnici.

• Kružnicové grafy (CIR) jsou pr̊unikovými grafy tětiv v kružnici.

P4 C5 P4
s s s

s

s
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• Diskové grafy (DISC) jsou pr̊unikovými grafy kruh̊u v rovině. Lze uvažovat také jen
jednotkové kruhy (unit-DISC).

s s s

s

s

• Kvádrové grafy (BOX) jsou pr̊unikovými grafy kvádr̊u ve dvou, třech či v́ıce di-
menźıch, se stěnami rovnoběžnými se souřadnicemi.

s

s
s

Složitost rozpoznáváńı

Častou a d̊uležitou otázkou u (jakýchkoliv) typ̊u reprezentaćı graf̊u je, které abstraktńı
grafy maj́ı reprezentaci daného typu a jak lze takovou reprezentaci algoritmicky sestrojit.
Problému se ř́ıká rozpoznáváńı daného typu graf̊u.

Věta 9.9. Hranové, CA a CIR grafy lze rozpoznávat algoritmy v polynomiálńım čase.
Problémy, zda daný abstraktńı graf je DISC nebo BOX, jsou NP-úplné.

Věta 9.10. Daný graf je hranovým grafem nějakého jednoduchého grafu, právě když
neobsahuje žádný z následuj́ıćıch indukovaných podgraf̊u:

Jiné druhy reprezentace

• Dotykové . . . grafy jsou variantou pr̊unikových graf̊u geometrických objekt̊u, ve které
se požaduje, aby vnitřky objekt̊u byly po dvou disjunktńı.

s
s

s

s

Moc hezkým výsledkem v oblasti dotykových graf̊u je následuj́ıćı, který je už mnoho let
starý (Koebe) a několikrát byl nezávisle znovu objevován.

Věta 9.11. Graf je rovinný právě když je dotykovým grafem kruh̊u v rovině.
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Vedle prostých dotykových graf̊u lze zavést ještě striktněǰśı reprezentace, jako
např́ıklad

”
zápalkové“ grafy v př́ı̌st́ı lekci nebo následuj́ıćı ukázku.

• Obdélńıkové
”
duály“ – jedná se o pr̊unikové dotykové reprezentace grafu pomoćı

nepřekrývaj́ıćıch se obdélńık̊u se stranami rovnoběžnými osám.

s

s

s

ss

s

– V této reprezentaci neńı dovoleno setkáńı čtyř obdélńık̊u v jednom rohu.

– Ve striktńım podáńı muśı obdélńıky reprezentace vyplnit plochu
”
bez děr“.

Fakt: Pouze rovinné grafy mohou mı́t obdélńıkový duál, avšak ne všechny rovinné grafy
je maj́ı.Nav́ıc striktńı obdélńıkové duály vždy reprezentuj́ı kvazitriangulace (všechny stěny
až na vněǰśı jsou trojúhelńıky).

Úlohy k řešeńı

(9.3.1) Najděte nějaký graf, který neńı CA.

(9.3.2) Najděte nějaký graf, který neńı CIR.

(9.3.3) Najděte nějaký graf, který neńı DISC.
∗(9.3.4) Najděte nějaký graf, který neńı pr̊unikovým grafem kouĺı v 3D.
∗(9.3.5) Dokažte formálně, že dotykové grafy kruh̊u v rovině jsou vždy rovinné.

9.4 Pr̊unikové grafy křivek a úseček

Na závěr výkladu se trochu podrobněji pod́ıváme na následuj́ıćı typy pr̊unikových graf̊u.
(Jejich výběr neńı reprezentativńı, ani nemá nějaký hlubš́ı význam, jen že jsou zaj́ımavé
a bĺızké autorovu dř́ıvěǰśımu výzkumu v oblasti pr̊unikových graf̊u.)

Definice: Křivkovými (nit’ovými) grafy nazveme pr̊unikové grafy obyčejných křivek v
rovině.

Tvrzeńı 9.12. Každý rovinný graf je nit’ový.

Následuj́ıćı tvrzeńı [Kratochv́ıl] je poněkud překvapivé a samo o sobě naznačuje, že
studium nit’ových graf̊u nebude lehké.

Tvrzeńı 9.13. Existuj́ı grafy, které jsou nit’ové, ale každá jejich taková reprezentace
obsahuje dvojici křivek maj́ıćıch exponenciálně mnoho (k počtu vrchol̊u) vzájemných
pr̊useč́ık̊u.
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Složitost rozpoznáváńı

Co se týče algoritmické složitosti, je pak rozpoznáńı nit’ových graf̊u těžké. Vzhledem
k Tvrzeńı 9.13 je mnohem obt́ıžněǰśı dokázat př́ıslušnost problému do tř́ıdy NP, než
jeho těžkost (což je poměrně neobvyklý fenomén v teorii složitosti), viz [Kratochv́ıl /
Schaeffer a Štefankovič].

Věta 9.14. Problém rozpoznat, zda daný graf je nit’ový, je NP-úplný.

Velmi podobně je definována tř́ıda úsečkových graf̊u, což jsou pr̊unikové grafy
úseček v rovině. Opět je dokázáno, že jejich rozpoznáváńı je NP-těžké [Kratochv́ıl],
ale př́ıslušnost problému do tř́ıdy NP z̊ustává otevřená kv̊uli následuj́ıćımu.

Tvrzeńı 9.15. Existuj́ı grafy, které jsou úsečkové, ale každá jejich taková reprezentace
obsahuje úsečku, k zápisu jej́ı̌z souřadnic je třeba exponenciálně mnoho (k počtu vrchol̊u)
bit̊u.

Ve srovnáńı s jednoduchým Tvrzeńım 9.12 vynikne tento docela dlouho otevřený
problém, nedávno dořešený [Chalopin, Goncalves]:

Věta 9.16. Každý rovinný graf je úsečkovým grafem.

”
Zápalkové“ grafy

Výše jsem zmı́nili obecný pojem geometrických dotykových graf̊u, nyńı se z tohoto úhlu
pohledu pod́ıváme na dotykové grafy úseček v rovině: Tı́mto pojmem nazýváme ty
pr̊unikové grafy úseček v rovině, u nichž je dodatečnou podmı́nkou, že žádné dvě úsečky
se neprot́ınaj́ı ve svých vnitřńıch bodech. (Jakoby

”
zápalkové“ reprezentace v rovině.)

s

s

s

s

s

s

Věta 9.17. Graf je dotykovým grafem disjunktńıch horizontálńıch a disjunktńıch ver-
tikálńıch úseček, právě když se jedná o rovinný bipartitńı graf.

V obecném př́ıpadě (bez omezeńı na pouhé dva směry úseček) se však opět jedná o
obt́ıžně popsatelnou a výpočetně těžkou tř́ıdu graf̊u:

Věta 9.18. Problém rozpoznat dotykový graf úseček je NP-úplný.

Úlohy k řešeńı

(9.4.1) Dokažte si sami Tvrzeńı 9.12.

(9.4.2) Najděte graf, který neńı pr̊unikovým grafem úseček maj́ıćıch pouhé tři směry.

(9.4.3) Najděte nějaký graf, který je křivkový, ale ne úsečkový.
∗(9.4.4) Proč každý graf na 6 vrcholech je nit’ový?

(9.4.5) Najděte jakýkoliv rovinný graf, který neńı dotykovým grafem úseček.
∗(9.4.6) Co mysĺıte, bylo by možné (viz Věta 9.16) elementárně dokázat, že každý rovinný

graf je pr̊unikem úseček maj́ıćıch pouhé čtyři směry?
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Rozšǐruj́ıćı studium

Jelikož jsou pr̊unikové a chordálńı grafy obsáhle studovány, množstv́ı daľśı informaćı
lze snadno nalézt na internetu pod heslem “intersection graphs”. Specificky je tř́ıdám
pr̊unikových graf̊u věnována třeba monografie [McKee, McMorris, Topics in Intersection
Graph Theory, SIAM monographs on discrete mathematics and applications, 1999]. Speci-
ficky intervalové a chordálńı (a také CIR) grafy maj́ı zaj́ımavý vedleǰśı vztah k odlǐsnému
tématu š́ı̌rkových parametr̊u př́ı̌st́ı lekce.

R̊uzné typy pr̊unikových graf̊u ve své podstatě vycházej́ı z praktických aplikaćı, jako
např́ıklad DISC grafy z problematiky přidělováńı radiových frekvenćı, INT grafy ve vztahu
k sekvencováńı genomu, apod. Vhodným rozcestńıkem k daľśımu samostatnému studiu je
stránka http://en.wikipedia.org/wiki/Intersection_graph.
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10 Dekompozice graf̊u, algoritmy a minory

Úvod
Daľśı autor̊uv výběr tématu nás zavede ke strukturálńı teorii graf̊u – k r̊uzným jejich

dekompozićım, grafovým minor̊um a navazuj́ıćım efektivńım algoritm̊um pro jinak těžké
problémy. Obecnou inspiraćı nám je známý fakt, že většinu jinak těžkých problém̊u lze řešit
snadno a efektivně na stromech. Podobná situace nastává třeba u intervalových graf̊u nebo
obecně u chordálńıch graf̊u. Proto se pod́ıváme na grafy, které jsou svým zp̊usobem

”
strom̊um

bĺızké“, ve smyslu existence jejich vhodné dekompozice. Stromová dekompozice přitom má
definičně bĺızko i ke dř́ıve zmiňovaným chordálńım graf̊um.

Vrcholem této lekce je formulace hlavńıho výsledku takzvané
”
Graph Minors Theory“ od

Robertsona a Seymoura, který lze bez nadsázky prohlásit za asi největš́ı výsledek, kterého
dosud teorie graf̊u dosáhla (i v porovnáńı s Větou o čtyřech barvách).

Ćıle
Cı́lem této lekce je uvést čtenáře do problematiky

”
š́ı̌rkových“ parametr̊u a dekom-

pozic graf̊u a jejich aplikace na design efektivńıch algoritm̊u pro jinak velmi těžko řešitelné
problémy. D̊uraz bude kladen předevš́ım na stromovou š́ı̌rku a jej́ı návaznost na dř́ıve defino-
vané pojmy jako třeba chordálńı grafy. Závěrem je definován pojem minoru a formulována
Robertson–Seymourova věta o dobrém kvaziuspořádáńı konečných graf̊u vzhledem k mi-
nor̊um.

10.1 Obt́ıžné problémy na speciálńıch grafech

V Lekci 7 jsme uvedli některé
”
neřešitelně obt́ıžné“, přesněji NP-těžké grafové

problémy, např́ıklad 3-obarveńı grafu (Problém 7.17) nebo nezávislá množina vrchol̊u
(Problém 7.18). Přesto i takto obt́ıžné problémy dokážeme řešit efektivně na některých
specifických tř́ıdách graf̊u – a to nejen na stromech.

Stač́ı si vzpomenout na Problém 6.5 o přidělováńı pracovńıch úkol̊u, neboli o
barevnosti intervalových graf̊u v terminologii Lekce 9, který jsme řešili rychlým hladovým
algoritmem. Obdobně vyřeš́ıme i nezávislou množinu na intervalových grafech:

Algoritmus 10.1. Nalezeńı nezávislé množiny v intervalovém grafu
Předpokládejme, že graf G je daný svou intervalovou reprezentaćı (v př́ıpadě potřeby je
možno tuto reprezentaci efektivně sestrojit). Maximálńı nezávislou množinu nalezneme
následovně.

• Uspořádáme intervaly reprezentuj́ıćı G podle jejich pravých konc̊u.

• Do nezávislé množiny hladově (v tomto uspořádáńı) vlož́ıme vždy prvńı interval ne-
prot́ınaj́ıćı se s předchoźımi vybranými.

Také na obecněǰśıch chordálńıch grafech můžeme navrhovat rychlé a povětšinou i
snadné algoritmy.

Algoritmus 10.2. Určeńı barevnosti chordálńıho grafu

• Snadno zkonstruhujeme simpliciálńı dekompozici našeho grafu G (Věta 9.6).

• Graf G je k-degenerovaný, kde k = ω(G)−1 je největš́ı stupeň simpliciálńıho vrcholu
v některém kroku simpliciálńı dekompozice G. Hladově tud́ıž můžeme G obarvit k+1
barvami a to je optimálńı (nebot’ máme v G kliku velikosti k + 1).

Algoritmus 10.3. Nalezeńı nezávislé množiny chordálńıho grafu

• Opět zkonstruhujeme simpliciálńı dekompozici našeho grafu G (Věta 9.6).
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• V pořad́ı této dekompozice hladově přidáváme vrcholy do nezávislé množiny. (Tento
postup je př́ımým zobecněńım Algoritmu 10.1, viz také Věta 9.8.)

Možná zobecněńı?

Zaj́ımavou a užitečnou otázkou ted’ je, jak takové postupy zobecnit na širš́ı tř́ıdy graf̊u,
které maj́ı nějakou specifickou omezuj́ıćı (ale ne př́ılǐs) vlastnost –

”
parametr“.

Úlohy k řešeńı

∗(10.1.1) Jak byste efektivně nalezli nejmenš́ı dominuj́ıćı množinu na intervalovém grafu?

(10.1.2) Jak byste efektivně nalezli nejmenš́ı vrcholové pokryt́ı v chrodálńım grafu?
∗(10.1.3) Dokažte správnost Algoritmu 10.3.

10.2 Tree-width – čtyři definice

Výlet za strukturálńımi parametry graf̊u začneme pojmem, který už lze dnes prohlásit za
klasický. Název

”
tree-width“ byl zaveden Robersonem a Seymourem počátkem 80-tých

let, ale pak se ukázalo, že ekvivalentńı definice již uvažovali matematici léta před nimi,
např́ıklad v souvislosti s takzvanými

”
k-trees“ nebo se simpliciálńımi dekompozicemi.

(Důsledkem tohoto vývoje je také bohatost r̊uzných definic stejného pojmu. . . )
Připomeňme, že velikost největš́ı kliky v grafu G se označuje ω(G).

Definice: Stromovou š́ıřkou (tree-width) grafu G nazveme nejmenš́ı přirozené k takové,
že existuje chordálńı graf H s ω(H) = k + 1 obsahuj́ıćı G jako podgraf (H ⊇ G).

Komentář: Např́ıklad každý podgraf následuj́ıćıho chrodálńıho grafu má tree-width ≤ 2:

s s

s

s s

s
s

s
sss

s

s

s

Kde je však v této definici nějaký
”
strom“? Je, ale skrytý – pod́ıvejte se na Větu 9.8 popisuj́ıćı

chordálńı grafy jako pr̊unikové grafy podstromů ve stromě.

Jinou možnost popisu ukazuje:

Definice: Vrcholy V (G) grafu G uspořádáme do posloupnosti (permutace)
(v1, v2, . . . , vn). Pro i = 1, 2, . . . , n definujme ℓ(vi) jako počet všech index̊u j ∈
{1, . . . , i − 1} takových, že vrcholy vi a vj jsou v G spojeny cestou použ́ıvaj́ıćı pouze
vrcholy z množiny {vj , vi, vi+1, . . . , vn}. Druhou stromovou š́ıřkou grafu G nazveme
nejmenš́ı hodnotu výrazu maxv ℓ(v) přes všechny permutace vrchol̊u V (G).

Komentář: Všimněte si, že uspořádáńı vrchol̊u z této definice je vlastně zpětnou simpliciálńı
dekompozićı chordálńıho grafu H ⊇ G z předchoźı definice (viz také Věta 9.6).

s s s s s
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V nakresleném př́ıkladě grafu C5 vid́ıme uspořádáńı vrchol̊u se š́ı̌rkou 2. (Tečkované hrany
ukazuj́ı tzv. chordálńı doplněńı grafu, relevantńı k prvńı definici tree-width.)

Ještě daľśı, značně odlǐsný, př́ıstup má tato definice:

Definice: Pro libovolný strom T uvažujeme (libovolné) zobrazeńı τ : E(G)→ V (T ). Pro
vrchol t ∈ V (T ) označ́ıme T1, . . . , Td jednotlivé komponenty lesa T−t a Fi = τ−1

(

V (Ti)
)

.
Označme

ℓτ (t) = |V (G)|+ (d− 1) · c(G) −
d
∑

i=1

c(G− Fi),

kde c(H) znač́ı počet souvislých komponent grafu H.

T1

T2

T3
x

τ : E →

FxF1

F2

F3

Třet́ı stromovou š́ıřkou grafu G pak definujeme jako nejmenš́ı možnou, přes všechny
dvojice T, τ , hodnotu výrazu max t∈V (T ) ℓτ (t).

Nakonec si uvedeme ještě p̊uvodńı definici Robertsona a Seymoura, která se většinou
uvád́ı jako ta prvńı a hlavńı (a na ostatńı možné definice málokdy přijde řeč).

Definice 10.4. Stromová dekompozice grafu G.
Stromovou dekompozićı grafu G nazveme strom T spolu se systémem množin X t

(zvaných
”
baĺıky“) pro t ∈ V (T ), kde

• X t ⊆ V (G) a
⋃

t∈V (T ) X t = V (G),

• pro každou hranu e = uv ∈ E(G) je u, v ∈ X t pro nějaké t ∈ V (T ),

• (interpolačńı vlastnost) pro každý vrchol v ∈ V (G) tvoř́ı podmnožina všech t ∈ V (T )
s v ∈ X t podstrom v T .

Š́ı̌rkou dekompozice T,X rozumı́me největš́ı hodnotu |X t| − 1 pro t ∈ V (T ) a čtvrtou
stromovou š́ıřkou grafu G nazveme nejmenš́ı možnou š́ı̌rku stromové dekompozice G.

s s

ss

s

s

s

s

1 2

65

8

4

7

3

{1, 3, 6, 8}

{1, 2, 3, 6}

{3, 6, 7, 8}{1, 3, 4, 8}

{1, 5, 6, 8}

Přes veškerou zdánlivou odlǐsnost uvedených definic plat́ı následovné.

Věta 10.5. Všechny čtyři výše uvedené definice stromové š́ıřky definuj́ı přesně tutéž
hodnotu, pokud graf G má neprázdnou množinu hran.

Důkaz plného zněńı této věty je však nad rámec našeho textu.

Komentář: Parametr stromové š́ı̌rky omezuje pouze
”
globálńı“ strukturu grafu, grafy

omezené tree-width mohou sice lokálně vypadat téměř jakkoliv, ale z celkového (globálńıho)
pohledu muśı dodržovat jistá velice striktńı omezeńı. Neformálně lze ř́ıci, že když se na velký
graf omezené tree-width pod́ıváme z velké dálky (kdy už se jednotlivé vrcholy budou slévat),
obrázek nám bude připomı́nat velký strom.
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O četńıćıch a zloději

Na závěr si představme hru na četńıky a zloděje s těmito pravidly: Zloděj se bleskovou
rychlost́ı pohybuje po hranách grafu přes vrcholy neobsazené četńıky (jeho pohyb vždy
skonč́ı ve vrcholu, ne

”
uprostřed“ hrany). Naopak četńıci se grafem v̊ubec nepohybuj́ı,

jen přilétaj́ı do a odlétaj́ı z vrchol̊u helikoptérou. Zloděj je chycen ve svém vrcholu z
přiletivš́ım četńıkem, pokud jsou i všichni sousedé z zrovna obsazeni četńıky.

Věta 10.6. Nejmenš́ı počet četńık̊u potřebných k zaručenému chyceńı zloděje v grafu G
je roven stromové š́ıřce G plus 1.

Úlohy k řešeńı

(10.2.1) Dokažte si sami ekvivalenci prvńıch dvou definic tree-width. Vyjděte přitom z
existence simpliciálńı dekompozice chordálńıho grafu (Věta 9.6).

(10.2.2) Dokažte, že pro každou stromovou dekompozici grafu G plat́ı, že každá klika v G
se nacháźı celá v jednom některém baĺıku.

(10.2.3) Které grafy maj́ı vysokou tree-width?
∗(10.2.4) Dokážete nalézt rovinný graf s vysokou tree-width?

(10.2.5) Jak mohou 3 četńıci chytit zloděje na kružnici? A proč 2 nestač́ı?

10.3 Některé daľśı parametry

Pro ukázku si uvedeme jiné dva š́ı̌rkové parametry, které mı́sto
”
stromového tvaru“

strukturu grafu
”
linearizuj́ı“.

Definice: Cestńı dekompozici a š́ı̌rku (path-width) grafu G definujeme stejně jako v
Definici 10.4, jen požadujeme nav́ıc, aby T byla cesta.

Definice: Vrcholy V (G) grafu G uspořádáme do posloupnosti (permutace)
(v1, v2, . . . , vn). Bandwidth grafu G definujeme jako nejmenš́ı hodnotu výrazu
maxvivj∈E(G) |i− j| přes všechny permutace vrchol̊u V (G).

Větvené dekompozice

Daľśı definice se váž́ı k zásadně jinému, a přesto v konečném d̊usledku ekvivalentńımu
pohledu na stromovou š́ı̌rku. Graf je kubický, pokud má všechny vrcholy stupně 3. Strom
je podkubický, pokud má všechny vrcholy stupně ≤ 3.

Definice: Pro libovolný graf G a podmnožinu X ⊆ E(G) definujeme funkci souvislosti
λG(X) jako počet vrchol̊u G, které jsou konci některých hran z X i hran z E(G) \ X
(separace množiny X).

s
s

s

s

X E \X

Definice 10.7. Větvená dekompozice grafu G
Necht’ T je podkubický strom a τ : E(G) → L(T ) je bijekce hran grafu G do list̊u
L(T ) stromu T . Pro každou hranu x stromu T definujeme š́ı̌rku x jako λG(X), kde
X = τ−1

(

V (T1)
)

pro jednu z komponent T1, T2 lesa T − x.
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x

T

X E \X

š́ı̌rka(x) := λG(X) = λG(E \X)

Pak š́ı̌rkou dekompozice T, τ je maximálńı š́ı̌rka ze všech hran T a větvenou š́ıřkou
grafu G je nejmenš́ı možná š́ı̌rka větvené dekompozice G.

Komentář: Pro ilustraci si ukážeme větvenou dekompozici š́ı̌rky 4 pro úplný graf K6.
(Např́ıklad stromová š́ı̌rka K6 je rovna 5.)
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Věta 10.8. Pokud graf G má stromovou š́ıřku t a větvenou š́ıřku b > 1, tak

b ≤ t+ 1 ≤

⌊

3

2
b

⌋

.

Jiný př́ıstup

Necht’ G je graf a X ⊆ V (G). Jako funkci hodnosti řezu γG(F ) na množině F označ́ıme
hodnost X × (V \X)-matice A = (ai,j) nad binárńım tělesem GF (2), kde au,v = 1 pro
u ∈ X a v ∈ V \X, právě když uv je hranou v G.

Definice 10.9. Ranková dekompozice grafu G
Necht’ T je podkubický strom a τ : V (G) → L(T ) je bijekce vrchol̊u grafu G do list̊u
L(T ) stromu T . Pro každou hranu x stromu T definujeme š́ı̌rku x jako γG(X), kde
X = τ−1

(

V (T1)
)

pro jednu z komponent T1, T2 lesa T −x. Pak š́ı̌rkou dekompozice T, τ
je maximálńı š́ı̌rka ze všech hran T a rankovou š́ıřkou grafu G je nejmenš́ı možná š́ı̌rka
rankové dekompozice G.

Komentář: Následuje ukázka rankové dekompozice š́ı̌rky 2 pro kružnici C5.
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0
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1
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
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









0
1
1
0









(

0 0 1 1
)

(

1 0 0 1
)

Fakt: Rankovou š́ı̌rku grafu lze omezit funkćı jeho větvené š́ı̌rky, ale naopak toto neplat́ı
– třeba úplné grafy maj́ı rankovou š́ı̌rku 1, kdežto jejich větvená i stromová š́ı̌rka roste
nade všechny meze.

121



Úlohy k řešeńı

(10.3.1) Může graf omezené path-width mı́t vrcholy velkého stupně?
∗(10.3.2) Jak m̊uže souviset path-width grafu s hrou na četńıky a zloděje?

(10.3.3) Jaká je bandwidth kružnice? Dokažte.

(10.3.4)Dokažte, že graf omezené bandwidth má omezený maximálńı stupeň. Jaký je přesný
vztah max. stupně k bandwidth?

(10.3.5) Dokažte, že větvená š́ı̌rka grafu K4 je právě 3.

(10.3.6) Podobně dokažte, že větvená š́ı̌rka grafu K6 je právě 4.
∗(10.3.7) Dokažte Větu 10.8.

(10.3.8) Nalezněte př́ıklady graf̊u, které dokazuj́ı těsnost obou nerovnost́ı ve Větě 10.8.

(10.3.9) Jaká je ranková š́ı̌rka úplných bipartitńıch graf̊u?

(10.3.10) Najděte nějaký dosti velký graf, který neńı úplný ani úplný bipartitńı, a přesto
má rankovou š́ı̌rku 1.

(10.3.11) Jaká je ranková š́ı̌rka kružnic?
∗(10.3.12) Umı́te naj́ıt nějaký graf velké rankové š́ı̌rky?

10.4 Efektivńı algoritmy na dekompozićıch

V této části si uvedeme pár ukázek jednoduchých algoritmů běž́ıćıch
”
dynamicky“ na

vhodné dekompozici grafu. Samotné řešené problémy jsou sice ned̊uležité, ale účelem je
ukázat principy návrhu takových efektivńıch algoritmů.

Již v́ıme z 7.18, že určeńı velikosti největš́ı nezávislé množiny v grafu je NP-úplný
problém. Stromová dekompozice fixńı š́ı̌rky však tento problém umožňuje řešit velice
snadno.

Algoritmus 10.10. Nezávislá množina na stromové dekompozici
Danou stromovou dekompozici vstupńıho grafu si libovolně

”
zakořeńıme“.

• V každém listě dekompozice vyřeš́ıme problém hrubou silou v konstantńım čase.

• Ve směru od list̊u ke kořeni sb́ıráme následuj́ıćı informaci:
V každém baĺıku B dekompozice, pro každou X ⊆ B, velikost největš́ı nezávislé
množiny I v grafu indukovaném na podstromu pod B takové, že I ∩B = X.

• Vzhledem k interpolačńı vlastnosti naš́ı dekompozice lze výše popsanou informaci
v každém baĺıku dekompozice zjistit v konstantńım čase pouze ze znalosti stejné
informace ze všech jeho potomk̊u v dekompozici.

Výsledný algoritmus pracuje v čase úměrném počtu uzl̊u dekompozice, tedy v lineárńım
čase!

Daľśı problém hledáńı (maximálńıho) párováńı v grafu sice je polynomiálně řešitelný,
ale zjǐst’ováńı počtu všech párováńı už je #P-úplné, neboli stejně těžké (jinými slovy
beznadějné) jako výpočet permanentu matice nebo spoč́ıtáńı všech řešeńı SAT problému.

Algoritmus 10.11. Počet párováńı na větvené dekompozici
Opět si větvenou dekompozici vstupńıho grafu libovolně

”
zakořeńıme“.

• V každém listě dekompozice je řešeńı triviálńı.

• Ve směru od list̊u ke kořeni sb́ıráme následuj́ıćı informaci:
V každé hraně dekompozice, pro každou podmnožinu X ⊆ S vrchol̊u separace S
indukované touto hranou v dekompozici, počet všech párováńı, která ze separace S

”
obsazuj́ı“ právě vrcholy X.
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• Opět lze výše popsanou informaci na každé hraně dekompozice zjistit v konstantńım
čase pouze ze znalosti stejné informace z obou jejich podstromů v dekompozici
(vzájemným vynásobeńım a sečteńım počt̊u).

Výsledný algoritmus pracuje v čase úměrném počtu hran dekompozice, tedy opět v
lineárńım čase.

Jeden všeobecný výsledek

Nápadná vzájemná podobnost předchoźıch algoritmů určitě neńı náhodná, chtěli jsme
jimi ilustrovat jeden d̊uležitý obecný princip, který objevili postupně [Courcelle / Arn-
borg, Lagergren, Seese / Borie, Parker, Tovey].

Věta 10.12. Každá vlastnost graf̊u, která je vyjádřitelná v tzv. (E)MSO jazyce, se dá
vypoč́ıtat v lineárńım čase pro všechny grafy omezené stromové š́ıřky.

Pro zjednodušeńı nebudeme přesně definovat, co (E)MSO jazyk znamená, ale zhruba
jde o jazyk, který má dovoleno kvantifikovat přes podmnožiny vrchol̊u a hran grafu a enu-
merovat počty prvk̊u množin. Většina grafových vlastnost́ı, které jsme zat́ım prob́ırali,
spadá do této kategorie.

Úlohy k řešeńı

∗(10.4.1) Dokázali byste efektivně nalézt Hamiltonovskou kružnici v grafu na jeho větvené
dekompozici fixńı š́ı̌rky?

10.5 Minory v grafech

Závěrem nahlédneme do (nedoźırných?) hlubin strkturálńı teorie graf̊u. Kĺıčem k ńı je
pojem minoru, který zobecňuje běžné podgrafy,

Definice: Řı́káme, že graf G je minorem grafu H, pokud lze G źıskat z H kontrakcemi
hran a vypouštěńım vrchol̊u a hran.

Komentář: Význam vypouštěńı vrchol̊u či hran je zřejmý. Pro pochopeńı operace kon-
trakce hrany (

”
stažeńı do jednoho vrcholu“) je nejlepš́ı se inspirovat následuj́ıćım obrázkem.
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Robertson–Seymourova věta

Věta 10.13. Mějme libovolnou grafovou vlastnost φ, která je uzavřená na minory (tj.
pokud G má φ, pak každý minor G má také φ). Pak existuje konečně mnoho graf̊u
F1, . . . , Fℓ (zakázané minory) takových, že G má φ právě když G neobsahuje minor iso-
morfńı žádnému z F1, . . . , Fℓ. Mimo jiné lze tud́ı̌z vlastnost φ rozhodnout v čase O(n3)
pro každý n-vrcholový graf G.

Poznámka: Tato věta je zcela nekonstruktivńı, neboli nepodává žádný návod, jak zmı́něný algo-
ritmus sestrojit!

Úlohy k řešeńı

(10.5.1) Jak vypadaj́ı grafy, ve kterých zakážeme coby minor graf K3?
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(10.5.2) Jak vypadaj́ı grafy, ve kterých zakážeme coby minor graf K4?
∗(10.5.3) Jak vypadaj́ı grafy, ve kterých zakážeme coby minory grafy K4 a K2,3?
∗(10.5.4) A ted’ malý námět k zamyšleńı pro zv́ıdavé:

Dovedete si představit, co by znamenalo, pokud by se podařilo třeba dokázatNP-úplnost
nějakého problému uzavřeného na minory?

Rozšǐruj́ıćı studium

Pro zájemce o daľśı studium strukturálńıch aspekt̊u graf̊u doporučujeme výbornou (i když
pokročilou) anglickou učebnici [1]. Specificky stromové š́ı̌rce a teorii grafových minor̊u je
věnována Kapitola 12 této knihy. Na FI MU se m̊užete o strukturálńı teorii graf̊u mno-
hem v́ıce dozvědět v navazuj́ıćım výběrovém předmětu MA052. Daľśı zmı́nku o zaj́ımavých
souvislostech grafových minor̊u naleznete také v Lekci 11.

Š́ı̌rkové parametry graf̊u se významně využ́ıvaj́ı v teorii parametrizované složitosti
algoritm̊u, jak jsme naznačili v Odd́ıle 10.4. Něco v́ıce o použit́ı r̊uzných š́ı̌rkových
parametr̊u v parametrizovaných algoritmech se m̊užete dozvědět v přehledovém článku
[Width Parameters Beyond Tree-width and Their Applications; by PH–Oum–Seese–Gottlob,
http://dx.doi.org/10.1093/comjnl/bxm052].
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11 Pokročilé kresleńı graf̊u

Úvod
Daľśı výběrová lekce se soustřed’uje kolem problematiky vhodných nakresleńı graf̊u,

které nejsou rovinné. Pro takové př́ıpady se nab́ızej́ı dva základńı směry zobecňováńı po-
jmu rovinného nakresleńı grafu. Jeden směr zachová definici nakresleńı tak, jak ji známe
z rovinného př́ıpadu, ale umožńı kreslit na tzv.

”
vyšš́ı plochy“ jako torus nebo projektivńı

rovina, apod. Při výrazném navýšeńı kresĺıćıch možnost́ı nám z̊ustanou zachovány mnohé
užitečné vlastnosti známé z rovinných graf̊u.

Na druhou stranu m̊užeme z̊ustat při kresleńı v běžné rovině, ale povolit obecněǰśı
zp̊usoby zobrazeńı grafu, třeba kresleńı s (pokud možno malým počtem) kř́ıžeńım hran.
Ještě jiné možnosti

”
obrázkové“ reprezentace nakonec ilustrujeme tzv. rovinným pokryt́ım,

které uvád́ıme jako zaj́ımavou kuriozitu k zamyšleńı.

Ćıle
Úkolem prvńı části této lekce je definovat nakresleńı grafu na vyšš́ıch plochách (kdy si

stručně uvedeme i klasifikaci ploch) a naučit se s nakresleńımi pracovat. Druhá část pak
předestře některé daľśı problémy vztahuj́ıćı se ke kresleńı nerovinných graf̊u, třeba prob-
lematiku minimalizace počtu kř́ıžeńı hran (tzv. pr̊useč́ıkové č́ıslo).

11.1 Co jsou to plochy

Mimo tradičńıho kresleńı graf̊u
”
na paṕır“, tj. do roviny, si lze představit kresleńı graf̊u na

složitěǰśı povrchy (plochy), třeba na povrch duše pneumatiky. Co nám takovéto rozš́ı̌rené
kresleńı graf̊u přinese nového? Předevš́ım možnosti nakreslit i nerovinné grafy bez kř́ıžeńı
hran.

Nejprve si stručně uvedeme d̊uležitý výsledek klasické topologie – klasifikaci ploch.

Věta 11.1. Každá plocha (tj. kompaktńı 2-manifold bez hranice) je homeomorfńı jedné z

– S0 sféře,

– Sh sféře s h přidanýma
”
ušima“ (handle),

– N k sféře s k přidanými
”
kř́ı̌źıćımi mı́sty“ (crosscap).

Komentář: Přidáváńı uš́ı na sféru je snadno představitelná konstrukce (viz následuj́ıćı ilus-
trace nalevo). Avšak crosscap je velmi obt́ıžné vizualizovat v Euklidovské geometrii, takže
pro ilustraci si jej téměř ekvivalentně můžeme nahradit připojováńım Möbiova proužku (viz
ilustrace napravo) k hranici polosféry.

Definice: Crosscap na ploše je kružnice, jej́ıž protilehlé dvojice bod̊u jsou ztotožněny
(vnitřek kruhu přitom ploše už nepatř́ı).

Značenı́: Plocha S1 je známý torus (ilustrace následuj́ıćı vlevo), neboli povrch duše
kola. Plocha N 1 je projektivńı rovina a vypuštěńım kruhu z N 1 vzniká zmı́něný
Möbi̊uv proužek. Plocha N 2 je tzv. Kleinova láhev (ilustrace vpravo), jej́ımž podélným
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rozř́ıznut́ım vzniknou dva Möbiovy proužky.

S1 N 2

Plochy S0 a Sh jsou orientovatelné, kdežto N k jsou neorientovatelné.

Všimněte si, že Věta 11.1 mluv́ı jen o separátńım přidáváńı uš́ı nebo crosscap̊u. Co
za plochu však vzniká kombinovaným přidáváńım uš́ı a crosscap̊u? Na to je snadná
odpověd’, vzniknou jen znovu už výše popsané plochy.

Lema 11.2. Máme-li plochu Σ vzniklou ze sféry přidáńım k > 2 crosscap̊u a h uš́ı, tak
Σ je homeomorfńı ploše vzniklé ze sféry přidáńım k − 2 crosscap̊u a h+ 1 uš́ı.

Značenı́: Klasická topologie použ́ıvá následuj́ıćı zp̊usob reprezentace vyšš́ıch ploch –
plocha je zobrazena jako pravidelný mnohoúhelńık, jehož strany jsou v naznačených
orientaćıch po dvojićıch ztotožněny.

Např́ıklad ztotožněńım protilehlých dvojic stran čtverce v naznačených směrech
vznikaj́ı (zleva) projektivńı rovina a torus.

N 1 S1

11.2 Kresleńı graf̊u na plochy

Přirozeným zobecněńı rovinného nakresleńı grafu je následuj́ıćı definice:

Definice 11.3. Nakresleńım grafu G na plochu Σ (viz také Definice 8.1)
mysĺıme zobrazeńı, ve kterém jsou vrcholy znázorněny jako r̊uzné body na Σ a hrany
jako oblouky (čili jednoduché křivky) spojuj́ıćı body svých koncových vrchol̊u. Přitom
hrany se nesmı́ nikde kř́ıžit ani procházet jinými vrcholy než svými koncovými body.

Na vyšš́ı plochy přenáš́ıme i daľśı pojmy rovinného kresleńı, jako pojem stěny. Čtenář
by si však měl uvědomit, že na vyšš́ıch plochách nemuśı stěny být

”
jen placaté“, a proto

pro zajǐstěńı jisté konzistence s rovinným př́ıpadem je třeba následuj́ıćıho pojmu.

Definice: Nakresleńı grafu G na plochu Σ je buňkové, pokud je každá jeho stěna (bez
své hranice) homeomorfńı otevřenému disku.

Fakt: Buňkové nakresleńı 2-souvislého grafu G je jednoznačně určeno svými stěnovými
kružnicemi a jako takové definuje i plochu Σ až na homeomorfismus. (Neboli plochu Σ
lze

”
slepit“ z jednotlivých disk̊u stěn podél společných hran u stěnových kružnic.)

Tvrzeńı 11.4. Buňkové nakresleńı grafu G na orientovatelnou plochu Σ je jednoznačně
určeno rotačńım schématem vycházej́ıćıch hran u svých vrchol̊u. (V př́ıpadě neoriento-
vatelných ploch je třeba ještě přidat jistá

”
znaménka“.)

Rotačńı schéma u každého vrcholu v nakresleńı určuje cyklické pořad́ı hran (v
globálně zvolené orientaci) vycházej́ıćıch z tohoto vrcholu v našem nakresleńı.
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Kresleńı na určenou plochu

Prvńı přirozenou otázkou o kresleńı graf̊u na vyšš́ı plochy je, zda dokážeme takto nakres-
lit i jiné než rovinné grafy. Např́ıklad úplný graf K5 nelze nakreslit do roviny.

Tvrzeńı 11.5. Do projektivńı roviny lze bez kř́ı̌zeńı hran nakreslit úplné grafy K5 i K6,
na torus také K7, kdežto na Kleinovu láhev K7 nakreslit nelze.

K5 K6 K7

Také mnohé jiné poznatky o kreslitelnosti graf̊u lze zobecnit z rovinných na vyšš́ı
plochy. Z těch jednoduchých je nejd̊uležitěǰśı Euler̊uv vztah (Věta 8.2).

Věta 11.6. Necht’ buňkové nakresleńı neprázdného souvislého grafu G na ploše Σ má
f stěn. Pak

|V (G)|+ f − |E(G)| = χ(Σ) ,

kde χ(Σ) (Eulerova charakteristika plochy) je 2− 2h pro Σ = Sh a 2− k pro Σ = N k.

Obdobně rovinnému př́ıpadu, z Eulerova vztahu vyplývaj́ı d̊uležitá omezeńı na
maximálńı počet hran jednoduchých graf̊u nakreslitelných na určené plochy. Např́ıklad
jednoduchý n-vrcholový graf nakreslený na toru nebo Kleinově láhvi nemůže mı́t v́ıce
než 3n hran.

11.3 Překážky kresleńı na plochy

Podle Věty 8.5 lze rovinnost zadaného grafu poměrně rychle algoritmicky rozhodnout i
naj́ıt nakresleńı. I tento silný výsledek má stejně silné zobecněńı na vyšš́ı plochy (Mohar),
ale už bohužel neńı vhodný pro praktické implementace.

Věta 11.7. Pro každou pevnou plochu Σ existuje algoritmus, který v lineárńım čase pro
daný graf bud’ nalezne jeho nakresleńı na Σ, nebo urč́ı minimálńı překážku nakreslitel-
nosti na Σ.

Poznámka: Za zmı́nku stoj́ı fakt, že obecněǰśı problém určit nejjednodušš́ı plochu, na kterou lze
daný graf nakreslit, je už NP-těžký.

Z jiné strany lze zobecňovat Kuratowského Větu 8.8 na vyšš́ı plochy.

Fakt: Vlastnost grafu být nakreslitelný na určenou plochu se zachovává pro všechny
jeho podgrafy i minory.

Třebaže je známo, že zobecněńı Kuratowského věty s konečným počtem překážek je
platné pro každou plochu, konkrétńı seznam zakázaných minor̊u či podrozděleńı známe
pouze u jediné vyšš́ı plochy (Archdeacon):

Věta 11.8. Graf G je nakreslitelný do projektivńı roviny, právě když neobsahuje žádný
minor isomorfńı některému z následuj́ıćıch 35 graf̊u.

127



Význam graf̊u na plochách

Komentář: Původńı motivace výzkumu kresleńı graf̊u na plochy je přirozená – byla to
předevš́ım snaha o řešeńı problému čtyř barev. Nyńı však již máme Větu o čtyřech barvách,
takže co dále motivuje výzkum kresleńı graf̊u na vyšš́ı plochy, mimo

”
pěkných obrázk̊u“?

S grafy nakreslenými na vyšš́ıch plochách se setkáme ve dvou základńıch teoretických
oblastech:

• Algebraické – studium pravidelných
”
map“ na plochách.

• Strukturálńı grafové – celá Robertson–Seymourova teorie grafových minor̊u, třebaže
na prvńı pohled s kresleńım graf̊u nemá nic společného, stoj́ı na grafech nakreslených
na plochách.

Abychom si posledńı poněkud překvapivý poznatek bĺıže vysvětlili, uvedeme si
stručně následuj́ıćı asi nejd̊uležitěǰśı mezivýsledek Robertson–Seymourovy teorie.

Věta 11.9. Mějme nerovinný graf H. Pak každý graf G, který neobsahuje minor iso-
morfńı H, má stromovou dekompozici (Definice 10.4) následuj́ıćı vlastnosti: Každý jej́ı
baĺık (bez ohledu na velikost) indukuje podgraf, který je až na omezeně mnoho

”
lokálńıch

výjimek“ nakreslitelný na nějakou plochu Σ takovou, že H na Σ nakreslit nelze.

Úlohy k řešeńı

(11.3.1) Nalezněte nakresleńı grafu K4,4 na torus. (Vezměte si k tomu jako pom̊ucku nějaký
fyzický model toru, třeba posilovaćı kolečko.)

∗(11.3.2) Dokažte, že graf K7 nelze nakreslit bez kř́ıžeńı na Kleinovu láhev.

(11.3.3) Určuje nám Eulerova charakteristika (Věta 11.6) jednoznačně plochu, na kterou je
graf nakreslený? Kdy?

(11.3.4) Lze nějaký graf nakresit buňkově na r̊uzné plochy?

(11.3.5) Proč tento graf nelze nakreslit do projektivńı roviny?

(11.3.6) Proč graf K3,5 nelze nakreslit do projektivńı roviny?
∗(11.3.7) Uměli byste o daľśıch, složitěǰśıch, grafech z Věty 11.8 dokázat, že nejsou projek-

tivńı?
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11.4 O pr̊useč́ıkovém č́ısle graf̊u

Mimo Definici 11.3 je přirozené uvažovat ještě jedno zobecněńı rovinných nakresleńı: Jak
přistupovat k hezkým kresleńım nerovinných graf̊u do roviny?

Definice 11.10. Obecným nakresleńım (s kř́ıžeńım hran) grafu G do roviny
(viz také Definice 8.1) rozumı́me zobrazeńı, ve kterém jsou vrchol̊um G přǐrazeny
r̊uzné body roviny a hranám jednoduché křivky spojuj́ıćı koncové vrcholy. Přitom je
požadováno, aby se žádné tři hrany neprot́ınaly v jednom bodě (jiném než koncový
vrchol), aby žádná hrana neprocházela jiným vrcholem a aby se každá prot́ınaj́ıćı se
dvojice hran v tom bodě

”
kř́ıžila“ (ne jednostranný dotyk).

Př́ıklad 11.11. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı tři (obecná) nakresleńı do roviny. Jsou všechna

”
optimálńı“, tj. je počet jejich kř́ıžeńı nejmenš́ı možný?

s s

ss

s s

ss

s

s
s

s

s
s

s

s
s

s

Snadno vid́ıme, že prvńı graf lze nakreslit i bez kř́ıžeńı a druhý graf jen s jedńım kř́ıžeńım.
Naopak třet́ı graf už s méně kř́ıžeńımi nakreslit nelze. Uměli byste toto dokázat? ✷

Definice: Pr̊useč́ıkové č́ıslo grafu G v rovině je definováno jako nejmenš́ı možný počet
kř́ıžeńı dvojic hran přes všechna nakresleńı G do roviny. Znač́ıme cr(G).

Komentář: Původ problému pr̊useč́ıkového č́ısla spadá do doby druhé světové války, kdy
matematik P. Turán byl na nucených pracech v cihelně. Jeho úkolem bylo tlačit voźıky s
cihlami po kolejnićıch a na každé křižovatce kolej́ı potkával problémy. Proto Turán přemýšlel,
jak navrhnout kolejǐstě lépe, aby minimalizoval počet kř́ıžeńı kolejnic.

V dnešńı době je problém pr̊useč́ıkového č́ısla velmi d̊uležitý v praktických oblastech
VLSI designu (Leighton) a

”
lidsky čitelné“ vizualizace graf̊u v r̊uzných schématech.

Př́ıklad 11.12. Určeme pr̊useč́ıková č́ısla následuj́ıćıch dvou graf̊u:

s s

s

s

s

s s

s

s

s

s s

s

s s

s

Asi snadno každý nalezne nakresleńı prvńıho grafu (Petersen̊uv) s pouze dvěma kř́ıžeńımi
hran. Jak však dokázat, že jej nelze nakreslit s jedńım kř́ıžeńım? Všimněme si, že každá jeho
hrana je

”
ekvivalentńı“ s každou jinou. To znamená, že by ostraněńı jedné zvolené hrany z

Petersenova grafu mělo vytvořit rovinný graf, ale to neńı pravda.
Druhý graf K6 lze nakreslit s 3 kř́ıžeńımi – začněme s kružnićı délky 5 a posledńım

vrcholem spojeným uvnitř. Zbylých 5 hran pak už dokážeme dokreslit s vytvořeńım tř́ı
kř́ıžeńı. Zkuste si to! Proč neńı možných méně kř́ıžeńı? Předpokládejme, že dvě kř́ıžeńı hran
postačuj́ı, pak bychom vypuštěńım dvou dotčených hran źıskali rovinný graf. Ten by však
měl 6 vrchol̊u a 13 > 3 · 6− 6 hran, spor. ✷

Ač prozat́ım může studovaná problematika vypadat jako hř́ıčka či hračka, ve
skutečnosti se jedná o nezvykle obt́ıžný grafový problém. To ostatně nejlépe ilustruje už
následuj́ıćı fakt:
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Fakt: Přesné obecné hodnoty pr̊useč́ıkových č́ısel nejsou známy ani pro úplné či úplné
bipartitńı grafy!

Co se týče výpočetńı složitosti problému, během let bylo dokázáno následovné
(výsledky postupně Garey–Johnson 1978, autor 2004 a nakonec Cabello–Mohar 2010):

Věta 11.13. Problém určit, zda pr̊useč́ıkové č́ıslo cr(G) ≤ k pro G a k na vstupu je
NP-úplný. Toto plat́ı i když G je kubický 3-souvislý graf.

Dokonce je-li dán rovinný graf G a dvojice jeho nespojených vrchol̊u u, v, tak problém
určit pro k na vstupu, zda pr̊useč́ıkové č́ıslo cr(G+ uv) ≤ k, je NP-úplný.

Zamyslete se sami, proč by problém pr̊useč́ıkového č́ısla měl v̊ubec náležet do tř́ıdy NP ,
neńı to tak zřejmé. . .

Komentář: V praxi se ukazuje, že určeńı pr̊useč́ıkového č́ısla je př́ımo zoufale těžký problém,
ještě mnohem beznadějněǰśı než třeba zjǐstěńı barevnosti. Snad jediným existuj́ıćım

”
poz-

itivńım“ (i když zcela nepraktickým) přesným algoritmickým výsledkem je následuj́ıćı
výsledek Groheho a poté Kawarabayashi–Reeda:

Věta 11.14. Pro fixńı k lze otestovat, zda cr(G) ≤ k, v lineárńım čase vzhledem k počtu
vrchol̊u grafu (závislost na parametru k je však doslova

”
brutálńı“).

Daľśı existuj́ıćı pozitivńı algoritmické výsledky se pak týkaj́ı už jen aproximaćı
pr̊useč́ıkového č́ısla nebo výpočt̊u pro konkrétńı malé grafy (řádově v deśıtkách vrchol̊u).
To však překračuje rozsah našeho textu.

11.5 O problému rovinného pokryt́ı

Na závěr si jako kuriozitu uvedeme zaj́ımavý, třebaže okrajový, problém známý od
80-tých let pod názvem Negamiho hypotéza planárńıch pokryt́ı nebo Negamiho 12∞ hy-
potéza. Avšak k velmi podobné otázce nezávisle ve stejné době dospěl i Fellows. Problém
je hezký předevš́ım svou

”
chytlavost́ı“ a jednoduchost́ı zadáńı.

Definice: Řı́káme, že graf H pokrývá graf G, pokud existuje surjektivńı zobrazeńı τ :
V (H)→ V (G) takové, že sousedé každého vrcholu v grafu H jsou bijektivně zobrazeny
na sousedy vrcholu τ(v) grafu G.

H

sv

u1

u2

u3

→

sτ(v)

τ(u1)

τ(u2)

τ(u3)

G

Negamiho hypotéza rovinných pokryt́ı

Hypotéza 11.15. Souvislý graf G má pokryt́ı (nějakým) konečným rovinným grafem,
právě když G samotný je nakreslitelný do projektivńı roviny.

Komentář: Zde je př́ıklad dvojitého pokryt́ı grafu K5 rovinným grafem o 10 vrcholech.
Pokryt́ı je źıskáno z projektivńıho nakresleńı K5 a zobrazeńı τ vrchol̊u z definice pokryt́ı
je naznačeno pojmenováńım “centrálńıch” vrchol̊u.

H s s

ss

s s

ss

s

s

v1

v2

→
s s

ss

s

v

τ(v1) = τ(v2) = v

G = K5
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Fakt: Je-li G nakreslitelný do projektivńı roviny, pak univerzálńı pokryt́ı projektivńı
roviny sférou okamžitě dá nakresleńı dvojitého rovinného pokryt́ı grafu G.

Lema 11.16. K d̊ukazu Hypotézy 11.15 stač́ı ověřit, že žádný z 32 souvislých zakázaných
minor̊u z Věty 11.8 nemá konečné rovinné pokryt́ı.

Kupodivu pro většinu z oněch 32 graf̊u to lze dokázat velmi snadno. Daľśı výsledky, na
kterých se pod́ıleli Archdeacon, Fellows, Negami, Thomas a autor, vedly k dále uvedeným
poznatk̊um, které jsou doposud t́ım nejsilněǰśım, co o řešeńı Negamiho hypotézy v́ıme.

Věta 11.17. Pokud graf K1,2,2,2 nemá konečné rovinné pokryt́ı, tak je Hypotéza 11.15
pravdivá.

Věta 11.18. Existuje jen 16 následuj́ıćıch konkrétńıch graf̊u (až na triviálńı modi-
fikace), pro které by Hypotéza 11.15 mohla být nepravdivá.

O rovinných emulátorech

Mı́rnou modifikaćı konceptu planárńıho pokryt́ı představuje tato definice, podaná Fel-
lowsem nezávisle na Negamim.

Definice: Řı́káme, že graf H je emulátorem grafu G, pokud existuje surjektivńı zo-
brazeńı τ : V (H)→ V (G) takové, že sousedé každého vrcholu v grafu H jsou surjektivně
zobrazeny na sousedy vrcholu τ(v) grafu G.

Komentář: Na rozd́ıl od rovinných pokryt́ı mohou mı́t emulátory poměrně bohatš́ı strukturu,
přesněji řečeno sousedé mohou být “duplikováni”, viz tento př́ıklad emulátoru trojúhelńıka:

H s

s

s

s

ss

s

s

s

a1

b1

c1

a2

b2c2

a3

b3

c3

→
s s

s

a b

c
G

Jelikož je na prvńı pohled z definice “jasné”, že duplikace soused̊u nemůže být
př́ınosná pro existenci planárńıch emulátor̊u (ve srovnáńı s pokryt́ımi), již Fellows
vyslovil domněnku, že souvislý graf má konečné rovinné pokryt́ı právě tehdy, když má
konečný rovinný emulátor. Přesto se na závěr roku 2008 objevilo skutečné překvapeńı:

Věta 11.19. (Rieck a Yamashita) Existuje graf, který neńı projektivńı a nemá
konečné rovinné pokryt́ı a přesto má konečný rovinný emulátor.
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Jiné př́ıklady graf̊u z Věty 11.19 byly následně objeveny Chimanim a autorem a
jeden z nich (až překvapivě jednoduchý a malý) ukazuje náznakem tento obrázek:

s s

ss

s s

ss

s s

s

s

ss

s

s

s s

s

s

ss

s

s

s

s
s

s

s

s
s

s

s

s
s s

s

s
s

s

s

s s

ss

s
s s

s

s
ss

s

s
s

s
s

s
s

s
s

s

3 2

1

3

41

2

4
1 4

3 2

2 3

14

4 1

2

4

32

1

3

x

x

x

x

x
→

s s

s

s

s

s

s
s

s

ss

1 2

4

3

x

s

s
s

s

ss

s

Problematika, které grafy maj́ı konečné rovinné emulátory, je stále široce otevřená.

Úlohy k řešeńı

(11.5.1) Dokažte si sami Lema 11.16.

(11.5.2) Proč tento graf nemá konečné rovinné pokryt́ı?
∗(11.5.3) Dokažte, že graf K3,5 nemá konečné rovinné pokryt́ı.
∗(11.5.4) Řešte předchoźı dvě otázky pro emulátory mı́sto pokryt́ı.

Rozšǐruj́ıćı studium

Při popisu kresleńı graf̊u na plochy vycháźıme z výborné monografie Mohara a
Thomassena [7]. Na této monografii také zakládáme pokročilý výběrový předmět MA051 na
FI MU, který zájemc̊um o grafy vřele doporučujeme. V této krátké lekci však problematiku
velmi zjednodušujeme z d̊uvodu nedostatku mı́sta, takže pro zájemce m̊uže být př́ınosné si
přeč́ıst, jak kresleńı graf̊u na plochy hluboce souviśı s fundamentálńımi problémy klasické
topologie v Thomassenově skvělém podáńı.

Co se týče Negamiho hypotézy a planárńıch pokryt́ı, obsáhlý ucelený popis lze nalézt v
autorově dizertačńı práci (Georgia Tech, 1999)
http://www.fi.muni.cz/~hlineny/Research/papers/gtthesis.pdf a doplnit nejnověǰśı
informace lze ze shrnuj́ıćıho článku (2009)
http://www.fi.muni.cz/~hlineny/Research/papers/plcover20-gc.pdf.

K pr̊useč́ıkovému č́ıslu graf̊u (neńı nám o něm známa žádná tǐstěná monografie) lze nalézt
množstv́ı doplňuj́ıćıch informaćı na internetu, jako třeba
http://en.wikipedia.org/wiki/Crossing_number.
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Část V

Kĺıč k řešeńı úloh

(1.1.1) Kružnice délky 5.

(1.1.2) Pro n = 1 a 2, cesty délky 0 a 1.

(1.1.3) Pro n = 3, trojúhelńık.

(1.1.4) Pro m = n = 2, délky čtyři.

(1.1.5) Pro m = 1 nebo n = 1 a druhé libovolné.

(1.1.6) 9

(1.1.7) Oba stejně 36 hran.

(1.2.1) 34

(1.2.2) Ano:
s s s s

ss

s

(1.2.3) Ano, kružnice délky 6 a dvě kružnice délky 3 vedle sebe.

(1.2.4) Po odebráńı př́ıpadného izolovaného vrcholu zbývá n vrchol̊u, ze kterých každý má stupeň
mezi 1 a n− 1, takže některé muśı mı́t stejné stupně.

(1.3.1) Ano, ale muśı mı́t délku aspoň o 2 kratš́ı než délka kružnice. Vid́ıte proč?

(1.3.2) 3, v́ıce nelze, nebot’ na obvodě kružnice by se musely ob-jeden stř́ıdat.

(1.3.3) 3

(1.3.4) 7

(1.3.5)∗ 5, dokážete ji v̊ubec naj́ıt?

(1.3.6) Ano, např́ıklad s s s s

s s s s

. Tento graf obsahuje 4 trojúhelńıky, kdežto p̊uvodńı graf
jen 3. Mohli jste však sestrojit úplně jiný graf...

(1.3.7)∗ a) Jeden, jen kružnice délky 5. b) Dva, kružnice délky 6 a dva trojúhelńıky. c) Čtyři...

(1.4.1) Tyto zaj́ımavé typy vrchol̊u orientovaných graf̊u se nazývaj́ı také zdroj a stok.

(1.4.2) Nebot’ definice hran z V × V umožňuje hrany typu (u, u) i (u, v), (v, u) zároveň. Totéž
neńı možné u hran coby neuspořádaných dvojich vrchol̊u.

(1.6.1) Ano.

(1.6.2) Ne.

(1.6.3) Pro x = 7, 9, 11.

(1.6.4) Dva.

(1.6.5) A: 23, B: 20, C: 22.

(1.6.6) Snadno, začněte mapováńım mezi jedinečnými vrcholy stupně 4.

(1.6.7) Isom. z pravého do levého grafu: spodńı dva nahoru vpravo, pravé dva dol̊u vpravo, atd.

(1.6.8) Začněte mapováńı od jedinečného (izolovaného) trojúhelńıku v grafech.

(1.6.9) Vlevo 4, vpravo 3.

(1.6.10) Vlevo 3, vpravo 3.

(1.6.11) A ≃ B ≃ D, ale C má kružnici délky 4. Nakreslili jste si hezké obrázky, aby toto bylo
vidět?

(1.6.12) B ≃ C, A ≃ D, u neisomorf. dvojic vždy jedna obsahuje kružnice délky 5 a druhá ne.

(1.6.13) Nejdeľśı C8 v obou, nejdeľśı indukovaná C6 v A a jen C5 v B.

(1.6.14) Ano, třeba v úloze 1.6.7 vlevo.

(1.6.15) ...

(1.6.16) A ano, K3,3 a graf trojbokého hranolu. B ne, protože dva vrcholy stupně 3 muśı být
spojené s ostatńıma a t́ım již źıskáme celý graf jednoznačně. C ne, nebot’ lze vrchol stupně
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2 zanedbat a zbytek muśı být K4.

(1.6.17)∗ 20, po vynecháńı jednoho vrcholu jsou vždy dvě možnosti na vyplněńı zbytku kružnićı.

(1.6.18)∗
(

10

4

)

·3, nebot’
(

10

4

)

zp̊usoby vybereme čtveřici vrchol̊u pro ten podgraf a každé 4 vrcholy
lze třemi zp̊usoby propojit do kružnice.

(1.6.19)∗ Je jich 10, 6 z nich vznikne r̊uzným přidáváńım vrchol̊u stupně 2 na hrany úplného
grafu K4 a 4 daľśı jsou jiné.

(1.6.20)∗ 11

(1.6.21) Je mnoho možnost́ı, třeba tato: Rozložte hrany K7 do tř́ı kružnic C7, každou zorientujte
jedńım směrem. Jedna z těch tř́ı kružnic procháźı vrcholy po řadě, druhá ob dva, třet́ı ob tři
vrcholy.

(1.6.22) Protože každá šipka jednou vycháźı a jednou přicháźı, takže výchoźıch muśı být celkem
stejně jako př́ıchoźıch.

(1.7.1) Jen v A: graf K2,3 a graf C5 s jednou diagonálou; C: cesta délky 4 a trojúhelńık s hranou
vedle. Pro B uvažte doplněk toho grafu – má stupně 2, 1, 1, 1, 1, což dá jednoznačný graf.

(1.7.2) Jen B: úplný K4 s hranou vedle a dále K4 s “rozpojenou” hranou. Pro A jde sestrojit jen
kružnice C5, protože na nesouvislý nemá dost hran.

(1.7.3)∗ A ≃ C ≃ D

(1.7.4)∗ 5

(2.1.1) B

(2.1.2) 4

(2.3.1) Vrcholově n-souvislý.

(2.3.2) Najdeme 3 disjunktńı cesty mezi x, y. Proto muśıme vypustit 3 vrcholy.

(2.3.3) Prostě začněte z C5.

(2.3.4) 1 do kružnice.

(2.3.5)
(

n−1

2

)

(2.3.6)∗ Třeba podle přidáváńı uš́ı – posledńı přidaná cesta v konstrukci našeho grafu G má
délku 1, neboli je naš́ı hranou e. Proč?

(2.4.1) Ne, je to vidět v ilustraćıch k textu – hrany, co nejsou v cyklu, nelež́ı v žádné silné
komponentě.

(2.4.2) Cyklus délky 2 (dvojice protiběžných hran).

(2.4.3) Právě když nelež́ı v žádné orientované kružnici.

(2.4.4) Cyklus (délky větš́ı než 1) by dle definice byl součást́ı nějaké silné komponenty.

(2.5.1) Žádnému!!! Jde o multigraf na 4 vrcholem se 7 hranami.

(2.5.2) Ne, má čtyři vrcholy lichého stupně.

(2.5.3) Tři, dvě by teoreticky stačily na změnu všech stupň̊u na sudé, ale v tomto grafu jen dvě
hrany prostě přidat nejdou.

(2.6.1) 5, samé trojúhelńıky.

(2.6.2) 6, samé úplné grafy K5.

(2.6.3) Souvislý s 15 hranami (ke každému vrcholu 3 sousedé).

(2.6.4) 18, stupně ≥ 3, třeba jako šestiboký hranol.

(2.6.5) a) 28: K8 +K1 +K1, b) 9: K3 +K3 +K3 +K1

(2.6.6)∗ Některý vrchol má stupeň aspoň 3, jinak vezmeme doplněk. Pak ti tři sousedi jsou
nezávisĺı...

(2.6.7) Třeba úplný bipartitńı K3,4.

(2.6.8)∗ Pokud máme vrchol, ve kterém žádná šipka nekonč́ı, polož́ıme jej prvńı v řadě a
pokračujeme indukćı. Jinak v grafu nalezneme orientovanou kružnici (neznámé délky) a z ńı
lze minimalizaćı źıskat kružnici délky 3.

(2.6.9) Ano, ale jen otevřeným.

(2.6.10) Neńı to strom, proto obsahuje kružnici.

(2.6.11)∗ Pomůže vám nakresleńı uzavřeným tahem; co tak vybrat z něj každou druhou hranu?

(2.6.12) Jde o Eulerovský tah, který muśı být uzavřený, nebot’ všechny stupně jsou sudé 6 (plus
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2 za smyčku).

(3.1.1) 1, ale jen 0 pro graf na jednom vrcholu.

(3.1.2) 2

(3.1.3) 5

(3.1.4) 7

(3.1.5) n− 1 – tj. počet hran kostry.

(3.1.6) 3, najdete př́ıslušnou dvojici vrchol̊u?

(3.1.7) Poloměr 2, centrum obsahuje právě 3 vrcholy (najdete je?).

(3.1.8) Třeba: s s

ss

s s

ss

(3.1.9)∗ rad(G) ≤ diam(G) ≤ 2 · rad(G), rovnost v prvńım pro Kn, v druhém pro cestu.

(3.2.1) Vyjde









0 1 2 1
1 0 1 2
2 1 0 1
1 2 1 0









.

(3.2.2) Neńı, hodnoty s jedńım indexem t se přece v iteraci t nezměńı nikdy.

(3.3.1) 5

(3.3.2) Jsou to oba vrcholy
”
nad“ a, b, do každého daľśıho vrcholu je z nich vzdálenost nejvýše 4.

Lépe to nejde.

(3.3.3) Např́ıklad ve tř́ıdě všech acyklických orientovaných graf̊u.

(3.4.1) Krok výběru daľśıho vrcholu ke zpracováńı – i když bereme nejbližš́ı nezpracovaný vrchol,
z jiného, vzdáleněǰśıho, vrcholu se lze později přes hranu záporné délky dostat do vybraného
vrcholu “kratš́ı” cestou.

(3.4.2) Bohužel nebude, d̊uvod je stejný jako v předchoźı otázce. Je nutno použ́ıt jiné algoritmy.

(3.5.1) w(xy) + pv(y) ≥ ||x, y||+ pv(y) ≥ pv(x)

(3.5.2) Pak (za samozřejmého předpokladu pv(v) = 0) nutně bude upravená délka některé hrany
na optimálńı cestě z x do v záporná. Neboli býti dolńım odhadem je nutná podmı́nka pro
př́ıpustný potenciál, bohužel ale obecně nedostačuj́ıćı.

(3.6.1) Vlevo 3 a vpravo 2.

(3.6.2) Vlevo 3 a vpravo 5.

(3.6.3) 3. Ten prostředńı vrchol má vzdálenost ≤ 2 do každého daľśıho. Zbytek grafu je grafem
krychle, kde největš́ı vzdálenost 3 maj́ı protilehlé dvojice vrchol̊u (ve smyslu geometrické
krychle). Z těchto 4 dvojic má kratš́ı spojeńı přes prostředńı vrchol, takže zbývaj́ı 3 dvojice.

(3.6.4) 2 – jedná se o graf krychle, tak přidáme dvě úhlopř́ıčky na jednu stěnu–čtverec. Pak
budou vzdálenosti ≤ 2. Naopak jedna hrana nestač́ı, protože po přidáńı libovolné hrany
e stále najdeme dva protilehlé vrcholy krychle, které hraně e nepatř́ı, a tyto dva vrcholy
z̊ustanou ve vzdálenosti 3.

(3.6.5) 2 + 3 + 2 = 7

(3.6.6) 10. Vezmeme jeden vrchol v, ten má 3 sousedy a každý ze soused̊u v má 2 daľśı sousedy
mimo v. To je dohromady 10 vrchol̊u a v́ıce jich už nemůže být, protože vzdálenosti jsou ≤ 2
od v. Nakreslete si takový graf!

(3.6.7) Vzdálenost 14 mezi 7 a 5. Dokážete zd̊uvodnit, že větš́ı vzdálenost v grafu neńı?

(3.6.8)∗ Spoč́ıtejte si, kolik vrchol̊u může být do vzdálenosti 3...

(3.6.9)

s

s

s

s

s

s

s s

s

s

s

s

(3.6.10)∗ Ano, muśı.

(3.6.11) Ano.

(3.6.12)∗ Osmi.

(3.6.13) Např́ıklad zakázané odbočeńı na křižovatce může vynutit u optimálńı trasy prijet́ı
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křižovatky př́ımo a pak třeba návrat z opačného směru, ze kterého již odbočit lze. Je i
spousta jiných př́ıklad̊u.

(3.6.14)∗ Kĺıčovou myšlenkou je, že do úschovny nalezených vrchol̊u ke zpracováńı se nebudou
ukládat jednotlivé vrcholy samotné, nýbrž spolu s vhodným sufixem sledu, kterým byly
dosaženy. Jeden vrchol se tak v úschovně může vyskytnou mnohokrát v závislosti na tom, v
jakých se nacháźı manévrech.

(4.1.1) V podstatě nijak, pouze touto smyčkou může cirkulovat jisté množstv́ı substance bez
vlivu na velikost toku.

(4.1.2) Rozd́ılem těchto dvou tok̊u je tzv. cirkulace, splňuj́ıćı zachováńı substance ve všech vrc-
holech včetně z, s.

(4.2.1) Tok 5.

(4.2.2) Jen zdroj z.

(4.2.3) Řez velikosti 4 odděluj́ıćı dva vrcholy vpravo nahoře.

(4.2.4) Protože rezervy kapacit jsou celoč́ıselné, neboli aspoň +1 v každé iteraci, takže v konečném
počtu krok̊u se dostaneme k maximálńımu toku.

(4.2.5)∗ Myšlenka: Pokud se jednou nasycená hrana vrát́ı mezi nenasycené, bude to určitě na
deľśı nenasycené cestě.

(4.3.1) Snadné...

(4.3.2)∗ Kĺıčové je dokázat, že źıskaný tok v prvńı fázi po navýšeńı vytvář́ı cirkulaci na p̊uvodńım
grafu G (součty ve všech vrcholech 0).

(4.4.1) Velikosti 5: s s s s s s s

sssss

(4.4.2) Velikosti 4: s s s s s s s

sssss

(4.4.3) Ano, reprezentanti jsou zapsańı prvńı: (1, 2, 3), (2, 1, 4), (3, 1, 4), (4, 2, 3).

(4.4.4) Ne, všech podmnožin je
(

5

3

)

= 10, ale prvk̊u k reprezentaci jen 5.

(4.5.1) 12

(4.5.2) 13, 11 a 9, po řadě.

(4.5.3) Nemá – 6 z množin má sjednoceńı {3, 4, 5, 6, 7}, kde se najde jen 5 r̊uzných prvk̊u pro
reprezentanty.

(4.5.4) Nemá – 6 z množin má sjednoceńı {1, 2, 3, 4, 9}, kde se najde jen 5 r̊uzných prvk̊u pro
reprezentanty.

(4.5.5)∗ Stejně jako v Př́ıkladě 4.18, jen je třeba zdvojit každý vrchol grafu (aby mohl reprezen-
tovat dvě vycházej́ıćı šipky).

(4.5.6)∗ Jedná se o daľśı zaj́ımavé použit́ı tok̊u v śıti, kde hledaná procházka odpov́ıdá vlastně
minimálńımu řezu ve vhodně odvozeném grafu z G a odděluj́ıćı kružnice jsou naopak źıskány
z maximálńıho celoč́ıselného toku.

(4.5.7) Viz http://en.wikipedia.org/wiki/Ford-Fulkerson algorithm#Non-terminating example

(5.1.1) Ano, neobsahuje nic, takže neobsahuje ani kružnici, a zároveň je souvislý.

(5.1.2) Jsou to cesty Pn a úplné bipartitńı grafy K1,n.

(5.1.3) Lze, ale jenom o kružnici. Úplné grafy K1 a K2 totiž stromy jsou.

(5.1.4) 3, jeden bez hran, jeden s jednou hranou a posledńı strom s dvěma hranami.

(5.1.5) 2, cesta P3 a hvězda K1,3.

(5.2.1)

s

ss

s s s

s s

s

s

❢
11

159

5

1310
20

21
1 6

136



(5.2.2) Centra jsou vyznačená:
s

s
s

s s
s

s s ss

s

s

s

s

s s
s

s s s
s

❢

s
s

s

s s
s

s s ss

s

s

s

s

s s
s

s s s
s

❢

(5.2.3) Pokud centrum vyjde jeden vrchol, odebereme celkem 32 list̊u – za každou hranu jeden.
Jinak odebereme jen 31 list̊u a jedna hrana zbude jako centrum.

(5.3.1) ( (()(()()())) ((()())(())) )

(5.3.2)

s

ss

s s s

s s s

s

s

❢

(5.4.1) 1, bez hran.

(5.4.2) 2004

(5.4.3)∗ Je to jen o procvičeńı symbolických úprav velkých matic...

(5.4.4) Je celkem 5!/2 = 60 koster, co jsou cestou P4, dále jen 5 koster, co jsou hvězdou K1,4 a
nakonec 5 · 4 · 3 = 60 koster, které maj́ı vrchol stupně 3.

(5.4.5)∗ mn−1nm−1

(5.4.6) Třeba kružnice C9 a C223 sd́ılej́ıćı jeden vrchol, nebot’ 9 · 223 = 2007.

(5.5.1) 3

(5.5.2) Ano, 2005 vrchol̊u podle Věty 5.3.

(5.5.3) 2009− 1− 1− 1− 1 = 2005

(5.5.4) 11, poč́ıtejte hrany v každé komponentě – stromu.

(5.5.5)∗ Nenajdete, to by bylo v rozporu s Důsledkem 5.5.

(5.5.6)∗ Jen 4 (odtrhejte 8 vrchol̊u stupně 1, co zbude?).

(5.5.7) Graf neńı souvislý, 13 neńı spojeno s nič́ım. Neńı ani lesem, nebot’ 10, 14, 21, 15 tvoř́ı
kružnici.

(5.5.8) Vlevo B, vpravo A.

(5.5.9) 3 až 8 koster. Nejméně koster, 3, vznikne pokud nová hrana vytvoř́ı trojúhelńık. Nejv́ıce,
8, pokud strom byl cestou délky 7 a nová hrana ji uzavře do kružnice délky 8.

(5.5.10)∗ Levý graf 14. Pravý 56: Obvodová kružnice má 8 koster, daľśıch 3 · 5 = 15 koster
obsahuje vrchńı př́ıčku a 15 spodńı př́ıčku, nakonec 3 · 3 · 2 = 18 koster obsahuje obě př́ıčky.

(5.5.11)
(

n
2

)

− n+ 1

(5.5.12)∗ 4. Pro 3 vrcholy by každá kostra musela mı́t 2 hrany, ale 2 + 2 = 4 hrany mezi třemi
vrcholy nelze mı́t. Na druhou stranu úplný graf K4 má takové dvě kostry.

(5.5.13)∗ Třeba kružnice C503 s tětivou tvoř́ıćı kružnici délky 4. Zamyslete se, jak k takovému
řešeńı lze systematicky dospět...

(5.5.14) Plat́ı.

(5.5.15)∗ Všechny kostry Kn maj́ı dohromady nn−2 · (n− 1) hran, takže na jednu hranu (které
je symetrická všem ostatńım) připadá 2nn−3 koster. Kn − e tud́ıž má nn−2 − 2nn−3 koster.

(6.1.1) Nalezneme kostru s největš́ım celkovým ohodnoceńım.

(6.1.2) Neńı potřeba na začátku všechny (mnoho) hrany seřadit, seřazuj́ı se jen některé hrany
potřebné v pr̊uběhu algoritmu.

(6.1.3) Hlavně nějaký rychlý typ haldy pro ukládáńı seznamu hran vycházej́ıćıch ze současné
komponenty ven a vyb́ıráńı nejmenš́ı z nich.

(6.2.1) V jistém časovém okamžiku vid́ıme, že se zpracovávaj́ı 4 úkoly najednou, a proto méně
než 4 pracovńıci nestač́ı.

(6.2.2) Také to bude fungovat, dokažte si sami.
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(6.4.1) Jakkoliv špatně, pro každý zvolený počet barev se dá nalézt špatný př́ıklad, zkuste si
to. . .

(6.5.1) V pořad́ı jakéhokoliv souvislého prohledáváńı našeho grafu.

(6.5.2) Jednoduše, prostě hladový algoritmus spust́ıme a on nikdy nepoužije barvu vyšš́ı než
k + 1, nebot’ každý vrchol má jen k (možná) obarvených soused̊u.

(7.1.1) 3 s s

s

s

s s

1 2

3

1

3

2

(7.1.2) Méně než 4 barvy nestač́ı, protože najdeme úplný podgraf na 4 vrcholech. Obarveńı 4
barvami je snadné.

(7.1.3) 0 pro prázdný, 1 pokud má jeden vrchol a jinak 2 podle Věty 7.6 – stromy totiž nemaj́ı
žádné kružnice.

(7.2.1) 102 barvami, postup je následovný: Odebereme jeden vrchol v, zbytek grafu rekurzivně
obarv́ıme 102 barvami a v nejhorš́ım př́ıpadě dostanou sousedé vrcholu v 101 r̊uzných barev.
Proto i v můžeme korektně dobarvit.

(7.2.2) 3 oboje.

(7.2.3) Na sd́ıleném trojúhelńıku má každý z G,H tři r̊uzné barvy. Tud́ıž barvy H permutujeme
tak (nezávisle na G), aby byly shodné s barvami G na tomto trojúhelńıku.

(7.2.4)∗ Jestliže jsou V1, V2 vrcholové komponenty G−{u, v} a u, v dohromady maj́ı v́ıce soused̊u
ve V1, obarv́ıme nejprve podgraf indukovaný na V1∪{u, v}. Pokud u, v źıskaj́ı stejnou barvu,
obarv́ıme indukčně podgraf indukovaný na V2 ∪ {u, v} se ztotožněnými vrcholy u, v, jinak
tento podgraf s hranou uv nav́ıc. Nakonec obě obarveńı ztotožńıme vhodnou permutaćı barev.

(7.2.5)∗ Necht’ F je podgraf H . Jelikož je nyńı G − {u, v} souvislý, v grafu H ∪ {w} vede cesta
z w do nejbližš́ıho vrcholu t podgrafu F mimo u = v, takže t má v F stupeň menš́ı než k.

(7.2.6) Představte si w obarvené barvou 1, která pak nemůže být v žádném ze soused̊u. Dále
dokážeme, pro každé i, že vrchol vi můžeme nakonec obarvit (či přebarvit) stejně, jako vrchol
ui, a tud́ıž dostáváme spor s barevnost́ı p̊uvodńıho grafu.

(7.3.1) 3, stejně jako u vrcholové barevnosti.

(7.3.2)∗ n− 1 pro sudá n a n pro lichá mimo 1.

(7.3.3) Pokud by stačilo 5 barev, jedna barva by se musela vyskytnout |E(G)|/5 = 16/5 tj. aspoň
4-krát, což na 7 vrcholech nelze.

(7.3.4) Ano, včetně d̊ukazu.

(7.3.5) 3, nebot’ pro seznamy 12 a 34 na jedné straně a 13, 14, 23, 24 na druhé straně neńı obarveńı.

(7.3.6)∗ Podobně předchoźı úloze. . .

(7.3.7)∗ 3-regulárńı graf má sudý počet vrchol̊u, tud́ıž hrany Ham. kružnice umı́me stř́ıdavě
obarvit barvami 1, 2 a barvu 3 použ́ıt na zbylé hrany. Proto 3-regulárńı graf s Ham. kružnićı
má hranovou barevnost 3.

(7.3.8) Stač́ı vźıt nějaký s vrcholem, jehož vypuštěńı poruš́ı souvislost.

(7.4.1) A,B,C,F

(7.4.2) Ano, patř́ı, tyto kružnice napov́ıme a snadno ověř́ıme.

(7.4.3) Ani nemůže patřit, nebot’ se nejedná o rozhodovaćı problém!

(7.4.4)∗ Pro k = 0, 1, 2 lze barevnost efektivně určit, takže tam otázka patř́ı př́ımo do tř́ıdy P .
Také pro k = 3 patř́ı problém barevnosti k do NP , nebot’ napovězené obarveńı 3 barvami
jsme schopni snadno ověřit, a zároveň dokážeme určit, že barevnost neńı 2 (kružnice liché
délky). Ale pro k > 3 již problém (dle současných znalost́ı teoretické informatiky) do tř́ıdy
NP nepatř́ı, protože neumı́me nijak efektivně prokázat, že graf G nelze obarvit méně než k
barvami.

(7.4.5)∗ A,D

(7.4.6) Je to kupodivu ještě jednodušš́ı než v Tvrzeńı 7.20. Prostě v převodu z vrcholového
pokryt́ı na grafu G vytvoř́ıme orientovaný graf, jehož vrcholy jsou vrcholy G a také středy
hran G. Šipky vedou vždy od vrchol̊u do střed̊u přilehlých hran.

(7.4.7) V převodu připojte ke každému vrcholu nový vrchol stupně 1.

138



(7.4.8)∗ Stač́ı G vytvořit tak, že k danému grafu připoj́ıme jedńım vrcholem w jeden nový
trojúhelńık. Právě vrchol w se pak v tahu bude muset zopakovat.

(7.6.1) 3

(7.6.2) 4, všimněte si, že graf obsahuje K4.

(7.6.3) 3

(7.6.4) 1

(7.6.5) 14, pokud vypust́ıme tři hrany z jednoho vrcholu, nebo 13, pokud vypust́ıme tři hrany
jednoho trojúhelńıku, nebo 12, pokud vypust́ıme tři disjunktńı hrany.

(7.6.6)∗ Dokážeme, že takto vzniklý graf je 2-degenerovaný, nebot’ každý graf stupně nejméně 3
muśı ke stromu přidat aspoň 3 hrany.

(7.6.7) Ano.

(7.6.8) Jen pro m = n ≥ 2.

(7.6.9)

(7.7.1) Je to stejný převod, nebot’ to funguje v obou směrech.

(7.7.2) Definujeme pro graf G nový graf H , jehož vrcholy budou odpov́ıdat hranám grafu G, a
hranami H budou spojeny dvojice hran z G sd́ılej́ıćı vrchol. Potom prostě stač́ı v grafu H
hledat nezávislou množinu velikosti p, což dá párováńı v G.

(7.7.3)∗ Toto je fakt obt́ıžné...

(7.7.4)∗ Nepatř́ı, nebot’ nijak polynomiálně neověř́ıme, že graf G neobsahuje v́ıce než jednu
Hamiltonovskou kružnici. Ani v př́ıpadě negace problému nejsme schopni ověřit př́ıpad, kdy
G neobsahuje žádnou Hamiltonovskou kružnici.

(7.7.5) Přidejte do grafu nový vrchol x spojený se vš́ım – pak H. kružnice v novémmuśı procházet
x a po odebráńı x z ńı zbude H. cesta.

(8.1.1) Je to graf krychle.

(8.1.2) Graf pravidelného osmistěnu.

(8.1.3) Užijte projekci z bodu velmi bĺızkého zvolené stěně.

(8.1.4)∗ Obt́ıžné...

(8.2.1) v = 12, f = 20, v + f − h = 2, tedy h = 12 + 20− 2 = 30.

(8.2.2) 3

(8.2.3)∗ Jako v−h+f = 1+k. Všimněte si, že za každou novou komponentu sice na pravé straně
vztahu “přibude” 2, ale jedna vněǰśı stěna se sd́ıĺı dohromady mezi všechny komponenty, a
proto skutečně se pravá strana s každou komponentou zvýš́ı o +1.

(8.3.1) Rovinný jen B.

(8.3.2) Pro n = 1, 2, 3, 4.

(8.3.3) Jen pokud m ≤ 2 nebo n ≤ 2, jinak v sobě obsahuje K3,3.

(8.3.4) 3 – takto z kružnice délky 6 vytvoř́ıme graf K3,3, nakreslete si to.

(8.3.5)∗ Takové grafy jsou bud’ rovinné nebo jsou to podrozděleńı K5, nebo vznikaj́ı spojeńım
menš́ıch na řezech velikosti ≤ 2.

(8.4.1) 4

(8.4.2)∗ ≤ 2

(8.4.3) Stač́ı dokázat, že takový graf je 2-degenerovaný.

(8.4.4)∗ Viz článek DOI: 10.1016/0012-365X(95)00216-J, M. Voigt.

(8.4.5) Protože každý rovinný graf lze obarvit 4 barvami a mezi 13 vrcholy čtyř barev je jedna
barva aspoň na 4 vrcholech, mezi kterými pak nemohou být hrany.

(8.6.1) Ano, stač́ı dolńı levé dva vrcholy překreslit nahoru.

(8.6.2) Ne, obsahuje podrozděleńı K3,3, najdete jej?

(8.6.3) 8

(8.6.4) 11

(8.6.5) Má vždy 10 vrchol̊u podle Eulerova vztahu.
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(8.6.6)
(

7

2

)

− (3 · 7− 6) = 6

(8.6.7)∗ Sporem, co bude se stěnou přilehlou ke dvojici vrchol̊u tvoř́ıćıch řez?

(8.6.8) Ano, stač́ı 2-řez, který jej rozděĺı na mnoho komponent a každou z nich lze nezávisle
zrcadlově převracet.

(9.1.1) Pod́ıvejte se, sporem, na interval nejv́ıce vlevo – jeho dva sousedé na kružnici se pak muśı
překrývat...

(9.1.2)∗ Opět si pomožte úvahami o položeńı a nuceném překrýváńı interval̊u v reprezentaci...

(9.1.3)∗ Intervalové a zároveň neobsahuj́ıćı indukované K1,3.

(9.1.4) Neprot́ınaj́ıćı-se intervaly uspořádáme podle jejich polohy na ose (zleva doprava).

(9.2.1) Pod́ıvejte se na interval, který má prvńı pravý konec zleva – všichni jeho sousedé se
překrývaj́ı. Totéž zprava.

(9.2.2) Podáte jeho simpliciálńı dekompozici.

(9.2.3)∗ Dokazujte sporem – pokud se jeden vrchol v kliky nepřekrývá se všemi, lze velký strom
rozpojit vynecháńı hrany, ale pak podstrom reprezentuj́ıćı v ukazuje na existenci kružnice.

(9.3.1) Např́ıklad velká kružnice s “ocáskem” délky 2.

(9.3.2) Např́ıklad kružnice délky 5 s daľśım vrcholem spojeným všude.

(9.3.3) Např́ıklad K7,7. Umı́te toto krátce zd̊uvodnit?

(9.3.4)∗ Např́ıklad K13,13, souviśı s problémem zvaným “kissing number”...

(9.3.5)∗ Spojte úsečkama středy kruh̊u a dokažte, že se takové hrany neprot́ınaj́ı.

(9.4.1) Vezměte rovinné nakrelseńı a kolem každého jeho vrcholu “obejděte p̊ulhrany” z něj
vycházej́ıćı jeho křivkou.

(9.4.2) K4

(9.4.3) ...

(9.4.4)∗ Rovinný nebo rozbor speciálńıch př́ıpad̊u.

(9.4.5) Třeba do každé trojúhelńıkové stěny K4 přidejte nový vrchol spojený do vrchol̊u toho
trojúhelńıka.

(9.4.6)∗ To by byl velký výsledek, nebot’ by implikoval Větu o čtyřech barvách!

(10.1.1)∗ Uspořádáme intervaly podle jejich konc̊u a vždy do dominuj́ıćı množiny vlož́ıme posledńı
interval prot́ınaj́ıćı se s prvńım dosud nepokrytým.

(10.1.2) Jako doplněk nezávislé množiny, kterou umı́me.

(10.1.3)∗ Myšlenka je následovná: Je-li x simpliciálńı vrchol, tak ze soused̊u x může být v
nezávislé množině jen jeden (tvoř́ı kliku), takže si neuškod́ıme, pokud dáme do nezávislé
množiny př́ımo x.

(10.2.1) Docela př́ımočaré – uspořádáńı v druhé definici je přesně postup odtrháváńı sim-
pliciálńıch vrchol̊u od konce...

(10.2.2) Jinak by se porušila interpolačńı vlastnost; každá dvojice kliky má hranu a ta muśı být
ve společném baĺıku.

(10.2.3) Třeba úplné podle předchoźı otázky...

(10.2.4)∗ Třeba velká “mř́ıž”. Podle hry na četńıky a zloděje je třeba v́ıce četńıku než je počet
řádk̊u / sloupc̊u mř́ıže. Proč?

(10.2.5) Jeden četńık se postav́ı napevno a daľśı dva vzájemným přeskakováńım projdou zbytek
kružnice. Pokud jsou jen dva četńıci, v některém okamžiku se jeden z nich muśı zvednou v
helikoptéře a tehdy zloděj uteče kamkoliv jinam – hra je zas na začátku a nikam nevede.

(10.3.1) Ano.

(10.3.2)∗ Je potřeba přesně path-width plus 1 četńık̊u k chyceńı zloděje, kterého četńıci nevid́ı
dokud ho nedopadnou.

(10.3.3) 2, menš́ı být nemůže a uspořádáńı na 2 si najdete sami...

(10.3.4) ∆ ≤ 2 · bandwidth

(10.3.5) Horńı odhad snadný, pro dolńı je třeba nahlédnout, že každý podkubický strom s 6 listy
má hranu odděluj́ıćı aspoň dva listy na každé straně.

(10.3.6) Využijte, že každý podkubický strom s 15 listy má hranu odděluj́ıćı na každé straně
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aspoň 5 list̊u.

(10.3.7)∗ Převádějte dekompozice jednu na druhou...

(10.3.8) Zprava třeba úplné grafy, zleva úplné bipartitńı s odebraným párováńım.

(10.3.9) 1

(10.3.10) Třeba cesty.

(10.3.11) 1 pro C3, C4, jinak 2.

(10.3.12)∗ Třeba velká mř́ıž, podobně jako s tree-width.

(10.4.1)∗ Ano, ale neńı to lehké... Je třeba ukládat všechny možnosti spárováńı hraničńıch vr-
chol̊u (pro separace v dekompozici) pomoćı systému cest pokrývaj́ıćıch všechny vrcholu v
tomto podstromu dekompozice. To je vzhledem k fixńı š́ı̌rce dekompozice konstantně velká
informace.

(10.5.1) Jsou to lesy, acyklické grafy.

(10.5.2) Jsou to tzv. sériově–paralelńı grafy.

(10.5.3)∗ Jsou to grafy, které lze nakreslit do roviny tak, aby všechny vrcholy ležely na vněǰśı
stěně.

(10.5.4)∗ No, měli bychom d̊ukaz P = NP , ale žádný použitelný algoritmus k tomu. Zaj́ımavá
situace...

(11.3.1)

(11.3.2)∗ “Rozviňte” si pro spor takové nakresleńı do roviny, dostanete podle Eulerova vztahu
triangulaci (nekonečnou) roviny, a odvod’te následně fakt, že směr rotace hran kolem vrchol̊u
se v této triangulaci muśı zachovávat. To je spor s neorientovatelnost́ı Kleinovy láhve. (Těžké
k přečteńı, že? Ale krátké.)

(11.3.3) Jenoznačně pro hodnoty 2 a všechny liché, pro ostatńı sudé 0,−2,−4, . . . nerozlǐśı mezi
př́ıslušnou orientovatelnou a neorientovatelnou plochou.

(11.3.4) Samozřejmě, nakrelete si třebaK4 i na torus. Vždy však lze definovat nejmenš́ı a největš́ı
takovou plochu pro daný graf.

(11.3.5) Obsahuje dvě hranově disjunktńı kopie K5, jen jedna z nich může ke svému nakresleńı
“využ́ıt” crosscap, ta druhá by byla rovinná, spor.

(11.3.6) Z Eulerova vztahu pro projektivńı rovinu źıskáme odhad počtu hran h ≤ 2v − 2 pro
grafy bez trojúhelńık̊u, ale 15 > 16− 2, spor.

(11.3.7)∗ ...

(11.5.1) Neńı-li graf projektivńı, obsahuje jeden ze zakázaných minor̊u (32 souvislých), přitom
vlastnost mı́ti rovinné pokryt́ı se jednoduše děd́ı na minory.

(11.5.2) Obdobná úvaha jako v 11.3.5.

(11.5.3)∗ Opět se poč́ıtá vhodně počet hran proti Eulerovu vztahu...

(11.5.4)∗ Prvńı je v podstatě stejná, ale řešeńı pro K3,5 vyžaduje pomocné tvrzeńı, že vrcholy
emulátoru zobrazované na vrcholy stupně 3 mohou být také upraveny na stupně 3.
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