
Matematika III, 4. cvičeńı

Implicitně zadaná funkce

Necht’ F (x, y) : R2 → R je spojitě diferencovatelná funkce v okoĺı bodu [x0, y0], dále F (x0, y0) = 0
a F ′y(x0, y0) 6= 0. Pak existuje spojitá funkce f : R → R definovaná na nějakém okoĺı U bodu
x0, přičemž F (x, f(x)) = 0 pro všechna x ∈ U . Funkce y = f(x) je tedy rovnost́ı F (x, y) = 0
implicitně definovaná v okoĺı bodu x0. Pokud F ′y(x0, y0) = 0, funkce f se zmı́něnými vlastnostmi
neexistuje.
Podobné tvrzeńı plat́ı pro funkci v́ıce proměnných, uvedeme si ještě př́ıpad pro 3 proměnné:
Necht’ F (x, y, z) : R3 → R je spojitě diferencovatelná funkce v okoĺı bodu [x0, y0, z0], dále
F (x0, y0, z0) = 0 a F ′z(x0, y0, z0) 6= 0. Pak existuje spojitá funkce f : R2 → R definovaná
na nějakém okoĺı U bodu [x0, y0], přičemž F (x, y, f(x, y)) = 0 pro všechna x ∈ U . Pokud
F ′z(x0, y0, z0) = 0, funkce f se zmı́něnými vlastnostmi neexistuje.

Funkci znač́ıme ṕısmenem y, proměnnou ṕısmenem x, můžeme si představit, že y = f(x).
Proto derivace x je 1, ale derivace y je y′, takže např. (x2)′ = 2x a (y2)′ = 2yy′.

Př́ıklad 1. Určete prvńı a druhou derivaci, pokud x2 + y2 = 1.

Výsledek. y′ = −x
y , y′′ = −y2+x2

y3
.

Př́ıklad 2. Určete derivaci, pokud xy2 − 2xy + x3 − 3y2 + 5 = 0.

Výsledek. y′ = 2y−3x2−y2
2xy−2x−6y .

Př́ıklad 3. Určete derivaci, pokud sin(x2) + cos(y2)− 1 = 0.

Výsledek. y′ = x cos(x2)
y sin(y2)

.

Př́ıklad 4. Necht’ je funkce y = y(x) dána v okoĺı bodu [1, 1] implicitně rovnićı y3−2xy+x2 = 0.
Určete y′(1) a y′′(1).

Výsledek. y′(1) = 0, y′′(1) = −2.

Př́ıklad 5. Necht’ je funkce y = y(x) dána v okoĺı bodu [π−12 , π2 ] implicitně rovnićı y− sin y
2 = x.

Určete y′(π−12 ) a y′′(π−12 ).

Výsledek. y′(π−12 ) = 1, y′′(π−12 ) = −1
2 .

Př́ıklad 6. Na kuželosečce k o rovnici x2+3y2−2x+6y−8 = 0 najděte všechny body, v nichž je
normála k této kuželosečce rovnoběžná s osou y. Pro každý nalezený bod zapǐste obecnou rovnici
tečny k dané křivce v tomto bodě.

Výsledek. [1, 1] a [1,−3], rovnice tečen jsou y = 1, resp. y = −3.

Př́ıklad 7. Na grafu funkce tř́ı proměnných u = f(x, y, z) dané předpisem u = x
√

y2 + z2

najděte bod, v němž je tečná nadrovina k tomuto grafu rovnoběžná s rovinou o rovnici x + y −
z − u = 0.

Výsledek. Zadáńı splňuj́ı dva body: [
√

2, 1/
√

2,−1/
√

2,
√

2] a [−
√

2,−1/
√

2, 1/
√

2,−
√

2].

Př́ıklad 8. K elipsoidu o rovnici x2 + 2y2 + z2 = 1 ved’te tečné roviny rovnoběžné s rovinou o
rovnici x− y + 2z = 0.
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Nápověda. Rovnici tečné roviny k elipsoidu urč́ıme pomoćı parciálńıch derivaćı funkce z = z(x, y)
dané implicitně rovnićı elipsoidu x2 + 2y2 + z2 = 1. Pak normálový vektor k elipsoidu v bodě
[x0, y0, z0] bude (z′x(x0, y0), z

′
y(x0, y0),−1). Tento vektor muśı být rovnoběžný s normálovým

vektorem (1,−1, 2) zadané roviny, tud́ıž (−2z′x(x0, y0),−2z′y(x0, y0), 2) = (1,−1, 2). Z toho do-
staneme 2x0 = z0, 4y0 = −z0 a po dosazeńı do rovnice elipsoidu dostaneme dva body dotyku
hledaných tečných rovin: [ 2√

22
,− 1√

22
, 4√

22
] a [− 2√

22
,+ 1√

22
,− 4√

22
]. Odtud už snadno urč́ıme rov-

nice tečných rovin.
Př́ımočařeǰśım postupem můžeme úlohu vyřešit, pokud si uvědomı́me, že normálovým vekto-

rem v bodě [x0, y0, z0] plochy implicitně zadané vztahem F (x, y, z) = 0 je vektor (F ′x(x0, y0, z0), F
′
y(x0, y0, z0), F

′
z(x0, y0, z0)).

Výsledek. Hledané tečné roviny maj́ı rovnice x− y + 2z = ±
√
11√
2

.

Př́ıklad 9. V okoĺı kterých bod̊u jednod́ılného hyperboloidu h o rovnici

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

nelze vyjádřit z jako funkci z = f(x, y)?

Nápověda. Určete body [x0, y0, z0] na h splňuj́ıćı F ′z(x0, y0, z0) = 0, kde F (x, y, z) = x2

a2
+ y2

b2
−

z2

c2
− 1.

Výsledek. Množina hledaných bod̊u je elipsa obsahuj́ıćı body [x0, y0, 0], kde
x20
a2

+
y20
b2

= 1.

Př́ıklad 10. V okoĺı kterých bod̊u křivky x2 + 2xy − y2 − 8 = 0 nelze vyjádřit y jako funkci
y = f(x)?

Výsledek. [2, 2], [−2,−2].

Př́ıklad 11. V okoĺı kterých bod̊u parabolické válcové plochy z2 − 2px = 0, kde p > 0, nelze
vyjádřit z jako funkci z = f(x, y)?

Výsledek. Všechny body osy y.
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