Matematika 111, 4. cviceni

Implicitné zadana funkce

Necht F(z,y): R? — R je spojité diferencovatelnd funkce v okolf bodu [z, yo], ddle F(zq, yo) = 0
a Fy(wo,y0) # 0. Pak existuje spojitd funkce f: R — R definovana na néjakém okoli U bodu
xg, pricemz F(x, f(z)) = 0 pro vSechna z € U. Funkce y = f(x) je tedy rovnosti F(z,y) = 0
implicitné definovand v okoli bodu zy. Pokud Fé (z0,y0) = 0, funkce f se zminénymi vlastnostmi
neexistuje.
Podobné tvrzeni plati pro funkci vice proménnych, uvedeme si jesté ptipad pro 3 promeénné:
Necht F(x,y,2): R®> — R je spojité diferencovatelnd funkce v okoli bodu [z, 0, 20], déle
F(xo,90,20) = 0 a Fl(wo,y0,20) # 0. Pak existuje spojitd funkce f: R?> — R definovana
na néjakém okoli U bodu [z, yo], pFicemz F(z,y, f(x,y)) = 0 pro vSechna x € U. Pokud
Fl(z0,v0,20) = 0, funkce f se zminénymi vlastnostmi neexistuje.

Funkci zna¢ime pismenem y, proménnou pismenem x, muzeme si predstavit, ze y = f(z).
Proto derivace z je 1, ale derivace y je 9/, takze napt. () = 2z a (%) = 2yy/'.

Piiklad 1. Urcete prond a druhou derivaci, pokud x* + y* = 1.
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Vysledek. ' = oY= 3

Piiklad 2. Urcete derivaci, pokud xy® — 2xy + 23 — 3y> + 5 = 0.
Visledek. 1y = 2y—3z2—y?
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Pi#iklad 3. Urcete derivaci, pokud sin(x?) + cos(y?) — 1 = 0.
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Visledek. 3y = zgfjgz))
Piiklad 4. Necht je funkce y = y(z) ddna v okoli bodu [1,1] implicitné rovnici y* —2xy+x? = 0.
Urcete y'(1) a y"(1).

Viysledek. y'(1) = 0, y"(1) = —2.

Priklad 5. Necht je funkce y = y(x) ddna v okoli bodu [”T_l, 5] implicitné rovnici y — % =

Urcete y' (%51) a v (%5%).
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Vgsledek. y'(51) = 1,y"("5) = —
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Piiklad 6. Na kuzelosecce k o rovnici x4+ 3y? — 2z +6y —8 = 0 najdéte viechny body, v nich? je
normdla k této kuZelosecce rovnobéznd s osou y. Pro kazZdy nalezeny bod zapiste obecnou rovnict
tecny k dané krivce v tomto bodé.

Visledek. [1,1] a [1, —3], rovnice tecen jsou y = 1, resp. y = —3.

Piiklad 7. Na grafu funkce tii proménnygch u = f(x,y,2) dané predpisem u = x\/y? + 2>
najdéte bod, v némz je teénd nadrovina k tomuto grafu rovnobéznd s rovinou o rovnici x + y —
z—u=0.

Vijsledek. Zadani spliuji dva body: [v2,1/v2, —1/v/2,v2] a [-v/2, —1/v/2,1/v/2, —/2].

Piiklad 8. K elipsoidu o rovnici x* + 2y* + 22 = 1 ved'te tecné roviny rovnobéiné s rovinou o
rovnict * —y + 2z = 0.



Napovéda. Rovnici teéné roviny k elipsoidu uréime pomoci parcidlnich derivaci funkce z = z(z, y)
dané implicitné rovnici elipsoidu 22 4 2y? + 22 = 1. Pak normalovy vektor k elipsoidu v bodé
[20, Y0, z0] bude (2,(w0,Y0), 2, (0, y0), —1). Tento vektor musi byt rovnobézny s normélovym
vektorem (1,—1,2) zadané roviny, tudiz (—2z; (20, ¥0), —22, (%0, %0),2) = (1,—1,2). Z toho do-
staneme 2xg = zg,4y0 = —2z0 a po dosazeni do rovnice elipsoidu dostaneme dva body dotyku
hledanych te¢nych rovin: [\/%, —\/%, \/%] a [—\/%, —i—\/%, —\/%]. Odtud uz snadno uréime rov-
nice te¢nych rovin.
PiimocafejSim postupem muzeme tlohu vyfesit, pokud si uvédomime, Zze normélovym vekto-
rem v bodé [zg, Yo, 20] plochy implicitné zadané vztahem F'(z,y, z) = 0 je vektor (Fy.(zo, Yo, 20), Fy, (0, Yo, 20), FL(

Vysledek. Hledané te¢né roviny maji rovnice x — y + 2z = i%.

Priiklad 9. V okoli kterjch bodi jednodilného hyperboloidu h o rovnici
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nelze vyjddrit z jako funkci z = f(x,y)?
Ndpovéda. Urcete body [zg, yo, 20] na h spliujici FL(zo,yo,20) = 0, kde F(x,y,2) = L % —
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Visledek. Mnozina hledanych bodi je elipsa obsahujici body [z0, o, 0], kde 2§ + % = 1.
Piiklad 10. V okoli kterijch bodii krivky x? + 2xy — y> — 8 = 0 nelze vyjddrit y jako funkci
y=f(x)?

Viysledek. [2,2],[—2,—2].

Piiklad 11. V okoli kterijch bodii parabolické vilcové plochy z* — 2px = 0, kde p > 0, nelze
vyjadrit z jako funkci z = f(x,y)?

Vysledek. Vsechny body osy y.



