
Algebra I — podzim 2016 — 1. termı́n — 12.1.2017

Jméno: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Hodnoceńı

UČO: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Na řešeńı je 150 minut.

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem.

1. (15 bod̊u) Bud’ m,n nesoudělná přirozená č́ısla. Dokažte, že součin cyklické grupy om prvćıch
a cyklické grupy o n prvćıch je cyklická grupa.

2. (15 bod̊u) Dejte př́ıklad:

(a) nekonečné grupy a jej́ı netriviálńı konečné podgrupy;

(b) dvou r̊uzných těles T, S a homomorfismus okruh̊u f : T → S;

(c) homomorfismus monoidu M , který neńı grupou, na monoid N , který grupou je.

3. (15 bod̊u) Bud’ A konečná množina A = {1, 2, . . . , m}, kde m ≥ 1 je libovolné přirozené č́ıslo.
V́ıme, že (P(A),÷) je grupa.

(Zde P(A) je systém všech podmnožin množiny A a ÷ je operace symetrického rozd́ılu. )

(a) Rozhodněte, zda zobrazeńı f : P(A) → Z2 dané předpisem f(X) = [|X|]2, je homomor-
fismus z grupy (P(A),÷) do grupy (Z2,+). (Zde |X| znač́ı počet prvk̊u množiny X.)

(b) Pro libovolné přirozené č́ıslo n ≥ 2 uvažujeme Hn = {X ⊆ A | n děĺı počet prvk̊u X}.
Rozhodněte, pro která n je Hn podgrupa grupy (P(A),÷).

4. (20 bod̊u) Uvažme grupu (G, ·), kde G = {2p3q5r ∈ R | p, q, r ∈ Z} a · je operace násobeńı
reálných č́ısel. Dále bud’ H podgrupa této grupy generovaná prvky 4
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(a) Popǐste podgrupu H .

(b) Ukažte, že H je normálńı podgrupa grupy (G, ·).
(c) Určete, které známé grupě (K, ·) je izomorfńı faktorgrupa (G, ·)/H .

(d) Předchoźı tvrzeńı dokažte tak, že definujte vhodné zobrazeńı α : G → K, a dokažte, že
α je surjektivńı homomorfismus grup, jehož jádrem je H .

5. (15 bod̊u) Napǐste rozklad polynomu 2x7 + 3x6 − 3x5 − 2x4 + 4x3 + 6x2 − 6x− 4 na součin
ireducibilńıch faktor̊u postupně nad Q, R a C.

6. (20 bod̊u) Určete minimálńı polynom prvku
√
3+

√
2−2 nad Q. Nezapomeňte na zd̊uvodněńı.
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