Algebra I — podzim 2016 — 2. termin — 31.1.2017

Jméno: .. ... Hodnoceni

Na feseni je 150 minut.
Veskeré odpovédi musi byt zduvodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentaiem.

1. (15 bodu)

(a) Definujte pojem charakteristika okruhu.
(
(c) Zformulujte a dokazte vétu o charakteristice oboru integrity.

2. (15 bodu) Dejte priklad:

b) Definujte pojem obor integrity.

(a) komutativni grupy fadu 16, kterda neobsahuje prvek fadu 4;
(b) polynomu nad Q stupné 5, ktery nemd kofen v Q, a ktery neni ireducibilnf;

(c) homomorfismu okruhu polynomu (Z[z], +, -) do okruhu (Q, +, -) takového, ze ¢(z?) = 3.
Pokud bude vase odpovéd, ze takovy piiklad neexistuje, nezapomeinte odpovéd fadné zdiuvodnit!

3. (15 bodu) Na mnoziné M = Z x Z, definujeme bindrni operaci o vztahem
<a7 [b]2> © <C7 [d]2> = (CL + (_1)bca [b + d]2)7 pro a,b,c,d € Z.

Déle uvazujme zobrazeni f : M — Z a g : M — Z, dana piedpisy f((a,[b]2)) = a,
9((a, [b]2)) = [bl2.

a) Dokazte, ze (M, o) grupa.

b) Rozhodnéte, zda je f homorfismus z grupy (M, o) do grupy (Z,+).

(
(
(c) Rozhodnéte, zda je g homorfismus z grupy (M, o) do grupy (Zs, +).

(d) Urcete jadro homomorfismu f a g, pokud dané zobrazeni je homomorfismus.

(20 bodu) Uvazme grupu G = (R3, +), kde s¢itdme po slozkdch, tj. G je soucin grup (R, +) x
(R, +) x (R, +). Déle bud H = {(x, z,x) | x € R} podmnozina grupy G.

(a) Dokazte, ze H je normdlni podgrupa grupy G.

(b) Urcete, které znamé grupé (K, -) je izomorfni faktorgrupa G/H.

(c) Piedchozi tvrzeni dokazte tak, Ze definujte vhodné zobrazeni a : R® — K, a dokazte, 7e
« je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

5. (15 bodi) Naleznéte redlna ¢isla a,b € R takovd, Ze polynom s redlnymi koeficienty 225 +
3zt — 923 4+ 1122 + ax + b m4 komplexn{ kofen 1 + i. Vysledny polynom rozloZte na souéin
ireducibilnich faktoru postupné nad Q, R a C.

6. (20 bodu) Bud f = 2* + 3z? — 3 € Q[z].

(a) Dokazte, ze f je ireducibilni polynom nad Q.

Ozna¢me a € C jeden z kotfenu polynomu f.

(b) Urcete ag, ai, as € Q takova, 7e ag + ay - a + as - a® = a®.

(c) Uréete by, by, by € Q takovd, Ze by + by -+ by - = (&> + a+ 1)1



