Algebra I — podzim 2016 — 3. termin — 7.2.2017

JMENO: ... Hodnoceni

Na feSeni je 150 minut.
Veskeré odpovédi musi byt zduvodnény a vypoéty musi byt doprovozeny komentdiem.

1. (15 bodi)

(a) Definujte pojem podgrupa.

(b) Definujte pojem normdlni podgrupa.

(c) Definujte pojem jadro homomorfismu.

(d) Dokazte, ze jadro homomorfismu f : (G,-) — (H,-) je normélni podgrupa grupy (G, -).
2. (15 bodu) Dejte priklad:

(a) grupy tadu 20 a jeji podgrupy radu 8§;
(b) télesa, které obsahuje jako podokruh okruh polynomt nad Z;
(c

) injektivniho homomorfismu z grupy fadu 100 do nekone¢né grupy.
Pokud bude vase odpovéd, ze takovy piiklad neexistuje, nezapomeinte odpovéd fadné zduvodnit!

3. (15 bodu) Uvazujme mnozinu ¢isel
R= {3k €Q|meZ, keN}

na niz uvazujeme obvyklé operace s¢itani a nasobeni cisel.

(a) Rozhodnéte, zda je (R,+) monoid,;
(b) Rozhodnéte, zda je (R, +) grupa;
(c) Rozhodnéte, zda je (R, -) monoid;

(d) Rozhodnéte, zda je (R, ) grupa;

(e) Rozhodnéte, zda je (R, +,-) okruh;

(f) Rozhodnéte, zda je (R,+, 1) téleso;

(g) Rozhodnéte, zda ptedpis f : R — Z, f(g) = m (pro m € Z, k € N) zaddva homomor-
fismus (monmdﬁ, resp. grup, resp. okruhu) v jednotlivych ptipadech (a)-(e), kde byla
pozitivni odpoved. (Pfitom v Z pak bereme stejné operace jako v R.)

4. (20 bodu) Uvazme grupu (G,-), kde G = {2P395" € R | p,q,r € Z} a - je operace nasobeni

realnych ¢isel. Dale bud H podgrupa této grupy generovand prvky 6 a 10.

(a) Popiste podgrupu H.

(b) Ukazte, ze H je normélni podgrupa grupy (G,-).

(c) Urcete, které zndmé grupé (K, -) je izomorfni faktorgrupa (G, -)/H.

(d) Predchozi tvrzeni dokazte tak, ze definujte vhodné zobrazeni o : G — K, a dokazte, ze

a je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

5. (15 bodti) O polynomech f = x? 4+ 323 —22% — 72 + 3 a g = 2* + 22% — 2% — 22 — 3 vime, 7e
maji spolecny koten. Naleznéte vsechny koteny polynomu f a g. Oba polynomy rozlozte na
soucin ireducibilnich faktoru postupné nad Q, R a C.

6. (20 bodn) Bud a = v/3++3 € R.
(a) Urcete minimdlni polynom prvku a nad Q. (Nezapomeiite odpovéd zduvodnit.)
(b) Vyjadrete ¢islo a%rl jako soucet raciondlnich nésobku mocnin éisla o (Mocniny ¢isla «

nerozndsobujte a piste je ve tvaru o*.)



