Limity konecnych automatu

L={a"b" | n>0} = {e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb . . .}

aaaaabbbbb
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Predpokladejme, Ze existuje automat M prijimajici jazyk L.
Necht M ma k stavd.

Uvazme vypocet M na slové a"b" kde n > k.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaa bbbbbbbbbbbbbbbbbbb

Protoze n > k, musi existovat (z Dirichletova principu) stav p takovy, ze
pri Cteni inicialni posloupnosti symbolu a projde automat stavem p
(alespon) dvakrat.
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aaaaaaaa aaaaaaa aaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbb

N\

Plati  o(go,x)=p o(p.y)=p O(p,z)=reF

Pak ale 4(qg,xz) = 6(6(qo, x),2) = 6(p,z) = reF

aaaaaaaa aaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbb
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Analogicky muzeme ,vsunout” slovo y:

N\ /NN N N N

0(qo, xyyyz) = 0(6(6(3(9(q0,%),¥),¥), ), 2)
= 0(6(5(5(p,¥).¥),¥) 2)
= 0(0(0(p, ), ), 2)
= 0(0(p.y), 2)
= 4(p, 2)
— refF
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Lemma. [0 vkladani, pumping lemma]

Necht L je regularni jazyk.

Pak existuje n € N takové, ze libovolné slovo w <€ L délky alespon n lze
pséat ve tvaru w = xyz, kde |xy| < n,y #caxy'z € L pro kazdé i € Ny.

Dukaz. Necht DFA M = (Q, %, 4, qo, F) rozpoznava jazyk L.
Polozme n = card(Q).

Pro libovolné slovo w € L délky alespon n plati, Ze automat M projde pfi
akceptovani slova w (alespon) dvakrat stejnym stavem.

Slovo w tedy muzeme rozdélit na tfi Casti: w = xyz, kde y # ¢ a
0(qo, X) =p, 6(p,y) = pad(p,z)=re F.Je ztejmé, ze ke zopakovani
néjakého stavu dojde nejpozdeji po zpracovani prvnich n znaku a tedy
dostavame |xy| < n.

Dale 6(p, y") = p pro libovoné i € Ny, proto také o(qo, xy'z) =r,
tj. xy'z € L(M) pro kazdé i € Ny. ]
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L je reqgularni = dneN.
vwel.(|lw>n =
Ix,y,z. (wW=xyz AN y#¢e A |xy|<n A
Vi>0.xy'zel))

Pomoci Lemmatu Ize dokazat, ze nejaky jazyk neni regularni.
Necht pro jazyk L plati:

m pro libovolné n € N

m existuje takové slovo w € L délky alespon n, pro které plati, ze

m pri libovolném rozdéleni slova w na takové tri ¢asti x, y, z,
ze |xy| <nay#e,

m existuje alespori jedno i € Ny takové, 2e xy'z & L.

Pak z Lemma o vkladani plyne, ze L neni regularni.
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Priklad dukazu ne-regularity
pomoci Lemmatu o vkladani

L = {uc™u| uc {a b}*,m>0}
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Myhillova-Nerodova veta
Motivace |

Kazdy DFA (Q, %, 4, qo, F) s totalni prechodovou funkci definuje
ekvivalenci ~ na ¥*:

u~yv g S(q()? U) — 5\((707 V)

L={wc{ab;"|#a(w) = 3;
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Prava kongruence
Definice 2.20. Necht X je abeceda a ~ je ekvivalence na ¥*.
Ekvivalence ~ je prava kongruence (zprava invariantni), pokud pro
kazdé u, v, w € X* plati:

ur~yv — uUuw ~ VW

Tvrzeni 2.21. Ekvivalence ~ na X* je prava kongruence prave kdyz pro
kazdé u,ve ¥*, ac rplatiu~v — ua~ va.

(Implikace — je trivialni, implikace <= se snadno ukaze indukci k deélce
Zprava priretezeneho slova w.)

Index ekvivalence ~ je pocet trid rozkladu X*/..
Je-li téchto trid nekonecné mnoho, klademe index ~ roven oc.
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Priklad
Jsou tyto relace na slovech nad abecedou ¥ = {a, b} pravé kongruence?

U~ Vv <= ua Vv zacinaji stejnym symbolem nebou=v =¢
index ~ je ...

U~V < #a(U) = #a(V)

index ~ je ...

u~ Vv <= uav majistejné predposledni pismeno nebo |u|, |v| < 1
index ~ je ...
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Myhillova-Nerodova veta
Motivace I

Prava kongruence ~ na * s konecnym indexem jednoznacne (az na
pojmenovani stav(l) uréuje DFA (Q, X, d, qo, #) s totalni pfechodovu funkci
a bez nedosazitelnych stavu slpnujici:

U~V < d(qo,u) = 6(qo, V)

U~ Vv <= ua v zacinaji stejnym symbolemnebo u=v ==«
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Prefixova ekvivalence

Definice 2.25. Necht L je libovolny (ne nutné regularni) jazyk nad
abecedou X. Na mnoziné X~* definujeme relaci ~, zvanou prefixova

ekvivalence pro L takto:

def
U~ v & ywesr* uwel = wel

Veta. ~, je prava kongruence.
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Priklad

L={wc{ab;"|#a(w) =3}

L={a"b" | n>0}
index ~, je ...
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Myhillova-Nerodova veta

Véta 2.28. Necht L je jazyk nad X. Pak tato tvrzeni jsou ekvivalentni:

L je rozpoznatelny deterministickym kone¢nym automatem.

L je sjednocenim nekterych trid rozkladu urceného pravou
kongruenci na X* s konecnym indexem.

Relace ~, ma konecny index.
Dukaz.

1 — 2
2 — 3

3 — 1
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1 — 2

Jestlize L je rozpoznatelny deterministickym kone¢nym automatem
pak L je sjednocenim nékterych trid rozkladu urceného pravou
kongruenci na ¥* s kone¢nym indexem.

m pro dany L rozpoznavany automatem M zkonstruujeme relaci
pozadovanych vlastnosti

B M=(Q, %, q,F), 9 je totalni

m na ¥* definujme binarni relaci ~ predpisem

u~v &£ 5qo,u) = 5(qo, v)

m ukazeme, ze ~ ma pozadované vilastnosti
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u~v & 5qo,u) = 3(qo, v)
m ~ je ekvivalence (je reflexivni, symetricka, tranzitivni)

B ~ ma konecny index
tridy rozkladu odpovidaji stavum automatu

m ~ je prava kongruence:
Necht u~vaaek.Pak X
0(Qo, ua) = 6(5(qo, u), a) = 4(6(qo, v), @) = d(qo, va) a tedy ua ~ va.

m L je sjednocenim téch tfid rozkladu urceného relaci ~, které
odpovidaji koncovym stavum automatu M ]
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2 — 3

Necht’ L je sjednocenim nékterych trid rozkladu urceného pravou
kongruenci R na X* s konecnym indexem.
Pak prefixova ekvivalence ~, ma konecny index.

muURv — u~, vprovsechnau,vexr* (. R C~))

m kazda trida ekvivalence relace R je cela obsazena v néjakeé tride
ekvivalence ~,

m index ekvivalence ~; je mensi nebo roven indexu ekvivalence R

m R makonecCny index =— ~, ma konecny index ]
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3 — 1

Necht prefixova ekvivalence ~;, ma konecny index.
Pak jazyk L je rozpoznatelny deterministickym konecnym automatem.

Zkonstruujeme automat M = (Q, ¥, 9, qu, F) prijimajici L:

Q="
Stavy jsou tridy rozkladu ¥~* urceného ekvivalenci ~,. (Konecnost!)
B go = [¢]

m ¢ je definovana pomoci reprezentantu: é([u], a) = [ug]
Definice ¢ je korektni, protoze nezavisi na volbé reprezentanta.

mF={[v]|vel}
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Ddkaz korektnosti, tj. L = L(M)

m )([¢], v) = [v] pro kazdé v € X* (indukci k délce slova v)
BvelM) < o(e,v)eF < [v]eF < vel ]
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Pouziti Myhillovy-Nerodovy vety
k dukazu neregularity

L={a"b" | n>0}

Necht i # j. Pak & +, &, protoZze ab’' € Lale @b’ ¢ L.

Zadné dvé ze slov a', a2, a3, a*, a°, &%, . . . nepadnou do stejné tfidy
ekvivalence relace ~;,.

~, hema konecny index — L neni regularni (-3 — —1)
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Pouziti Myhillovy-Nerodovy vety
k dukazu regularity

L={weiab}" | #a(w) > 3}

Tridy ekvivalence relace ~,: Ty = {w € {a, b}*
T, = {W S {a, b}*
T3 = {W S {a, b}*
= {W < {a, b}*

#a(w) = 0}
#a(w) =1}
#a(W) = 2}
#a(w) > 3}

~, ma konecny index — L je rozpoznatelny deterministickym

konecnym automatem, tj. regularni (3 = 1)
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Dalsi pouziti Myhillovy-Nerodovy vety

Véta 2.29. a 2.31. Minimalni deterministicky kone¢ny automat s totalni
prechodovou funkci akceptujici jazyk L je urcen jednoznacné az na

isomorfismus (tj. prejmenovani stavu). Pocet stavu tohoto automatu je
roven indexu prefixove ekvivalence ~,.
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