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Veda je vo svojej podstate nedelitelnym celkom.
Jej rozdelenie na jednotlivé oblasti
nevyplyva z jej podstaty,
ale je skor dané hranicami
Tudskych schopnosti v procese poznania.
Max Planck

Predslov

Tato knizka je zhmotnenim cyklu prednéasok ,,Sedem divov informatiky*,
ktorit sme v zimnom semestri 2005/06 ponukli Sirokej verejnosti. Mnohi
Tudia spajaju informatiku len s poc¢itac¢om a schopnostou s nim zaobchadzat.
Hladanie informécii na internete, spracovavanie textov a obrazkov patria
k zakladnym témam kurzov pre pocitacovy vodicsky preukaz a vo viac-
erych krajinach sa ich vyucba nespravne povazovuje za vyucCovanie infor-
matiky. Pritom schopnost pouzivat rozne softvérové systémy mé s infor-
matikou spolo¢né asi tolko, ako Soférovanie auta so strojarstvom. Ak vodica
motorového vozidla nepokladdme automaticky za strojného inziniera, nemozeme
ani pouzivatel ov pocitacov pasovat za informatikov. Poévodnym ciel om tohto
prednaskového cyklu bolo nahradit naivné predstavy o informatike obrazom
vedeckej discipliny, ktord na jednej strane skima podobne ako matematika
a prirodné vedy zakony fungovania tohto sveta, a tym prispieva k budovaniu
vSeobecného poznania a na druhej strane vyuziva ziskané poznatky k tvorbe
rozli¢nych produktov, vyuzitim inzinierskych metod.

Aj ked zmena chapania informatiky, najmé v oblasti vzdelavania, ostala pre
mia dolezita a hodné usilia, pocas pripravy prednisSkového cyklu sa moje
priority menili a moja pozornost sa upriamovala stale viac aj na dalie ciele.
Vznik a vyvin informatiky som chcel vyrozpravat ako putavy pribeh. Nie ako
pribeh nejakej izolovanej vedy, ale ako vednej discipliny nerozlucitelne spétej
s inymi vednymi odbormi, ktora ¢erpa z poznatkov a objavov inych vednych
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oblasti a zaroven tieto obohacuje vlastnymi vysledkami. Som presvedceny, ze
poznanie informatiky nam pomaha lepsie poznat Struktiru vied vo vSeobec-
nosti a pochopit dynamiku vyskumu. V tejto stvislosti bolo pre mia dolezité
posluchac¢om ukazat, ze pre tispech vyskumu st podstatné nielen na verejnos-
ti zname objavy a vedecké vysledky, ale ze mierou vedeckého pokroku je aj
vyvoj odborného jazyka a s nim spojena pojmotvorba.

V tsili o to som si uvedomil, ze ma neuspokojuji typické prednéasky pre vere-
jnost, ktoré sa snazia sprostredkovat vyznam a dolezitost vedeckych vysled-
kov. Zvolil som si cestu objavov s poslucha¢mi, ktora by ich naucila kracat
samostatne a umoznila im zaZzit nadSenie objavitelov. Nesta¢i na to len najst
jednoducht a nazorna reprezentaciu zlozitych objektov a vztahov. Treba pri-
dat d'alsi krok a oslobodit posluchéca z jeho pasivnej ulohy. Preto tato knizka
obsahuje aj tlohy pre ¢itatela. Ulohy st v knihe umiestnené tam, kde je aj
najzmysluplnejsie ich riesit. Usilie ich vyriesit preveri a upevni spravne cha-
panie predchadzajucich vysvetleni, alebo st vyzvou ¢itatela skusit znovuob-
javit vlastnymi silami povodné vysledky vyskumu.

Vybrané témy nie st len milnikmi vyvoja informatiky. St aj skutoénymi ,,di-
vmi“ v tom zmysle, ze vyskumné cesty k nim si plné neocakavanych zvratov
a prekvapujucich poznatkov, ktoré na prvy pohlad vyzeraju neuveritelne.
Vybrané témy nam umoznuji uputavat posluchaca alebo Citatela. VaSou
tlohou je posudit, nakolko sa to autorovi tejto knizky podarilo.

Zelam vam vela zabavy a vzrusujici itatel'sky zazitok.

Ziirich, August 2006. Vas Juraj Hromkovic¢
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Zijﬁc v nepretrzitom nadseni

S0 zaujmom o vietko nedosiahnutelné
rastie ¢lovek tym,

ze ide neustéle vpred.

Zmysel zivota je v tvorbe

a tvorba je nekonecné.

Maxim Gorkij

Kapitola 1

Struc¢né dejiny informatiky, alebo preco
nie je informatika len vodi¢skym
preukazom na riadenie pocitaca.

1.1 Co sa tu dozvieme?

Ciel tejto prednasky sa podstatne odliSuje od cielov nasledujucich pred-
nasok, ktoré sa vzdy venuju jednej Specidlnej téme. V tejto kapitole chceme
v popularno-vedeckom jazyku porozpravat pribeh vzniku informatiky ako
samostatnej vedeckej discipliny. Pritom spozname nielen zakladné staveb-
né kamene informatiky, ale pochopime do istej miery aj vSeobecny proces
budovania vedy. Vzhladom na to, Ze predstavime informatiku v kontexte
celej vedy, oboznamime sa nielen s niektorymi klicovymi cielmi zakladného
vyskumu v informatike, ale pochopime aj jej tesni spatost najmé s matem-
atikou, ako i s ostatnymi vednymi disciplinami. Zavere¢nu cast kapitoly
vyuzijeme na strucné predstavenie obsahu nasledujicich kapitol v kontexte
historického vyvoja informatiky.
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1.2 Stoji budova vedy na vratkych zakladoch?

Ak vnimame vedu len ako sumu objavov a vedeckych faktov, dostavame velmi
skreslent predstavu o vede. Este vicsej chyby sa dopustime, ak vnimame
vedné discipliny len cez ich aplikacie v kazdodennom Zzivote. Ako by asi
vyzerala definicia fyziky, ked je skoro vsetko, ¢o Iudia vytvorili (od domov po
stroje az k pocitacom), postavené na vyuziti fyzikalnych zakonov? Napriek
tomu nepokladame vyrobcov televizorov a pocitacov za fyzikov a v ziadnom
pripade nepasujeme kazdého, kto vie ovladat televizor a pouzivat pocitac, za
fyzika. V tomto pripade jasne odliSujeme generovanie poznatkov vo fyzike
od ich aplikacii v strojarstve a elektrotechnike. Schopnost ovladat pristroje
s vynimkou pocitaca nezvykneme spajat so ziadnou vedeckou c¢innostou.

Preco potom mnohi z nas spajaju s informatikou schopnost pracovat na poci-
taci a pouzivat rozne softvérové produkty? Akd hodnotu pre vSeobecné vzde-
lanie méa schopnost pouzivat rozne softvérové systémy (napriklad Word pre
spracovanie textov, alebo systémy pre spracovanie obrazkov), ked sa tieto
dynamicky zasadne menia v priebehu niekolko méalo rokov? Je relativna
zlozitost pocitaca v porovnani s inymi pristrojmi jedinym dévodom pre toto
nedorozumenie?

Isteze, pouzivanie osobnych pocitacov je tak rozsirené, ze pocet vodi¢ov mo-
torovych vozidiel je priblizne rovnaky, ako pocet uzivatelov vypoctovej tech-
niky. No vyucujeme v Skole $pecidlny predmet vedenie motorovych vozidiel?
Coskoro budu z mobilnych telefonov malé vysoko vykonné pocitace. Stane
sa Coskoro pouzivanie mobilov novym predmetom v nasich skolach? Tieto
otazky chcu poukazat na nezmyselnost zavadzania predmetu informatiky na
Skolach s jedinym cielom naudit sa pouzivat vypoctova techniku. Sucas-
na prax vo viacerych krajindch nam ukazuje, Ze tieto schopnosti mozno
nadobudnif integrovane v ostatnych predmetoch a vzhladom na ich velmi
nizku vSeobecnopoznavaciu hodnotu, nema ich vyucba v ramci samostatného
predmetu ziadnu dlhodobt perspektivu.

Ak teda uvazujeme o vyucovani informatiky, kli¢ovou otéazkou pre nés je:
,Co je to informatika?“ Urcite pod informatikou nerozumieme schopnost
pouzivat pocita¢. Inac¢ by sme sa Coskoro vSetci stali informatikmi. Prob-
lémy s nejasnymi predstavami o tom, ¢o informatika je a ¢o nie je, stvisia aj s
tym, ze informatiku nemozeme v ramci klasifikicie vied jednoznacne priradit,
ani k matematike ako metavede, ani k prirodnym veddm a ani k technickym
vedam. Situacia s informatikou je podobnd, ako keby fyzika, strojarstvo a
elektrotechnika boli zlacené pod jednym nézvom v jednom vedeckom odbore.
Vo vyvoji softvéru mézeme informatiku povazovat za aplikovani technicki
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vedu so vSetkymi znakmi inzinierskych disciplin, ako je vyvoj a produkcia
zlozitych systémov a produktov. Zaklady informatiky st ale matematicko-
prirodovednej povahy a teoretickd informatika hra pre vyvoj softvéru podob-
nu ulohu, ako teoreticka fyzika pre technické discipliny.

Klac¢ovou pric¢inou skreslenych predstav o informatike je prave skutoc¢nost,
ze zédkladny vyskum! v informatike je Sirokej verejnosti prakticky neznamy.
Preto v tejto sérii prednasok venujeme pozornost hlavne teoretickym zak-
ladom informatiky.

Uvedomili sme si, teda, ze cesta k pochopeniu informatiky nevedie cez stadi-
um jej aplikacii. Na zaciatku sme upozornili aj na to, ze veda nie je len
stibor vedeckych vysledkov. Preto si pre nas klucové odpovede na nasle-
dovné otazky:

»Ako vznikaju vedné discipliny?“
, Co su zdkladné kamene vedy?“

Kazdy vedny odbor ma svoj vlastny jazyk, ktory je postaveny na Specialnych
odbornych pojmoch (terminoch). Bez pojmovslovia by nebolo vobec mozné
formulovat vyroky o objektoch vyskumu. Pojmotvorba, ako proces ur¢enia
vyznamu odbornych slov, je kI'i¢ova pre vSetky vedy. Definovanie dolezitych
zakladnych pojmov tak, aby boli presne a jednoznac¢ne interpretovatelné,
stalo vedcov zvycajne ovela viac nadmahy, ako objavenie mnohych vSeobec-
ne znamych poznatkov. Uvedme niekolko prikladov. Matematikom trvalo
300 rokov, nez sa ,,dohodli* na forméalne presnej definicii pojmu pravdepodob-
nost. Vedci potrebovali vySe 2 000 rokov nez sa im podarilo najst zmysluplni
definiciu pojmu nekonec¢na?. Vo fyzike i v hovorovej reci pouzivame ¢asto po-
jem ,energia“. Ani vtacik letacik nechyruje ¢o to je, nieto my. Na celé dejiny
fyziky sa mozeme pozerat ako na neukonceny pribeh vyvoja nasich predstav
o tom, ¢o je to energia. Teraz sa moze niekto prihlasit a povedat: ,Mily
pan Hromkovié¢, ¢o je vela, to je vela. Ja viem, ¢o je energia. UC¢il som sa
to predsa v Skole.” V tom pripade ale polozim nasledujicu otazku: ,,Myslite
grécku definiciu energie ako posobiacej sily alebo stredoskolsku definiciu en-
ergie ako schopnost fyzikdlneho systému vykonavat pracu? Ak chcete tieto
definicie pouzivat, tak mi povedzte najprv, ¢o je sila, alebo ¢o je praca.” A
ked sa o to pokusite, zistite, Ze sa pohybujete v za¢arovanom kruhu, pretoze
k definicii pojmov sila a praca pouzivate pojem energia.

lsktima zdkony spracovania informdcii a ukazuje hranice toho, ¢o sa d4 automatizovat
(vypocitat na pocitaci)
2Tato historiu priblizime v tretej kapitole.
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Podobne je to i s pojmom zivota v bioldgii. Presna definicia tohto pojmu by
nam umoznila jednozna¢ne rozliSovat medzi Zivou a neZivou hmotou. Zial,
takuto definiciu na fyzikalno-chemickej urovni zatial postradame.

Mili ¢itatelia! V ziadnom pripade vas nechcem zneistit tymito ivahami. Nie
je katastrofou, ze nedokdzeme presne Specifikovat niektoré pouzivané pojmy.
Vo vede pracujeme casto s definiciami, ktoré pouzivané pojmy Specifikuji
len nepresne, alebo len priblizne a do istej miery. Patri to k normalnemu
zivotu vyskumnikov. Vedci len musia vediet, Ze pri interpretacii vysledkov
vyskumu nie je mozné dosiahnut vysSiu presnost, ako je presnost definicii
pouzivanych pojmov. Napredovanie v pojmotvorbe je ¢asto hlavnou mierou
miery vyvinu jednotlivych vednych disciplin. Peknym prikladom pokroku je
niekol'kotisicro¢ny vyvin nasho chapania pojmu hmoty.

Na pochopenie toho, ¢o to znamené a ako je tazké definovat nejaky pojem,
uvedieme nasledovny priklad. Uvazujeme slovo ,stolicka”. Stolicka nie je
ziaden abstraktny vedecky objekt. Je to bezny uzitkovy predmet a vicSina
z nés veri, ze vie, ¢o je stolicka. Pokuste sa teda, tento pojem zadefinovat
pomocou nejakého opisu.

Definovat pojem znamend tak presne opisal uvaZovany objekt,
Ze kazdy, aj ked este nikdy tento objekt (stolicku) nevidel, vie na
zdklade tohto opisu jednoznacne rozhodnut o kaZdom predmete, ¢i
jge stolickou. V definicii smu byt pouzité len slovd, ktoryjch vijznam
uZ bol predtym definovany.

Pri pokuse definovat pojem stolicka moézeme predpokladat, ze kazdy uz vie,
¢o je ,noha“ stolicky. V tomto pripade by sme mohli skisit zacat s tym, ze
stolicka méa 4 nohy. Ale pockat, pockat! Ma stolicka, na ktorej prave sedite
Styri nohy? Neméa nahodou len jednu nohu a k tomu este trocha zvlastnu?
Radsej to nechajme tak. Mojim cielom vas nie je potrapit. Ide len o to, aby
sme pochopili, Ze pojmotvorba je nielen kIi¢ova, ale i velmi ndro¢nd ¢innost.

Teraz uz vieme, Ze pojmotvorba je kltucovou tlohou vo vede. Aj samotny
vznik informatiky spéjame s tvorbou nového pojmu, a to pojmu ,algorit-
mus“. Ale skor ako sa za¢neme zaoberat dejinami informatiky, potrebujeme
pochopit, ¢o st to axiomy vo vede.

Axiomy si zdkladné stavebné kamene vedy. MozZu to byt fakty
alebo definicie poymov, o ktoryjch pravdivosti a korektnosti nemame
Ziadne pochybnosti, napriek tomu, Ze sa nedd dokdzat ich korekt-
nost.

Na prvé pocutie to moze zniet nielen zvlastne, ale dokonca i podozrivo.
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Chceme takto spochybnit spolahlivost vedeckych vysledkov a vyrokov?

Skusme tuto problematiku najprv objasnit na konkrétnom priklade. Priklad
axiomy je, ze rozmyslame spravne, takze je nepochybne spolahlivy aj sposob
naSej argumentacie. Mozeme dokazat, ze rozmyslame spravne? Ako? Pomo-
cou argumentacie, ktora stavia na nasom spodsobe myslenia? To je nemozné.
Neostava nam teda ni¢ iné, ako doverovat nasmu sposobu myslenia. V pri-
pade, Ze tato axioma nezodpoveda skutocnosti (nie je spravna), mame smolu
a celd budova vedy sa zruti, ked z nej odstranime tento zakladny stavebny
kamen. Tato axidoma nie je len filozofickd. M4 aj svoju matematicki podobu
a pretoze matematika je formalnym jazykom vedy, nezaobideme sa bez nej.

Presnejsie teda vysvetlime, ¢o znamend nasa viera v tuto axiomu a ako pouzi-
vame tuto axiomu na definovanie korektnej argumenticie nielen v matem-
atike. KlItucovym bude pre nas pojem implikacie alebo dosledku. Ak

je nejakd skutocnost B dosledkom nejakej inej skutocnosti A,

tak musi platit:

Ak A je pravdivd (A plati),
tak je pravdivd aj skutocnost B (B plati)

Inymi slovami,

nepravda nemodze byt dosledkom pravdy
Pre skutocnost, ze

B je dosledkom A
pouzivame v matematike oznacenie

A= B

Hovorime tiez, ze ,A implikuje B“. V tejto terminologii hovori nasa axiéma
toto:
Ak

A = B a A platia,
tak
plati aj B.

Treba upozornit, ze je pripustné, aby nepravda implikovala pravdu. No nepri-
pustné je, aby dosledkom pravdy bola nepravda.
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Na lepsie porozumenie pojmu implikacia a spravnej argumentacie uvedieme
nasledujuici priklad.
Priklad 1.1 Uvazujme dve tvrdenia A a B.

Tvrdenie A je ,, Prsi

tvrdenie B je ,,Lika je mokrd®.

Predpokladajme, Ze naga lika je pod holym nebom (teda nie je zakryta, alebo
zastreSend). Za tychto okolnosti mozeme akceptovat, Ze nasledujiice tvrdenie

~Ked prsi, tak je lika mokrd®
a teda tvrdenie
A= B

je pravdivé. Podla nagej interpretacie odbornych terminov ,,désledok” a ,,im-
plikdcia“, musi byt lika mokra (musi B platit), ak prsi (ak plati A). Pozrime
sa na to este detailnejsie.

LA plat? znamena, ,, Prsi“.

A neplati” znamend ,, Neprsi©.

B plati znamené ,, Luka je mokra*.
” ”

B neplati znamené ,, Lika je suchd®.
” 2

VzhIadom na platnost, ¢i neplatnost tvrdeni A a B, existuju 4 nasledovné
moznosti(situacie): Sy, Sa, Sz a Sy:

Sy: Prsi a luka je mokré.

Sy Prsi a lika je sucha.

S3: Neprsi a luka je mokra.

Sy: Neprsi a luka je sucha.

Tieto situacie zvykneme opisat pomocou takzvanej pravdivostnej tabulky
(obr. 1.1).

A B
S1 | plati plati

So | plati | neplati
Ss | neplati | plati

Sy | neplati | neplati

obr. 1.1: Pravdivostna tabulka
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Matematici oblubuju zapisovat vSetko ¢o najkratSie a zial su pritom ochotni
aj riskovat, Ze sa zniZi zrozumitelnost ich textov pre nematematikov. Matem-
atici oznacuju platnost alebo pravdivost symbolom ,, 1 a nepravdivost (ne-
platnost) symbolom ,,0¢. Pri tomto oznaceni vyzera nasa pravdivostna tabul-
ka nasledujico (obr. 1.2).

A| B
S| 11
Sy | 1]0
S3 | 0|1
Sy 0] 0

obr. 1.2: Pravdivostna tabulka v skréatenej forme.

Je dolezité v8&imnat si, ze platnost tvrdenia A = B vyluc¢uje len moznost
situdcie Sy v druhom riadku (A plati a B neplati) tabulky.

Prvy riadok zodpoveda situacii S7, v ktorej obe tvrdenia A a B platia. To
znamenad, ze prsi a lika je mokra. Tato situacia zrejme zodpovedéd implikécii
A = B, a tym aj naSemu ocCakavaniu. Tym mozeme uzavriet, Ze situdcia S;
je pri platnosti implikdcia A = B mozna (obr.1.3).

Druhy riadok tabulky ,, A plati“ a ,, B neplati zodpoveda situécii Sa, ked prsi
a luka je sucha. Téato situacia nie je mozné, pretoze odporuje platnosti tvr-
denia A = B. Implikaciu ,A = B* chapeme tak, Ze z pravdivosti (platnosti)
A, nevyhnutne vyplyva pravdivost (platnost) tvrdenia B. Preto v tabulke
na obr.1.3 oznac¢ime situaciu Sy ako vylacent (nemoznu).

Treti riadok opisuje situaciu Sz, ked neprsi (A neplati) a lika je mokra (B
plati). Tato situacia moze nastat a neodporuje implikacii A = B. Lika
moze byt mokra aj ked nepr$i. Mohlo prsat predtym, niekto mohol liku
popolievat, alebo po studenej noci s jasnou oblohou je lika mokra z rannej
rosy. 7 formalneho logického hladiska implikidcia A = B hovori, ¢o musi
platit, ked plati A. Ak A neplati, nekladie implikacia A = B Ziadne pozia-
davky, a preto je v pripade neplatnosti tvrdenia A vSetko mozné.

Posledny riadok (obe A a B neplatia) zodpoveda situécii, ked neprsi (A
neplati) a luka je sucha (B neplati). Tato situécia moze nastat a podobne
ako S5 nie je v konflikte s platnostou implikicie A = B.

Na koniec si zopakujeme poucenie z tohto prikladu. Ked plati implikacia
A = B aplati tiez tvrdenie A (,prsi*), tak musi platit aj B (,,laka je mokra®).
Ak A neplati (,neprsi), nevyjadruje implikacia ,A = B* Ziadne poziadavky
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na B, a teda st mozné obe situacie Ss (B plati) a Sy (B neplati)(obr. 1.3).
O

Jediné vylucena (nemoznd) situdcia pri platnosti implikacie A = B je situé-
cia So

»,A plati a B neplati®.

Ak nam teda niekto da pravdivostna tabulku pre dve tvrdenia A a B a oz-
naci, ktoré situdcie s mozné, a ktoré nemozné a jedina vyliucend situacia je
»A plati a B neplati“, tak vieme, ze plati implikicia A = B. Z matemat-
ického pohladu je pravdivostna tabulka (obr. 1.3) definicia implikacie. Vo
vSeobecnosti existuje jednoduché pravidlo na overenie platnosti implikacie
A= B.

A B A= B
plati plati moznd, (plati)
plati | neplati | vylacena (neplati)

neplati | plati moznd (plati)
neplati | neplati moznd (plati)

obr. 1.3: Definicia implikicie

Ked vo vsetkyjch mozZnijch situdciach, v ktorgych A plati, plati aj
B, tak plati aj A = B

Uloha 1.1 Uvazujme nasledovné vypovede A a B. A znamend ,Je zima“ a B
znamend ,,Hnedé medvede spia®. Implikicia A = B znamené

,Ked je zima, tak hnedé medvede spia.”

Predpokladajme, 7e plati implikdcia A = B. Vytvorte pravdivostni tabulku
vzhladom na platnost A a B a vysvetlite, ktoré situdcie su mozné, a ktoré su
vylaceneé.

Teraz sme pochopili vyznam pojmu implikicie a mozeme sa pytat:

Co md implikdcia spolocné s korektnou arqgumentdciou? Preco je
tento pojem kliicom ku korektnej argumentdcii (dokazovaniu)?

Pojem implikacia pouzivame k zostavovaniu takzvanej priamej argumentacie
(priamych dokazov) a nepriamej argumentacie (nepriamych dokazov). Aby
sme boli vo zvysnej ¢asti knihy schopni korektne argumentovat, predstavime
obidve tieto zakladné metody dokazovania.
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Uvazujme znova nase vypovede A (,Pr8i“) a B (,Lika je mokra®) z prik-
ladu 1.1. Pridajme k nim eSte tretiu vypoved C' (,,Salamandry sa tesia“).
Predpokladajme, ze plati implikidcia A = B a tiez implikacia

B = C (,Ked je lika mokrd, salamandry sa tesia“).

Co je dosledkom platnosti A = B a B = (7 NapiSme si pravdivostnu

tabulku vSetkych moznych situacii pre platnost a neplatnost troch tvrdeni
A, B aC (obr. 14).

A B C A=DB | B=C
S1 | plati plati plati

So | plati plati | neplati vylucené
Ss | plati | neplati | plati | vylucené
Sy | plati | neplati | neplati | vylucené
S5 | neplati | plati plati
Se | neplati | plati | neplati vylicené
S7 | neplati | neplati | plati

Sg | neplati | neplati | neplati
obr. 1.4: Pravdivostna tabulka pre A = B, B = C
Ak A = B plati, st situacie S3 a Sy vylucené. Podobne vylucuje platnost
implikacie B = C situacie Sy a Sg, v ktorych B plati a C' neplati. Pozrime

sa na tuto tabulku len z pohladu tvrdeni A a C'. Vidime, ze len nasledovné
situdcie si mozné:

(i) obe A a C platia (57),
(i) obe A a C neplatia (Ss),
(iii) A neplati a C plati (S5, S7).

Situacie Sy a Sy, v ktorych A plati a C neplati, si vdaka platnosti A = B a
B = C vylacené. Takto dostavame platnost implikacie

A= C (,Ked prsi, salamandry sa tesia”)

To zodpoveda nasmu o¢akavaniu. Ked prsi, musi byt lika mokra (A = B).
Ked je lika mokra, musia sa salamandry tesit (B = (). V kone¢nom
dosledku sposobuje dazd', vdaka mokrej luke, radost salamandier.

Uvahu

Ked A= B a B = C platia,
tak plati aj A = C
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nazyvame priamy dékaz. Priame dokazy mozeme zostavit z Tubovolného
poc¢tu implikacii. Napriklad platnost implikécii

Al :>A2, Ag :>A3, A3:>A4, ceey Ak—l :>Ak
nam dovoluje postulovat platnost implikacie
Al = Ak

Priame dokazy (priame argumentacie) st teda jednoducho postupnostami ko-
rektnych implikacii. Pri vyuc¢be matematiky v skolach realizujeme mnozst-
vo priamych dokazov platnosti roznych matematickych viet. Zial ucitelia
matematiky nezvykni upozornovat ziakov na tito skutocnost, a preto teraz
ukazeme jeden maly priklad z vyucovania matematiky.

Priklad 1.2 Uvazujme linearnu rovnicu 3z — 8 = 4 o jednej neznamej Xx.
Nagou ulohou je dokazat, ze

jediné rieSenie rovnice 3x — 8 =4 je v = 4.
Vyjadrenie inymi slovami: Chceme ukézat, ze plati implikacia
,Ked 3z — 8 =4, potom = = 4.%

Ozna¢me tvrdenie ,, 3z —8 = 4 symbolom A a tvrdenie ,x = 4“ symbolom Z.
Aby sme dokézali A = Z, potrebujeme postupnost implikacii, ktora zacina
s A a kon¢i so Z a o ktorych platnosti nemame Zziadne pochybnosti.

Vieme, ze rovnost ostane zachované, ked k obom stranam rovnice pripodi-
tame, alebo odpocitame to isté ¢islo. Pripoc¢itajme k obom stranam rovnice
3r — 8 = 4 c¢islo 8. Takto dostaneme

3z —8+4+8=4+8
a teda

3z =12.

Ozna¢me tvrdenie 3z = 12 symbolom B. Prave sme zdovodnili platnost
implikacie ,A = B“ (,,Ak plati 3z — 8 = 4, potom plati aj 3z = 12%).

Takto sme ziskali prvi implikdciu pre naSu priamu argumentaciu. f)alej
vieme, ze rovnost ostane zachovana v pripade, ked vydelime (alebo vynéa-
sobime) obe strany rovnice tym istym kladnym ¢islom. Vydelme obe strany
rovnice 3z = 12 ¢islom 3. Dostavame

3x_12

3 3
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a teda

Dokazali sme platnost implikicie B = Z (,Ak plati 3z = 12, potom plati
x =4").

Platnost implikacii A = B a B = Z nam umoziuje tvrdit, ze plati implikicia
A = Z. Takze, ,ak plati 3x — 8 = 4, potom = = 4*. Lahko si overime, Ze
x = 4 spliia rovnicu. MdéZeme usidit, Ze jedinym rieSenim rovnice 3z —8 =4
jexr =4. O

Uloha 1.2 Pomocou priamej argumentacie ukazte, ze £ = 1 je jediné rieSenie
rovnice 7Tx — 3 = 2z + 2.

Uloha 1.3 Uvazujme pravdivostna tabulku pre tri tvrdenia A, B, C, zobrazenu
na obr. 1.5. Vidime, Ze mozné st len tri situdcie Sy, Se a Sg, vSetky ostatné su

A|B|C
Si]1 1)1
Sy 1] 110
Ss | 1] 0| 1| vylacené
Sy | 1] 0| 0| vylacené
S5 01| 1] 1| vylacené
Se | 0] 1|0 | vylacené
S74 01 0| 1 | vylacené
Ss|0]01]0

obr. 1.5: Pravdivostna tabulka A, B a C z ulohy 1.3

z nejakych dovodov vylucené. Ktoré implikacie platia? Napriklad C = A plati,
pretoze, ak v jednej z moznych situacii plati C', tak plati aj A. Ktoré dalsie
implikacie este platia?

Viacsina Tudi je schopnad bez tazkosti porozumiet priamej argumentacii a
uspesne ju uplatiovat. Nepriama argumentécia sa nepovazuje za az tak dobre
zrozumitelnia. Zodpovedanie otézky, ¢i je nepriama argumentacia naozaj o
tol'’ko zlozitejsia ako priama, alebo ¢i problémy s nepriamou argumentéciou s
aj dosledkami nedostato¢nych didaktickych pristupov v skole, prenechavame
na Citatela. Vzhladom na to, Ze nepriamu argumentaciu budeme potre-
bovat v kapitolach 3 a 4 k objaveniu niektorych principidlnych poznatkov
informatiky, vysvetlime ju detailne na zakladnej trovni, na ktorej mozno
najspolahlivejsie dospiet k jej spravnemu pochopeniu.
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Pouzijeme opét nas priklad. Tvrdenie A hovori (,Prsi“), B (,,Luka je mokra®)
a C (,Salamandry sa tedia“). Pre kazdé tvrdenie D ozna¢ime symbolom D
jeho pravy opak. Teda A znamena ,Neprsi“, B znamena ,Lika je suchd® a
C znamené ,Salamandry sa netesia“. Pravy opak znamena, ze ked plati D,
tak neplati D, a ked plati D, tak neplati D. Predpokladajme teraz, ze platia
implikacie A= Ba B=C.

Biologovia zistili, ze
,salamandry sa netesia“,
teda, ze plati C. Mozeme z toho urobit nejaky zaver?

Ked sa salamandry netesia, nemoze byt lika mokra, lebo implikacia B = C
zaruCuje radost salamandier ked je lika mokra. Takto vieme s istotou, Ze
plati B (,,lika je suchd*). Platnost implikicie A = B a tvrdenia B nam teraz
zarucCuje, ze neprsi, lebo inak by lika musela byt mokra. Takze dostavame,
7e plati A. Zaveretné pozorovanie je, Ze z platnosti

A= B, B=CaC
vyplyva platnost tvrdeni

BaA
Predchadzajicu tivahu mozeme podporit formalnou argumentaciou pomocou
pravdivostnej tabulky na obrazku obr. 1.6. Platnost implikicie A = B

A B C A= B B = C | C neplati
St | plati plati plati vylucené
Sy | plati plati | neplati vylucené
Ss | plati | neplati | plati | vylacené vylucené
Sy | plati | neplati | neplati | vylucené
S5 | neplati | plati plati vylucené
S¢ | neplati | - plati | neplati vylucené
S7 | neplati | neplati | plati vylacené

Ss | neplati | neplati | neplati

obr. 1.6: Pravdivostna tabulka A, B a C

vylucuje situacie S3 a Sy. Platnost implikacie B = C' vylucuje situacie S
a Sg. Pretoze plati C (C neplati), st vylacené aj situacie Sy, Sz, S5 a S7.
Teda jedind mozné situacia je Ss. Sg znamend, Ze vSetky tri tvrdenia A, B
a C neplatia a teda, Ze platia A, B a C.
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Uloha 1.4 Uvazujme znovu tvrdenia A, B a C. Predpokladajme, Ze platia A =
B, B = C a B. Aké zavery z toho mozno vyvodit? Nacrtnite pravdivostna
tabulku pre v8etkych 8 situacii, vzhfadom na platnost tvrdeni A, B a C'. Urcite,
ktoré situdcie st mozné, ked platia tvrdenia A = B, B = C a B.

Vsimnime si, Zze z platnosti A = B, B = C a C nemozno povedat ni¢ o
platnosti A a B. Ak plati C, znamena to, 7e salamandry sa teSia. Ale to
neznamenad, ze lika musi byt mokra. Salamandry sa moézu tesit aj z inych
dovodov. Mokra lika je iba jeden z moznych dévodov ich radosti.

Uloha 1.5 Nacrtnite pravdivostna tabulku pre A, B a C a zistite, ktoré situacie
st mozné, ak plati A= B, B= C a C.

Uloha 1.6 Uvazujme nasledovné vypovede C' a D. C znamené ,,Zmiesali sme zlta
a modru farbu“ a D znamend ,MieSanim sme dostali zelenu farbu“. Implikécia
C = D znamena

»Ak zmieSame zltu a modra farbu, dostaneme zelenu farbu®.

Predpokladajme, ze C = D plati. Nacrtnite pravdivostnu tabulku pre C' a D a
vysvetlite, ktoré situacie st mozné a ktoré vylucené.
Je mozné usudit, ze z platnosti C' = D plati nasledujtuce tvrdenie?

Ak mieSanim nevznikla zelena farba, tak sme nezmiesali modra a
7 )
zlta farbu®.

Pomaly, ale isto za¢iname chapat ideu nepriamej argumentacie. Pri pri-
amych dokazoch vieme, ze nejaké tvrdenie A plati a chceme dokézat platnost
takzvaného cielového tvrdenia Z. Na dosiahnutie nasho ciela Z vytvorime
postupnost korektnych implikacii

A:>A1,A1:>A2, ...,Ak_1:>Ak, Ak:>Z,

ktoré spolo¢ne zarucuja platnost implikacie A = Z. Z platnosti A a A = Z
mozeme potom usudit, ze Z plati.

Nepriamy dékaz ma nasledovnu $truktiru:
Vychodiskova situacia: D plati
Ciel': Z plati

Za¢neme budovat postupnost implikacif zo Z (teda z opaku toho, ¢o chceme
dokézat) s ciefom dokazat platnost implikicie Z = D, pri¢om vieme, ze D
neplati. Nech postupnost implikacii vyzera nasledovne:
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7:>A1,A1:>A2,...,Ak_1:>14k, Ak :>E

7Z tejto postupnosti implikicii mozeme usadit, Ze neplati Z, a teda plati
Z. Spravnost tohto zaveru mozeme pozorovat v pravdivostnej tabulke na
obr. 1.7. Situécia Sy je vylucend vdaka platnosti Z = D. Pretoze plati D,
D Z D Z Z =D D plati
S1 | plati plati | neplati | neplati

So | plati | neplati | neplati | plati | vylucené
Ss | neplati | plati plati | neplati vylacené

S4 | neplati | neplati | plati plati vylacené

obr. 1.7: Pravdivostna tabulka pre D a Z

st vylicené aj situacie Sz a Sy. V jedinej moznej ostavajucej situacii S7 plati
7, a tym sme dosiahli nas ciel.

Tato metoédu dokazu nazyvame nepriamou, pretoze v postupnosti implikacii
argumentujeme odzadu smerom dopredu. Ak neplati D (teda ak plati D),
tak nemoze platit ani Z, a teda plati Z. V nasom predchadzajicom priklade
bolo tvrdenie D tvrdenim C, to znamena, Ze nada vychodiskova situacia bola,
ze salamandry sa neteia. Chceli sme ukazaft, Ze potom neprsi, t.j. nas ciel
bola platnost Z = A. V novom oznaceni Z = A a D = C boli zodpovedajice
implikacie

A= B, B=C
7 = B, B=D.

Z tychto implikacif sme odvodili platnost implikicie 7 = ﬁ._ Z platnosti
Z = D a D sme dospeli k zaveru, Ze musi platit opak tvrdenia Z = A. Opak
tvrdenia Z je tvrdenie Z = A, a tak sme dokazali, Ze neprsi (plati A).

Vo vSeobecnosti postupujeme v nepriamych dokazoch nasledovne. Chceme
ukazat, ze plati nejaké tvrdenie Z. Hladame taka postupnost implikacii

7:>A1,A1:>A2,...,Ak:>U,

ktord sa zacina so Z a kon¢i sa s nejakym ,nezmyslom U“. Za ,nezmysel”
povazujeme tvrdenie, ktoré ocividne neplati, alebo o ktorom sme uz ukézali,
ze je neplatné. Vdaka platnosti

7 =U,

vidime, Ze dosledkom Z je evidentnd nepravda (nezmysel). Kedze tato
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nepravda nemoze platif, nemoze platit ani tvrdenie Z, ktorého je tato neprav-
da dosledkom. Musi teda platit opak tvrdenia Z, ¢o je tvrdenie Z.

Uloha 1.7 Nech 2?2 je nepéarne ¢slo. Nagou ulohou je prostrednictvom nepriamej
argumentacie ukézat, Ze aj r musi byt neparne ¢islo. Oznafme symbolom A tvr-
denie, ze ,2? je neparne* a symbolom Z tvrdenie, Ze ,x je neparne“. Implikiciu
7 = A, ,x je parne* = 12 je parne) mozeme dokazaf umocnenim ubovolného
parneho cisla 2¢ na druhd, ¢o zapiSeme takto:

(20)? = 2%% = 4i* = 2(2i?)
Vysledné ¢islo (2i)? je zrejme delitelné dvoma bezo zvysku, a teda je parne.

Dopliite argumentaciu nepriameho dokazu.

Uloha 1.8 Nech 22 je parne ¢islo. Dokazte pomocou nepriamej argumentacie, ze
x je parne cislo.

Uloha 1.9 (tvrdy orieSok) Dokazte pomocou nepriamej argumentécie, ze /2
nie je racionédlne ¢islo. Racionalne Cisla sa ¢isla, ktoré sa daja reprezentovat ako
podiel dvoch celych éisel.

V podstate axidomy korektnej argumentacie mdzeme povazovat za pojmotvor-
bu. Nasa definicia implikacie a tym pojmu dosledok predurcuje formalny sys-
tém korektnej argumentacie. Axiomy ¢asto nepredstavuji nic¢ iné, ako defini-
cia presného vyznamu istych pojmov. V kapitole 3 sa napriklad zoznamime s
definiciou pojmu nekonecna, ktoré nase predstavy o nekonec¢ne matematicky
spresiuje. Pravda neexistuje moznost dokazat, ze tieto definicie doélezitych
pojmov zodpovedaju presne naSim predstavam. Ale na druhej strane ex-
istuje moznost axiomu vyvratit. Jedna moznost je ukizat, ze axioma je v
rozpore s inymi etablovanymi axiémami alebo poznatkami. Druh& moznost
je ukézaft, Ze axidbma nezodpoveda nasim predstavam, i ked sme si to najprv
mysleli. Napriklad, niekto moze najst nekonec¢ny objekt, ktory nie je podla
nasej definicie nekonecny, a potom musime tuto definiciu revidovat. Reviz-
iu nejakej axiomy alebo nejakej definicie nesmieme pokladat za nestastie,
alebo nebodaj dokonca za katastrofu. Vymena, alebo tuprava jedného zo
zakladnych kamenov vedy moze sice viest k rozsiahlym zmenam, a tym k
mnozstvu prace, ale v konetnom dosledku je to radostna udalost, pretoze
po rekonstrukcii je budova vedy o kus stabilnej$ia a bohatsia. VacSina ax-
iomatickych zakladov matematiky ma uz za sebou turbulentné casy revizie
pojmotvorby. Su¢asna matematika posobi vdaka tomu az prilis stabilne, ¢o-
ho negativnym dosledkom je prehliadanie kIi¢ovej tlohy pojmotvorby najmé
vo vyuke matematiky.



16 KAPITOLA 1

Doteraz sme hovorili iba o zakladnych kamenoch vedy. Co ale mozeme
povedat o kamenoch, ktoré nepokladame za tie zakladné? Vedci sa usilu-
ju budovat vedu tak, aby korektnost zakladnych kamenhov vo forme axiom
automaticky zarucovala korektnost celej stavby. To je ta vSeobecne znama
vecnost a spolahlivost exaktnych vied. Ked sedia axiomy, tak sedia aj vSetky
vysledky a z nich odvodené poznatky.

1.3 Vznik informatiky ako koniec jednej
eufoérie

Koncom devétnasteho storocia I'udia zili v euférii v dosledku uspechov vedy
a techniky. Technické revolucia transformovala nové poznatky do vyvoja ro-
zlicnych strojov a zariadeni. Produkty kreativnej prace vedcov a inzinierov
si nachadzali cestu do kazdodenného zivota a zvysovali jeho kvalitu. Nepred-
stavitelné sa stavalo realitou. NadSenie z tspechov viedlo vedcov k prilisSnému
optimizmu, dokonca k utopistickym predstavam o moznostiach vedy a tech-
niky. V tomto case prevladala kauzalnodeterministickd predstava o svete.
Vsetko, ¢o sa odohrava, musi mat pri¢inu a kazda pri¢ina ma jednoznacne
determinované dosledky. Retazcom

pri¢ina; = dosledok;
dosledok; = pricinas
pri¢inas = dosledoks
dosledok, — pricinag
pricinag =

chceli vedci vysvetlit usporiadanie sveta. Verilo sa, ze ['udia st schopni objav-
it v8etky prirodné zakonitosti a ze tieto vedomosti st postacujice k porozu-
meniu vSetkého. Vo fyzike sa tato euforia prejavila vo viere v takzvanych
,2démonov*, schopnych vypocitat, a tym aj predpovedat budicnost. Fyzici uz
vtedy vedeli, Ze vesmir je obrovsky a Ze pozostava z ve[kého mnozstva Castic.
Preto im bolo jasné, ze ziaden ¢lovek nie je schopny obsiahnut naraz poziciu a
stav vSetkych castic vo vesmire, nehovoriac o vSetkych ich moznych interak-
ciach. Fyzici teda videli, Ze ani so znalostami v8etkych prirodnych zakonov
nebude c¢lovek schopny predpovedat budicnost. Preto zaviedli pojem dé-
mona ako nadcloveka, ktory je schopny tplne obsiahnut stucasny stav vesmiru
(stav vietkych ¢astic a interakcii medzi nimi). So znalostami vetkych prirod-
nych zakonov by takto démon mal byt hypoteticky schopny vypocitat dalsi
vyvoj a tym predpovedat budtcnost. Ja osobne nepovazujem tieto predstavy
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za optimistické, pretoze ich akceptovanie by znamenalo, ze budtcnost je uz
definitivne urcend. Kde by potom bolo miesto pre naSe aktivity? Nie sme
schopni ni¢ ovplyvnit, v najlepSom pripade len predpovedat? Nastastie tieto
predstavy rozbili samotni fyzici. Na jednej strane teoria chaosu a dynamick-
ych systémov ukézala, Ze existuju realne systémy, pri ktorych nemeratelne
malé rozdiely vo vychodiskovej situdcii mozu viest k aplne odlisnému vyvo-
ju. Definitivnu bodku za predstavami a existencii démonov urobila kvantova
fyzika®, ktora sa stala zakladom modernej fyziky. Klac¢ovym principom kvan-
tovej mechaniky je existencia ndhodnych javov, a tym nepredpovedatelnost
udalosti na trovni castic. Ked akceptujeme zakony kvantovej fyziky (doteraz
suhlasili vSetky experimentéalne vysledky s predpovedami zalozenymi na teo-
retickych vypoctoch), tak neexistuje ziadna jednozna¢na budicnost a nestra-
came priestor pre tvarovanie nasej budicnosti.

Zalozenie informatiky suviselo ale s inymi utopistickymi predstavami. David
Hilbert, jeden z najvplyvnejSich matematikov svojich ¢ias, veril v existen-
ciu metoéd na rieSenie vSetkych problémov. Jeho predstavy o existencii
,perfektnej matematiky boli nasledovné:

(i) Celt matematiku mozno vybudovat na kone¢nom pocte axiom.

(ii) Takto vybudovana matematika bude uplna v tom zmysle, ze o v8etkych
tvrdeniach formulovatelnych v jazyku tejto teorie je mozné rozhodnut
na zaklade argumentacie v tejto teorii, ¢i si pravdivé alebo nepravdivé.

(iii) Na vytvorenie dokazov pravdivosti matematickych tvrdeni existuje meto-
da, ktorou sa déa tato ¢innost matematikov automatizovat.

Nas zaujem teraz stustredime na pojem metoda. Co vo svojej dobe chapali
matematici pod tymto pojmom?
Metoda na riesenie nejakej ilohy je opis postupu rieSenia, ktory
vedie k spravnemu vysledku. Opis pozostdva z postupnosti instruk-
cit, ktoré dokdze realizovat kazdy (aj nematematik).
Dolezité je si pritom uvedomit, Ze na to, aby nejakd metoda bola apliko-
vateln& nepotrebujeme rozumiet, ako bola objavend a preco tspesne riesi

danu alohu. Ako priklad si zoberme tlohu (problém) riesenia kvadratickych
rovnic tvaru

22 +br+c=0.

Ak b? — 4¢ > 0, opisuju formuly (vzorce)

3Podrobnejsie sa touto témou budeme zaoberat v kapitolach o ndhode a kvantovych poci-
tacoch.
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T = —(é) + b22_4c
b Vb2—4c

ra= () - 4
dve rieSenia tejto kvadratickej rovnice. Vidime, ze sme schopni vypocitat
rieSenia x; a xo bez toho, aby sme vedeli ako boli odvodené a preco uvedené
vzorce vyzeraju prave takto. Uplne staci, ak vieme realizovat aritmetické op-
eracie. Vdaka tomu moze aj pocita¢ (dokonca programovatelna kalkulacka),
stroj bez akéhokol'vek intelektu, riesit touto metodou kvadratické rovnice.

Z tohto dovodu spajame existenciu nejakej metdédy na rieSenie istého ty-
pu tloh s automatizovatel'nostou riesenia tychto tloh. Dnes sa pojem
metody na popis postupu rieSenia bezne nepouziva, pretoze ma v kontexte
roznych vednych oblasti rozne a velmi Siroké interpretacie. Namiesto to-
ho pouzivame pojem algoritmus, ktory je kI'icovym pojmom informatiky™*.
Odborny termin ,algoritmus® vdaci za svoje meno arabskému matematikovi
Al-Chwarizmimu, ktory v deviatom storo¢i napisal v Bagdade knihu o alge-
braickych metodach.

V zmysle takejto algoritmickej interpretécie mozeme oznacit Hilbertove tsilie
za snahu automatizovat (algoritmizovat) pracu matematikov. Hilbert hladal
dokonalit matematiku, v ktorej by sme mali algoritmus (metodu) na overovanie
pravdivosti sformulovanych tvrdeni. Takto by bola automatizovatelna hlavnéa
uloha matematikov, objavovat matematické dokazy. V podstate ide o ner-
adostnu predstavu, podla ktorej by bolo mozné nahradit ,,hlupym* strojom
jednu z najkreativnejsich intelektualnych ¢innosti.

Nastastie v roku 1931 dal Kurt Gédel definitivnu bodku za usilim vytvorit
uplni matematiku. Godel matematicky dokazal, Zze uplna matematika podla
Hilbertovych predstav nemoze existovat, a teda nema zmysel sa ju snazit bu-
dovat. Najdolezitejsie Godelove vyroky pre vedu mozeme zhrniat bez pouzitia
matematickych formulacii takto:

(a) Neexistuje uplné ,,zmysluplnd“ matematicka teoria. V kazdej korektnej
a dostatocne obsiahlej matematickej teorii vybudovanej s konec¢nym
poc¢tom axiém (ako napriklad v dneSnej matematike) je mozné for-
mulovat tvrdenia, ktorych korektnost nie je mozné dokazat v ramci
tejto teorie. Na dokazanie alebo vyvratenie korektnosti tychto tvrdeni
je nevyhnutné prijat nové axiomy, a tym rozsirit doterajsiu teoriu.

(b) Neexistuje metoda (algoritmus) na automatické dokazovanie matemat-
ickych viet.

“m.w. hoci je tento pojem relativne novy, algoritmy, v zmysle met6d na rieSenie (&iselnych)

tloh, pouzivame uz tisice rokov.
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Ak Goédelove vysledky spravne interpretujeme, uvedomujeme si, ze jeho ob-
javy su vlastne pozitivne. Budovanie matematiky ako formalneho jazyka
vedy je nekonecny proces. S kazdou novou axiomou, a tym aj s kazdym
novym pojmom rastie nas slovnik a sila argumentécie. Vdaka novym axio-
mam a s nimi spojenymi pojmami (odbornymi terminmi) moézeme formulo-
vat vypovede o objektoch a javoch, o ktorych sme predtym nevedeli hov-
orit. NavySe mozeme skiimat a overovat platnost tvrdeni, ktoré boli predtym
neoveritelné. A nakoniec, proces overovania platnosti tvrdeni nemozeme au-
tomatizovat. V tom je Tudska tvoriva ¢innost nenahraditelna.

Godelove vysledky zmenili na$ pohlad na vedu. Dnes ¢oraz viacéSmi chapeme
vyvoj jednotlivych vednych disciplin ako proces pojmotvorby a vyvoja metod.
Preco ale boli Godelove vysledky kltacové pre vznik informatiky? Jednodu-
cho preto, ze pred Godelovymi objavmi nikto nepocitoval potrebu formélne
presne (matematicky) definovat pojem metody. Nikto nepotreboval taki-
to definiciu na to, aby mohol prezentovat nejaki novi metdédu na rieSenie
istych uloh. Postacilo intuitivne chiapanie metédy v zmysle jednoduchého a
zrozumitelného opisu postupu riesenia. Ale vo chvili, ked vznikla potreba
ukazat, 7e pre isté ulohy neexistuju metody (algoritmy) na ich rieSenie, museli
vedci najprv presne Specifikovat, ¢o pojem metody (algoritmu) zahriwuje.
Je prakticky nemozné dokazat neexistenciu nejakého objektu, ktory nie je
presne $pecifikovany (opisany). Najprv musime vediet aplne presne v zmysle
matematickej definicie, ¢o je a ¢o nie je algoritmus (metdda) na rieSenie ne-
jakého problému. Len tak mame Sancu pokusat sa najst dokaz tvrdenia, ze
pre isti konkrétnu tulohu neexistuje ziadny algoritmus na jej rieSenie. Prvi
matematicki definiciu algoritmu (pojmu metoda) sformuloval v roku 1936
Alan Turing pomocou takzvaného Turingovho stroja. Neskor nasledovali
mnohé dalgie definicie. Najdolezitejsie je, Ze vSetky rozumné pokusy najst
formalnu definiciu algoritmu viedli k tomu istému pojmu v zmysle automat-
icky riesitelného. Hoci vyjadrené roznymi matematickymi formalizmami,
zodpovedajice definicie mnozin algoritmicky rieSitelnych tloh ostali stale
tie isté. To viedlo nakoniec k tomu, ze Turingova definicia algoritmu bola
pridané k predchadzajtcim u7 etablovanym axiémam matematiky®.

Teraz mozeme znova preverit naSe chapanie axiom. Definiciu algoritmu po-
vazujeme za axiomu, pretoze neexistuje moznost dokazat jej spravnost. Ako
mozno dokéazat, Ze naSa definicia automatickej (algoritmickej) riesitelnosti
skutoc¢ne zodpoveda nasim intuitivnym predstavam o automatickej riesitel nos-
ti? Na druhej strane nemozeme vylucit moznost, ze sa ukaze, ze tato axidoma
je nespravna. Ako sa to moze stat? Ak niekto vymysli na rieSenie nejakého

®Vietky axiomy matematiky st aj axiomy informatiky.
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problému aplikovateIni metodu, a tato metoéda podla naSej definicie nie je
algoritmom, potom nie je nasa definicia dost dobré a potrebuje reviziu. Sku-
to¢nostou ale je, Ze napriek mnohym pokusom sa nikomu nepodarilo vyvratit
Turingovu definiciu z roku 1936. Dnes pokladame definiciu algoritmu za sta-
bilnt axiomu a viera v jej spravnost je velmi silna.

Pojem algoritmu je pre informatiku natolko klticovy, Ze sa na tomto mieste
nepokusime v kratkosti vysvetlif jeho vyznam. Vytvoreniu a pochopeniu
pojmov algoritmus a program venujeme radsej celi nasledujicu kapitolu.

1.4 Histoéria informatiky a koncepcia knihy

Prva zakladné otézka informatiky bola:

Ezistuju ilohy, ktoré sa nedaji algoritmicky (automaticky) riesit?
A ak existuju, ktoré tlohy su algoritmicky riesitelné a ktoré nie
su?

Nagim cielom je nielen dat odpovede na uvedené otézky, ale aj predviest vel'ké
useky vyskumnych ciest vedicich k ich zodpovedaniu takym sposobom, aby
ste po nich mohli samostatne kracat. VzhIladom na to, Ze tato téma patri
medzi najtazsie v prvych dvoch rokoch univerzitného studia informatiky,
budeme postupovat pomaly, krocik za kroc¢ikom. Z toho dovodu venujeme

tejto najstarsej oblasti informatiky celé tri kapitoly.
Druh4 kapitola mé nazov
Algoritmika, alebo ¢o md spoloéné programovanie a pecenie koldaca?

a venuje sa plne budovaniu klic¢ovych pojmov algoritmus a program. Aby
sme ziskali prva predstavu o vyzname tychto pojmov, za¢neme so znamou
¢innostou - pecenim koléaca.

Piekli ste uz podla receptu kola¢, alebo ste niekedy varili jedlo bez toho,
aby ste vedeli, preco sa postupuje prave tak, ako je to napisané v recepte?
Cely cas ste si boli vedomi, ze korektné vykonavanie jednotlivych pokynov je
dolezité pre dosiahnutie dobrej kvality kone¢ného produktu. Co ste sa pritom
naucili? Pomocou presne sformulovanych pokynov detailne napisaného re-
ceptu mozeme dospiet k dobrému jedlu aj bez toho, aby sme boli kucharskymi
majstrami. Aj ked sa v euforii z kucharskeho tspechu moézeme na okamih
pokladat za vynikajucich kuchéarov, nie sme nimi, pokial nerozumieme do
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hibky vplyvu jednotlivych tikonov v recepte na kvalitu kone¢ného produktu,
a tym padom nie sme sami schopni formulovat podobné recepty.

Pocita¢ to ma eSte ovel'a taz8ie: Je schopny vykonavat len zopar jednoduchych
instrukcii, akymi st v pripade varenia inStrukcie mieSania a zohrievania. Na
rozdiel od nas pocita¢ nemé ziadnu inteligenciu, teda nie je schopny im-
provizovat. Po¢ita¢ dosledne vykonava pokyny svojich receptov (ktoré sa
nazyvaju programy) bez toho, aby tusil aké zlozité spracovanie informacii
prave vykonava.

Spolu objavime, zZe umenie programovat, je umenim pisat recepty tak, aby v
nich reprezentované metody a algoritmy boli zrozumitelné pre pocitac. Pri
tejto prilezitosti predstavime aj samotny pocita¢ a ukdzeme, ktoré pokyny
(instrukcie) je schopny vykonavat a ¢o sa v iom odohréava pri realizacii tychto
instrukcii. Popri tom sa nau¢ime aj ¢o su algoritmické ulohy (problémy) a
aky rozdiel je medzi vyznamom pojmov program a algoritmus.

Nézov tretej kapitoly je

Nie je nekonecno ako nekonecno, alebo preco je nekonecno v in-
formatike nekonecne dolezité?

Tato kapitola sa cela venuje nekonec¢nu. Preco bolo v procese poznavania
nasho konec¢ného sveta definovanie pojmu ,nekonec¢no“ nielen uzitocné, ale
dokonca nevyhnutné?

Nam znamy vesmir je sice obrovsky, ale konecny. Vsetko, ¢o vidime, vSetko
¢oho sa dotykame a s ¢im experimentujeme a vSetko, ¢o ovplyviujeme je
konecné. Nikto nikdy nemal ni¢ docinenia s nie¢im nekone¢nym. A napriek
tomu bez dnesnej podoby pojmu nekoneéno nemoze existovat matematika,
fyzika a informatika, a tym ani ostatné vedy. Uz v prvych triedach zakladne;j
Skoly stretavame prirodzené ¢isla 0,1,2,3,. .., ktorych je nekonecne vela.

Naco je to vobec dobré, ked aj pocet vSetkych elementarnych castic vo ves-
mire je sice obrovské, ale stale len konec¢né ¢islo? Naco potrebujeme este
viicsie ¢isla? Co znamena nekoneéno pre informatiku? A preco je dolezité
nekone¢no pri skimani hranic automatickej (algoritmickej) riesitelnosti?

Usilujic sa najst odpovede na tieto otazky, zoznamime sa nielen s matemat-
ickou definiciou nekonec¢na, ale aj pochopime uzito¢nost konceptu nekonec¢nos-
ti. Pochopime, Ze na prvy pohlad umelo vyzerajice nekone¢no sa stalo
uspesnym a dokonca nenahraditelnym nastrojom na skimanie nasho kone¢ného
sveta.

Nazov stvrtej kapitoly je
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Vypocitatelnost, alebo preco existuji ulohy, ktoré sa nedaji vyriesit
na programovatelnom pocitaci?

Tato kapitola je nadstavbou ziskanych vedomosti o nekone¢ne, ktoré vyuziva
na ukazanie existencie algoritmicky neriesitelnych tloh.

Ako mozeme dokéazat algoritmickt neriesitelnost konkrétnych tdloh z praxe?
Na dosiahnutie tohto ciela pouzijeme metodu redukcie, ktord je jednym zo
zakladnych a najuspesnejsich prostriedkov matematiky na rieSenie konkrét-
nych tloh. V istom zmysle umoziuje metdda redukcie rozsirovat pozitivne
vysledky, pretoze transformuje zname algoritmy rieSenia konkrétnych tloh na
nové algoritmy, ktoré riesia nové, ¢asto vSeobecnejsie ulohy. My ale modifiku-
jeme metodu redukcie tak, aby sa dala pouzit na Sirenie negativnych vysled-
kov, konkrétne na dokazovanie algoritmickej (automatickej) neriesitelnosti
konkrétnych tloh. Tymto sposobom objavime konkrétne tlohy z praxe, ktoré
sa v ziadnom pripade nedaju automaticky riesit. Naplnime tym nas prvy ciel
tejto série prednasok, zoznamit sa s hranicou automatickej rieSitelnosti.

Zaciatkom Sestdesiatych rokov 20.st. vedci uspesne vybudovali teériu, pomo-
cou ktorej klasifikujeme problémy na automaticky riesitelné a automaticky
nerieSitelné. V tom case sa zacCali pocitace stile viac a viac pouzivat aj
v civilnom sektore. Pri praktickej realizacii algoritmov nesSlo ani tak o ich
existenciu, ako o ich vypoctovu zlozitost, a tym aj o efektivnost vypoctov.
Pojmom a konceptom teodrie zlozitosti sa venuje piata kapitola s ndzvom

Tedria zloZitosti, alebo éo mozZeme robil, ked na vipocet nestaci
energia celého vesmiru?

Po pojme algoritmu je pojem zlozitosti druhym najdolezitejSim pojmom in-
formatiky. Zlozitost chapeme v informatike v prvom rade ako vypoctovi
zlozitost, presnejsie, ako mnozstvo prace, ktoré musi poc¢ita¢ vykonat, aby sa
dopracoval k vysledku. Najcastej$ie meriame zlozitost algoritmu ako pocet
vykonanych operacii, alebo ako velkost pouZivanej paméti. Pokusime sa tiez
merat zlozitost problémov ako zlozitost najlepsich (najrychlejsich, alebo na-
juspornejsich pri zaobchadzani s paméatou) algoritmov, ktoré dany problém
riesia.

Prvoradou tlohou teodrie zlozitosti v informatike je klasifikovat problémy
(vypoctové tlohy) na lahké a tazké, vzhladom na ich vypoctovi zlozitost.
Vieme, 7e existuju Tubovolne fazké algoritmické problémy a pozname tisice
uloh z praxe, pri rieSeni ktorych potrebuju uskutoc¢nit aj najlepSie zname
algoritmy podstatne viac operacii, ako je proténov vo vesmire. Cela ener-
gia vesmiru, ani ¢as trvania vesmiru su nedostatoc¢né zdroje na ich riesenie.
Mame vobec nejaki Sancu podniknit nieco v tejto situacii?
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Na tomto mieste zac¢ina nadobudat konkrétnu podobu prvy div informatiky
v tejto sérii prednasok. Mozeme urobit vela. Preco a ako je to mozné, to
je pravé umenie algoritmiky. Mnohé tazké problémy st velmi ,citlivé* a v
nasledujiucom zmysle nestabilné. Mala zmena formulacie tlohy, alebo malé
oslabenie nasich poziadaviek, moze sposobit obrovsky skok (vo vypoctovej
zlozitosti) z fyzikalne nerealizovatelného mnozstva prace na vypocty, ktoré sa
daju zrealizovat v zlomku sekundy. Témou tejto kapitoly a tiez viacerych po
nej nasledujucich je, ako sa daju dosahovat takéto efekty vdaka originalnym
konceptom algoritmiky.

Zazrak nastane vtedy, ked sa nam podari naSe poziadavky znizit v takej
miere, ze z praktického hladiska o redukciu poziadaviek vlastne ani nejde, a
napriek tomu dojde k obrovskej tspore pocitacovej prace.

Najmagickejsie priklady rieSenia zdanlivo bezvychodiskovych situéacii vznika-
ja pri pouziti ndhodného riadenia algoritmov a vypoctovych systémov. Dosi-
ahnuty efekt je natolko fascinujuci, ze posobi ako skuto¢ny zézrak. Preto
tejto téme venujeme Specialnu kapitolu s titulom

Ndhoda a jej iloha v prirode, alebo ndhoda ako zdroj efektivnosti
v algoritmaike.

Myslienka spociva v opusteni deterministického priebehu programu a dov-
oleni algoritmu ob¢as si hodif mincou. V zavislosti od toho ¢o padne (rub
alebo lic) si algoritmus moze zvolit rozne stratégie ako bude hl'adat rieSenie.
Tym obetujeme absolutnu spolahlivost v zmysle garancie spravneho vysled-
ku, pretoze niektoré postupnosti hodov mincou moézu viest k netdspesnému
vypoc¢tu. Neuspe$ny vypocet je bud vypocet, ktory nevedie k Ziadnemu
vysledku, alebo vypocet veduci dokonca k zlému vysledku. Ked ale vieme
zmensit pravdepodobnost netspesného vypoc¢tu na jeden z miliardy, algorit-
mus moze byt velmi uzito¢ny.

Zdoraznime skutocnost, ze v praxi modzu byt randomizované algoritmy s
malou pravdepodobnostou chybného vysledku dokonca spolahlivejsie ako
ich najlepsie deterministické naprotivky. Co tym myslime? Teoreticky si
vSetky deterministické programy spravne a randomizované sa moézu mylit.
Podstata tkvie v tom, ze beh deterministického programu nie je absolatne
bezchybny, pretoze pocas vypottu rastie imerne s dizkou vypoétu aj pravde-
podobnost hardvérovej chyby. Preto moze byt rychly randomizovany algo-
ritmus spolahlivej$i ako pomaly deterministicky. Napriklad, ak randomizo-
vany program vypocita vysledok za 10 sekund, potom je spolahlivejsi ako
deterministicky program, ktory vypocita vysledok za tyzden. Vyuzitim ran-
domizacie ziskame enormny narast efektivnosti, ked akceptujeme velmi mala
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stratu spolahlivosti. Ked ale vdaka tejto len zdanlivej strate spolahlivosti
vypoctov, sposobime skok z fyzikdlne nerealizovatel ného mnozstva prace, na
mnozstvo prace uskuto¢nitelné za par sekind na beznom PC, tak mozeme
hovorit o naozajstnom zazraku. Bez takychto zazrakov informatiky by neex-
istovala dnesné internetova komunikécia, elektronické obchodovanie a bankovnict-
VO.

Okrem aplikacii nahody v informatike v tejto kapitole diskutujeme aj o prin-
cipidlnej otazke — existencii pravej ndhody a ukazujeme, ako sa vztah k
nidhode menil v priebehu dejin vedy.

Pod nazvom
Kryptografia, alebo ako spravit zo slabiny prednost

rozpravame v siedmej kapitole dejiny kryptografie, ktora sa stala vedou o
Sifrovani. V priebehu rozpravania sa dozvieme, ako sa kryptografia vdaka
algoritmike a konceptom teorie zlozitosti vyvinula z hry na Sifrovanie na
serivznu vednu disciplinu. Je tazké najst vedni oblast, ktora by obsahovala
také mnozstvo divov, v zmysle vyskytu prekvapujtcich zvratov a otvarani
neuveritelnych moznosti pri hladani rieSeni.

Kryptografia je staroddvna veda o tajnych pismach. Jej tlohou je zasifrovat
(zakodovat) zrozumitelné texty tak, aby ich nemohol desifrovat a teda ¢itat
nikto, okrem urc¢eného adresata. Klasicka kryptografia je zalozenéd na tajnych
Lklacoch®, ktoré su spolo¢nym tajomstvom odosielatela a prijemcu.

Vo vyvoji kryptografie informatika zohrala kIicovi tulohu. Najprv umozni-
la na trovni pojmotvorby po prvykrat definovat bezpecnost (spolahlivost)
kryptosystémov. Kryptosystém je pre uzivatelov bezpecny, ked kazdy pro-
gram, ktory nepozné klac¢, vyzaduje na deSifrovanie textu fyzikalne nereal-
izovatelné mnozstvo vypoctov. Na zaklade definicie kvality kryptosystému
objavili informatici také efektivne realizovatelné Sifrovacie metody, ktorych
desifrovanie bez znalosti klI'i¢a zodpoveda tazkym algoritmickym problémom.

Na tomto priklade vidime, Ze existencia tazkych problémov nesldzi len na
to, aby nam ukéazala hranice nasich technickych moznosti, ale aj na to, aby
nam pomobhla riesit kryptografické ulohy. Vdaka tejto myslienke sa podarilo
vyvinit takzvané kryptosystémy s verejnym (neutajenym) klic¢om. Sifrovact
kIa¢ a aj cely Sifrovaci mechanizmus moze byt zverejneny v telefébnnom zoz-
name. A to vdaka tomu, Ze na deSifrovanie je potrebny este jeden tajny kl'ac,
ktory pozna len pravoplatny prijemca. Bez tohto tajomstva nie je schopny
ziadny iny subjekt deSifrovat zaSifrovany text v realistickom ¢ase, napriek
tomu, ze poznd Sifrovaciu metoédu.
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Nasledovné dve kapitoly sa venuji moznostiam enormného miniaturizovania
pocitacov. Hlavnou myslienkou je vykonavanie vypoctov na trovni molekul
a elementarnych castic.

Pod nazvom

Pocitanie s DNA molekulamsi, alebo biopocitacovd technologia na
obzore

predstavujeme v 6smej kapitole biochemické technologie, ktoré by sa mohli
dat vyuzit na rieSenie tazkych uloh. Na jednoduchom priklade tazkej ulohy
ukazeme, ako sa daju udaje reprezentovat pomocou retazcov DNA a ako sa
da vypocitat vysledok pomocou chemickych operacii na tychto retazcoch.

Ak sa detailnejsie pozrieme na pracu pocitacov, zistime, ze nerobia nic¢ iné,
nez transformuju texty (postupnosti symbolov) na iné texty. Pocita¢ dostane
vstupné tdaje opisujice problém vo forme postupnosti symbolov (napriklad
nul a jedniciek), vystup pocitaca je znova len text v tvare postupnosti znakov.
V priebehu vypoctu su idaje ulozené v paméti poc¢itaca ako postupnosti nil
a jedniciek. Pocitac ,pocita“ s tymito postupnostami.

Moze nieco také napodobnit priroda? Na refazce DNA molekul mézeme tiez
nazerat ako na postupnosti styroch symbolov A, T,C a G a vieme tiez, ze DNA
molekuly st nositelmi informacie rovnako, ako data v pocitaci. Rovnakym
sposobom, ako pocitace realizuju operacie nad symbolickou reprezentaciou
udajov, umoziuji chemické operacie menit biologické adaje. Co dokazu poci-
tace, zvladnu molekuly Tavou rukou a dokonca podstatne rychlejsie.

V tejto kapitole diskutujeme moznosti biologickych technolégii v informatike,
ich silné a slabé stranky. Tato oblast je plnd prekvapeni a meniacich sa
nazorov, nik sa dnes neodvazi formulovat predpovede o moznych aplikaciach
tychto technologii o 10 rokov.

Tazko by sme hl'adali okrem fyziky int vednu disciplinu, ktora by tak vyrazne
ovplyvnila na$ pohlad na svet v poslednom storo¢i. S fyzikou sa spajaji
hlboké poznatky a fascinujtice objavy. Klenot medzi diamantami je kvantova
mechanika. Vyznam jej objavu znesie prirovnanie k objavu ohna v dobe
kamennej. Fascindcia kvantovou tedriou spociva v tom, ze zakony spravania
sa elementarnych castic odporuji nasim skusenostiam z makrosveta. Téato
na zaciatku velmi kritizovana a dnes uznavand fyzikalna teoria, umoziuje
hypoteticky novy sposob pocitania na trovni elementarnych castic. Tejto
téme venujeme deviatu kapitolu s nazvom

Kuvantové pocitace, alebo pocitanie v carovnom svete mikrocastic.
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Hned ako vedci odhalili tito moznost, polozili si otazku, ¢i eSte plati prva
axioma informatiky. Inymi slovami: Dokazu kvantové pocitace nieco, co
klasické nedokazu? Rychlo sa nasla negativna odpoved, takze kvantové al-
goritmy rieSia tu istu triedu algoritmicky rieSiteInych tloh, ktora sme defi-
novali pomocou klasickych algoritmov. Vdaka tomuto poznatku stoji nasa
axioma informatiky na vlastnych nohéch eSte pevnejSie a o jej stabilite sa
dnes nepochybuje. Aké st potom ale prednosti pouzivania kvantovych poci-
tacov? Existuju konkrétne tulohy, velkého praktického vyznamu, ktoré sa
daju efektivne riesit na kvantovych pocitacoch, zatial ¢o doteraz najlepsie
vytvorené klasické algoritmy potrebuji na ich rieSenie vykonat nerealizo-
vatelné mnozstvo pocitacovej prace. Vdaka tomu je kvantova mechanika pre
nas velmi slubnou pocita¢ovou technologiou. Problém je len v tom, 7ze zatial
nie sme schopni konstruovat pouzivatelné kvantové pocitace a dosiahnutie to-
hto ciela je velkou vyzvou sucasného fyzikalneho vyskumu. Vzhladom na to,
ze pochopenie kvantovych vypoctov vyzaduje hlbSie poznatky z matematiky,
nebudeme sa usilovat do podrobnosti predviest ,,hlavné myslienky* kvantovej
algoritmiky. Vysvetlime len na jednoduchom priklade, ¢o vSetko je mozné vo
svete elementarnych castic a ako sa to da vyuzit na realizovanie vypoctov.
Objasnime tiez, preco je zostrojenie kvantového pocitaca takou naroc¢nou
tlohou a aké neuveritelné moznosti pre bezpe¢nu a utajenti komunikéciu sa
nam prostrednictvom kvantovej mechaniky otvaraju v kryptografii.

Desiata kapitola s nazvom

Ako dospiet k dobrijm rozhodnutiam bez poznania budicnosti, ale-
bo ako prekabdtit prefikaného protivnika

sa vracia spit k algoritmike, vedeckému jadru informatiky.

V zivote Casto nastavaju situacie, v ktorych by sme radi vedeli, ¢o nam prine-
sie budicnost. Zial len zriedka do budicnosti mozeme nahliadnut, alebo jej
vyvoj odhadnit, teda musime rozhodnutia prijimat dnes a bez toho, aby sme
poznali budicnost. Predstavme si napriklad lekarsku pohotovostnu sluzbu
s mobilnymi lekarmi. Nikto nevie dopredu, odkial a kedy pride tiesnové
volanie. Napriek tomu sa ale moze riadiaca sluzba pokusat, efektivne ko-
ordinovat pohyb lekarov. Za ciel si moéze ur¢it minimalizaciu priemerného
casu cakania na pohotovostného lekara, alebo celkového poctu najazdenych
kilometrov.

Na splnenie uvedenych cielov moze centrala vyvinat rozne stratégie. Napri-
klad ur¢i, ¢o méa lekar dalej podniknat po tspe$nom zasahu. Ma ¢akat na
nasledujuce tiesnové volanie tam, kde je? Ma sa vratit naspit do nemocnice,
alebo sa ma dokonca presunit na nejaka novi, strategicky vyhodnia vycka-
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vaciu poziciu? Ktorého lekara vysle centrala pri aktualnom tieshnovom volani?
Principidlna otézka je, ¢i pre takéto, takzvané online problémy, vobec exis-
tuje nejaka rozumna stratégia, ktora je v istom zmysle uspesné, bez ohladu
na to, ¢o nam prinesie budicnost.

Celu tato online ulohu si moézeme predstavit ako hru proti nejakému pre-
fikanému protihracovi. Akonahle spravime a zrealizujeme nejaké rozhodnu-
tie, protihra¢ nam vytvori taka budicnost, pre ktoru je nase rozhodnutie ¢o
najnepriaznivejSie. Mame v takejto hre vobec redlnu moznost robit rozumné
a uspesné rozhodnutia? Odpovede na tito otazku mozu byt rozne a zavisia
od konkrétnych online tloh. Je fascinujice pozorovat, ze pomocou infor-
matiky ¢asto mozeme prekabatit aj takého silného protihraca, ktory moze
tvorit pre nas nepriaznivi budicnost.

Knihu uzavrieme jedenastou kapitolou s nazvom

Algoritmickd optimalizdcia vo fyzike, alebo ako madzZe tcinkovat
homeopatia.

Na rozdiel od predchadzajicich kapitol tu opustime relativne pevna podu
uznavanych vedeckych vysledkov a dovolime si brat vazne zopar vizionarskych
domnienok, ktoré nam otvoria novi dimenziu nazerania na zivot, zdravie a
lieCenie.

Z termodynamiky vieme, ze kazdy fyzikalny systém sa neprestajne pokusa
dosiahnut svoj idedlny stav, ktory nazyvame optimum. Napriek tomu, nasled-
kom silného vonkajSieho zatazenia a roznych vplyvov sa moze od svojho op-
tima vzdalovat. Proces navratu systému k optimu vedia fyzici velmi dobre
simulovat pomocou takzvaného Metropolisovho algoritmu.

Na zaciatku osemdesiatych rokov dvadsiateho storocia vedci prekvapujico
objavili, ze algoritmickd optimalizaciu v matematike a v informatike je mozné
modelovat ako proces optimalizicie nejakého fyzikalneho systému. Na zak-
lade tohto principu vyvinuli heuristiku ,simulovaného zihania®“, ktora zazna-
menala pri rieSeni fazkych optimaliza¢nych tloh velké uspechy v praxi.

Dovol'me si teraz prijat predpoklad, Ze Zivé systémy (organizmy) sa spravaji
podobne ako ,,neziva“ hmota, v tom zmysle, Ze sa nepretrzite snazia dosiahnut
svoj idealny stav. Zdravie povazujme za optimalny stav a chorobu za odklon
od tohto stavu. Na zéklade takéhoto pohladu vytvorime vizionarsku pred-
stavu mediciny budicnosti, ktord sa namiesto lokdlnych korektir a oSetreni,
stustredi na povzbudenie a podporu vlastnych optimaliza¢nych schopnosti or-
ganizmu. Pri takomto ponimani vyzeraji mnohé alternativne liecebné prak-
tiky, ako napriklad homeopatia, prirodzene a realisticky. Ukazeme dokonca,
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ze isté experimentalne pozorovania procesu lieCenia po podani homeopatick-
ych pripravkov zodpovedaju priebehu optimalizacie opisanej Metropolisovym
algoritmom.

Kniha ,Sedem divov informatiky*, ktord by sme mohli nazvat aj , Algorit-
mické dobrodruzstva, kon¢i jedenéastou kapitolou. Kolko divov sme ukazali
naozaj, nechceme teraz pocitat a ani to nikomu nedoporucujeme. Vysledny
pocet zavisi od toho, ako definujeme pojem div. A uz sme sa naucili, akou
naroc¢nou pracou je pojmotvorba. Takze namiesto pocitania divov, ¢itatelovi
pontukame dva doslovy.

Skusenému ¢itatelovi, ktory uspesne v plnom zdravi stravil predchadzajuice
tazké témy, sprostredkuvavame v prvom doslove na§ pohlad na prispevok
informatiky k v8eobecnému vzdelaniu. Informatika prirodzenym spoésobom
spaja v jednom odbore matematicko-prirodovedné myslenie s pragmatickymi
postupmi inzinierskych disciplin. Toto spojenie otvara novi dimenziu, ktora
zatial strednym Skolam chyba. Atraktivnost informatiky je vecou vysokej
miery interdisciplinarity a prepojenia tedrie a experimentov.

Co dnes na strednych skolach chyba na to, aby bola informatika akceptovana,
st uCebnice a uc¢ebné materialy, ktoré by boli schopné sprostredkovat vyssie
uvedené hodnoty. Duafame, ze touto knizkou sa nam podarilo ukazat, ktorym
smerom sa mozeme vybrat pri tvorbe takychto ucebnic.

Druhy doslov je manifestom na podporu zakladného vyskumu. Prili§ vela
politikov, podnikatelov a manazérov vola po aplikovanom vyskume, ktory
prinasa zisk v kratkom case. Miesto generovania novych poznatkov v zak-
ladnom vyskume sa mé vyrazne uprednostiovat transformacia ziskaného
poznania do ziskovych produktov. Statna politika financovania vedy sa ma
sustredit namiesto tvorby novych poznatkov na spotrebu poznatkov v mene
populisticky proklamovaného, zdanlivého rastu zivotnej drovne. V tomto
manifeste vysvetlujeme, preco je tento pristup k financovaniu vedy rovnako
7ivotu nebezpecny, ako bolo pre I'udi v dobe kamennej, kratkodobé prejedenie
a nasytenie sa, namiesto vytvarania zasob na zimu.

1.5 Zhrnutie

Pre vznik a vyvoj vednych disciplin je urcujica pojmotvorba. Definovanim
pojmu algoritmu dali vedci pojmu metdéda presny vyznam a polozili tym
zékladny kamen novej vedy - informatiky. Vdaka tejto definicii sme ziskali
jasnt hrani¢nt ¢iaru medzi automaticky (algoritmicky) riesitelnymi a auto-
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maticky nerieSitelnymi tlohami. Potom, ako sa podarilo uspes$ne roztriedit
mnohé tlohy na algoritmicky nerieSitelné a algoritmicky rieSitelné, prisiel
pojem vypoctovej zlozitosti, ktory dodnes dominuje zakladnému vyskumu
v informatike. Tento pojem umoziuje skimat hranicu medzi praktickou
rieSitelnostou a praktickou neriesitelnostou, kryptografii poskytol zaklad pre
pojem bezpecného Sifrovacieho systému, a tym umoznil objavenie modernych
kryptosystémov s verejnym klic¢om. Hlavne umoznil skimat a porovnavat
vypoctovi silu determinizmu, nedeterminizmu, ndhodného riadenia a kvan-
tovych algoritmov. Takto prispela a prispieva informatika nielen k chapaniu
vSeobecnych kategorii vedy, akymi st

determinizmus, nedeterminizmus, ndhoda, informdcia, pravda,
nepravda, zlozZitost, jazyk, dokaz, poznatok, komunikdcia, algo-
ritmus, simuldcia, atd.,

ale dava viacerym z tychto kategorii aj novy vyznam. Divotvorné objavy
informatiky st spojené najmaé s usilim riesit tazké dlohy. Vznikaju pritom
,divy“, ktorym je venovana tato knizka.

Vzorové rieSenia k vybranym tiloham

Uloha 1.3 V pravdivostnej tabulke na obréazku obr. 1.5 st len tri pripustné (mozné)
situdcie a to S1,S52 a Sg. Spytujeme sa, ktoré implikicie platia. Na zodpovedanie
tejto otazky pouzivame nasledovné pravidlo:

Ak vo vsetkijch moznijch situdcidch, v ktorych plati X, plati aj Y, tak
plati X =Y. Implikdicia X =Y neplati, ok existuje situdcia, v ktorej
X plati, ale Y neplati.

Skumajme najprv platnost implikacie A = B. Jediné mozné situécie, v ktorych A
plati st S1 a S5. V tychto situéciach plati aj B. Teda usiudime, ze plati A = B.

Teraz sa pozrime na B = A. B plati v S; a S3 a v tych situaciach plati aj A.
Takze plati aj B = A.

Skumajme, ¢i plati implikiacia A = C. Z moznych situacii, A plati v .S; a So. V
situacii So ale C' neplati. Teda implikicia A = C neplati.

Naopak, ale plati implikacia C' = A, pretoze C plati len v S; a tam plati aj A.
Postupujic tymto spésobom prideme k tomu, Ze platia implikidcie A = B, B = A,
C = A a C = B a ze neplatia implikacie A = C' a C' = B. Implikacie A = A,
B = B a C' = C platia vzdy, nezavisle od toho, ktoré situacie si mozné.

Uloha 1.6 Nacrtnime najprv pravdivostna tabulku pre C' a D a skiimajme, kedy
plati C = D.
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C D C=2D
S1 | plati plati

So | plati | neplati | vylucené
Ss | neplati | plati

Sy | neplati | neplati

7 tabulky vidime, Ze st mozné situacie S1, S3 a Ss. Co znamend, vziaf do Gvahy
dodato¢nu informéciu, ze pri mieSani nevznikla zelend farba? Nic iné, len to, ze D
neplati, a teda, ze plati D. To vyluc¢uje situacie S; a S3, v ktorych plati D. Ostava
len jedna jedind mozn4 situécia a tou je Sy. V situdcii Sy platia D a C, teda plati
aj D = C. Kedze vieme, Ze mieSanim nevznikla zelena farba (D plati), mozeme
ustdit, Ze sme nezmiegali 71t a modra farbu (C plati).

Uloha 1.8 Uvazujme dve tvrdenia. Tvrdenie A znamend, ze ,z° je pdrne* a
tvrdenie B znamena, 7e “x je pdrne,. Platnost A je dand. Nagim cielom je dokazat,
ze plati tvrdenie B. V nepriamom dokaze musime zacat s B. Tvrdenie B znamena,
7e ,x je nepdarne*. Podla definicie neparnych ¢isel vieme, Ze x modZzeme vyjadrit ako

T =241,

pre nejaké prirodzené ¢islo ¢. Teda plati @ = 2¢ + 1, ¢o oznac¢ime ako tvrdenie
Aj. Tymto sme ukézali platnost implikicie B = A;. Umocnenim x na druhu
dostaneme z A; nasledujuce tvrdenie As:

2= (20 4+ 1) =4 +4i+1=2(2* +2i) +1=2m + 1.

2 mozeme
2

Vidime, ze pre m = 2i? + 2i je 22 = 2m + 1 (2% je nepérne, pretoze x
vyjadrit ako dvakrat nejaké prirodzené ¢islo plus 1). Dostali sme tvrdenie A, Ze z
je neparne. Mame nasledujicu postupnost implikacii:

B=A4 = A=A

z je neparne = r = 2i + 1 = 22 = 2m + 1 = 22 je neparne.

Vieme, Ze x? je parne, teda, ze neplati A. Vdaka tomu moézeme podla schémy
nepriameho dokazu usudit, Ze nemoze platit B. Preto plati B a nadim cielom bolo
dokazat platnost B.



Dokonalost pozostéava z malickosti, a pritom dokonalost
nie je vobec malickost.
Michelangelo Buonarotti

Kapitola 2

Algoritmika, alebo ¢o ma spoloc¢né
programovanie a pecenie kolaca?

2.1 Co sa tu dozvieme?

Cielom tejto kapitoly eSte nie je predstavit niektory z divov informatiky.
Nemozeme ¢itat a vychutnavat Shakespeara alebo Dostojevského v originale
bez toho, aby sme neabsolvovali namé&havi cestu ucenia sa anglického a
ruského jazyka. Rovnako nemoézeme pochopit informatiku a obdivovat jej
myslienky a objavy bez toho, aby sme sa naucili ovladat aspon elementarne
zaklady jej odborného jazyka.

Ako sme sa uz usilovali vysvetlit v predchadzajicej kapitole, centralnym po-
jmom informatiky je algoritmus. NaSim cielom v tejto kapitole ale nie je
absolvovanie narocnej cesty vyuky informatickej terminologie, ktora je za-
lozena do znac¢nej miery na ovladani jazyka matematiky. Skor sa pokusime
sprostredkovat hravym sposobom, bez pouzitia matematického aparatu, intu-
itivne, a napriek tomu pomerne presne, ¢o s a ¢o nie su algoritmy. Zacneme
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vSeobecne znamou ¢innostou — pecenim kolaca a budeme rozmyslat a disku-
tovat o tom, do akej miery a za akych okolnosti mozeme recepty povazovat
za algoritmy.

Po tomto ivode prejdeme priamo k pocitacom a nazrieme na programovanie,
ako na pouzivanie jazyka na komunikaciu so strojmi. Takto predstavime
programy ako reprezentaciu algoritmov zrozumitelna pre pocitace. Na konci
tejto kapitoly budeme nielen chapat, ¢o znamena programovat, ale budeme
dokonca schopni samostatne pisat jednoduché programy a ziskame jasnu
predstavu o tom, ¢o sa odohrava v pocitaci pri vykonavani jednotlivych in-
Strukcii (pocitacovych prikazov).

Popri tom sa aj nau¢ime, ¢o st algoritmické tulohy (problémy), Ze naSou
ulohou je vyvinut algoritmy, ktoré v kazdej z potencidlne nekone¢ne mnohych
situacii pracuji spravne a ocakavany vysledok vypocitaji v kone¢nom case.
Takto si postavime most k tretej kapitole, v ktorej chceme ukézat, nakolko
je pre informatiku dolezité hlboké pochopenie pojmu nekonecna.

2.2 Algoritmické pecenie

V prvej kapitole sme uz ziskali istu predstavu o tom, ¢o sa moze skryvat pod
pojmami algoritmus a metéda. NasSa predstava je priblizne takato:

Algoritmus je dobre zrozumitelny opis ¢innosti, ktory nds privedie
k stanovenému cielu.

Ingmi slovami, algoritmus (metdda) ndm poskytuje jednoznacne interpreto-
vatelné pokyny, ako dospiet krok za krokom k vytiycenému cielu.

To je podobné ako pri receptoch na varenie a pecenie. Recept urcuje presne,
¢o a v akom poradi treba vykonavat a nam neostava ni¢ iné, ako vykonavat
opisantd ¢innost presne krok za krokom.

Do akej miery mozZeme pokladat recept za algoritmus?

Odpoved na tuto otazku nie je jednoduchd, a preto jej venujeme viac priestoru.
Pri hladani spravnej odpovede pochopime presnejsie, ¢o sa v skuto¢nosti
skryva za slovom algoritmus.

Pozrime si najprv nasledujuci recept na pec¢enie marhulového kolac¢a priemeru
26 cm.
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Suroviny: 3 vajickové bielka
1 Stipka soli
6 polievkovych lyzZzic vody
100g krystalového cukru
3 vajitkové Zzitka
1 Cajova lyzicCka nastrihanej citroénovej
kdory
150g muky
1/2 Cajovej lyzicky prasSku na pecenie
400g odkdstkovanych a oSdpanych marhal

Recept:
1. UloZte pergamenovy papier do formy na pecCenie!
2. Vyhrejte raru na 180 °C!
3. Zohrejte 6 lyziciek vody!
4

. ZmieSajte tri bielka, Stipku soli a 6 lyziciek horice]j vody
a uSTahajte z nich pevny sneh!

5. Pridajte postupne 100g cukru a tri Zitka MieSajte ich tak dlho,
pokial nevznikne pevnd krémova masa!

6. Pridajte do krému 1 Cajovi lyziCku nastrihanej citrodnove]
kdry a premieSajte!

7. ZmieSajte 150g muky a polovicu Cajovej lyzilky prasSku
na pelenie a pridajte k vyhotovenej mase. PremieSajte masu
opatrne STahacom!

8. Naplite zmieSanou masou formu na pelenie!

9. Umiestnite ozdobne oSupané polovice marhadl na cesto!

10. Pelte kolal pri 160 °C 25 aZz 30 mintt, pokial nenadobudne
svetlohnedid farbu!

11. Vyberte koldl z rury a nechajte ho vychladnit!

Recept je napisany a my sa spytujeme: Je skutocne kazdy schopny podla
tohto receptu upiect kola¢? Pravdepodobne spravna odpoved je, Ze uspech
predsa len bude do zna¢nej miery zavisiet od kucharovych skusenosti a ve-
domosti.

Dospeli sme k bodu, ked je rozumné presnejsie sformulovat nasu prvia pozi-
adavku na definiciu pojmu algoritmus
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Algoritmy musia poskytovat taky presni opis ¢innosti, Ze podla
tohto opisu moze kazdy vykondval tspesne dani cinnost, aj ked
vobec nerozumie dovody, preco vedie presné vykondvanie pokynov
algoritmu k vytycenému cielu. Pritom opis musi byt natolko jed-
noznacny, zZe nemoze dojst k roznym interpreticiam jednotlivych
pokynov (prikazov) algoritmu. Nezdvisle od toho, kto algoritmus
vykondva, prislusnd cinnost a aj jej vysledok musia byt tie isté.
To znamend, Ze kaZdy pouZivatel algoritmu musi dospiet k tomu
wstému vysledku.

Teraz by sme mohli zacat dlhu diskusiu o tom, ktoré z uvedenych 11 krokov
(prikazov) néasho receptu mozno pokladat za zrozumitelné a jednoznacne
interpretovatelné. Napriklad by sme sa mohli zacat pytat:

- Co znamena uslahat pevny sneh (krok 4)?

- Co znamena opatrne premiesat (krok 7)?

- Co znamena ozdobne uloZit (krok 9)?

- Co znamené dosiahnut svetlohneda farbu (krok 10)?

Skusend kucharka by mohla povedat: ,,VSetko je tplne jasné, jednoduchsie
to uz ani nemozno opisat.“ Ale niekto, kto sa prvykrat v zivote chysta piect
kolac¢, sa eSte stdle moze citit neisty a potrebuje radu a pomoc. A to na-
priek tomu, ze nas recept je opisany jednoduchsie ako vo va¢sine kucharskych
knih. Co si myslite o typickych pokynoch (prikazoch) beznych receptov, ako
napriklad

e ZmieSajte bez otalania mierne ochladeni Zelatinu a kyslé mlieko
a dobre ich premiesajte!

Samozrejme nemozeme sa uspokojit s tym, ze nas recept budi povazovat za
algoritmus len skuseni kuchari a ostatni mu nebudui dostato¢ne rozumiet.
Da sa prepisat recept tak, aby ho vnimali vSetci ako algoritmus? Uz vieme,
ze algoritmus je postupnost takych prikazov, ktoré musi byt schopny kazdy
spravne zrealizovat.

To znamena:

Najskor sa musime dohodnit na nejakom zozname ¢innosti (op-
erdcii), ktoré dokdze s istotou vykondvat kazdy zdujemca o pecenie
a varenie.

Takyto zoznam musi obsahovat v prvom rade nasledujice ¢innosti (prikazy),
ktoré su také jednoduché, ze ich dokaze zvladnut aj na tento tucel skonstruo-
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vany robot, ktory nem4 tuSenia o kucharskom umeni a nie je schopny im-
provizacie.

e Nalej x lyziciek vody (alebo inej tekutiny) do nadoby!
e Rozdel vajic¢ko na Zitko a bielko!

e Zohrej ruru na x °C

e Pe¢ v rire y mindGt pri teplote x °C!

e Odvaz x gramov miky a daj ju do nadoby!

e Nalej x litrov mlieka do konvice!

e Var y minat!

e MieS3aj so STahafom x minuat!

e ZmieSaj obsah dvoch nadob.

Ur¢ite vam pride na um eSte mnozstvo dalsich aktivit, ktoré mozeme pok-
ladat za tak jednoduché, ze takmer kazdy, kto chce piect a varit, je schopny
ich vykonavat bez pomoci. Nasou nasledujicou tlohou je prepisat aspon ¢ast
nasho receptu tak, aby recept pozostaval len z jednoduchych ¢innosti.

Vyskisajme to s krokom 4 nasho receptu. Tento krok prepiseme na postup-
nost siedmych jednoduchsich krokov.

4.1 Daj tri Zitka do nadoby G!

4.2 Daj 1g soli do nadoby G!

4.3 Daj 6 lyziciek vody do hrnca T!
4.4 Zohrej vodu v hrnci T na 60 °C.
4.5 Prelej vodu z hrnca T do nadoby G!

V tomto okamihu ale nie je jasné ako zrealizovat nasledujuci prikaz: ,,Uslahaj
z nich pevny sneh!“. NaSou tlohou je miesat dovtedy, pokial sneh z bielok
nebude pevny. Jedna z moznosti je, na zdklade sktsenosti odhadnut cas
mieSania. Ak trva priblizne 2 minity pokym je sneh pevny, tak mozeme
pouzit nasledovny prikaz.

4.6 MieSaj obsah nadoby G dve minuty!

Takyto prikaz ma ale aj svoje rizika. Cas vyhotovenia pevného snehu zavisi
od toho, ako rychlo a s akymi pomocnymi prostriedkami kuchar miesa. Asi by
nam bolo milSie prestat mieSat priblizne vtedy, ked obsah nadoby dostato¢ne
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spevnel. Co na to potrebujeme? Okrem schopnosti vykonévat isté ¢innosti,
musime byt schopni vykonavat aj testy a v zavislosti od vysledku testu prijat
rozhodnutia, ako v praci dalej pokracovat. Testovanie nam umozni rozpoz-
nat okamih, ked sa sneh stava pevnym. Ak pri testovani zistime, Ze sneh
nie je dostato¢ne pevny, tak budeme eSte isty ¢as pokracovat v slahani, a
potom znova testovat. Ak pri testovani zistime, Ze sneh je dostato¢ne pevny,
ukonc¢ime pracu na realizacii kroku 4 a pokracujeme s pracou na uskutoc¢neni
prikazu 5.

Ako sa da tento postup zapisat ako postupnost jednoduchych prikazov?
Napriklad nasledovne.

4.6 MieSaj obsah nadoby G po dobu 10s.!

4.7 Dtestuj, ¢i je obsah nddoby G pevny!
Ak ANO, pokra&uj krokom 5!
Ak NIE, pokracuj krokom 4.6!

4.4

4.6

Obsah G
slahaj 10s

Je obsah G
tuhy?

obr. 2.1

Pri tomto postupe sa k mieSaniu v 4.6 vraciame tak dlho, pokial nedosi-
ahneme vytyceny stav snehovej masy. V odbornej terminologii informatiky
nazyvame ¢ast opisu 4.6 a 4.7 cyklom, v ktorom sa opakuje ¢innost 4.6 tak
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dlho, pokial nie je splnena podmienka 4.7. Pre lep§iu predstavu ¢asto pouZi-
vame graficki reprezentaciu, ako na obrazku 2.1. Graficki reprezentaciu
nazyvame diagram.

Da sa ale test 4.6 tak Tahko realizovat? Rovnako ako v pripade jednoduchych
akcii, sa musime najprv dohodnit na starostlivo zvolenom zozname jednodu-
chych testov. Test 4.6 sa da napriklad jednoducho zrealizovat tak, Ze nozom
sa pokusime bielkovii masu rozrezat, ak sa to podari, sneh uz je pevny. Za
jednoduché testy mozeme povazovat napriklad nasledovné overovania:

e Over, ¢i tekutina v hrnci ma& aspoi x °C!

e Over, ¢i v mase v nadobe bude ,stat lyzicka“!

e V4Zi obsah nadoby prave x g7

Uloha 2.1 Vyberte z vagej kuchérskej knihy recept na zhotovenie vasho obl'ibeného
jedla. Zostavte vlastny zoznam jednoduchych ¢innosti a testov a prepiste V&S re-
cept tak, aby absolvoval len jednoduché aktivity z Vasho zoznamu!

Uloha 2.2 Vasou tlohou je zohriat 11 vody na 90 °C. K dispozicii méte nasledovné
operacie:

e Postav hrniec T na x sek@ind na horiicu platiiu a potom ho
z platne odstav!
e Nalej x litrov vody do hrnca T!

K dispozicii mate tiez nasledujuci test:
e Ma voda v hrnci aspoii x °C?

Napiste algoritmus na zohriatie 1 litra vody na 90 °C len pomocou vy$Sie uvedeného
testu a prikazov! Pritom musite zabezpedit, aby voda po dosiahnuti 90 °C neostala
stat na platnicke dlhsie ako 15 sekand.

Ci verite alebo nie, ak ste vyriesili tieto dve tlohy, tak ste uz trocha pro-
gramovali. To najdolezitejSie, ¢o sme sa naucili pri peceni marhulového
kolaca je, ze o algoritmoch nemozeme hovorit, pokial najskor jednoznacne
neur¢ime, ¢o st zakladné kamene, z ktorych moézeme algoritmy vytvarat.
Zakladnymi stavebnymi prvkami algoritmov si na jednej strane jednoduché
¢innosti, ktoré je kazdy bezpochyby schopny zrealizovat a na druhej strane
jednoduché testy, ktoré vie uskutocnit takisto kazdy:.
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2.3 A ako je to s algoritmami pre pocitac?

V tejto ¢asti bude nasim cielom upresnit nase predstavy o tom, ¢o je algorit-
mus prostrednictvom sktimania podobnosti a rozdielov medzi algoritmickym
varenim a algoritmickym pocitanim na pocitaci.

Presne tak, ako pri vareni, musime sa aj pri poc¢itacovych algoritmoch najprv
dohodnut na nejakom zozname zakladnych ¢innosti (operécii), ktoré pocitace
vedia vykonédvat. Pocitace nemaji inteligenciu a ani schopnost improvizo-
vat. To znacne zjednoduSuje naSu tulohu, pretoze vdaka tomu musi byt re¢
pocitacov velmi jednoducha. Nikto nepochybuje o tom, Ze pocitate mozu
s¢itavat, odcitavat, nasobit a delit ¢isla a tiez ¢isla navzajom porovnavat. V
prvom pripade zvykneme v informatickej terminologii hovorit o aritmetick-
ych operéaciach s ¢islami, ktoré ovlada v podstate kazda kalkulacka. Tieto
jednoduché operacie spolu so schopnostou ¢itat vstupné tudaje a vypisovat
vysledky postacuju na to, aby sme kazdy algoritmus dokazali zapisat ako
postupnost takychto operacii (akcii).

Pozorujeme teda, ze kucharske algoritmy a aj pocitacové algoritmy nie si
ni¢im inym, ako postupnostami jednoduchych tkonov (operacii). Medzi re-
ceptami a algoritmami v informatike existuje ale jeden podstatny rozdiel. Re-
cepty ako algoritmy pecenia maju ako vstup suroviny a vysledkom je kolac.
Jediny ich mozny vstup je presny zoznam surovin potrebnych na pecenie
daného kolaca. Pri algoritmickych problémoch je to inak. Uz vieme, ze al-
goritmicky problém v typickom pripade pozostava z nekone¢ného mnozstva
pripadov daného problému. Priklad algoritmického problému je rieSenie
kvadratickych rovnic v tvare

ar’> +bxr +c=0.

Vstupom su tri ¢isla a, b a ¢, ktoré jednoznacne opisuji dania kvadraticka
rovnicu, a ktoré predstavuju jednotlivé vstupy pre spracovanie kvadratickej
rovnice. Ulohou je najst vSetky také ¢isla x, ktoré tato rovnicu splhaju.

Konkrétnym pripadom tohto problému je napriklad nasledujica kvadraticka
rovnica:
2 —52+6=0.

Mame a = 1,b = —5 a ¢ = 6. RieSeniami tejto rovnice st x1 = 2 a x5 = 3.
Dosadenim mozeme Tahko overit, Ze

22 _5.246=4—-104+6=0
32-5.3+46=9—-154+6=0
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a teda, Ze ; a o st skutocne rieSeniami kvadratickej rovnice 22 —5x+6 = 0.
Pretoze existuje nekone¢ne vela ¢isel, mame aj nekonecne vela moznosti,
ako zvolit koeficienty kvadratickej rovnice a,b a ¢. Od algoritmov na riesenie
kvadratickych rovnic pozadujeme, aby vedeli vypocitat rieSenie pre kazdé a, b
a ¢, teda pre kazda kvadraticka rovnicu.

Dopracovali sme sa k druhej zékladnej poziadavke na formulaciu definicie
algoritmu.

Algoritmus na riesenie vgpoctovej ulohy (problému) musi zaruco-
vat korektné spracovanie kazZdého mozného pripadu problému. Ko-
rektné spracovanie znamend, Ze algoritmus pre kaZdy vstup vy-
pocita v konecnom case spravny viysledok.

Uvazujme teraz nejaky algoritmus na rieSenie kvadratickych rovnic. Z mate-
matiky poznadme nasledovné vzorce na vypocet rieSeni:

—b+ Vb2 — 4ac

= 2a
—b — /b?% — 4ac
Ty = )
2a

ak b — 4ac > 0. Ak V? — 4ac < 0, neexistuje Ziadne realne' rieSenie danej
rovnice. Tieto vzorce poskytuju nasledovni vSeobecni metodu na rieSenie
kvadratickych rovnic.

Vstup: Cisla a,b a c reprezentujice kvadratickd rovnicu az? + br + ¢ = 0.
Krok 1: Vypocitaj hodnotu b — 4ac.

Krok 2: Ak b? — 4ac > 0, tak vypocitaj

_ —=b+ Vb —4ac

1 2a
—b—Vb? — 4dac
To = .
2a

Krok 3: Ak b? — 4ac < 0, napis ,,Neexistuje ziadne realne rieSenie®.

Uverme teraz matematikom, ze tato metoda skutocne funguje. Na to, aby
sme ju vedeli prepisat do formy pocitacového algoritmu to aj tak nepotrebu-
jeme vediet.

IDovodom je, Ze nemodzeme odmocnit zaporné &islo.
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V skutoc¢nosti chceme napisat tuto metédu ako program. Pod pojmom pro-
gram rozumieme postupnost pocitacoviych instrukcii, ktoré si napisané v
tvare, ktory je pre pocitac¢ zrozumitelny. Medzi pojmami , program‘ a ,al-
goritmus” existuju dva principialne rozdiely.

1. Program nemusi byt reprezentaciou nejakého algoritmu. Program moze
byt aj nezmyselna postupnost instrukcii, ktord nevedie k ziadnemu
cielu.

2. Algoritmus nemusi byt vzdy zapisany vo formélnom jazyku pocitaca,
pod ktorym rozumieme nejaky programovaci jazyk. Algoritmus mozeme
popisat aj v prirodzenom jazyku, alebo v metajazyku matematiky.
Napriklad pokyny ,,vynasob a a b alebo ,,vypocitaj /¢ st pripust-
né pri opise algoritmu, zatial ¢o v pripade programu musia byt tieto
pokyny zapisané vo formalizme daného programovacieho jazyka.

Poznamenajme, ze prvy rozdiel je kltucovy a poukazuje na to, ze algorit-
mus vzdy spajame s vypoc¢tovou tlohou, ktora riesi. Program nemusi byt
nevyhnutne spojeny s rieSenim nejakého problému, ide len o postupnost ko-
rektne zapisanych pocitacovych instrukcii. Druhy rozdiel je len nasou do-
hodou, ze algoritmy smieme zapisovat jednoduchsie, aj bez pouzitia formal-
nych jazykov. V podstate ale vyZzadujeme, aby sa dal kazdy algoritmus for-
malne presne napisat vo forme programu.

Pod programovanim? rozumieme c¢innost, pomocou ktorej prepisujeme al-
goritmy do formy programov. Aby sme pochopili, ako pracuje pocitac, a aby
sme tiez videli, ako mozno dosiahnut zlozité spracovanie informécii pomocou
postupnosti velmi jednoduchych operacii, budeme teraz trochu programovat.

Tak ako pri peceni a vareni, za¢neme zostavovanim listiny obsahujicej vsetky
povolené zakladné operacie (¢innosti). Operacie budeme zapisovat v tvare
nasho programovacieho jazyka ,NAZORNY*, ktory sme vyvinuli kvoli na-
zornej prezentacii. Vysvetlujic vyznam jednotlivych instrukeii, ukazeme, ako
mozno jednoducho modelovat pocita¢ a ¢o presne sa v tomto pocita¢ovom
modeli odohrava pri vykonavani jednotlivych instrukeii.

Pocitac si predstavime do istej miery idealizovane tak, ako je nakresleny na
obrazku 2.2.

Pocita¢ pozostava z nasledujicich casti:

2V girSom zmysle mozeme pod programovanim rozumiet nielen implementéciu algoritmu,
ale i vyvoj algoritmu na rieSenie tlohy spolu s jeho implementaciou v danom programova-
com jazyku.
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vstupné hodnoty
zoradené v rade

¢itanie vstupu POCITAC
N2
Pamiit
Register(0) Register (1)
Register(2)
CPU Register(3)
Register(4)
Vykonavanie -
instrukeif Register (5)
Register(6)
program zapisany|

v riadkoch

1
2

m

zapisovanie/tla¢

[TTTT

obr. 2.2

e Pamiit, ktora pozostava z vel'kého poctu pamétovych jednotiek. Tieto
paméitové jednotky nazyvame registre. Registre st oc¢islované klad-
nymi celymi ¢islami (obr. 2.2). Kazdy register moze byt pouzity na
zapaméatanie jedného ¢isla. Na zaciatku vypoctu obsahuju vsetky reg-
istre ¢islo 0. Poradové ¢islo registra nazyvame jeho adresou. Napriklad
¢islo 112 je adresou registra Register(112). Mozeme si to predstavit
ako ulicu s postupne ocislovanymi domami len na jednej strane.

° Speciélny register Register(0), ktory obsahuje ¢islo riadku programu,
ktory sa prave spracovava, alebo sa ma prave zacat spracovavat.

e Specidlna pamét na zapamétanie programu. Program pozostava z ri-
adkov a kazdy riadok obsahuje prave jednu pocitacova instrukciu.

e Centréilna procesorova jednotka, nazyvana CPU. CPU je prepojené ko-
munika¢nymi kanalmi so vSetkymi ¢astami pocitaca. CPU pracuje v
takzvanych CPU cykloch. Na zaciatku cyklu si najprv precita aktudl-
ny riadok programu, ktorého poradové ¢islo je v registri Register (0).
Potom si neché poslat udaje (pamétové obsahy) tych registrov, ktoré si
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argumentami v danej operacii. Na zaslanych adajoch vykona dani op-
eraciu a ulozi vysledok do vyznaceného registra. Nakoniec zmeni obsah
registra Register(0) tak, aby obsahoval ¢islo toho riadku programu,
ktory sa méa vykonat v nasledujiucom cykle.

Okrem toho je pocita¢ spojeny so svojim okolim. Vstupné udaje (Cisla)
¢akaji v rade a pocita¢ si moze vidy precitat prvy udaj (¢islo) v rade a
zapaméitat ho v nejakom registri. Pocita¢ ma tiez takzvanu vystupnu pasku,
na ktord moze vypisovat vysledky.

Pozrime sa este raz na podobnost s kuchynskymi receptami. Hardware poci-
taCa je kuchyha. Registre paméte su nadoby Tubovolného druhu: hrnce,
misky, pohare, taniere, atd. Kazda nddoba mé svoje jednoznacné meno, rov-
nako ako maju registre svoje adresy. Takze je vzdy jasné, o ktorej nadobe sa
hovori. Pamét s programom je stranka papiera, na ktorom je napisany recept.
CPU sme my, alebo kuchynsky robot so vSetkymi zariadeniami a nastrojmi,
ako rura, sfahac¢, mikrovlnka, platnicky, atd., ktoré su k dispozicii. Obsah
registra Register(0) je pre nas aktuilna poznadmka o tom, kde sa prave pri
vykonéavani receptu nachadzame. Vstupy lezia v chladnicke, mraznicke, alebo
v §pajzi. V beznom pripade sice suroviny nie si usporiadané do radu, ako
nase vstupy. Ale ni¢ nam nebrani pred varenim povyberat vSetky suroviny a
postavit ich do radu podla poradia, v ktorom ich budeme potrebovat. Vyst-
up nezapiSeme na pasku, ale polozime na jedalensky stol.

Pri peceni a vareni sme sa naucili, ze prvym a zaroven hlavnym krokom k
Specifikdcii pojmu algoritmus je dohodnut sa na zozname realizovatelnych
instrukeii (pokynov, ¢innosti, operacii). O ich vykonatelnosti musime byt
vSetci presvedcCeni. V nasledujicom budeme zo vSetkych uvedenych synonym
uprednostiiovat pojem instrukcie.

Pocitacové instrukcie opiSeme radsej v prirodzenom jazyku ako v jazyku poci-
taca v takzvanom pocitacovom kode. Zac¢nime s operaciami ¢itania.

(1) NaZitaj do Register(n).

Realizovat tuto operaciu, znamené zapamétat si v n-tom registri prvé
¢islo zo vstupného radu. Pritom sa toto ¢islo zo vstupného radu vymaze
a na prvu poziciu v rade sa dostane doteraz druhé ¢islo vstupného radu.

Priklad 2.1 V rade ¢akaju tri ¢isla 114, -67 a 1. (pozri obr 2.3). V pamiti
obsahuju vSetky registre ¢islo 0. Register (0) obsahuje ¢islo 3. Teraz ideme
realizovat nasledovnu ingtrukciu

Nac¢itaj do Register(3)
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z tretieho riadku programu. Po jej zrealizovani obsahuje Register(3) c¢islo
114, ktoré stalo prvé vo vstupnom rade. Vo vstupnom rade cakaju este -67
a 1. Obsah registra Register(0) sa zvysi o 1 na 4, pretoze po vykonani
instrukcie tretieho riadku ma pocita¢ pokracovat vykonavanim instrukcie v
nasledujicom, stvrtom riadku.

Priebeh vykonavania tejto instrukcie je znazorneny na obrazku obr. 2.3. Na
tomto obrazku neznazoriujeme cely pocitac¢, ale stustredime sa len na pamét
a vstupny rad, ktorych obsahy sa menia v priebehu vykonavania instrukcie
Citania.

1

—67 1

114 —67
Register(0) 3 Register(0) 4
Register(1) 0 Register(1) 0
Register(2) 0 Register(2) 0
Register(3) 0 Register(3) 114
Register(4) 0 Register(4) 0
Register(5) 0 Register(5) 0

(a) (b)

obr. 2.3

|

Nasledujtca in§trukcia nam umoziuje ulozit do registrov konkrétne ¢isla bez
toho, aby sme ich museli ¢itat zo vstupného radu.

(2) Register(n) « k

Tento prikaz pozaduje, aby sme si v n-tom registri zapamaétali (do n-
tého registra ulozili) ¢islo k. Pri realizécii tejto inStrukcie sa povodny
obsah n-tého registra vymaze. Vstupny rad sa nemeni.
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Priklad 2.2 Register Register(50) obsahuje ¢islo 100. Po vykonani in-
Strukcie

Register(50) « 22

obsahuje Register(50) ¢islo 22. Byvaly obsah 50-teho registra, hodnota 100,
sa vymaze bez toho, aby sa niekde inde zapamaétal. Jeho povodny obsah sa
definitivne strati.

Ak je nasledujuca instrukcia
Nac¢itaj do Register(50)

a ako prvé je vo vstupnej rade ¢islo 7, tak vykonanim tejto instrukcie prepiseme
¢islo 22 v 50-tom registri na ¢islo 7. a

Uloha 2.3 Vo vstupnom rade st &sla 11, 12, a 13. Obsah registra Register (0)
je 1. Register(2) obsahuje cislo 1117 a Register(3) obsahuje ¢islo 21. Vsetky
ostatné registre obsahuju ¢islo 0.

a) Nacrtnite tuto situaciu (stav pocitac¢a) podobne ako na obrazku obr. 2.3.
b) Vykonajte nasledujuci program:

1 Nalitaj do Register(1)

2 Register(2) « 100

3 Nacitaj do Register(3)

4 Natitaj do Register(2)

Vypiste obsahy vSetkych registrov a vstupnej rady po vykonani jednotlivych in-
Strukcii.

Teraz predstavime aritmetické operacie, ktoré je schopny vykonavat nas poci-
tacovy model.

(3) Register(n) <« Register(j) + Register (i)

Jej vyznam je takyto. Spocitaj obsahy registrov Register (i) a Regi-
ster(j) a vysledny stucet uloz do registra Register(n). Pri vykoné-
vani tejto inStrukcie sa povodny obsah n-tého registra prepiSe vysled-
kom scitania. Ostatné registre nemenia svoj obsah. Vynimkou je len
Register(0), ktorého obsah sa zvysi o 1, ¢o znamené, ze vykonavanie
programu pokracuje v nasledujicom riadku. Vstupny rad zostava tak-
isto nezmeneny.

Priklad 2.3 Uvazujme situaciu, v ktorej mame ¢islo 5 v registri Register (0)
a kazdy Register (i) obsahuje ¢islo i pre i = 1,2,3,4,5 (obr. 2.4a). Vsetky
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ostatné registre obsahuju ¢islo 0. Piaty riadok programu obsahuje nasledu-
jucu instrukciu:

Register(7) <« Register(1l) + Register(4)

Obréazok 2.4b ukazuje situaciu, ktora nastane po vykonani tejto operacii s¢i-
tania.

Register(0) 5 Register(0) 6
Register(1) 1 Register(1) 1
Register(2) 2 Register(2) 2
Register(3) 3 Register(3) 3
Register(4) 4 Register(4) 4
Register(5) 5 Register(5) 5
Register(6) 0 Register(6) 0
Register(7) 0 Register(7) 5
(a) (b)

obr. 2.4

Cislo 1 z prvého registra a ¢islo 4 zo stvrtého registra sa séitaji (1+4=5) a
do siedmeho registra sa ulozi vysledok 5. Obsahy registrov Register(1) a
Register(4) sa pritom nezmenia. Obsah 0-tého registra sa zvysi z 5 na 6.

Predstavme si situaciu, ked je v Siestom riadku programu nasledujuca in-
strukcia:

Register(7) <« Register(l) + Register(7).

Obsah prvého registra je 1 a obsah siedmeho registra je 5. To znamené, ze
pocitac¢ spocita 1+5=6 a do siedmeho registra ulozi ¢islo 6. Tym padom sa
vymaze povodny obsah 5 siedmeho registra. Na tomto priklade vidime, ze
vysledok sé¢itavania smieme ulozit tiez do jedného z tych registrov, v ktorych
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sa povodne nachadzali s¢itance. Pritom samozrejme stratime povodni hod-
notu jedného zo sc¢itancov. O

Uloha 2.4 Uvazujme situaciu po vykonani prvého séitania (piateho riadku) v prik-
lade 2.3. Tato situacia je znazornend na obrazku obr. 2.4b. Nacrtnite zodpoveda-
jucu situiciu po vykonani druhého scitania v Siestom riadku programu. Potom
vykonajte nasledujice tri operacie:

7 Register(3) « 101
8 Register(3) « Register(3) + Register(3)
9 Register(3) « Register(7) + Register(3)

Vypiste stav paméte, aky bude na konci, po vykonani vSetkych tychto instrukcii.

Podobne ako stucet mozeme realizovat aj nasledujice aritmetické operacie:
(4) Register(n) <« Register(j) - Register (i)

Vykonanie tejto operacie znamena, ze sa odc¢ita obsah i-teho registra
od obsahu j-teho registra a vysledok sa ulozi do n-tého registra.

(5) Register(n) <« Register(j) * Register(:)

Obsah registrov Register(j) a Register (i) sa vynasobi a vysledok
sa ulozi do n-tého registra.

(6) Register(n) <« Register(j) / Register (i)

Obsah j-teho registra sa vydeli obsahom i-teho registra a vysledok sa
zapamatad v n-tom registri.

(7) Register(n) <« (/Register(n)

Vypocita sa odmocnina ¢isla ulozeného v n-tom registri a vysledok sa
ulozi do n-tého registra.’

Uloha 2.5 Vo vietkych registroch okrem registra Register (0) je ulozené ¢islo 0.
Register(0) obsahuje ¢islo 1. Vo vstupnom rade stoja dve ¢isla a a b. Vysvetlite
vlastnymi slovami, aky vysledok je ulozeny v tretom registri po vykonani nasledu-
juiceho programu.

3Vypocitanie odmocniny nepatri medzi bezné zakladné pocitatové operacie. My ju
zahrnieme do nasho zdkladného zoznamu operéacii, pretoze ju potrebujeme pre vypocet
rieSeni kvadratickych rovnic. Samozrejme, ze pocitac je schopny vypocitat odmocninu
daného ¢isla. Tento vypocet sa ale realizuje pomocou programu, ktory je zostaveny len zo
zékladnych aritmetickych operacii.
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1 Nagitaj do Register(1)
2 Register(1) <« Register(1l) x Register(1l)
3 Naditaj do Register(2)
4 Register(2) «— Register(2) x Register(2)
5 Register(3) « Register(l) + Register(2)

Podobne ako v kucharskych receptoch, ani v pocitacovych algoritmoch, neb-
ude stacit len vykonavanie istych ¢innosti, akymi st v poc¢itac¢i napriklad arit-
metické operacie. Potrebujeme tiez moznost testovat a na zaklade vysledkov
testu urc¢it dalsi postup. V podstate nam stacia nasledovné dva zakladné
testy:

(8) Ak Register(n) = 0, tak pokraluj v riadku j

Ak sa obsah n-tého registra rovna 0, tak pocitac ulozi do 0-tého registra
¢islo 7, a tym padom pokracuje vykonavanim instrukcie v j-tom riadku.
Ak je obsah n-tého registra rozny od nuly, pocita¢ k obsahu 0-tého
registra pripocita jednotku, a tym padom pokracuje v nasledujicom
riadku.

(9) Ak Register(n) < Register(m), tak pokrafuj v riadku j

Ak obsah n-tého registra nie je vicsi ako obsah m-tého registra, tak
do 0-tého registra ulozime c¢islo j a pocita¢ pokracuje vykonavanim
instrukcie v j-tom riadku. V. opac¢nom pripade program pokracuje
vykonavanim inStrukcie v nasledujicom riadku.

Instrukcia
(10) Pokraluj v riadku j

je bezpodmiene¢nym prikazom na pokracovanie vykonavania programu
v j-tom riadku.

Okrem predchadzajicich instrukeii potrebujeme eSte prikazy na vypisovanie
vysledkov.

(11) Vystup « Register(y)
Obsah j-teho registra sa vypiSe na vystupné médium.
(12) Vystup « ,Text"
Na vystupné médium sa vypise Text v ivodzovkach. Napriklad prikaz

Vystup <« ,,Ahoj“
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sposobi, Ze sa na vystupné médium napise ,,Ahoj* (na vystupnej paske
sa objavi text ,,Ahoj*).

Posledné operacia je
(13) End

Tato operédcia znamena definitivne ukoncenie prace pocitaca na vykonavani
prikazov daného programu.

Uz sme pokrocili dost daleko na to, aby sme mohli naprogramovat algoritmus
na rieSenie kvadratickych rovnic. Informéaciu o zmenach obsahu jednotlivych
registrov kvoli prehladnosti uvadzame v kuceravych zatvorkéach.

Vstup: Cisla a,b, c
Program:

1 Nacitaj do Register(1)
{Register (1) obsahuje a}

2 Na¢itaj do Register(2)
{Register(2) obsahuje b}

3 Na¢itaj do Register(3)
{Register(3) obsahuje c}

4 Register(4) « 2
5 Register(5) « 4

6 Register(6) « -1
{Stav paméti je znazorneny na obrazku obr. 2.5}

7 Register(7) <« Register(2) * Register(2)
{Register(7) teraz obsahuje b?}

8 Register(8) <« Register(5) * Register(1)
{Register(8) obsahuje 4a}

9 Register(8) <« Register(8) * Register(3)
{Register(8) obsahuje 4ac}

10 Register(8) <« Register(7) - Register(8)
{Register(8) teraz obsahuje b* — 4ac a tym je ukoncené vykonévanie
prvého kroku metody na rieSenie kvadratickych rovnic.}

11 Ak Register(9) < Register(8), tak pokracuj v riadku 14
{Register(9) nebol zatial pouzity. Pretoze doposial nepouzité registre
obsahuju vzdy ¢islo 0, v pripade (ked méa kvadraticka rovnica rieSenie)



2.3 A AKO JE TO S ALGORITMAMI PRE POCITAC? 49

12
13

14

15

16

17
18

19
20

Register(0) 7
Register(1) a
Register(2) b
Register(3) ¢
Register(4) 2
Register(5) 4
Register(6) -1
obr. 2.5

b* — 4ac > 0 sa presiuva vykondvanie programu do riadku 14. Ked
b*> —4ca < 0 (ked kvadratickd rovnica nema Ziadne rieSenie), pokracuje
vypocet vykonavanim instrukcie v nasledujicom dvanastom riadku.}

Vystup < ,Neexistuje Ziadne rieSenie."

End
{Po oznameni neexistencie riesenia ukon¢i program svoju pracu.}

Register(8) <« /Register(8)

{Register(8) obsahuje teraz ¢islo v/b? — 4ac.}

Register(7) <« Register(2) * Register(6)
{Teraz obsahuje Register (7) &islo —b. Predchadzajtci obsah b? tohto
registra sa pritom vymazal. }

Register(6) <« Register(l) * Register(4)
{Situacia je nakreslena na obrazku obr. 2.6.}

Register(11) <« Register(7) + Register(8)

Register(11) <« Register(11) / Register(6)

{Teraz obsahuje Register(11) prvé rieSenie x; = 4—b+\/2lf—4ac.}
Vystup < Register(11)

Register(12) <« Register(7) - Register(8)
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Register(0) 17
Register(1) a
Register(2) b
Register(3) ¢
Register(4) 2
Register(5) 4
Register(6) 2a
Register(7) —b
Register(8) |V/b% —4ac
Register(9) 0
obr. 2.6

21 Register(12) <« Register(12) / Register(6)

{Teraz obsahuje Register (12) druhé rieSenie zp = 2=Y2=1ac 1

22 Vystup <« Register(12)
23 End.

Grafické znazornenie tohto programu najdeme na obrazku obr. 2.7.

Uloha 2.6 Urcite obsah vietkych registrov po ukon¢eni programu.

Uloha 2.7 Ak plati v> —4ac = 0, tak existuje len jedno rieSenie kvadratickej
rovnice a teda x; = x2. Upravte program tak, aby v tomto pripade vypisal text
,Existuje len jedno rieSenie a to“ a prislusné éislo 1. V pripade b?> — 4ac > 0
chceme, aby program dodatoc¢ne vypisal text ,,Existuji dve rieSenia“.

Uloha 2.8 Vysvetlite vlastnymi slovami, ¢o poéita nasledovny program.

1 Nacitaj do Register(1)
2 Natitaj do Register(2)
3 Nalitaj do Register(3)
4 Register(4) <« Register(l) + Register(2)
5 Register(4) « Register(3) + Register(4)
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Nacitaj do Register(1)
Nacitaj do Register(2)
Nacitaj do Register(3)

Register(4) «— 2
Register(5) «— 4
Register(6) «— —1

Register(7) <« Register(2)+Register(2)
Register(8) <« Register(5)+Register(1l)
Register(8) <« Register(8)+Register(3)
Register(8) <« Register(7)-Register(8)

Register(9) <Register(8)

NIE ANO
¥ ]
Vystup « ,RieSenie Register(8) <« ,/Register(8)
neexistuje Register(7) < Register(2)*Register(6)

Register(6) < Register(1)*Register(4)

!

Register(11) <« Register(7)+Register(8)
Register(11) « Register(11)/Register(6)
Vystup < Register(11)

Register(12) « Register(7)-Register(8)
Register(12) « Register(12)/Register(6)
Vystup <« Register(12)

End

End

obr. 2.7

6 Register(5) «— 3

7 Register(6) «— Register(4) / Register(5)
8 Vystup < Register(6)

9 End

Uréite a v tabulke znézornite vyvoj obsahov jednotlivych registrov po kazdom
kroku programu.

Uloha 2.9 Napiste program, ktory pre dané &islo 2 vypoéita nasledovna hodnotu:

322 — 7 + 11.
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Uloha 2.10 Napiste program, ktory pre dané 4 ¢isla a, b, ¢, vypocita hodnotu
ax® + bx + c.

Uloha 2.11 Napiste program, ktory pre dané 4 &sla a, b, c,d vo vstupnom rade
ur¢i ich maximum (najvicsiu z tychto 4 hodnot).

Nie je nevyhnutnostou zapisat kazdy algoritmus vo forme programu, len kvoli
tomu aby sme sa presvedc¢ili, ze ide skuto¢ne o algoritmus. Napriklad, ked
je na prvy pohlad zrejmé, Zze metoda na rieSenie kvadratickych rovnic sa da
realizovat pomocou aritmetickych operacii a testov na porovnavanie ¢isiel, a
ze tato metoda riesi kazdy pripad tejto tlohy, tak ju mozeme pokladat za
algoritmus.

Napisanie zodpovedagiceho programu (naprogramovanie algoritmu) povaZu-
jeme za transformdciu zdpisu algoritmu do reci pocitaca. 7 formalneho ma-
tematického hladiska ale moZno povazovat tato transforméciu prezentacie
algoritmu za dokaz strojovej (automatickej) realizovatelnosti daného algorit-
mu.

2.4 Ako neumyselne zakliat program na vecéné
bezvysledné pocitanie?

Jednou z najdolezitejSich poziadaviek na definiciu algoritmu na rieSenie ne-
jakého problému (tlohy) je, aby algoritmus vzdy svoju pracu ukonéil v ko-
nec¢nom ¢ase a na vystup dal vysledok. V odbornej informatickej terminologii
hovorime o zastaveni. Ak algoritmus A pracuje na vstupe x konec¢ne dlho
a potom svoju pracu na x definitivne ukon¢i, tak hovorime, ze algoritmus
A zastavi na pripade problému z. Ak algoritmus A zastavi na kazdom
moznom vstupe, tak hovorime, ze algoritmus A zastavi vzdy. Vyjadrené
slovami informatiky, od kazdého algoritmu vyzadujeme, aby vzdy zastavil.

Prirodzene mozete s po¢udovanim namietat: ,, To je predsa samozrejmé. Kto
by uz len vyvijal programy, ktoré pracuji nekonec¢ne dlho, désledkom c¢oho
nikdy nedaja ziadny vystup?“ Potrebujeme sa tym vobec zaoberat? Problém
je ale v tom, Ze nie je velké umenie vyvinit netmyselne program, ktory
pre nejaké Specialne, ale mozné vstupy za¢ne do nekonec¢na opakovat nejaky
cyklus. Ako sa moze nieco také stat profesiondlnemu programéatorovi? Velmi
T'ahko. Napriklad stac¢i ak zabudne zobrat do tvahy nejaké Specialne situacie,
ktoré mozu, sice zriedkavo, ale predsa len za istych okolnosti, nastat. Aby
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sme videli, ako Tahko sa nam cCosi také moze pritrafit, vrafme sa k nasim
kucharskym algoritmom.

Nagim cielom je, aby voda zovrela, a potom ju pouzit na pripravu ¢aju. Prit-
om chceme zaobchadzat opatrne s energiou a nenechat vodu vriet zbytocne
dlhsie ako 20 sekind. Na tento uc¢el moézeme navrhniat program znézorneny
na obréazku obr. 2.8.

Vodu v nadobe
zohrievaj 10s

Dosiahla
teplota vody
100°C 7

ANO

i

Zavar vodou Caj

End

obr. 2.8

Na prvy pohlad sa nam zdé, ze je vSetko v poriadku a algoritmus pokladame
za funkény. Ale len dovtedy, pokial sa nerozhodne tento recept na varenie
Caju pouzit nejaky horolezec na vrchole Matterhornu. V tejto nadmorskej
vyske je nizsi tlak, a teda voda vrie pri nizsej teplote a pri danom tlaku
nemoze dosiahnut teplotu 100°C. Takze test nasho programu nikdy nebude
splneny. Samozrejme, ze horolezec nebude v pravom slova zmysle varit ¢aj
donekonec¢na, lebo bud sa mu minie palivo, alebo sa vypari voda z hrnca.

Vsetci vidime, kde sa stala chyba. Jednoducho sme pri pisani receptu ne-
mysleli na tuto Specialnu situaciu. A presne to isté sa moze stat kazdému
programatorovi, ak nemysli neustale na vSetky pripady danej tlohy a na
vSetky mozné $pecidlne situéacie, ktoré mozu v priebehu vypoctov nastat. Z
podobnych dévodov spadla uz aj jedna raketa, lebo programatori neratali s
tym, Ze pri vypoctoch ich programov moézu vzniknut také velké ¢isla, ktoré
sa nezmestia do 32-bitového registra. Na ukazku ale uvedieme jednoduchsi
priklad.



54 KAPITOLA 2

Priklad 2.4 Na zaciatku obsahuje Register(0) ¢islo 1 a vSetky ostatné reg-
istre obsahuju ¢islo 0. Vo vstupnom rade cakaju ¢isla a a b. Naprogramovali
sme nasledujici program.

1 Nacitaj do Register(1)
Nac¢itaj do Register(2)
Register(3) « -1
Ak Register(1) = 0, tak pokracduj v riadku 8

Register(1l) <« Register(1l) + Register(3)

2
3
4
5
6 Register(4) «— Register(4) + Register(2)
7 Pokraluj v riadku 4

8 Vystup <« Register(4)

9 End

Zodpovedajuce grafické znazornenie programu nachadzame na obrazku obr. 2.9.

Nacitaj do Register(1)
Nacitaj do Register(2)
Register(3) « —1

Register(1)=10

ANO NIE

Vystup < Register(4) Register (1) < Register(1) + Register(3)
End Register(4) < Register(4) + Register(2)
obr. 2.9

Ulohou algoritmu je vypocitat siuéin a * b len pomocou séitania a odéitania.
V podstate nas program pocita

bbb+ .+,

a krat

t.j. spocitava a-krat hodnotu b.
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Uloha 2.12 Uvazujme konkrétne vstupy @ = 3 a b = 7. Vykonajte vypocet
programu na tomto vstupe. Zostavte tabulku, ktord ukazuje po kazdom kroku
vypottu (po vykonani kazdej instrukcie) stavy v8etkych registrov.

Ak a = 0, tak vysledok ma byt axb = 0+b= 0. To sa aj naozaj stane, lebo
a sa nacita do prvého registra a test vo stvrtom riadku potom vedie priamo
do 6smeho riadku, v ktorom program dé& na vystup obsah Stvrtého registra,
¢o je v tomto pripade cislo 0.

Ak a > 1, pripoc¢itame v Siestom riadku programu ¢islo b k obsahu Stvrtého
registra, v ktorom ma na konci ostat definitivny vysledok. V piatom riadku
programu pritom zmensime obsah prvého registra o hodnotu 1. V prvom
registri bolo povodne ulozené ¢islo a, a tak po ¢ opakovaniach cyklu pre ¢ < a
je v prvom registri ¢islo a — ¢ a vo Stvrtom registri je ulozené ¢islo

b+b+...+b=1-b.
—_————
i krat
Ak Register (1) = 0%, tak po opusteni cyklu vieme, Ze cyklus sme realizovali

prave a-krat a teda Register(4) obsahuje hladant hodnotu:

b+b+b+...4+b=ua-b.

a krat

Takze vidime, Ze sa nam podarilo vyvinat program, ktory dokéze nasobit dve
¢isla bez pouzitia operécie nasobenia zo zoznamu nasich zakladnych operacii.
To znamené, Ze ked z nasho zoznamu operécii vynechame operéciu nasobe-
nia, neoslabime schopnosti pocitaca, a teda ani ndSho pojmu algoritmus.

Program na obrazku obr. 2.9 m4 ale predsa jeden zadrhel. Na zaciatku sme
povedali, ze a a b su celé cisla. Co sa stane, ak je jedno z cisiel, alebo obe
¢isla a, b zaporné? Ak je b zaporné a a je kladné, cyklus sa zopakuje presne
a-krat a dostaneme spravny vysledok. Ak je ale a zaporné, bude program
donekonecna vykonavat cyklus. Preco? Register (1) bude obsahovat na za-
¢iatku zaporné cislo. V priebehu cyklu sa toto ¢islo bude vzdy o jednotku
zmenSovat, a teda obsah prvého registra sa nemoze nikdy zvacsit na hodnotu
0. O

Uloha 2.13 Ako moZno upravif program z obrazku obr. 2.9 tak, aby korektne
vynéasobil dve ¢isla a a b pomocou s¢itania a od¢itania, aj v pripade, ked je ¢islo a
zaporné?

Uloha 2.14 Pokuste sa napisat program, ktory vypoéita pre dve kladné celé ¢isla
a a b sicet a + b, len pomocou nasledujucich operacii
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Register (i) « Register(i)+1
Register(j) « Register(j)-1,

ktoré zvacsuju alebo zmenguju obsah registrov o jedna. Okrem tychto dvoch in-
Strukcii nie st v programe dovolené ziadne iné aritmetické operacie.

Nakoniec vidime, Ze vSetky algoritmy sa daji prepisat do programu, ktory
pouziva len testovanie obsahu registra na 0, pripoc¢itanie a odpocitanie jed-
notky a vstupno-vystupné operacie. 7 tohto uhla pohladu nemozno mat
ziadne pochybnosti o tom, Ze to, ¢o oznacujeme za algoritmy, mozno naozaj
automaticky realizovat na pocitaci.

Zvysok tejto kapitoly je venovany len tym, ktory by radi presnejsie vedeli,
ako vyzerd skutocny repertoar prikazov pocitaca. Na zaciatok upozornime
na to, ze z nasho doterajsSieho zoznamu treba vynechat operaciu pocitania
odmocniny. Na vypocitanie odmocniny nejakého ¢isla je nevyhnutné napisat
program, ktory ju vypocita len pomocou zakladnych aritmetickych operacii
+, —, % a /. Takyto program nebudeme pisat, pretoze to vyzaduje viac prace,
ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat.

Na druhej strane nam ale chyba este zopar instrukcii, ktoré na realizaciu
istych tuloh dokonca nevyhnutne potrebujeme. Uvazujme nasledujicu tlohu.
Ako vstup dostaneme postupnost celych ¢isiel. Vopred ale nevieme kolko
Cisiel sa nachddza v tejto postupnosti. Koniec postupnosti rozpozname len
vdaka dohode, Ze vSetky €isla v postupnosti su rozne od nuly a samotné ¢islo
0 oznacuje koniec postupnosti. NaSou tulohou je vSetky c¢isla tejto postupnos-
ti nacitat a postupne ulozitf do registrov Register(100), Register(101),
Register(102), atd. To znamen4, ze i-te ¢islo postupnosti mame ulozit do
registra s adresou 100 + ¢ — 1. Tento proces mame ukoncit, ak nacitame
¢islo 0. Pri pisani zodpovedajiceho programu by sme mohli vyskusat zacat
nasledovnym sposobom.

1 Nac¢itaj do Register(1)

2 Ak Register(1l) = 0, tak pokracuj v riadku [
3 Register(100) « Register(1)

4 Na¢itaj do Register(1)

5 Ak Register(1l) = 0, tak pokracuj v riadku []
6 Register(101) <« Register(1)

7 Na¢itaj do Register(1)
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8 Ak Register(l) = 0, tak pokraluj v riadku [J

9 Register(102) <« Register(1)

Nasa stratégia bude takdto. Nasledujtce ¢islo zo vstupného radu vzdy preci-
tame do Register(1) a ked je toto ¢islo rozne od nuly, tak ho ulozime do
najblizsieho volného registra od adresy 100 smerom nahor. Jedinou otazkou
je, ako pokracovat dalej. Ked je vstupné postupnost 17, —6, 0, musime pracu
ukoncit. Ak mé ale vstupné postupnost 10000 ¢isiel, mal by mat nas program
30000 riadkov. Nevieme ale, kedy mame ukoncit pisanie programu, a teda ani
nevieme, do ktorého riadku mame napisat inStrukciu END. Preto sme pouzili
v programe oznacenie L], lebo sme jednoducho nevedeli, do ktorého riadku
mozeme END ulozit. Jedno je ale jasné. Nemozeme napisat nekonecny pro-
gram. Vychodiskom by mohlo byt pouzitie cyklu znazorneného na obrazku
obr. 2.10.

Nacitaj do Register (1)

Register (1)=0

ANO NIE
End Register (A) « Register(1)

Nacitaj do Register (1) —

obr. 2.10

Problém je len v tom, Ze nevieme, v ktorom registri Register(A) mame
ulozit prave nacitané ¢islo. Adresa /A nemoze byt stale ta ista, pretoze si
chceme zapamétat vSetky ¢isla postupnosti, teda kazdé ¢islo na int adresu.
V podstate mame v i-tom prechode cyklom ulozit naposledy precitané ¢islo
do registra s adresou 100 + ¢ — 1. To ale nemdzeme zrealizovat, pretoZze nase
instrukcie nam umoziujia nahradit symbol A len jednym konkrétnym ¢islom,
ktoré sa nemeni.

7 tychto dovodov maju pocitace v zakladnom vybaveni instrukcie takzvanej
nepriamej adresacie. Vykonanie instrukcie
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(14) Register(Register(i)) « Register(j)

pre adresy ¢ a j sposobi, ze sa obsah j-tého registra ulozi do registra, ktorého
adresa je obsahom i-teho registra.

Je to komplikované? Pozrime sa na to na konkrétnom priklade. Nech obsah
registra Register(3) je 112 a obsah siedmeho registra je 24. Pocita¢ méa
vykonat prikaz.

Register (Register(3)) <« Register(7).

Najprv si pocitac¢ pozrie obsah tretieho registra a zisti, Ze tento obsah je 112.
Potom uz len vykonad nam znédmy prikaz.

Register(112) « Register(7).

Takze cislo 24, ktoré je obsahom siedmeho registra sa zapaméta v registri
Register(112). Okrem nového obsahu 24 v 112-tom registri sa nemeni
obsah Ziadneho registra okrem nultého, ktorého hodnota sa ako zvycajne
zvysi o 1.

Uloha 2.15 Pre vidsinu doteraz predstavenych pocitacovych instrukeii existuje
variant s nepriamou adresaciou. Pokuste sa sami vysvetlit vyznam nasledujicich
prikazov:

a) Register (k) <« Register(Register(m))
b) Register(Register(i)) «— Register(l)*Register(j).

Pomocou nepriamej adresacie sa da vyriesSit aj nas problém, ked si chceme
zapamitat neznamy pocet idajov. RieSenim je program na obrazku 2.11. V
druhom registri mame stale ulozent aktualnu adresu, na ktora chceme ulozit
nasledujtce ¢islo zo vstupného radu. Na zaciatku do druhého registra ulozime
adresu 100 a po kazdom zapamétani d'alsieho ¢isla, zvySime o jednotku obsah
druhého registra. Cislo 1 je po cely ¢as ulozené v trefom registri.

Uloha 2.16 Vo vstupnom rade ¢akaju éisla 113,-2,20,8,0. Simulujte krok po kroku
program na obrazku 2.11 a nacrtnite pritom aktualne obsahy registrov s adresami
0,1,2,3,100, 101, 102, 103, 104 a 105. Predpokladame, Ze zaciatku vsetky registre
obsahuju ¢islo 0.

2.5 Zhrnutie, alebo ¢o sme sa tu naucili

Ci mi to verite, alebo nie, ak ste tspesne vyriesili sformulované tlohy, tak ste
uz aj trochu programovali, a teda ste si aj vybudovali aki-taka predstavu
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l

Register(3) « 1
Register(2) « 101

1

Nacitaj do Register (1)

Register(1)=10

ANO l\;lIIE
End Register(Register(2)) < Register(1)
'
Register(2) « Register(2) 4 Register(3)
v
Nacitaj do Register(1) —

obr. 2.11

o tom, ¢o to znamend pracovat ako programétor. To ale nebolo hlavnym
cielom tejto kapitoly.

Nagim cielom bolo ujasnit si vyznam pojmu algoritmus v zmysle formalizacie
pojmu metody. Pochopili sme, Ze nase ocakavania na definiciu tohto pojmu
zodpovedaju nasledujicim poziadavkam:

1. Metoda ako algoritmus na rieSenie nejakého problému sa musi dat
uspesne aplikovat aj ked jej uzivatel nie je expertom na rieSenie daného
problému. Jednoducho netreba rozumiet preco algoritmus dosiahne
stanoveny ciel. Staci, ak vieme vykonéavat jednoduché ¢innosti, z ktorych
je algoritmus zostaveny. V definicii algoritmu musia byt uvedené v zoz-
name inStrukcii a musi platit vSeobecny konsenzus o tom, ze kazdé z
tychto instrukeii (¢innosti) je taka jednoduchd, Ze sa da vykonavat au-
tomaticky (strojom).

2. Algoritmus nenavrhujeme s cielom vyriesit nejaky Specificky pripad
problému. Algoritmus na rieSenie daného problému musi byt schop-
ny uspesne riesit vSetky mozné pripady problému, ktorych je bezne
nekone¢ne vela. (Na zopakovanie: Problém je vSeobecne postavena
uloha, ako triedenie cisiel, alebo riesenie kvadratickych rovnic. Pripad
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problému je konkrétna tloha ako ,,Usporiadaj vzostupne ¢isla 1,7, 3, 2, 8¢
alebo ,,Najdi riesenie kvadratickej rovnice 22 — 3z + 5 = 0%.)

3. Pre algoritmus na rieSenie daného problému musime mat istotu, ze ten-
to algoritmus opisuje Gspesni cestu rieSenia kazdého pripadu problému.
To znamen4, ze algoritmus ukon¢i pracu na kazdom vstupe v kone¢nom
case a jeho vystup vzdy zodpoveda spravnemu vysledku.

Kazdy algoritmus sa da zapisat ako program v nejakom programovacom
jazyku. Program je takym opisom algoritmu, ktory je zrozumitelny pre poci-
ta¢. Pritom pojem program nie je synonymom pojmu algoritmus. Program
nie je ni¢ iné, ako postupnost instrukcii. Tato postupnost instrukcii nemusi
davat ziadny zmysel. Napriklad vykonévanie nejakého programu moze viest
k nezmyselnym vypoctom, ktoré neriesia ziadny problém, alebo k nekone¢né-
mu opakovaniu jednej a tej istej ¢innosti.

Vzorové rieSenia k vybranym tloham

Uloha 2.2 Kuchérsky algoritmus na zohriatie 1 litra vody na asponi 90°C mozeme
opisat takto:

1 Nalej 1 liter vody do hrnca H.

2 Postav hrniec H na 15 sekiind na horidcu platnicku
a potom ho z platnicky zodvihni.

3 Ak teplota vody dosiahla aspoii 90°C, ukonli précu.
Ak nie, pokraluj v praci Cinnostou 2.

Uloha 2.3 Stav pamiiti po vykonavani jednotlivych indtrukcii nazorne priblizime
pomocou nasledujicej tabulky.

1 2 3 4 5
Vstup 11,12,13 | 12,13 | 12,13 | 13
Register(0) 1 2 3 4 |5
Register(1) 0 11 11 11 |11
Register(2) 1117 1117 | 100 | 100 | 13
Register(3) 21 21 21 12 | 12
Register(4) 0 0 0 010

Prvy stipec tabulky zodpoveda situécii pred §tartom programu. Stipec i+ 1 opisuje
stav paméti a vstupného radu tesne po vykonani ¢-tej instrukcie programu, teda
pred vykonavanim (i 4 1)-tej inStrukcie.
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Uloha 2.8 Dany program najprv nagita tri hodnoty zo vstupného radu (instrukcie
Potom vypocita ich sicet a ulozi ho do Stvrtého regis-
tra (riadky 4 a 5). V riadkoch 6 a 7 sa vypocita priemer nacitanych hodnot a
vysledok sa ulozi do Siesteho registra. Prikaz v 6smom riadku vypiSe vypocitany
priemer na vystup. Nasledujuca tabulka, podobne ako tabulka v ulohe 2.3, ukazuje
vyvoj situacie po vykonani jednotlivych instrukcii. Aby sme zvysili prehladnost,
uvadzame hodnoty registrov len vtedy, ak sa zmenil v tomto kroku vypoctu ich

v riadkoch 1,2, a 3).

obsah.

Vstup
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b, c

Register(0
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Register(1

Register(2

Register(4
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Vystup
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Vela by sa toho vo svete neudialo, keby sme sa neustéle
iba strachovali aké désledky bude mat nage usilie.
Georg Christoph Lichtenberg

Kapitola 3

Nie je nekonec¢no ako nekonec¢no, alebo
preco je nekonec¢no v informatike
nekonecne dolezité?

3.1 Preco potrebujeme nekonec¢no?

Nam znamy vesmir je konecny a vacsSina fyzikalnych teorii je zalozenéd na
predstave konecného vesmiru. Vsetko to, ¢o vidime, ¢oho sa dotykame a s
¢im prichadzame do kontaktu je konecné.

Na co je potom dobré nekonecno?
Je nekonecno nieco neprirodzené a vykonstruované, jednoducho
hracka matematiky?

Napriek moznym pochybnostiam pri prvom stretnuti s konceptom nekonecna,
dovolime si tvrdit, ze nekone¢no je tspesny nastroj na skimanie redlneho
konec¢ného sveta. NaSe prvé stretnutie s nekonecnom absolvujeme viacsinou
uz na prvom stupni zékladnej skoly, kde sa zoznamujeme s mnozinou vsetkych
prirodzenych ¢isiel

N=1{0,1,2,3,...}.

Zakladny princip definovania tejto mnoziny je jednoduchy:



64 KAPITOLA 3

Pre kazdé prirodzené cislo v existuje o jednotku vdcsie prirodzené
cislo i+ 1.

Vyjadrené inymi slovami, neexistuje najvicsie ¢islo (ktoré by bolo vicsie ako
vietky ostatné), pretoze pre kazdé ¢islo existuju od neho vicsie ¢isla. Co to
rnamend? Jednoducho nie je mozné zapisat vSetky prirodzené ¢isla jedno
za druhym, pretoZe nezéavisle od toho, kolko ¢isiel sme uz zapisali, stale
nasleduju d'alsie a dalie. Tak mozeme pokracovat bez toho, aby sme skoncili,
a preto hovorime o potencidlnom nekonecéne alebo o neobmedzenom
pocte prirodzenych ¢isel. Podobne je to s priamkou v geometrii. Priamka je
potencialne nekonetna a teda ma nekonena dizku, pretoze mozeme po nej
pochodovat neobmedzene dlho. Na jej koniec nikdy neprideme a je jedno,
kde sa na nej nachadzame, vidy mozeme v chodzi pokracovat dalej v tom
istom smere.

Hlavny problém s konceptom nekonecna je v nasej neschopnosti, si nekone¢no
predstavit. Aktualne nekone¢no nemozeme jednoducho vidiet naraz celé.
Chépeme, ze mame nekone¢ne vela (neobmedzene vela) prirodzenych ¢isiel,
ale nie sme schopni vidiet naraz vSetky prirodzené ¢isla. Presne tak isto, ako
nemozeme naraz vidiet celt nekonecni priamku. Sme schopni pozorovat vzdy
len nejaky konecény zlomok (kone¢nu ¢ast) uvazovaného nekone¢ného objektu.
Napriek tomu oznacujme nekonecné objekty pomocou symbolov a potom
pracujeme s tymito symbolmi ako s kone¢nymi reprezentaciami nekonec¢nych
objektov.

Na tomto mieste by niekto mohol navrhnit nahradit koncept nekone¢na po-
mocou jedného obrovského, ale kone¢ného ohranicenia. Napriklad, mozeme
sa rozhodnit definovat ako najvicsie prirodzené ¢islo pocet! proténov v znéa-
mom vesmire. Takto ohranicené mnozstvo ¢isiel nam vo vicsine poctovych
ukonov a uvah bude aj stacit. Ale v okamihu, ked sa budeme snazit vypocitat
energiu celého vesmiru, alebo sa budeme chciet zaoberat vSetkymi moznymi
vztahmi medzi elementarnymi Casticami, nam takto ohranicené ¢isla nebudu
stacit. Je jedno, ako vel'ké ¢islo si zvolime ako mozné ohranic¢enie poctu ¢isiel,
vzdy sa najdu zmysluplné situacie, ktorych studium si vyzaduje préacu s este
vacsimi ¢islami. NavySe nejde len o to, Ze si vieme ku kazdému cislu pred-
stavit od neho este vicsie ¢islo. Toto vicsie ¢islo mozeme dokonca vzdy aj
zapisat, a teda nepochybujeme o jeho existencii. Pre¢o by sme si mali potom
zakazovat nieco, ¢o existuje a pripadne to moézeme dokonca aj potrebovat?

Ak ale chceme Citatel'a presvedcit o uzito¢nosti konceptu nekone¢na, potrebu-
jeme predlozit viac argumentov ako len prirodzeni existenciu potencialneho

I Toto ¢islo pozostéva zo 79 decimalnych &islic.
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nekonecna. Dovolime si tvrdit, ze vdaka konceptu nekone¢na dokadzeme nas
konecny svet uspesnejsie skiimat a lepsie chapat. Nekone¢no nam neumoziu-
je uvazovat len o nekone¢nych velkostiach. MozZeme uvazovat aj o nekonecne
malych objektoch.

Ktoré cislo je nagmensie kladné raciondlne cislo? Inymi slovamsi:
L, Ktory zlomok je najmensi zlomok vicsi od nuly?“

Za¢nime s prikladom zlomku 1/1000. Ten mozeme delit dvomi a dostaneme
zlomok 1/2000, ktory je mensi ako 1/1000. Zlomok 1/2000 mozeme znova
vydelit dvomi a dostaneme zlomok 1/4000. Je jedno nakolko maly kladny
zlomok

1

x
vezmeme, vzdy ho mozeme vydelit dvomi a dostaneme kladny zlomok

1
2x’
ktory je eSte mensi ako 1/x a pritom stéale vacsi ako 0. Vidime, Ze tento pribeh

je bez konca. Ku kazdému kladnému racionalnemu c¢islu existuje mensie
kladné racionalne ¢islo, atd.

David Hilbert (1862-1943), jeden z najslavnejsich matematikov svojej doby,
povedal:

, Voistom zmysle nie je matematickd analyza nicim ingm, ako
symfoniou na tému nekonecna.”

A my k tomu pridavame, Ze bez pojmu nekonec¢na by nemohla existovat
ani fyzika, tak ako ju pozname. Klucové koncepty matematiky ako limita,
derivécia, integral, spojitost a diferencialne rovnice si vybudované na po-
jme nekone¢na a nemozu bez neho existovat. A bez tychto konceptov nie je
fyzika schopna modelovat nas svet. Problémy by nastali uz pri definicii zak-
ladnych fyzikalnych pojmov. Ako by sme bez tychto matematickych pojmov
a konceptov definovali napriklad pojem zrychlenia? Mnohé z tychto pojmov
vznikli prave preto, ze ich fyzika potrebovala pre vlastny vyvoj.

Dosledkom naSich uvah je, Ze bez pojmu nekonefna by zmizli velké casti
matematiky. Vzhladom na to, Ze matematika je formalny jazyk celej vedy a
my dnes spajame isty stupen ,zrelosti“ vednych disciplin so stupiiom pouzi-
vania tohto jazyka, vrhlo by vymazanie pojmu nekonec¢na celt vedu starocia
nazad.

Rovnako to plati aj pre informatiku. Potrebujeme rozliovat programy (ktoré
priptstajiu nekonec¢né vypocty) od algoritmov (ktoré garantuji ukoncenie
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vypo¢tov v konefnom c¢ase). Naviac existuje nekonecne vela programov a
nekonecne vela roznych vypoc¢tovych uloh. Typické vypoc¢tové problémy po-
zostavaju z nekonecného poctu pripadov problému. Nekonecno je v infor-
matike neodmyslitelné.

Cielom tejto kapitoly nie je len ukazat, Zze koncept nekonecna je tispeSnym
nastrojom vyskumu v informatike. Ako keby nam nestacilo, Zze sa musime
trapit s pochopenim potencialneho a aktualneho nekonec¢na, ktoré sme nikdy
nevideli a ani neuvidime, zatazime Citatela eSte naro¢nejsou otazkou:

LWEristuje len jedno nekonecno, alebo existuje viac rézne velkiyjch
nekonecien 7

Neprehaname to trochu a nehrame sa na vedcov, ktori uz od dobroty nevedia,
¢o by mohli robit a venuji sa nezmyselnym umelym konstrukciam? Nie. Tato
vysoko abstraktnéd otdzka mé pre vedu neuveritelne velkd hodnotu. Nagim
cielom je predstavit jeden z najdolezitejSich objavov o nekonecne a ukéazat,
Ze existuju prinajmensom dve? rozne velké nekonecna. Co tym ziskame?
Vdaka tomuto objavu mozeme ukéazat, ze pocet roznych algoritmickych uloh
je vacsi ako pocet vSetkych programov. Takto dostaneme prvy zakladny
vysledok informatiky, ktory ma filozoficka hibku a je kIi¢ovym prispevkom

pre cela vedu.

Nie vsetko je automatizovatelné, pretoZe existuju ilohy, ktoré sa
nedaji riesit pomocou Ziadnych algoritmouv.

Vdaka tomuto prvému existenénému kroku najdeme v nasledujicej kapitole
konkrétne zmysluplné problémy z praxe, ktoré sa nedaju riesit algoritmicky,
teda automaticky s pomocou vypoctovej techniky. Je to nadherny priklad
toho, ako koncept nejakého v realite neexistujiceho objektu moze viest k
objavu, ktory ma nemaly vplyv na prax. Mozno ste prekvapeni, ale nez-
abudajme na nasledujice. Cesta k vedeckym poznatkom cez hypotetické
koncepty vo fyzikalnej realite neexistujicich abstraktnych objektov je skor
typickd nez vynimoc¢na. A najdolezitejSie, ¢o sa rata, je to, ¢i sme dosiahli
nas vyskumny ciel. To zodpoveda presne tomu, ¢o sme sa v prvej kapi-
tole naucili od Godela. Potrebujeme nové pojmy, aby sme mohli skimat a
dokazovat pravdivost vedeckych tvrdeni, ktoré s tymito pojmami vo svojej
formulacii nemaji ni¢ spoloc¢né.

2Existuje nekonecne vela rozne velkych nekonedien.
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3.2 Cantorova metéda na porovnavanie
vel'’kosti nekonecien

Porovnavanie (kone¢nych) ¢isiel je velmi jednoduché. Vsetky cisla lezia na
realnej osi a z dvoch ¢isiel je vzdy mensie to, ktoré sa nachadza vlavo od
toho druhého (obr. 3.1).

obr. 3.1

Takze 2 je menSie ako 7, pretoze ¢islo 2 sa nachadza vlavo od ¢isla 7. To
ale nie je koncepcia na porovnavanie cisiel, pretoze a priori ukladame cisla
na hypoteticka realnu os tak, aby ich hodnoty rastli v smere zlava doprava
a klesali v smere sprava dolava. Ale na osi lezia len konecne velké ¢isla.
Je jedno, ktoré miesto (bod) realnej osi uvazujeme, vzdy na fiom lezi jedno
konkrétne konecne velké Cislo. A to plati napriek nekonecnosti realnej osi
v oboch smeroch. Toto je koncepcia potencidlneho nekonecna. Na tejto
osi mozeme ist Tubovolne daleko doprava, alebo dolava a jedno na akom
mieste sa zastavime, vzdy tam najdeme jedno konkrétne konecne velké ¢islo.
Nekonecné ¢isla na osi nenajdeme. V matematike pouzivame pre oznacenie
nekonecna symbol
00

Jlezata osmicka“, ktory je odvodeny od hebrejského symbolu aleph. Ak ale
velkost vSetkych nekonecien budeme oznacovat jednym symbolom oo, neb-
udeme mat moznost velkosti roznych nekonecien porovnavat.

Co robit?

V tejto situacii potrebujeme novu reprezentaciu ¢isiel a na to potrebujeme
pojem mnoziny. Mnozina je kolekcia (zbierka, sibor) roznych objektov, ktoré
nazyvame prvkami mnoziny. Napriklad {2,3, 7} je mnozina, ktora obsahuje
tri ¢isla 2,3 a 7. Pri ozna¢ovani mnoZin pouZzivame zlozené zatvorky { a
}. Mnozina {Janko, Ani¢ka, Peter, Paula} obsahuje Styri objekty (prvky)
Janko, Anicka, Peter a Paula. Pre kazdi mnozinu A oznac¢ujeme pomocou
symbolu

|A]

pocet prvkov v A a hovorime o mohutnosti (kardinalite) mnoziny A.
Napriklad

I{2,3,7}|=3 a [{Janko, Anicka, Peter, Paula}| = 4.
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Cisla budeme reprezentovat pomocou mohutnosti mnozin. Takze mohutnost
mnoziny {2, 3, 7} reprezentuje ¢islo 3. O¢ividne takymto sposobom ziskavame
pre kazdé kladné celé ¢islo nekonecne vela reprezentacii. Napriklad

{123, {7, 113], {Peter, Paula}| , {0, O}

st vSetko reprezentécie ¢isla 2. Nie je to trocha prehnané a zbytocne kom-
plikované? Takto povodne reprezentovali ¢isla nasi prapredkovia. Co sme
ziskali touto reprezentaciou, okrem navratu do davnej minulosti?

Pre porovnavanie kone¢ne velkych ¢isiel je tato reprezentacia Cisiel mozno
skuto¢ne archaicka a nepraktickd. Ale vyhodou tejto reprezentacie je, ze
mozeme porovnavaf nekoneéné velkosti. Cislo pre velkost N = {0,1,2,...}
je nekonec¢ne velké ¢islo, ktoré reprezentuje pocet vSetkych prirodzenych Cisel.
Ked pomocou Q1 ozna¢ime mnozinu vSetkych kladnych racionalnych ¢isiel,
potom je ¢islo
Q7]

nekonecne velké ¢islo, ktoré reprezentuje pocet vSetkych kladnych racional-
nych ¢isiel (kladnych zlomkov). Podobne oznacuje

IR|

pocet realnych cisiel, ked predpokladame, Ze R reprezentuje mnozinu real-
nych cisiel. Teraz chapeme prednosti uvedenej reprezentécie ¢isiel. Odrazu
méame moznost pytat sa:

wJe |N| mensie ako |R| 7
alebo
wJe |Q*| rovnako velké ako |R| 7

Vdaka tejto reprezentacii ¢isiel mozeme po prvykrat sformulovat otazku, ¢i
je nejaké nekonec¢no vicsie ako iné nekonecno.

V tomto okamihu sa ndm podarilo zredukovat nas problém porovnavania
¢isiel na porovnavanie velkosti (mohutnosti) mnozin. Ako ale porovnat mo-
hutnost dvoch mnozin? Ak st obe mnoziny kone¢né, je to jednoduché. Spoci-
tame pocet prvkov v oboch mnozinach a porovname beznym sposobom zod-
povedajuce cisla. V pripade nekone¢nych mnozin tento postup ale nevedie
k vysledku. Ak skisime spocitat pocet prvkov nejakej nekonecnej mnoziny,
pocitanie nikdy neskon¢ime, a k porovnavaniu sa ani nedostaneme. To zna-
mené, ze potrebujeme novia vSeobecni metoédu, ktora by sme mohli apliko-
vat na porovnavanie mohutnosti mnozin, bez ohl'adu na to, ¢i st to mnoziny
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kone¢né, alebo nekonecné. Takto sa znova nachadzame na tej najhlbsej ax-
iomatickej drovni vedy. NaSou tlohou je definovat pojem ,nekonec¢na“ a
dat presny vyznam vztahu ,,mensi alebo rovnako velky ako* pre mohutnosti
dvoch mnozin.

Tu sa nechame poucit bacom. Nemusime sa za to hanbit, matematici to
urobili tiez a okrem toho spajat mudrost len so vzdelanim, by bolo velkou
chybou.

Na§ baca ma pocetnu ¢riedu oviec, v ktorej je vela bielych a vela ¢iernych
oviec. Baca nechodil nikdy do 8koly, a preto, napriek svojej mudrosti (ktora
ho drzi vysoko v horach daleko od hektickej civilizacie), vie pocitat len do
troch. Baca chce zistit, ¢i ma viac ¢iernych ako bielych oviec, alebo ¢i je to
naopak (obr. 3.2).

Ako to moze zistit bez toho, aby ovce spocital? Jednoducho. Vezme jednu
bielu a jednu ¢iernu ovcu a vytvori z nich jeden pér.

(biela ovca, ¢ierna ovca).

Tento par posle z liky do koSiara. Potom vytvori d'alsi par (biela ovca,
¢ierna ovca) a posle ho tiez do koSiara (obr. 3.3). Takto baca pokracuje
dovtedy, pokial na pasienku neostanu len ovce jedného druhu, alebo ziadne
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T oY
LR
7

obr. 3.3

ovce. To znamend, Ze baCa ukonéi vytvaranie parov, ked uZ na pasienku
nemoze vytvorit ziadny par z jednej bielej a jednej ¢iernej ovce. Teraz uvazuje
baca nasledujico:

(i) Ak na pasienku neostala ziadna ovca, mam presne tolko bielych oviec
kolko ¢iernych.

(ii) Ak mi na pasienku ostali len biele ovce, mam viac bielych ako ¢iernych
oviec (obr. 3.3).

(iii) Ak mi na pasienku ostali len ¢ierne ovee, mam viac ¢iernych ako bielych
oviec.

Bacov zaver (i) a parovanie ovci si matematici zvolili za zakladny koncept na
porovnavanie mohutnosti mnozin.

Definicia 3.1 Nech A a B su dve mnoziny. Parovanie mnozin A a B je
vytvorenie parov (a,b) tak, ze plati:

(i) a patri do A (a € A) a b patri do B (b € B).

(ii) kazdy prvok z A sa nachédza prave v jednom pare parovania (Ziadny
prvok z A sa nenachadza v dvoch, alebo viacerych péaroch a nijaky z
prvkov neostal nezaradeny do paru (neostal na ocot)),

(iii) kazdy prvok z B je druhym prvkom prave jedného paru v parovani.

Pre kazdy par (a,b) hovorime, ze a a b st spolu zosobaseni. Hovorime, Ze
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A a B su rovnako velké a piSeme
|A|=|B] ,

ak existuje nejaké parovanie mnozin A a B. Hovorime, Zze A a B st rézne
vel'ké a piSeme
|A|#|B] ,

ak neexistuje ziadne parovanie mnozin A a B.

Uvazujme napriklad mnoziny A = {2,3,4,5} a B ={2,5,7,11} na obr. 3.4.

obr. 3.4

Obréazok 3.4 znazoriiuje parovanie
(2,2),(3,5),(4,7),(5,11).

Kazdy prvok z A je prave v jednom pare ako prvy prvok (napriklad 4 z A je v
trefom pare) a kazdy prvok paru z B je prave v jednom pare ako druhy prvok
paru (napriklad 5 z B je v druhom pare). Inymi slovami, kazdy prvok z A je
zosobaseny prave s jednym prvkom z B, kazdy prvok B je zosobaseny prave
s jednym prvkom z A a teda ziadny prvok z A, alebo B neostal slobodny.
Vdaka tomu moézeme usudit, Ze plati

112,3,4,5}| = |{2.,5,7, 11}/ .

Samozrejme medzi A a B mozeme navrhniut aj iné parovanie. Priklad iného
mozného parovania je

(2,11), (3,7), (4,5), (5,2).

Uloha 3.1  a) Napite dve iné parovania mnozin A = {2,3,4,5} a B = {2,5,7,11}.
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b) Preco nie je (2,2),(4,5),(5,11),(2,7) parovanim mnozin A a B?

PodIa tohto konceptu st mnoZina A Zien a mnoZina B muZov rovnako mo-
hutné, ak mozeme vydat vSetky zeny a ozenit vSetkych muzov tak, ze nikto
neostane na ocot®.

Medzi mnozinami C' = {1,2,3} a D = {2, 4, 6, 8} neexistuje Ziadne parovanie,
pretoze kazdy pokus o parovanie sa skonc¢i tym, Ze v mnozine D ostane je-
den prvok naviac. To znamené, ze |D| # |C|. Obrazok 3.5 ukazuje jeden
neuspesny pokus o parovanie.

o4

[}
[\

o6
o8

obr. 3.5

-
Py

o4
o6
o8

obr. 3.6

Obrazok 3.6 ukazuje iny netspesny pokus o parovanie mnozin C' a, D. Tento
pokus nevedie ku korektnému péarovaniu, pretoze prvok 3 z C' je v dvoch
paroch (3,4) a (3,8) a teda je dvakrat zenaty.

3Uvazujme len svadby parov s roznym pohlavim.



3.2 KANTOROVA METODA 73

Koncept parovania sme ale nezaviedli na to, aby sme porovnéavali konec¢né
mnoziny. To sme vedeli robit uz predtym aj bez tohto komplikovaného pris-
tupu. Teraz sme si len overili, ze v konecnom svete nas koncept funguje
spravne. Keby to nebolo tak, bol by to chybny koncept a nemohli by sme
ho pouzivat. Poktisme sa ho teraz aplikovat na nekone¢né mnoziny. Uvazu-
jme najprv mnozinu vSetkych parnych c¢isiel a mnozinu vSetkych neparnych
prirodzenych ¢isiel. Tieto mnoziny sa zdaju byt rovnako velké, takze sa
to pokusime nasim konceptom porovnavania velkosti mnozin aj zdovodnit.
Budeme péarovat kazdé parne ¢islo 2 s o jednotku vic¢sim neparnym ¢islom
21+ 1.

Na obrazku 3.7 vidime, Ze takto dostdavame nasledovnych nekonecne vela
parov:
(0,1),(2,3), (4,5),(6,7), ..., (20,2i + 1), ...

par nepdr

obr. 3.7

Presvedéme sa o tom, Ze tato postupnost parov je korektnym péarovanim
mnozin Ny a Nyepp- Ziadny prvok z N4 alebo Nnegdr nie je prvkom dvoch
alebo viacerych péarov (nie je viacnasobne zenaty). Dalej vidime, 7e ziadny
prvok neostane slobodny. Pre kazdé parne ¢islo 2k z N4, je toto ¢islo v pare
(2k,2k + 1). Pre kazdé neparne ¢islo 2m + 1 z mnoziny Ny existuje v
parovani par (2m,2m + 1). Podla nasho konceptu teda mozeme povedat, ze
|dir| = |Nnepdr|-

Uloha 3.2 Dokazte, ze |ZT| = |Z7|, pricom ZT = {1,2,3,4,...} a Z= = {1,
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—2, =3, —4, ...}. Nalrtnite parovanie aj graficky, podobne ako sme to urobili na
obrazku 3.7.

Doteraz prebiehalo vSetko podla oCakdvania a naSa argumentacia bola sku-
tocne priezracna. Teraz prichadza nieco, ¢o nie je az tak jednoducho na prvy
pokus stravitelné. Uvazujme mnoziny

N=1{0,1,2,3,...} a Z* ={1,2,3,4,...}.
Vsetky prvky mnoziny Z* st v N, a teda plati
Z* CN,

¢o znamend, ze Z' je podmnoZinou mnoziny N. Okrem toho plati, Ze
prvok 0 je v N, ale nie je v Z*. V takomto pripade hovorime, ze Z* je
vlastnd podmnozina mnoziny N a piSeme Z* C N. Pojem ,,A je vlastna
podmnozina B“ znamend, 7ze A je Castou B, ale nie celym B. Nézorne tuto
situaciu vidime pre

7T C N.

na obrazku 3.8. Mnozina Z je v N Gplne obsiahnuté, ale nie je to cela mnozina
N,lebo0 e NaO¢Z" .

o o o o o
0 1 2 3 4
Z+
N
obr. 3.8

Napriek tomu teraz tvrdime, ze plati

IN| = |z*

Y

teda, Ze tieto dve nekone¢néa |N| a |ZT]| st rovnako velké. Odovodnime to
nasledujicim parovanim

(0,1),(1,2),(2,3),...,(4,i +1),... ,

ktoré je zndzornené na obrazku 3.9.
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obr. 3.9

Jasne vidime, ze prvky z mnozin N a Z* st korektne poparované (zosobasené).
Ziadny prvok neostal na ocot (slobodny). To znamena, ze N nie je vicsie ako
Z7", aj ked o€ividne ma N viacej prvkov ako Z'. Na$ vysledok hovori v
podstate, ze plati

o0+ 1 = o0.

Inymi slovami, pripoc¢itanie jednotky k nekonec¢nu nevedie k vzniku vécsieho
nekonecného ¢isla. V tejto formulacii to uz nie je az také prekvapujuice. Coze
je 1 v porovnani s nekone¢nom? Také malické ni¢, ktoré smieme prehliadnut.
Téato zdanlivo prekvapujica kombinacia vlastnosti mnozin

Z" C N (obr. 3.8) a |{Z*| = |NJ (obr. 3.9)

je zékladom, na ktorom mozeme postavit definiciu nekonec¢na. Na objave-
nie tejto definicie matematici potrebovali starocia a na jej pochopenie a ak-
ceptovanie desatrocia. Tato definicia poskytuje presne to, ¢o sa od definicie
nekonec¢na ocakava. Na zaklade tejto definicie sme schopni rozliSovat konecné
mnoziny od nekonec¢nych mnozin.

Definicia 3.2 Mnozina A je nekoneéna vtedy a len vtedy, ak obsahuje
vlastni podmnozinu B takt, ze plati

Al = |B].
Inymi slovami to mozeme sformulovat takto:

»INejakij objekt je nekonecny prdave vtedy, ak obsahuje nejaki vlast-
ni cast, ktord je rovnako velkd ako cely objekt. “
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Teraz mozete namietat: , Toto zaslo uz pridaleko. S takymto niecim nemozem
stuhlasit. Ako moéze byt nejakd vlastnd cast nejakého celku rovnako velkd ako
samotny celok? Také daco predsa neexistujel”

Tesi ma, 7ze takto rozmyslate. Prave preto je tato definicia vhodna. V real-
nom svete, v ktorom je v8etko konec¢né, nemoze byt ziadna cast celku rovnako
vel'ké, ako samotny celok. Na tomto sa asi zhodneme. Teda ziadny realny
(konefny) objekt tuto zvlastnu vlastnost nema. Takze v sulade s defini-
ciou 3.2 nie su tieto objekty nekonecné, teda su konecné. Ale v hypotetick-
om svete nekonecCna je nielen mozné, ale je dokonca povinnostou mat tato
zvlastnu vlastnost. A tato vlastnost je presne to, ¢o potrebujeme na odliSenie
nekone¢na od konecnych objektov. Objekt, ktory ma vlastnost podla defini-
cie 3.2 je nekonecny, a objekty, ktoré tuto vlastnost nemaji, st konecné.
Takto pomocou definicie 3.2 mézeme triedit objekty na kone¢né a nekonecné
a to je prave to, kvoli comu sme sa snazili najst definiciu nekonecna.

Aby sme lepsie pochopili tito ¢udesnii a pritom predsa len charakteristicka
vlastnost nekonec¢nych objektov, uvadzame nasledujice dva priklady.

Priklad 3.1 Hotel Hilbert

Hilbertov hotel* je rozpravkovy hotel. M4 nekone¢ne vela jednopostelovych
izieb. Tieto izby st oc¢islované resp. pomenované takto:

200, 2(1), Z(2), Z(3),..., Z(i), . ...

V okamihu prichodu nového hosta st vSetky izby obsadené, v kazdej by-
va prave jeden host. Novy host sa pyta recep¢ného: ,Mate pre mia volnu
izbu?* ,Samozrejme”, odpoveda recepény a ubytuje nového hosta nasledu-
jucim sposobom. Poziada kazdého hosta v hoteli, aby sa prestahoval do izby
s 0 jednotku vyssim poradovym ¢islom. Host z izby Z(0) sa takto prestahuje
do izby Z(1), host z izby Z(1) sa ubytuje v izbe Z(2) a tak d'alej. Vo vSeobec-
nosti mozeme povedat, Ze host z izby Z(i) sa prestahuje do izby Z(i + 1).
Tymto sposobom sa uvolni izba Z(0) a recep¢ny tuto izbu da novému hostovi
(obr. 3.10).

Vidime, Ze po takomto prestahovani je izba Z(0) volna a kazdy z hotelovych
hosti ma pre seba vlastni izbu. Matematici by oddvodnili toto tvrdenie takto.
Pretoze host z izby Z(0) sa odstahoval, je o¢ividné, Ze tato izba sa uvolnila
a ostala po stahovani prazdna. Potrebujeme eSte ukazat, ze po stahovani mé
kazdy host vlastna izbu. Nech H je Tubovolny host. Tento host byval pred

4Tento rozpravkovy hotel nesie meno Davida Hilberta, jedného z najslavnejsich matem-
atikov vSetkych cias.
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zo) |z |zl ze) | - |ze) |z6+|26+2)] -

% novy host

obr. 3.10

stahovanim v konkrétnej izbe. Nech Z(n) je izba hosta H pred stahovanim.
Podl'a pokynu recepéného opusti H izbu Z(n) a prestahuje sa do izby Z(n+1).
To H moze urobit, pretoze povodny obyvatel izby Z(n+ 1) sa prestahoval do
izby Z(n+2). Vdaka tomu je po stahovani host H jedinym obyvatelom izby
Z(n + 1). Pretoze tato tvaha plati pre kazdého hosta ubytovaného v hoteli,
su po stahovani v8etci hostia vo vlastnych jednopostelovych izbach.

Toto riesenie ukazuje, preco bolo aktualne nekonecno dlhy ¢as v matematike
paradoxom®. Nekone¢ny Hilbertov Hotel je aktualne nekone¢no. Také nieco
mozno znazornit len znazornenim konecnej Casti a troma bodkami. Preto
nie je mozné naraz sledovat uspesné stahovanie nekonecne vela hosti. Ale
kazdého jedného hosta moézeme pozorovat jednotlivo a presvedcit sa, ze sta-
hovanie funguje.

Tento paradox sa podarilo rozriesit® az ked vedci rozpoznali, Ze sa kone¢né od
nekonecného odlisuje prave v tom, ze nekonec¢né objekty maju c¢asti rovnako
velké ako celok. Dolezity je v8imnut si, Ze stahovanie v Hilbertovom hoteli
zodpovedé parovaniu mnoziny N predstavujicej mnoZinu hosti a mnoziny Z*
predstavujiicej mnozinu izieb, za¢inajic izbou Z(1). O

Uloha 3.3 a) Do Hilbertovho hotela pridu traja novi hostia. Tak ako predtym
je hotel plne obsadeny. Prevezmite rolu recepéného a ubytujte novych troch
hosti bez toho, aby ste niektoréhouz z ubytovanych hosti poslali pre¢. Podla
moznosti ale neziadajte byvajucich hosti, aby sa prestahovali trikrat. Usilujte
sa vyriesit situdciu jednym stahovanim kazdého z hosti.

b) Do plne obsadeného Hilbertovho hotela prichddza novy host a bezpodmie-
necne pozaduje izbu Z(7). Ako mu moZe recepcny vyhoviet?

Nasledujtci priklad pochadza z fyziky. Vymysleli si ho fyzici, ako liek na
liecenie depresii, ktoré sposobili sami tym, ze vypocitali aki malicka a bezvyz-
namné je naSa zemegula (a v tom istom zmysle aj ludstvo) v porovnani s

5zdanlivo rozporuplné alebo nevysvetlitelna situacia
teda uz nie je viac paradoxom
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obrovskym vesmirom.

Priklad 3.2 Predstavme si zemegulu ako nekone¢ni mnozinu bodov, ktoré
nemaji ziadny rozmer (velkost), teda mozu lezat I'ubovolne blizko vedla se-
ba. Tak isto, ako mnozinu bodov si mo6zeme predstavit aj vesmir. Kvoli
zjednoduseniu budeme vSetko znazoriiovat dvojrozmerne namiesto trojroz-
merne. Vesmir je Tubovolne velky list papiera a zemegula je maly kruh
na papieri (obr. 3.11). Keby mal niekto problém s tym, predstavit si ze-
megulu ako nekoneéni mnozinu bodov, poznamenajme, ze uz len konec¢né
usecka medzi 0 a 1 na redlnej osi obsahuje nekonecny pocet bodov. Kazdé
racionalne ¢islo (zlomok) medzi ¢islami 0 a 1 si mozeme predstavit ako bod
na tsecke medzi ¢islami 0 a 1. A uz vieme, ze medzi nulou a jednotkou exis-
tuje nekoneéne vela roznych racionalnych cisiel. Ukazali sme to tym, Ze sme
generovali nekonecné postupnosti mensich a mensich kladnych racionalnych
Cisiel pri netispesnom pokuse néjst najmensie kladné racionédlne ¢islo. Iné
odovodnenie nekonecného poctu c¢isiel medzi nulou a jednotkou je zalozené
na dokaze nasledujticeho tvrdenia.

Medzi Tubovolnymi dvoma roéznymi racionalnymi ¢islami a a b,
a < b, lezi nekone¢ne vela racionalnych Cisiel.

Ako prvé ¢islo medzi a a b uvazujeme ¢islo ¢; = “T“’, ktoré je priemernou
hodnotou a a b. Ako druhé vezmeme ¢islo ¢, = CIT“’, ¢o je priemer medzi c;
a b. Vo vSeobecnosti ¢islo
. Ci_1+ b
C; = T

je priemernou hodnotou ¢isiel ¢;_; a b. A teda lezi medzi a = 0 a b = 1.
je zrejmé, ze takéto generovanie Cisiel medzi a a b sa nikdy neskoné¢i. Ak
zvolime konkrétne a = 0 a b = 1, tak dostavame nekone¢nt postupnost

1 3 7 15

274787 16"
roznych zlomkov medzi nulou a jednotkou.

Pod'me ale kone¢ne k tomu, ¢o nam chceli povedat fyzici. Fyzici mali vycitky
svedomia, 7e ukazali akd je zemegula malickd v porovnani s obrovskym ves-
mirom. Predstava o ni¢otnosti [udstva v tomto porovnani spésobovala mno-
hym Tudom depresivne stavy. V snahe zachranit situéciu dokazali fyzici
takéto tvrdenie: VSetky body vesmiru mimo zemegule sa daji sparovat s
bodmi vo vnutri zemegule. Toto tvrdenie mé& hned dve pozitivne optimi-
stické interpretacie:

(i) Pocet bodov zemegule je rovny po¢tu bodov vesmiru okolo zemegule.
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(ii) Vsetko, ¢o sa odohrava v obrovskom vesmire sa da zobrazit na zemeguli,
teda odzrkadlit to v zmenSenom meritku.

Pohladajme teraz parovanie bodov vnutri a mimo zemegule. Kazdému bo-
du Py mimo zemegule priradime bod Pg vo vnitri zemegule nasledujicim
sposobom.

to
Bp

M Py

ty

obr. 3.11

Najprv spojme priamkou bod Py so stredom zemegule M (obr. 3.11). Nasim
cielom je urcit vo vnutri zemegule na tejto priamke bod Pg a tak vytvorit
par (Py, Pg). Aby sme to dosiahli, z bodu Py narysujeme doty¢nice zeme
t1 a ty. Dotycnica kruznice je priamka, ktord sa kruznice dotyka préave v
jednom bode. Body, v ktorych ¢; a ¢y sa dotykaji zemegule oznac¢ime Ap a
Pg (obr. 3.11). Teraz spojime body Ap a Bp priamkou a dostaneme tsecku
ApBp (obr. 3.12). Usetky M Py a ApBp sa pretinaji prave v jednom bode
a to je nami hladany bod Pg (obr. 3.12). Takto sme vytvorili par bodu Py
z vesmiru s bodom zemegule Pg.

to

Pr
M Py

ty

obr. 3.12

Teraz este musime ukézat, ze takymto sposobom parovania vzdy priradime
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A P . ! ~
dvom roznym bodom vesmiru mimo zemegule Py a Fp; dva rozne body ze-
megule. Tymto dokdzeme, Ze skutocne ide o korektné parovanie.

Budeme rozlisovat dve moznosti.

(i) Body M, Py a Py, nelezia na tej istej priamke. Situacia je znazornend
na obrazku obr. 3.13. Vieme, Ze Pr musi lezat na tusecke M Py a P’E
na usecke MP[’]. Vzhl'adom na to, Ze tieto usecky nemaju okrem bodu
M ziaden iny spolo¢ny bod a bod M nie je priradeny ziadnemu bodu
mimo zemegule, body Pg a Py st rozne bez ohladu na to, kde na
tseckich M Py a M P, lezia.

Py

M P
Ay v

obr. 3.13: Ey lezina M Ay a E;] lezi na MA/U, a preto si body Ey a E;J rozdielne.

obr. 3.14

(ii) Vsetky tri body M, Py a P, lezia na jednej priamke (obr. 3.14). TakZe
na jednej priamke musia lezat aj body Ey a Eb V tomto pripade real-
izujeme konstrukciu bodov Py a P, tak isto ako na obrézku obr. 3.12.
Na obréazku obr. 3.14 priamo vidime, ze body Ey a E{] si rozne.

-----

zemegula, pocet bodov zemegule a vesmiru je rovnaky. O

Uloha 3.4 Dopliite obrazok 3.13 tak, ze urcite presne polohu bodov Pz a PJE.
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Uloha 3.5 Uvazujme polkruznicu na obrazku 3.15 a tsecku AB, ktorej dizka je
rovnako velka ako priemer kruznice. Geometricky a pripadne aj pomocou stradnic’
zdovodnite, pre¢o ma usetka AB presne tolko isto bodov, ako zobrazena polkruzni-
ca.

A M B

obr. 3.15

Uloha 3.6 Uvazujme graf funkcie F na obrazku 3.16 a usetku AB. Preco ma graf
funkcie a usecka AB presne taky isty pocet bodov?

F

obr. 3.16

Ak je vam pri pokuse akceptovat prezentovany koncept nekonecnosti este
stale nevolno, nenechajte sa tym prili§ znepokojit. Svetoznami matematici
deviatnasteho storocia potrebovali dlhé roky nielen na objavenie tohto kon-
ceptu, ale i na jeho uznanie v matematickej obci. Niektori znami matemati-
ci az do svojej smrti odmietali predstavent definiciu nekone¢na a porovna-
vanie velkosti nekone¢ien. Niektori dokonca oznacovali tieto myslienky pre
matematiku za ,kacirske* a bojovali proti ich publikovaniu aj prostriedkami,
ktoré do vedy nepatria. Preto si kludne doZi¢te ¢as a opakovane sa s defini-
ciou nekonec¢na konfrontujte. Len po opakovanom konfrontovani dokdzeme
pochopit, pre¢o bola matematikmi prijatd ako axidoma préave tato definicia
nekonecna a preco ju dnes matematici pokladaji nielen ze za doveryhodni,
ale ani si dokonca nevedia predstavit akceptovatelnu alternativu k definova-
niu a k zaobchadzaniu s nekone¢nom.

"Kazdému bodu na obrazku 3.15 mozeme priradit siradnice podla zvoleného stradnicového
systému.
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Skisme v kratkosti porozmyslat nad alternativnym konceptom porovnéva-
nia nekonecien, ktory obcas posluchaci pri prvom stretnuti s nekonec¢nom
navrhuju ako prijatelnejsiu moznost. Ak plati

AcCB
(t.j. ak A je vlastna podmnozina mnoZziny B), tak plati
Al < [BJ.

Tento pokus oc¢ividne odmieta kIi¢ova definiciu nekone¢na, ktora pozaduje,
aby nejaka ¢ast celku bola rovnako velka, ako samotny celok. Ale tento pokus
mé dve slabiny. Po prvé umoziuje porovnavat len také dve mnoziny, kde jed-
na je podmnozinou druhej. Takze tento pristup nam neumoziuje porovné-
vat rozne mnoziny, napriklad Z- = {-1,-2,-3,...} a Z* = {1,2,3,...}.
Musime teda hladat a poskytnit aj nejakt moznost na porovnavanie roznych
mnozin. Posluchaci vac§inou navrhni zobrazit jednu z tychto mnozin pomo-
cou parovania na nejakd podmnozinu tej druhej mnoziny a potom realizovat
porovnanie. Teraz vam ukaZeme, Ze tento pristup si nemoézeme dovolit, pre-
toze vedie k sporu, lepSie povedané k evidentne nezmyselnému tvrdeniu. To
nezmyselné tvrdenie je

IN| <IN,

teda Ze N je menSie ako samotné N. Ukazeme, Ze tento nezmysel je dosledkom
navrhovaného alternativneho konceptu porovnavania nekonecien. Pomocou
parovania sme ukéazali, ze plati

IN| = |2+ (3.1)

Pretoze Z* C N, plati podla alternativneho konceptu porovnavania nekonecien

|Z*| < |N|. (3.2)
Ak napiSeme vztahy (3.1) a (3.2) za sebou, dostavame
N =|Z7| < |N|

a teda |N| < |N|. Takto vidime, ze koncept porovnavania velkosti mnozin po-
mocou parovania nie je zlucitelny s predstavou, ze kazda vlastna podmnozina
musi byt mensia ako celd mnozina.

Uloha 3.7 (tvrdy orieSok) Predstavte si, Ze vam niekto navrhne nasledujicu
definiciu na porovnévanie mohutnosti dvoch mnozin A a B.
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Mohutnost mnoziny A je mengia ako mohutnost mnoziny B, |A| < |B|, prave vtedy
ak existuje nejakd vlastnd podmnozina C' mnoziny B (C' C B), ze prvky mnozin
A a C mozno popéarovat (existuje korektné parovanie medzi A a C).

Ukazte, ze tato definicia vedie k sporu (ako dosledok tejto definicie dostanete |N| <
INJ).

Preco o tejto axiome matematiky tol'ko diskutujeme a venujeme tolké usilie
na sprostredkovanie jej pochopenia? Ako uz asi tusite, jednoducho preto, ze
tato axidma je len prvym prekvapenim na naSej ceste na hranicu automaticky
rieSitelného, ktorym ideme konkurovat Alici v krajine zazrakov. Prave sme
v istom zmysle dokazali®, Ze oo = oo + 1 a v podstate aj naznadili, Ze pre
Tubovolné kone¢né ¢islo ¢ plati oo = oo+ c¢. Priklad 3.2 a za nim nasledujuce
cvicenia uz dokonca naznacuji, Ze pre lubovolné kone¢né ¢islo (ITubovolni
konstantu) ¢ plati
00 = ¢ Q.

Porovnajme velkosti mnoziny N a mnoziny

Npsr ={0,2,4,6,...} ={2¢ | i € N}
vSetkych parnych prirodzenych ¢isel. Na prvy pohlad by sme odhadli, ze N
obsahuje dvakrat tolko ¢isel, ako N,g. Napriek tomu (obr. 3.17) mozeme
prvky mnozin N a N, poparovat nasledujicim sposobom:

(0,0),(1,2),(2,4),(3,6),...,(i,2i),....

Pozorujeme, ze kazdy prvok oboch mnozin je zosobaSeny prave raz. Ako
dosledok dostavame

|N| = |Npa’r|-
Tento prekvapujuci vysledok hovoriaci, ze
200 =00
si mozeme opatovne potvrdit pribehom z Hilbertovho hotela.

Priklad 3.3 Uvazujme znova Hilbertov hotel s nekone¢ne vela izbami

Z(0),2(1),2(2),...,

8Ak oo oznacuje |N|.
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obr. 3.17

ktoré su vSetky obsadené. V tejto situécii pride nekonecny autobus s mies-
tami na sedenie

B(0), B(1),B(2),...

ktoré st vietky obsadené?. Vodi¢ autobusu sa pyta recepéného, ¢i je mozné
ubytovat vSetkych pasazierov autobusu. Recepc¢ny, ako zvycajne odpoveda:
, To nie je ziadny problém* a urobi nasledujuce:

Poziada kazdého hosta, aby sa prestahoval zo svojej izby Z(i) do izby Z(2i),
ako je to znazornené v hornej Casti obrazku 3.18. Po prestahovani méa zno-
va kazdy host vlastni izbu a vSetky izby Z(2i + 1) s neparnymi ¢islami
1,3,5,7,...,2i + 1,... st voIné. Teraz mé receptny uz len ulohu najst
parovanie medzi volnymi izbami a sedadlami v autobuse. Hostovi zo sedadla
B(0) prideli izbu Z(1), hostovi zo sedadla B(1) izbu Z(3), atd. Vo vSeobec-
nosti prideli pasazierovi sediacemu na mieste B(7) izbu Z(2i + 1), ako je to
znazornené na obrazku 3.18. Takto dostavame parovanie

(B(0), Z(1)), (B(1), Z(3)), (B(2), Z(5)), ..., (B(i), Z(2i + 1)), ...

medzi uvolnenymi izbami s neparnymi ¢islami a sedadlami nekoneéného au-
tobusu.

O

Uloha 3.8 a) Hilbertov hotel je poloprazdny. Vsetky izby s parnymi ¢islami
Z(0),Z(2),Z(4),... su obsadené a vietky izby s neparnymi ¢islami st volné.

9Na kazdom sedadle sedi prave jeden pasaZier.
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Hotel HILBERT Z(6)
N Nt

Z(0) ] 2(1) | 2(2)] 2(3) | Z(4)
/1

BO) | B(L) | B(2) | BB)

O
O
O

nekonecény autobus

obr. 3.18

V tejto situacii pridu dva nekonecne dlhé autobusy By a Bs, ktorych miesta
(sedadla) st oznalené takto:

Bl(o)v B1(1)7Bl(2)7 B1(3)7 ce

32(0)7 B2(1)7B2(2)7 B2(3)7 tee

Ako moze postupovat recepény, aby poskytol ubytovanie vetkym pasazierom
v tychto dvoch autobusoch?

b) Hilbertov hotel je plne obsadeny a pridu tri nekonetné autobusy, ktorych
sedadla su oc¢islované postupne vSetkymi prirodzenymi ¢islami. Ako moZno
ubytovat vSetkych cestujacich?

Uloha 3.9 Ukézte pomocou péarovania, Ze plati
|Z| = IN],
pricom Z ={...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...} je mnoZina vSetkych celych ¢isel.

Uloha 3.10 (tvrdy orieSok) Nech [a, b] oznacuje mnozinu vetkych bodov (viet-
kych redlnych ¢isel) na redlnej osi medzi ¢islami a a b.

a) Ukazte platnost rovnosti
[0, 1]} = {1, 10]].

Vyskusajte to geometricky podobne ako v priklade 3.2.
b) Ukéazte aritmeticky platnost rovnosti

[0, 1]] = [[0, 100]],
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t.j. najdite vhodnu funkciu f taka, aby pre i € [0, 100] bolo (f(4),4) parovanim
mnozin

1[0, 1]] = ][0, 100]|.

Uloha 3.11 (tvrdy orieSok) Predstavme si, ze Hilbertov hotel je tiplne prazdny,
teda v iom nie je nik ubytovany. Vzhladom na to, ze predchadzajuce stratégie uby-
tovavania hosti vyzadovali neustéle stahovanie sa z izby do izby, hrozi, ze zadujem
o ubytovanie v hoteli vyrazne poklesne. Nikto nemé zaujem, pri kazdom prichode
nového hosta menit izbu. Evidentne recepény potrebuje nejaka nova ubytova-
vaciu stratégiu, pomocou ktorej moze ubytovavat hosti bez toho, aby sa ¢o len
jeden niekedy prestahoval. Toto ubytovanie musi fungovat bez ohladu na to, kol'ko
konec¢nych alebo nekonecnych autobusov, kedy a v akom poradi pride do hotela.
Viete recepénému pomoct?

Pozorujeme, ze dokézat pre nejaki mnozinu A rovnost
IN| = [4]

neznamena nic iné, nez ocislovat vsetky prvky mnoziny A. Parovanie medzi N
a A priradi jednoducho kazdému prvku z A nejaké prirodzené ¢islo (poradie) z
N. Toto ¢islo mozeme pokladat za poradové ¢islo prvku z A. Ak je napriklad
(3,Jan) par z nejakého parovania medzi N a A, tak mozeme prvok Jan z
mnoziny A oznacit za treti prvok tejto mnoziny. Naopak, kazdé ocislovanie
prvkov nejakej mnoziny A nam poskytne parovanie medzi N a A. Parmi v
parovani su
(poradie prvku a,a),

pre kazdy prvok a z A. Pojem ocislovania nam pre I'ubovolni mnozinu A
poniika nazornu argumentaciu na dokazovanie rovnosti [N| = |AJ, to znamena
dokazovanie skuto¢nosti, ze A mé rovnako vela prvkov, ako |NJ.

Pomocou parovania
(0,0),(1,1),(2,—1),(3,2),(4,—2),(5,3), (6,—3), ...
mnozin N a Z priradujeme prvkom mnoziny 7 poradie
0,1,-1,2,-2,3,-3,....

Takto je 0 O-tym prvkom, 1 je prvym prvkom, -1 je druhym prvkom v Z,
atd. Vidime, 7ze usporiadanie prvkov Z do radu, dané nejakym péarovanim
a jemu zodpovedajicim ocislovanim, nemé ni¢ spolo¢né s vyznamom alebo
hodnotou prvkov zo Z. Hodnoty prvkov zo Z v naSom poradi nie st ani
rastice, ani klesajice. Rozne parovania mnozin N a A mozu viest k roznym
oc¢islovaniam prvkov z A, a tym aj k roznym poradiam.
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Uloha 3.12 Najdite nejaké iné parovanie medzi mnozinami N a Z, ktoré vedie k
inému usporiadaniu prvkov Z do radu.

Uloha 3.13 Dokaizte platnost rovnosti
‘N’ = ‘Nquad’7

kde Nyyaa = {i* | i € N} = {0,1,4,9,16,25,...} je mnozina vietkych Stvor-
cov prirodzenych ¢isiel. Aké poradie prvkov z Ng,qq dostanete na zéklade vami
navrhnutého parovania mnozin N a Ngyqq7

Zodpovedanie nasledujicej otazky zvysi stupen obtaznost nasich avah. V
akom vztahu st nekone¢na |N| a |QT|?

p
Q+:{g | P,C_IGZJF}

je mnozina vsetkych kladnych raciondlnych ¢isiel (kladnych zlomkov). Uz
v predchadzajicom texte sme videli, Ze nekonetne vela racionalnych ¢isiel
mozeme najst pomocou opakovaného pocitania priemeru medzi [ubovolny-
mi dvoma roznymi raciondlnymi ¢islami @ a b, a < b. Ak rozdelime kladnt
realnu polos na nekonecne vela ¢asti [0,1],[1,2],[2,3],..., ako na obrazku
3.19, vyzera, ze mohutnost |QT| je

00 00 = 007,

pretoze kazda z tych nekonecne vela ¢asti osi obsahuje nekonecne vela racional-
nych cisiel.

nekonec¢ne nekonecne nekone¢ne nekonetne nekonecne
mnoho mnoho mnoho mnoho mnoho

I
0 1 2 3 4 5

obr. 3.19

Z tohto pohladu nevyzera velmi slubné ocakavat platnost rovnosti |[N| =
|Q7|, a tak skor typujeme, ze |QT| je vacSie nekonecno, nez nekoneéno |NJ.
Prirodzené ¢isla 0,1,2,3,... lezia na kladnej polose velmi riedko a medzi
kazdymi dvoma ¢islami ¢ a i + 1, lezi nekonecne vela racionalnych ¢isiel.
Naviac, uvedomujeme si, Ze existencia parovania medzi mnozinami N a Q,
by automaticky znamenala existenciu o¢islovania prvkov mnoziny QF, a tym
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aj ich usporiadania do radu. Cisla z Q" podla velkosti urcite nemozeme
zoradit, pretoze (ako sme uz uviedli) neexistuje najmensie kladné racionalne
5110
¢islo™.

Napriek tomuto prvému dojmu ukézeme, ze plati,
IN| = |Q"|

a tak, ze v istom zmysle plati

Najprv si pripomenieme, ze v mnozine Z = {...,—-3,-2,—1,0,1,2,3,...}
tiez neexistuje najmensie ¢islo, a napriek tomu sa prvky z Z daju ocislovat
v poradi

0,—1,1,-2,2,-3,3,....

Myslienka ako parovat mnoziny N a Q% je zaloZené na napisani si vSetkych
kladnych ¢isel (zlomkov) na, v oboch rozmeroch, nekoneény list papiera.
Matematici medzi nami by povedali, Ze zobrazime vSetky prvky Q" na pozicie
nekonecnej dvojrozmernej matice znazornenej na obrazku 3.20. Vieme, ze
kazdé kladné racionalne ¢islo mozeme zapisat v tvare zlomku ako

p

7
q
pricom p a ¢ su kladné celé ¢isla. Nekonecny list papiera rozdelme na
nekonecne vela stlpcov a oc¢islujeme riadky zhora nadol a stlpce zlava dopra-
va Cislami

1,2,3,4,5,....

Na poziciu nekone¢ného listu papiera, kde sa pretina i-ty riadok a j-ty stipec,
napiSeme zlomok

7

J
Konec¢na ¢ast takto popisaného nekoneéného listu papiera (nekonecnej mat-
ice) je na obréazku 3.20.

Nepochybujeme o tom, Ze na tomto nekonecnom liste papiera sa nachadzaju
vietky kladné zlomky (racionalne ¢isla). Ak hfadame l'ubovolny zlomok p/q,
okamzite vieme, ze tento zlomok sa nachadza na priese¢niku p-teho riadku

10pre Tubovolné malé kladné racionélne ¢islo @ mozeme pomocou delenia dvomi vytvorit
zlomok a/2, ktory je mensi ako a.
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1 2 3 4 5 6
T S S U S S
1 2 3 1 5 6
o |2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 5 6
3|3 3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 6
N R S S O
1 2 3 1 5 6
515 5 5 5 5 05
1 2 3 1 5 6
6|l 6 6 6 & 6 6
1 2 3 1 5 6
obr. 3.20

a j-tého stipca. Mame skor iny problém. Niektoré!' kladné zlomky sa v
tabulke nachadzaju viackrat, dokonca nekonec¢ne vela krat. Napriklad ¢islo

1 sa da zapisat, ako
12 3 4

1720301

teda na naSom nekone¢nom liste sa nachédza nekonecne vela krat na vSetkych
poziciach diagonaly. Cislo 1/2 tu najdeme zapisané tiez nekonecne vela
krat, pretoze jednu polovicu mozno zapisat v tvare zlomku nasledujtcimi
nekonec¢ne mnohymi sposobmi:

1 2 3 4
27476 8"
Uloha 3.14 Ako sa d4 v tvare zlomku nekone¢ne vel'a sposobmi zapisat racionélne
cislo 27
7

Ale naSim ciefom je, mat na tomto liste papiera zapisané kazdé kladné
racionalne ¢islo prave raz. Preto vezmeme vidy len zlomky p/q, ktoré sa
uz nedaju kratit'2. Cislo 1 je takto reprezentované zlomkom 1, jedna polovi-
ca je reprezentovana zlomkom %, pretoze vSetky iné zlomkové reprezenticie
tychto ¢isiel sa daju kratit. Na nasom nekone¢nom liste papiera vygumujme
vietky zlomky, ktoré sa daju kratit. Niektoré priese¢niky riadkov a stipcov
ostant prazdne (obr. 3.21), ale to nam nebude vadit.

Vsetky zlomky na obrazku 3.21 chceme oécislovat ako prvy, druhy, treti atd.
Je o¢ividné, ze ocislovanie prvkov na liste papiera nemozeme dosiahnut tak,

1Y podstate vietky.
12Najvacsi spoloény delitel celych ¢isel p a ¢ je 1.
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1 2 3 4 5 6
T S S S T B
1 2 3 4 5 6
2 2 2
2 | 1 3 5
3 3 3 3
3 1 2 4 5
4 4 4
41 1 3 5
513 5 5 s 5
1 2 3 4 6
6 6
6 1 5
obr. 3.21

ze by sme ocislovali najprv ¢isla v prvom riadku, potom v druhom riadku,
tretom riadku, atd. Dovod, preco to nejde je, Ze v prvom riadku je nekonecne
vela prvkov (zlomkov). Pokus oé¢islovat prvky na papieri tymto sposobom
zlyhd, pretoze pri tomto postupe nikdy nezac¢neme ¢&islovat prvky v druhom
riadku. Prvy riadok jednoducho spotrebuje na svoje o¢islovanie vsetky ¢isla z
N. Z podobného dovodu sa nedaja prvky nekonec¢ného listu papiera oc¢islovat
stlpec po stipci. Ako mame teda postupovat? O¢islujeme ¢isla na nagom liste
papiera diagonalu po diagonale. k-ta diagondala nekonec¢ného listu papiera
obsahuje vSetky pozicie (obr. 3.22), pre ktoré plati, ze sucet ¢isla riadku i a
Cisla stlpea j dava ¢islo k+ 1 (i +j =k + 1).

Siesta
diagonala

obr. 3.22

Takto prva diagonala obsahuje len jeden prvok % Druhéa diagonala obsahuje
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dva prvky 2 a %, tretia obsahuje dva prvky % a % a Stvrta diagondla obsahuje
zlomky %, > %, i. Vo vSeobecnosti obsahuje k-ta diagondla presne k pozicii,
teda nanajvys k zlomkov.'

Teraz ocislujeme pozicie nekonecného listu papiera a tym aj vSetky kladné
zlomky v poradi znazornenom na obrazku 3.23.

obr. 3.23

Pri tomto ocislovani usporiadame diagondly zhora nadol a v rdmci danej
diagonaly postupujeme zlava doprava. Podla tejto stratégie Cislovania a
pozicie zlomkov na obrazku 3.21, dostavame nasledujice ocislovanie kladnych
racionalnych ¢isel:

1213143215165 4321

TTYTYTY S TR T Y356
Vzhl'adom na dohodnuté oznacovanie je napriklad 1/1 nulté racionalne ¢islo,
2/1 je prvé raciondlne ¢islo, 3 je tretie racionélne ¢islo, 1/3 je Stvrté a 5/2 je
dvanéaste racionalne ¢islo.

Uloha 3.15 Rozsirte kone¢nu ¢ast nekonecnej matice z obrazku 3.21 o dalsie dva
riadky a d'alsie dva stlpce. Zistite, ktoré zlomky v nasom oéislovani racionalnych
¢isel budu mat poradové cisla 17,18,19, ... ,26,27.

Pre zdovodnenie korektnosti naseho ¢islovania je najdolezitejsie vSimnat si, ze
kazdy zlomok (kazdé racionalne ¢islo) dostal svoje poradové ¢islo. Samotny
dokaz tejto skutocnosti je jednoduchy. Nech p/q je Tubovolny zlomok, ktory
sa neda kratit. Tento zlomok sa nachadza na policku, kde sa pretina p-ty

13Spomeiite si, Ze niektoré pozicie mozu byt prazdne.
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riadok a ¢-ty stipec, teda lezi na diagonale p+q— 1. Pretoze kazda diagonala
obsahuje kone¢ny pocet pozicii, podari sa nam postupne ocislovat prvky
diagonal 1,2,3,..., p+ q — 1, takze dojde aj k ocislovaniu prvkov diagonély
p+q—1. Preto p/q tiez ziska poradové ¢islo. Pretoze i-ta diagonala obsahuje
nanajvys ¢ racionalnych ¢isel, poradové ¢islo zlomku p/q je nanajvys

14243+4+...+(p+qg—1).

Z toho plynie platnost rovnosti

Q7| =|NJ.

Uloha 3.16 Obréazok 3.24 ukazuje iné ocislovanie zlomkov, ktoré je ale tiez za-
lozené na postupnom ocislovani prvkov diagonal. Napiste prvych 20 racionédlnych
¢isiel podla tohto o¢islovania. Aké poradové ¢islo dostane raciondlne ¢islo 7/37 Aké
poradové ¢islo ma racionélne ¢islo 7/3 v naom ¢islovani znazornenom na obrazku
3.237

Ut

obr. 3.24

Uloha 3.17 Hilbertov hotel je uplne vyludneny, ako sa to niekedy mimo sezony
stava. Naraz vypukne sezona a pride nekoneéne vela nekone¢nych autobusov. Au-
tobusy su ocislované v poradi

B07B17B27B37’ L)

a je ich teda rovnako vela ako |N|. Pre kazdé i je v autobuse B; nekone¢ne vela
miest
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a na kazdom mieste sedi prave jeden cestujuci. Ako recepény dokaze ubytovat
vSetkych pasazierov zo v8etkych tychto autobusov?

Uloha 3.18 (tvrdy orieSok) Dokazte rovnost |Q| = |NJ.
Uloha 3.19 (tvrdy orieSok) Definujme
N*={(i.j.k) | i,j,k € N},

ako mnozinu v8etkych trojic (7,7, k), kde prvky trojic i,j a k st prirodzené ¢isla.
Na kazdej pozicii tejto trojice sa modze nachéadzat Tubovolné ¢islo z nekonecnej
mnoziny N. Mohli by sme povedat, ze N3] = 0o - 00 - 00 = oo®. Ukéite, ze plati
IN3| = |N|, a teda aj 0o = 00>.

3.3 Existujua rozne velké nekonec¢né, alebo
preco je realnych cisiel viac ako
prirodzenych?

V predchadzajicej ¢asti sme sa zoznamili s Cantorovou koncepciou na porovna-
vanie mohutnosti mnozin. S prekvapenim sme zistili, Ze nekone¢no sa odlisuje
od kone¢nych objektov tym, Ze obsahuje Casti, ktoré su rovnako velké, ako
sam celok. Pri hladani nekone¢na, ktoré by bolo vicsie ako |NJ|, sme ne-
mali aspech. Zistili sme, Ze dokonca plati |Q"| = |N|, i ked racionélne ¢isla
sa nachadzaju na redlnej osi nekonec¢ne hustejsie ako prirodzené ¢isla. Sku-
tocnost je este prekvapujicej$ia. Da sa ukéazat, ze pre kazdé celé ¢islo k plati,
ze

IN|-IN|-...-|N|=p0-00-...-00= 00"

~~

k krat k krat
je zase len |N| = oc.
Nezistime nakoniec, Ze vSetky nekone¢né mnoziny su rovnako velké? NaSim

cielom je ukazat pravy opak tym, Ze ukazeme

[R*| > IN].

Tento vysledok sme mozno na zaciatku povazovali za mozny, ale po absolvo-
vani ¢asti 3.2 mozeme pochybovat o tom, ¢i tato nerovnost plati. Realne ¢isla
maju podobné vlastnosti ako racionélne ¢isla. Neexistuje ziadne najmensie
pozitivne realne ¢islo a medzi Tubovolnymi dvoma roznymi realnymi ¢islami
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sa nachadza nekone¢ne vela realnych ¢isel. Pretoze |N| = |Q7|, znamenala
by nerovnost |R*| > |N| automaticky tiez platnost nerovnosti

RT| > Q7.

Nebolo by to prekvapujuce? V nasledujicej kapitole pochopime lep§ie kIu¢ovy
rozdiel medzi mnozinami R a Q. Ukazeme dokonca eSte silnejsi vysledok. Oz-
nac¢me pomocou [0, 1] mnozinu v8etkych realnych ¢isiel medzi 0 a 1, vratane
nuly a jednotky. UkdZzeme, ze plati

[0, 1] # N].

Ako sa da ukazat nerovnost mohutnosti dvoch mnozin? Na dokaz rovnosti
nam stac¢i najst vhodné parovanie. To nemusi byt vzdy jednoduché, ale v
istom zmysle to nie je az také tazké, lebo je to konstruktivna tiloha. Skonstru-
ujete vhodné parovanie, a tym je jednoducho praca ukoncena. Pre nerovnost
|A| # |B| potrebujeme dokazat, Ze neexistuje Ziadne parovanie medzi
A a B. Problém je v tom, Ze potencidlne moze existovat nekonecéne vela
stratégii na konstrukciu hladaného péarovania. Ako sa da vylacit moznost
uspechu pri vSetkych moznych postupoch na konstrukciu vhodného parova-
nia? NemoZeme jednu po druhej preverit nekonecne vela stratégii. Ked
chceme ukéazat, ze nieCo neexistuje, hovorime o dékazoch neexistencie.

Zdovodnit nemoznost existencie nejakého objektu s istymi vlast-
nostams, alebo vylicit moznost nejakého javu su najtazsie ilohy,
aké st v prirodngch veddch moZeme zadat.

Slovo ,nemozné“ nemodzeme takmer vyslovit a ak uz ho predsa pouzijeme,
musime velmi starostlivo upresnit jeho vyznam. Jeden znamy fyzik mi raz
rozpraval, ze existuje moznost spitne vytvorit vajicko v povodnom stave z
volského oka upeceného na panvici. Tato moznost je zalozena na moznosti
,obratit chod ¢asu® fyzikalnych procesov a nechat ich bezat spit do povod-
ného stavu. Fyzici vraj dokdzu vypocitat pravdepodobnost, s akou sa podari
zrealizovat spitny beh procesu od volského oka k vajicku. Pravdepodobnost
uspechu takého pokusu je tak nizka, ze jeho tspech mozno pokladat temer za
zazrak, ale podstatné je, ze tato pravdepodobnost je vicsia ako nula, a teda
tato moznost existuje. Je vela veci a situécii, ktoré sa nam na prvy pohlad
mozu zdat nemozné a napriek tomu mozu nastat.

V matematike pracujeme v umelom svete abstraktnych matematickych ob-
jektov a vdaka tomu v matematike moZzeme tspeSne vytvarat dokazy o ne-
existencii matematickych objektov. To ale ni¢ nemeni na skutoc¢nosti, ze
aj tu patria dokazy neexistencie k najtaz$im ulohéam z hladiska korektnej
argumentacie.
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Pokisme sa najprv ukazat, ze nie je mozné ocislovat redlne ¢islo z intervalu
[1,0] a teda, ze plati |[0,1]| # |N|. Ako sme uz naznacili, na dokaz neexis-
tencie ocislovania ¢isiel v [0, 1] pouzijeme metodu nepriameho dokazovania.
To znamené, ze predpokladame opak toho, ¢o chceme dokazat. Takze pred-
pokladame, zZe existuje o¢islovanie redlnych ¢isiel z intervalu [0, 1] a pomocou
tohto predpokladu sa snazime dostat k sporu'.

Ak existuje o¢islovanie mnoziny [0, 1], mozeme vSetky realne ¢isla z [0, 1]
zapisat do postupnosti znazornenej v tabulke na obrazku 3.25.

0 1 2 3 4 ?
1 0. a19 a3 Q14 ay;
2 0. asy ans a4 ag;
3 0. asy as9 as4 as;
4 0. a4q 49 a43 ay;
[ 0. an ap a3 au ... a;
obr. 3.25

To znamené, Ze Cislo
O.a11a12a13a14 =

je prvym ¢islom v nasom od¢islovani ¢isiel z [0, 1]. Symboly ay1, 12, a3, . .. st
decimélne cifry. Takze aq; je prva decimélna cifra za desatinnou ¢iarkou, aio
je druhé cifra, a,3 je tretia cifra za desatinnou ¢iarkou, atd. Vo v8eobecnosti
je

O.&ilaigaig&m R

i-te redlne ¢islo z intervalu [0, 1] v poradi nasho ¢islovania. Nasa tabulka je
nekone¢na v dvoch rozmeroch. Pocet riadkov je |N| a pocet stlpcov je tiez
IN|. Stlpec j obsahuje j-te cifry za desatinnou ¢iarkou vSetkych realnych

14V pripade potreby sa mozeme najprv vratit k opisu met6dy nepriamej argumentacie v prvej
kapitole. Schéma nepriameho dokazovania hovori, ze ak je mozné z nejakého tvrdenia Z
odvodit postupnostou implikacii nejaké o¢ividne neplatné tvrdenie, tak tvrdenie Z neplati,
a teda plati opak tvrdenia Z.
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¢isiel v nagom ocislovani. Pocet stipcov musi byt tiez nekone¢ny, pretoze
vac8inu redlnych ¢isiel nie je mozné zapisat pomocou konecéného poctu cifier
za desatinnou ¢iarkou. Napriklad na zapisanie zlomku

1 _

- =0.3=0.33333...

3
potrebujeme nekone¢ne vela miest za desatinnou ¢iarkou i ked tato reprezen-
tacia je periodicka. Cisla ako \/5/2 alebo 7 /4 nie st periodické a na ich pres-
ny zapis v tomto tvare decimélneho zapisu sa nemodzeme vyhnit pouzitiu
nekonecného poctu desatinnych miest v ich presnom zapise.

Aby sme zvysili nazornost uvedenej tabulky predstavime si hypoteticka konkrét-
nu tabulku ako na obrazku 3.26, kde s namiesto symbolov a;; konkrétne
decimalne cifry. V tejto hypotetickej tabulke su ocislované realne ¢isla z
intervalu [0, 1].

1] o 3 2 1 1 0
2 {0 0o [o] o 0o o0 0
310 9 9 1 0 3
410 2 3 4 [o] 7 8
510 3 5 0 1 2
6|0 3 1 4 0 5

obr. 3.26

Na prvom mieste je ¢islo 0.732110..., na druhom mieste 0.000000..., na
trefom mieste 0.998103. . ., atd.

Teraz aplikujeme takzvani diagonalizaé¢nii metédu na konsStrukciu redl-
neho ¢isla z intervalu [0, 1], ktoré sa uréite v tabulke nenachadza (obr. 3.25).
Tato skutocnost je ale v spore s nasim predpokladom, Ze v tabulke méame
otislovanie realnych ¢isiel z [0, 1] a teda nie je mozné, aby tam nejaké ¢islo
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chybalo. To znamend, Ze naSa tabulka neposkytuje ocislovanie realnych ¢isiel
z intervalu [0, 1] a teda, Ze neexistuje ziadne ocislovanie ¢isiel z [0, 1].

Nasim cielom je teda skonstruovat nejaké ¢islo ¢ z intervalu [0, 1], ktoré sa
ur¢ite nenachadza v ziadnom riadku tabulky na obr. 3.25. Cislo ¢ budeme
konstruovat postupne, jedno desatinné miesto po druhom. Cislo ¢ zapiSeme
ako

c=0.cicoc3Cy . ..Cj ... .

Vo vSeobecnosti zvolime decimalnu cifru ¢; = ay; — 1, ak a1 # 0 a polozime
c; = 1, ak a;; = 0. Konkrétne na obrazku 3.26 to znamend, Ze by sme
zvolili ¢; = 6, pretoze a;; = 7. Vdaka tejto volbe cifry ¢; vieme uz s
istotou, Ze konstruované ¢islo ¢ sa nenachadza v prvom riadku tabulky na
obr. 3.25 (obr. 3.26). Na druhé miesto za desatinnou ¢iarkou ¢isla ¢ vezmeme
cifru ¢o = ag — 1 ak agy # 0 a v pripade, ked ags = 0 zvolime ¢y = 1.
Pre ocislovanie na obrazku 3.26 to znamené, Ze zvolime ¢, = 1, pretoze
az = 0. Vdaka tejto voIbe sa ¢islo ¢ s istotou odlisuje od ¢isla v druhom
riadku tabulky. f)alej zvolime c3 tak, aby c3 bolo rozne od azz a tym padom
kongtruované ¢islo ¢ nelezalo v trefom riadku tabulky (nebolo tretim ¢islom
v hypotetickom o¢islovani).

Uplne vieobecne zvolime ¢; = a; — 1 pre a; #%0ac =1prea; =0. Vdaka
tejto vol'be nelezi ¢ v i-tom riadku tabulky (c sa odlisuje od ¢isla v i-tom
riadku tabulky minimalne na i-tom desatinnom mieste). Tymto postupom
ziskame po Siestich krokoch konstrukcie pre konkrétnu tabulku z obrazku
3.26 cislo
0.617106. ...

Lahko zistime, Ze toto ¢islo je rozne od vSetkych ¢isel v prvych Siestich riad-
koch tabulky (obr. 3.26).

Vo v8eobecnosti vidime, ze sa ¢islo ¢ odlisuje od kazdého ¢isla v tabulke (v
nasom hypotetickom o¢islovani) a to minimélne na i-tom desatinnom mieste
od i-teho ¢isla tabulky (o¢islovania). To ale znamend, ze tabulka na obrazku
3.25 nie je o¢islovanim mnoziny [0, 1], pretoZe oc¢islovanie mnoziny [0, 1] zna-
mené uviest v poradi bezpodmienecne vsetky prvky z [0, 1], a my vidime,
ze ¢ tam chyba. Takze bol na$ predpoklad existencie ocislovania mnoziny
[0, 1] chybny a na zaklade schémy nepriameho dokazu mozeme uzavriet nase
uvahy tvrdenim, ze

Neezistuje Ziadne ocislovanie mnoZiny [0, 1], a teda neezistuje ani
parovanie medzi N a [0, 1].

Uloha 3.20 Nagrtnite zaciatok tabulky (podobne ako na obrazku 3.26) hypotet-
ického o¢islovania realnych ¢isel z [0, 1], v ktorej na zaciatku lezia ¢isla 1/4, 1/8,
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Vv2/2,0, 1, m/4, 3/7. K tejto tabulke uréite cifry ci,ca,c3,c4,c5,¢6 a ¢y z ¢, tak
aby bolo zarucené, ze sa c odliSuje od vSetkych tychto siedmych ¢&isel.

Uloha 3.21 V hypotetickom oé¢islovani lezi v 100. riadku éislo 2/3. Ktora cifru
¢isla ¢ a akym spdsobom zvoli v tomto pripade diagonaliza¢nd metoda?

Uloha 3.22 Uréite prvych 7 cifier &sla ¢ za desatinnou &arkou pre hypoteticke
oCislovanie mnoziny [0, 1] v tabulke na obrazku 3.27.

0o 1 2 3 4 5 6 7T
1| o 0o 0 1 7 8 0
2 | 0. 1 3 1 7 8 4
310 1 6 3 3 3 3
410 1 6 3 [o] 7 8 4
500 1 6 3 1 § 4
6 o 1 6 3 1 7 [9] 4
710 1 6 3 1 7 8

obr. 3.27

Co sme prave dokazali a akd bola nasa argumentacia” Predpokladajme, ze
nam niekto povie, ze ma ocislovanie mnoziny [0, 1]. Vyvinuli sme techniku
(nazyvani diagonaliza¢na metdda), pomocou ktorej sme schopni kazdému je-
ho navrh ocislovania vratit s tym, Ze jeho oc¢islovanie nie je tuplné, pretoze v
nom chyba aspon jedno ¢islo z [0, 1]. VzhlTadom na to, ze sme to schopni uro-
bit pre kazdé hypotetické ocislovanie, neexistuje ziadne korektné ocislovanie
prvkov mnoziny [0, 1].

Iny sposob nahliadnutia na nasu argumentéaciu je zaloZzeny na schéme nepri-
ameho dokazu, ktort sme sa naucili v prvej kapitole. NaSim cielom bo-
lo dokazat tvrdenie Z, Ze neexistuje ocislovanie realnych ¢isiel z intervalu
[0,1]. NaSa schéma zaina s tvrdenim Z, ¢o je opakom Z a odvodi zo Z
nejaky nezmysel (nie¢o nemozné). Vdaka tomu vieme podla metody nepri-
ameho dokazu, Ze Z nemoze platit a musi platit Z. Takto dosiahneme nas
ciel, dokédzanie platnosti Z. Tvrdenie Z (opak Z) je, Ze existuje o¢islovanie
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mnoziny [0,1]. Predpokladajic platnost Z dospejeme k zaveru, ze v tomto
hypotetickom o¢islovani prvkov mnoziny [0, 1] jeden prvok (¢islo) ¢ chyba.
To je ale nezmysel, pretoze v o¢islovani mnoziny [0, 1] nemoze chybat ziadny
prvok z [0, 1] a z tohto dévodu neexistuje ziadne oc¢islovanie mnoziny [0, 1].

Vzhl'adom na to, Ze nie je mozné o¢islovat ¢isla z intervalu [0, 1] (nie je mozné
poparovat ich s prirodzenymi ¢islami z N) a 7ze [0,1] C RT, je oc¢ividné, 7Ze
nemozeme oc¢islovat ani prvky z RT.

Uloha 3.23 Odévodnite vlastnymi slovami, preco z neexistencie o¢islovania mnoziny
[0,1] vyplyva tieZ neexistencia o¢islovania mnoziny RY.

|[Rada: Mozete sa pokiusit vysvetlit, ako by sa z kazdého oc¢islovania mnoziny R
dalo ziskat o¢islovanie mnoziny [0, 1]. Preto je takato argumentacia korektna?].

Pretoze N C R* a neexistuje ziadne parovanie medzi N a R, smieme tvrdit,
ze plati
IN| < [R.

Teda existuju dve rozne velké nekonecna a to [N| a |RT|. Mozno dokonca
ukazat, ze existuje nekonec¢ne vela rozne velkych nekonecien. Tu ale up-
ustime od prezentacie a dokazovania tychto technickych vysledkov, pretoze
ich nepotrebujeme na dosiahnutie nasho hlavného ciela. NaSim hlavnym
ciefom je v nasledujucej kapitole ukazat, ze existuje viac vypoctovych prob-
lémov (tloh) ako algoritmov, a preto existuju tlohy, ktoré sa algoritmicky a
teda automaticky pomocou pocitacov nedaju riesit.

Uloha 3.24 Pozmenme trocha metédu diagonalizacie vzhladom na tabulku prezen-
tovanid na obr. 3.25. Zvolme ¢; = a;2; — 1 ak a;2; # 0 a zvolme ¢; = 1 ak a;2; = 0.

a) Mozeme potom znova tvrdit, ze &islo ¢ = 0.cjcacgey ... sa v tabulke ne-
nachadza? Odovodnite Vase tvrdenie.

b) Zaramcekujte prvky a;o; tabulky na obrazku 3.25!

¢) Aké budu cifry ¢, co a c3 pri tejto stratégii, ak budeme uvazovat konkrétnu
tabulku na obr. 3.277 Zdévodnite, preco sa takto vygenerované Cislo ¢ =
0.cicc3 . .. urcite nenachadza v prvych troch riadkoch tabulky (obr. 3.27).

3.4 NajdolezitejSie mySlienky v kratkosti

Dve nekonecné mozeme porovnavat, ak ich reprezentujeme pomocou mnozin.
Na tomto zaklade Cantor postavil svoj koncept na porovnavanie velkosti
(mohutnosti) mnozin. Pritom vyuZil nasledujicu ba¢ovskia metodu. Dve
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mnoziny su rovnako velké, ak mozeme prvky oboch mnozin sparovat. Nejakéa
nekonecné mnozina A je rovnako velka ako N, ak je mozné ocislovat prvky A
a tak ich usporiadat ako prvy, druhy, treti, atd. Ocislovanie mnoziny A nie
je ni¢ iné ako parovanie A a N. Na naSe prekvapenie mozeme parovat N a 7Z
i ked N je vlastnd podmnozina Z. Na zaklade tohto a podobnych vysledkov
sme spoznali, ze vlastnost

obsahovat vlastni cast, ktord je rovnako velkd ako celok,

je presne tou vlastnostou, ktora odlisuje konec¢né od nekone¢ného. Konec¢né
mnoziny nemdzu mat tato vlastnost. Pre nekone¢né mnoziny je nevyhnutné
mat tito vlastnost.

Napriek tomu, Ze medzi dvoma prirodzenymi ¢islami ¢ a ¢ 4+ 1 lezi vzdy
nekonec¢ne vela racionédlnych ¢isiel, oc¢islovali sme Sikovnym sposobom ra-
cionélne ¢isla (nie podla velkosti) a tym sme ukézali, Ze plati |[N| = |QT].
Dosledkom je, Ze prirodzenych ¢isiel je rovnako vela ako kladnych racional-
nych cisiel.

Dalej sme pomocou nepriameho dokazu ukazali, ze neexistuje ziadne ocislo-
vanie realnych cisiel a teda, ze plati

INJ < |R¥.

Dosledkom je, Ze existuju miniméalne dve rozne velké nekoneéna. Cielom
nasledujicej kapitoly je ukazat, Ze pocet roznych programov sa rovna |N|,
a ze poCet roznych algoritmickych aloh sa rovna |R*|. Dosledkom bude
existencia tloh, pre ktoré neexistuju ziadne algoritmy na ich rieSenie.

Zatial sme eSte neukazali Ziadny div informatiky. Zato sme ale spoznali
podstatu nekonec¢na a metédu na porovnavanie nekonecénych velkosti a tym
sme predstavili matematicky div, ktory je jednym z najfascinujucejsich dra-
hokamov vedy. Drahokamy lezia len zriedkavo pohodené na ulici. V typick-
om pripade je potrebné vynalozit nemalé usilie na ich ziskanie. Preto sme
sa aj poriadne zapotili, kym sme boli schopni zvladnut pracu s nekone¢nom.
Preto nés nesmie prekvapit, Ze cesta k divom informatiky je tiez narocna.
Ale trpezlivost sa vyplaca. Vydrzte eSte dve kapitoly a potom zazijete di-
vy informatiky jeden za druhym. Neocakavané a elegantné rieSenia zdanlivo
bezvychodiskovych situacii zvysia tep kazdého priatela vedy. Len s trpe-
zlivostou a usilovnostou dosiahneme poznanie, ktoré ma skutoént hibku a
vel'ku cenu.
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Vzorové rieSenia k vybranym tiloham

Uloha 3.1 Pre mnoziny A = {2,3,4,5} a B = {2,5,7,11} existuje 4! = 24 roznych
péarovani. Priklad parovania je

(2,11),(3,2),(4,5), (5, 7),

alebo
(2,11),(3,7),(4,5), (5,2).

Postupnost dvojic (2,2), (4,5), (5,11), (2, 7) nie je parovanie mnozin A a B, pretoze
prvok 2 z A sa nachadza v dvoch paroch (2,2) a (2,7) a prvok 3 z A ostal volny
(nenachadza sa v ziadnom péare).

Uloha 3.7 (tvrdy orieSok) Definujme vztah |A| < |B| pre dve nekone¢né mnoziny
A a B tak, ze |A| < |B] prave vtedy, ak existuje vlastnad podmnozina C' mnoziny
B (C C B), ktort mozno popéarovat s mnozinou A. Nasim cielom je ukézat, ze
pomocou tejto definicie mozno dospiet k nezmyselnému vysledku |N| < |N|. Tym
ukazeme, ze tato definicia relacie mengi nie je vhodnda na porovnavanie nekone¢nych
mnozin.

Zvolme si v tejto definicii A = N a B = N. Ako C si zvolime Z*. O¢cividne je
C = Z* vlastna podmnozina mnoziny B = N (C C B), pretoze Z* C N. Parovanie
medzi mnoZinami C = Z* a B = N sme uz ukézali. Tym st splnené vsetky
podmienky definicie a teda musi platit |A| < |B|. Pretoze sme zvolili A =N = B,
dostavame |N| < |NJ.

Uloha 3.9 Parovanie medzi mnozinami N a Z mozeme najst pomocou nasledu-
juceho ocislovania prvkov zo Z (usporiadania do poradia nulty, prvy, druhy, treti,

o)
0,1,—1,2,—2.3 —3.4 —d ... i —i ...

7 tohto ocislovania prvkov zo Z dostaneme parovanie mnozin N a Z tak, ze kazdému
¢islu mnoziny 7Z priradime jeho poradie v ocislovani. Zaciatok nasho parovania
vyzerd takto:

(0,0),(1,1),(2,-1),(3,2),(4,—-2),(5,3),(6,—-3),... .
Vo vSeobecnosti vytvarame dvojice
(0,0),(2¢ — 1,4) a (2i,—1)
pre vSetky kladné celé ¢isla i.

Uloha 3.11 (tvrdy orieSok) Recepény sa prichysta na hosti takto: najprv rozdeli
izby na nekone¢ne vel'a skupin nekone¢nej velkosti. Vzdy ked pride nejaka skupina
hosti (je jedno ¢i kone¢na alebo nekonecné), pouzije pre novych hosti nasledujicu
eSte nepouzitu skupinu volnych izieb.
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Recepény ma dobré matematické vzdelanie (o je v Hilbertovom hoteli pre kazdého
zamestnanca nevyhnutnym predpokladom na prijatie do zamestnania) a vie, ze
existuje nekone¢ne vela prvocisiel

2,3,5,7,11,13,17,19, ...

Nech p; je i-te prvocislo v tejto rastiicej postupnosti prvocisiel. Pomocou p; urc¢ime
i-tu nekone¢ne velku skupinu izieb ako

Skupina(i) = {pi,p?,pg’,pf‘, e (pi)j, S

Napriklad Skupina(2)= {3,9,27,81,...}. Recepcny vie tiez (vd'aka znalosti zaklad-
nej vety aritmetiky), ze ziadne ¢islo z N sa nenachadza vo viac ako jednej skupine
izieb. To znamend, %e aj ked postupne pride nekonecne vela skupin hosti, moze
recepCny pridelovat izby bez toho, aby musel prestahovavat uz ubytovanych hosti.
Nezélezi na tom, ¢i ¢-ta skupina hosti je konec¢nd alebo nekonecnd, skupina izieb
Skupina(i) je pre nich zarezervovana. Ak ozna¢ime hosti i-tej skupiny ako

Gi1,Gi2,Giz,....Gijo. ..

tak host G; 1 dostane izbu p;, host G; 2 izbu p? atd. Vo v8eobecnosti dostane host
G izbu (p;)’.

Citatel mohol najst aj iné spréavne rieSenie ako sme uviedli.

Uloha 3.13 Postupnost dvojic
(07 0)7 (17 1)7 (27 4)7 (37 9)7 (47 16)7 Tt (Z7 12)7 e

je parovanim medzi N a Ng,qq. Ocividne je kazdy prvok z N préve v jednom péare
a analogicky sa vyskytuje kazdé c¢islo z Ngy,qq prave jedenkrat ako druhy prvok
nejakej dvojice.

Uloha 3.21 Decimalna reprezentacia ¢isla 2/3 je
0.6 = 0.666666. .. .

Takze na stom mieste za desatinnou ¢iarkou je cifra 6. Podl'a metody diagonalizacie
zvolime C100 = 6—1=05.

Uloha 3.22 Pre hypotetické o¢islovanie mnoziny [0, 1] z tabulky obr. 3.27 dostaneme
aplikovanim meto6dy diagonalizacie

c=0.1631783... .

Uloha 3.23 Ulohu vyriegime pomocou schémy nepriameho dékazu z prvej kapitoly.
Vieme, Ze neexistuje ziadne o€islovanie prvkov mnoziny [0,1]. NaSou tulohou je
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ukazat, Ze neexistuje Ziadne o&islovanie prvkov z RT.

Predpokladajme opak nasho ciela, t.j., Ze mame nejaké oc¢islovanie mnoziny RT.
Zoberme toto ocislovanie ako postupnost Cisiel a skrtneme (vygumujeme) vsetky
¢isla, ktoré nie su z intervalu [0,1]. Co ostane, je postupnost (o¢islovanie) vietkych
¢isiel z [0,1]. Uz ale vieme, Ze neexistuje ocislovanie mnoziny [0, 1], a teda musi
platit opak nasho predpokladu. Opak nasho predpokladu (Ze existuje oCislovanie
R™) je nas ciel (neexistuje ocislovanie mnoziny R™).
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Diskutujte, mylte sa,
robte chyby,
ale preboha myslite,
aj ked chybne, ale samostatne.
Gotthold Ephraim Lessing

Kapitola 4

Vypocitatel'nost, alebo preco existujiu
ulohy, ktoré sa nedaja vyriesit na
programovatelnom pocitaci

4.1 Ciele

V tretej kapitole sme objavili, Ze existuju rozne velké nekonec¢na. Naprik-
mnozina je presne rovnako velka ako N, ked jej prvky mozeme ocislovat ako
prvy, druhy, treti, atd.

Nasim cielom v tejto kapitole je ukazat, Ze existuja problémy (tlohy), ktoré
nemozno rieit pomocou ziadnych algoritmov. Hlavna myS$lienka je velmi
jednoducha. Ukazeme, Ze existuje viac problémov ako je pocet vSetkych pro-
gramov. To znamend, zZe musia existovat tlohy, ktoré sa nedaju riesit algorit-
micky a teda ani automaticky pomocou vypoctovej techniky. No neuspoko-
jime sa ale len s dokazom, ze existuju algoritmicky nerieSitelné tilohy. Mohli
by sme si mysliet, Zze vSetky algoritmicky nerieSitelné tlohy su natolko ne-
prirodzené, Ze ich rieSenie aj tak nikoho nezaujima. Preto sa pousilujeme
ukazat, Ze existuju zaujimavé praktické ulohy, ktoré sa algoritmicky nedaju
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riesit.

Tato kapitola je najtazsou v celej knihe, preto sa neznepokojujte ani neb-
udte frustrovani, ak sa vam nepodari vSetko pochopif. Ani mnohi absol-
venti univerzitného stidia informatiky celkom neovladaju tito matematicky
naro¢nid Cast stadia. Uspechom je uz len to, ked pochopite prezentované ob-
javy informatiky a ich vyznam. Pochopit detailne celd cestu k tymto zasad-
nym objavom informatiky si vyzaduje zvycajne viacnésobné ¢itanie textu a
premyslanie o hlavnych myslienkach dokazov. Je na vas, kolkokrat budete
ochotni opakovane sa zaoberat touto témou.

Je dolezité vediet, ze kazdy moze citat bez problémov vSetky nasledujice
kapitoly aj v pripade, ze nepochopil dokazy v tejto kapitole.

4.2 Kol'ko réznych programov mozno napisat?

Kol'ko programov existuje? Prva jednoducha odpoved je: ,Nekoneéne vela“.
Nepochybne pre kazdy program mame nejaky iny program, ktory je o jeden
riadok (jeden prikaz) dlhsi, teda existuje dokonca nekonecne vela moznych
dlzok programov. Najviac nas ale zaujima odpoved na otazku, ¢ je pocet
roznych programov rovny |N|. UkaZeme, Ze pocet roznych programov je
rovnaky, ako pocet prirodzenych cisel. Urobime to tak, ze ocislujeme vSetky
programy.

Zalnime uvazovat o pocte vSetkych textov, ktoré mozno napisat na pocitaci
alebo pisacom stroji. Pod textom rozumieme postupnost symbolov pouzi-
vanej klavesnice. VSetky malé a velké pismend latinskej abecedy chapeme
ako symboly. Okrem nich mnozstvo dalsich symbolov ako

?7 !7 ) $7 /7 +7 *7 atd":

ktoré mozeme tiez pouzivat. Na dovazok mame eSte klavesnicu pre ,,préazd-
ny symbol“, pomocou ktorej vkladame medzeru medzi dve slova alebo dve
vety. Aby sme naznacili vyskyt medzery ako prazdneho symbolu, pouzivame
namiesto medzery symbol _. Dolezité je si uvedomit, ze medzera ma v texte
isty vyznam a preto je rozumné s fiou narabat ako so symbolom. TakZze za
texty pokladame nielen slova ako

,Janko“ a ,mama®“
s jasnym vyznamom, ale i nezmyselné postupnosti symbolov ako:

xyz*-+7labe/
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Od textu, v zmysle predchadzajiceho odseku, neocakdvame ziadny vyznam.
Je to jednoducho postupnost symbolov, ktora nemusi mat sémanticki inter-
pretaciu. V informatike nazyvame mnozinu pouzitych symbolov abecedou
a hovorime o textoch nad abecedou, ak su texty zostavené zo symbolov
tejto abecedy.

PretoZe aj medzeru povazujeme za symbol, moZeme obsah celej knihy' (naprik-
lad tejto) povazovat za text. Dopracovali sme sa k nasledovnému postrehu:

Kazdy text je konecny, ale terty mozu byt lubovolne dlhé, teda
existuje nekonecne vela roznych textov.

Pozrime sa teraz na podobnost medzi textami a prirodzenymi ¢islami. Kazdé
prirodzené ¢islo mozno reprezentovat kone¢nym spésobom pomocou symbol-
ov (cifier) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 v desiatkove] ¢iselnej stustave. Velkost
(dfika) reprezenticie rastie s hodnotou ¢isla a tym padom mozu byt zapisy
¢isiel T'ubovolne dlhé?.

Mozeme teda povedat:

, Pocet vsetkyjch textov nad abecedou pocitacovej kldvesnice sa rovnd
|N| . 113

Je to naozaj tak a zdovodnime to pomocou oc¢islovania textov. Stac¢i ukazat,
ako sa vsetky texty daju usporiadat do nekonec¢ného telefébnneho zoznamu.
Neda sa to ale spravit rovnakym sposobom, aky sa pouZiva pri zostaveni
slovnikov. Podla pravidiel usporiadania v slovnikoch najprv zoberieme do
uvahy slova a, aa, aaa, aaaa, atd. a nikdy sa nedostaneme k oc¢islovaniu slov
s inymmi pismenami nez a, pretoze je nekone¢ne vela textov, ktoré obsahuju
len pismeno a. Preto musime pri ocislovani textov postupovat inak. Pouzi-
jeme nasledujtce pravidlo:

Kratsie texty predchddzaju dlhsim textom.

To znamena, 7e v nasej nekoneénej knihe st na zaciatku vietky texty dlzky 1,
potom vietky texty dlzky 2, potom vietky texty dizky 3, atd. Este musime
ur¢it poradie pre texty rovnakej dizky. Ak by sme mali k dispozicii len
pismena latinskej abecedy, mohli by sme texty rovnakej dlzky usporiadaf
rovnako ako v slovniku. Teda najprv vSetky texty zacinajice sa symbolom
a, atd. Vzhladom na to, Ze mame aj $pecialne symboly ako 7, !, * + atd.,

Laz na ilustracie

2To znamend, Ze nemozeme zhora ohrani¢if dizku zapisu nejakou konstantou (pevnym
¢islom). Ak by bola dlzka najviac n, tak by sme mali k dispozicii nanajvys 10™ roznych
reprezentacii ¢isiel, teda by sme mohli reprezentovat (zapisat) len konecne vela &isiel.
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musime sa najprv dohodnit na poradi vSetkych symbolov ,,abecedy klaves-
nice*. Poradie symbolov si mozeme zvolif sami a nie je dolezité, ktoré si
vyberieme. Potom

usporiadame texty rovnakej dizky rovnako ako v slovniku

12]3]|...]25]26|27]28]|...|51|52]53]54]...]61]62

alblc|...|ylz]A|B]...[Y|z]1]2]...]9]0

63 | 64| 65|66 |67|68|69] 70|71 | 72|73 74]75]...]167

N RN R I R R
obr. 4.1

To znamend, Ze najprv sa texty, ktoré sa zacinaju prvym symbolom v naSom
poradi. Ak sme napriklad usporiadali symboly abecedy klavesnice do poradia
ako na obr. 4.2, za¢ina naSe ocislovanie textov

1 a
2 b
3 C

Texty dlzky 5 st usporiadané nasledujico:

aaaaa
aaaab
aaaac

22aa._
aaaba
aaabb
aaabc

Preco sme sa zapodievali textami?
,KazZdy program je text nad abecedou kldvesnice.”

Takze programy su $pecidlne texty, ktoré s zrozumitelné pre pocitac. Pocet
programov nie je teda vacsi ako pocet textov, a preto mozeme tvrdit:
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., Pocet programov sa rovnd |N|.“

Ukazali sme, Ze pocet programov je nekonecny a nie vacsi nez |N|. To, ze
IN| a pocet programov st rovnako velké, vyplyva zo skuto¢nosti, ze |N| je
najmensie nekone¢no. Toto sme ale nedokazali. Ked chceme naSe tvrde-
nie dokazat uplne ¢isto, bez pouzitia nedokdzaného tvrdenia, potrebujeme
vytvorit parovanie medzi ¢islami a programami. Ako uz vieme, ocislovanie
je parovanie.

Programy ocislujeme tak, Ze z nekonecnej knihy vsetkijch textov
vytvorengch nad abecedou kldvesnice, vymazZeme tie, ktoré nepred-
stavugi program.

Je dolezité v8imnut si, ze vymazanie sa di urobit automaticky. Daju sa
napisat programy, ktoré pre zadany vstupny text rozhodni, ¢i zodpoveda
programu v nejakom uvazovanom programovacom jazyku. Takéto kontrolu-
juce programy nazyvame kompilatory. Treba zdoraznit, zZe

kompilator skontroluje len, ¢i je program syntakticky spravny, ale
nie, ¢i je sémanticky spravny.

To znamena, ze kompilator skontroluje presne, ¢i je text korektne zapisanou
postupnostou prikazov pre pocitac¢, teda ¢i je programom. Kompilator nekon-
troluje, ¢i je program algoritmom, teda, ¢i program pocita nieco zmysluplné,
alebo ¢i sa nemoze stat, ze by bezal v cykle do nekone¢na.

V dalsom si teda mozeme dovolit uviest nekone¢ny zoznam vsetkych pro-
gramov

PO: Pl: P27 P37 SRS PZ R
pricom P; oznacuje ¢-ty program.

Prec¢o bolo také dolezité, ukazat, Ze pocet programov, a tym siucasne aj al-
goritmov, nie je vac¢si nez |N|?  Odpoved je, Ze pocet vietkych moznych
problémov je vicsi nez |N|, teda existuje viac roznych problémov, nez pro-
gramov. 7 toho vyplyva, Ze existuju problémy, pre ktoré neexistujua algoritmy
(metody na ich riegenie).

Uz predchadzajucej kapitole sme naznadili, Ze existuje prili§ vela problémov.
Pre kazdé reélne ¢islo moézeme uvazovat nasledujici problém Problem(c).

Problem(c)
Vstup: prirodzené ¢islo n

Vystup: ¢islo ¢ s presnostou na n desatinnych miest za desatinou bodkou
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Hovorime, ze algoritmus A, rie§i problém Problem(c) alebo, ze A.
generuje Cislo ¢, ked pre Tubovolné zadané ¢islo n vypocita v desiatkovej
sustave celu ¢ast ¢isla ¢ a n desatinnych miest za desatinou bodkou.

Napriklad,

e pre c = %, musi A% pre vstup n = 5 vypocitat vysledok 1.33333.

e pre ¢ = v/2 musi A sz pre vstup n = 4 vypocitat ¢islo 1.4142.
e pre ¢ = 7w musi A, pre vstup n = 6 vypocitat 3.141592.

Uloha 4.1 Co je vystupom algoritmu A%, ktory pre vstup n = 12 generuje %7?

Co st vysledky algoritmu A, ktory generuje m, pre vstupy n =2, n=0,n=7T a
n=297

Uloha 4.2 (tvrdy orieSok) Viete vymysliet metodu na urcenie (generovanie) I'u-
bovolného poctu desatinnych miest ¢isla 77 Vysvetlite ju!

V kapitole 3 sme dokézali, ze pocet redlnych isiel je vacsi nez |N|, to znamena,
ze |R| > |N|. Pretoze pocet algoritmov nie je va¢si nez |N|, je viac realnych
¢isiel nez algoritmov. Preto

existuji redlne ¢isla ¢, pre ktoré nie je Problem(c) algoritmicky
riesitelny).
Dokazali sme, ze st realne cisla, ktoré sa nedaji algoritmicky generovat.
Rozumieme ale presne, preco je to tak? Pokusime sa vytvorit si zaklady intui-

cie, a tak demaskovat sivii eminenciu v pozadi. Prirodzené ¢isla, racionalne
¢isla, texty, programy, recepty a algoritmy maja dolezita spolo¢nu vlastnost.

., Vsetky tieto objekty sa daju reprezentovat konecnym sposobom.

Pre reélne ¢isla to ale neplati. Ked je zéapis realneho ¢isla kone¢ny, mozeme
ho chapat ako text. Pocet textov je ale mensi nez pocet realnych ¢isiel, preto
existuju realne cisla, ktoré nemaju konecny zapis.

Co to presne znamena? KonStruktivne opisat realne ¢islo m znamena, ze
na zaklade opisu sme schopni ziskat kompletné ¢islo m, cifru po cifre. Aj
v pripade, ked ma ¢islo m za desatinnou bodkou nekonec¢ne vela miest, na
zaklade opisu vieme jednozna¢ne urcit cifru na l'ubovolnom desatinnom mi-
este ¢isla m. V tomto zmysle je konecny opis ¢isla m uplny. Teda na zaklade
kone¢ného opisu m mame algoritmus na generovanie tohto ¢isla. Napriklad
V2 je konecna reprezentécia iracionalneho ¢isla m = V2 a vieme ho vypocitat
s Tubovolnou presnostou, ktora si uréime. Preto plati:
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Redlne cisla, ktoré sa daju reprezentovat konecnym sposobom si

presne tie redlne ¢isla, ktoré sa daji algoritmicky generovat. Mame
aj redlne cisla, ktoré sa nedaji konecnygm sposobom reprezentovat,

a preto sa nedaji ani algoritmicky generovat.

Uloha 4.3 Co myslite? Coho je viac? Realnych &isiel s konefnou reprezenté-
ciu, alebo realnych ¢isiel, ktoré nemaji konecnu reprezentaciu. Zdévodnite Vase
tvrdenie!

Teraz vidime, ze st ulohy, na ktorych rieSenie neexistuje algoritmus. S tym-
to poznanim sa ale neuspokojime. Koho zaujima tloha generovat ¢islo m,
ktorého reprezentacia aj tak nie je konecna? Ako vobec formulovat takito
ulohu koneénym spodsobom? A okrem toho, ak su toto jediné tlohy, ktoré
nie st algoritmicky riesitelné, tak mozeme spokojne zabudnut na celu taki-
to ,umeld* teoriu a venovat sa uloham, ktoré sa vyskytuja v praxi. Takze
Citatelovi musi byt zrejmé, ze s takymto poznanim sa nemozeme uspoko-
jit.  Musime pokracovat v naSom skimani, aby sme zistili, ¢i existuju aj
zaujimavé ulohy, ktoré sa daju sformulovat konec¢nym sposobom a ktoré sa
algoritmicky nedaju riesit.

4.3 ANO alebo NIE, to je otazka, alebo:
metoda diagonalizacie trochu inak

Najjednoduchsie problémy, ktorymi sa zaobera informatika st takzvané roz-
hodovacie problémy. Rozhodovaci problém je o rozhodnuti, ¢i dany ob-
jekt (alebo dané objekty) ma (maja) ur¢itt skimani vlastnost. Napriklad
dostaneme digitalnu fotografiu a mame rozhodnit, ¢i sa na nej nachadza
stolicka. Alebo, ¢i je na fotografii ¢lovek, alebo este konkrétnejsie, ¢i je to
Aurel Stodola. Odpoved musi byt jednoznaéné ,ANO“ alebo ,NIE“. Iné
odpovede nie st povolené. Prirodzene ocakavame, ze odpoved bude spravna.

V dalsom budeme uvazovat o velmi jednoduchych rozhodovacich problé-
moch. Nech je le’ubovol’na podmnozina N. Je to teda mnozina obsahujica
prirodzené Cisla. Specifikujme rozhodovaci problém (N, M) takto:

Vstup: prirodzené ¢islo n z N.
Vystup:

LANO* v pripade, ze n je z M,
,NIE* v pripade, zZe n nie je z M.
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Ako M mozeme zobrat PRIM, kde
PRIM = {2,3,5,7,11,13,17,19,.. .}

je nekonefna mnozina vetkych prvocisiel. V takom pripade je (N, PRIM)
rozhodovaci problém, ¢i dané cislo n je, alebo nie je prvocislo. Problém
(N,N,q) oznacuje rozhodovaci problém, ¢i dané ¢islo je parne alebo neparne.

Pre kazdu podmnozinu M mnoziny N, hovorime, ze algoritmus A rozpozna
mnozinu M alebo, ze A rie$i rozhodovaci problém (N, M), ked pre
kazdy vstup n algoritmus A

(i) da vysledok ,ANO*, ak n patri do M a
(ii) da vysledok ,NIE“, ak n nepatri do M.

Niekedy pouzivame namiesto ,ANO® cifru ,,1“ a namiesto ,NIE“ cifru ,,0%.
V pripade, 7e A pre vstup n odpovie ,ANO“, hovorime, 7e algoritmus ak-
ceptuje ¢islo n. Ak pre n odpovie ,NIE“, hovorime, ze algoritmus A
zamietne ¢islo n.

Ked pre rozhodovaci problém (N, M) mame algoritmus, potom vravime, Ze
(N, M) je algoritmicky riesitel'ny alebo, ze

(N, M) je rozhodnutelny.

Je o¢ividné, ze problém (N, N,,.) je rozhodnutelny; staci preverit, ¢i je
zadané prirodzené ¢islo parne alebo neparne. Problém (N, PRIM) je tiez
rozhodnutelny, lebo vieme, ako sa presved¢ime, ¢i prirodzené cislo je pr-
vocislo a na zéklade tohto sposobu nie je tazké vytvorit algoritmus.

Uloha 4.4 Najjednoduchsi spésob preverenia, ¢ ¢islo n je prvoéislo, je vyskusat
vydelit ¢islo n v8etkymi Cislami od 2 po n — 1. V pripade, Ze ziadne z tychto
Cisiel nedeli n, je n prvocislo. Takéto preverenie je velmi nékladné. Ak chceme
preverit ¢islo 1000003, musime vyskusat milionkrat delitelnost. Viete iny sposob
preverenia, pri ktorom je pocet deleni podstatne mengi?

Uloha 4.5 (tvrdy orieSok) Vo formalizme z kapitoly 2 napiste program, ktory
rozhodne problém (N, QUAD), pri¢om

QUAD — {1,4,9,16,25,...}
je mnozina stvorcov véetkych kladnych &siel (t.j. 42, prei =1,2,3,...).

Chceme ukazat, ze existuju rozhodovacie problémy, pre ktoré neexistuju al-
goritmy. Takéto rozhodovacie problémy nazyvame
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nerozhodnutel'né alebo algoritmicky neriesitel'né.

Uz sme sa dozvedeli, ze mozeme vypisat vSetky programy Py, P, P, ... v
pevnom poradi jeden za druhym. Neskor sa dozvieme, ze sa to da urobit
dokonca algoritmicky. Vypisat algoritmicky algoritmy ale nie je také Tahké.
7 tohto dovodu zacneme naSe usilie tym, ze dokazeme dokonca nieco tazsie.
Ukaézeme, ze su rozhodovacie problémy, ktoré sa nedaju vyriesit nijakym
programom. Co to znamena presne? Kde je rozdiel medzi algoritmickou
rieSite[nostou a riesitelnostou pomocou programu?

Na pripomenutie: kazdy algoritmus vieme prepisat ako program, ale nie
kazdy program je algoritmus. Program moze vykonavat nezmyselnu ¢innost a
pre niektoré vstupy pracovat nekone¢ne dlho, zatial ¢o algoritmus bezi vzdy
len konecny cas a vypocita korektny vysledok.

Nech je M podmnozina N. Hovorime, ze program P akceptuje mnozZinu
M, ked pre kazdé zadané prirodzené ¢islo n

(i) P odpovie ,ANO“, ked n patri do M a
(ii) P odpovie ,NIE“ alebo pracuje nekoneéne dlho, ked n nepatri do M.

V dalsom texte bude oznacovat M (P) mnozinu M, ktora akceptuje P.
Teda P mozeme chapat aj ako kone¢nu reprezentaciu potencialne nekonecnej
mnoziny M (P).

Okamzite vidime rozdiel medzi rozpoznanim mnoziny M algoritmom alebo
jej akceptovanim programom. Pre vstupy z M musia oba pracovat korektne
a v kone¢nom ¢ase dodat spravnu odpoved ,ANO“ (bod (i)). Pre ¢isla, ktoréd
nepatria do M, smie program na rozdiel od algoritmu pracovat nekonecne
dlho bez toho, aby dal nejaki odpoved. V tomto zmysle st programy nadm-
nozina algoritmov®. Preto ked ukéZeme, Ze pre mnozinu M neexistuje pro-
gram, nebude pre M existovat ani algoritmus, a teda problém (N, M) je
nerozhodnutelny.

Aby sme skonstruovali takuto ,,tazka“ podmnozinu prirodzenych ¢isiel, pouzi-
jeme opéat diagonaliza¢nii metodu z kapitoly 3. Potrebujeme na to, nasledu-
jucu reprezentaciu podmnozin prirodzenych ¢isiel (obr. 4.2).

obr. 4.2

3Inak povedané, algoritmy st $pecidlne programy.
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M reprezentujeme ako nekonecni postupnost binarnych cifier. Postupnost
zat¢ina O-tou poziciou a na i-tom mieste je 1, ked i patri do M. V pripade,
ze i nepatri do M, napiSeme na i-te miesto v postupnosti 0. Mnozina M na
obr. 4.2 teda obsahuje ¢isla 1, 4 a i. Prvky 0, 2, 3 a ¢ + 1 nepatria do M.
Pre Ny, vyzerd reprezentacia nasledujuco:

101010101010101010 ...
Pre PRIM je reprezentacia
0011010100010100 . ..

Uloha 4.6 Urcite prvych 17 miest v binarnej reprezentacii mnoziny QUAD.

Vytvorme teraz opéf dvojrozmerna tabulku, ktorda je v oboch rozmeroch
nekonecné. Stlpce tabulky ozna¢me postupnostou

0,1,2,3,4,5,...,1,...
vSetkych prirodzenych ¢isiel. Riadky oznac¢me postupnostou
Py, Py, Po, P3, ..., P, ...

vSetkych programov, ktoré precitaju jediné ¢islo a ako odpoved mozu vypisat
len ,ANO*“ alebo ,NIE“. Takéto programy sa daji rozpoznat podla toho,
ze obsahuju jediny prikaz ,nacitaj* a prikazy vystupu smu vytlacit len text
LANO“ alebo ,,NIE“. Kazdy takyto program P; definuje jednozna¢ne mnozinu
M (P;) vSetkych prirodzenych &isiel, pre ktoré program skonéi s odpovedou
LANO®. Vietky ¢isla, pre ktoré program neodpovie, alebo da odpoved , NIE®,
nepatria do M (P;).

Teraz st riadky tabulky bindrnymi zapismi mnozin M (F;). j-ty riadok (pozri
obr. 4.3) obsahuje bindrnu reprezentaciu mnoziny M (P;), ktora je akcepto-
vand programom P;. Policko v i-tom riadku a j-tom stlpci obsahuje jednotku,
ked i-ty program akceptuje ¢islo j (pre vstup j skonc¢i s ,ANO®). Nula je
na poli¢ku v i-tom riadku a j-tom stlpci, ked P, pre vstup j odpovie , NIE®,
alebo neodpovie vobec.

Takto dostdvame nekonecni tabulku, v ktorej riadkoch si reprezen-
tacie vSetkych podmnozin, ktoré mozu byt akceptované nejakym
programom.

Teraz chceme ukazat, Ze je aspon jedna podmnozina N, ktorej nezodpoveda
ziaden riadok v nekonecnej tabulke (obr. 4.3). Ukazeme to tak, Ze skonstruu-
jeme nekone¢nu postupnost DIAG nul a jednotiek, ktora sa istotne v tabulke
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ol 123456 i j
M@P) [[o]J[ 11 ]ofof[1]o 1 0
M(P) | 0 0lo0]o0|1]1 0 0
MP) | 1|1 010|110 1 1
MP) [ 1] o] 1 |[o]]1]o0]1 1 0
MP)| 0001 0] 1 0 1
M®Ps)| 1|1 ]1]1]1 1 1 1
MPs )| 101|000 0 1
M®P)| 0|1 |1|0|0/[1[0
MP)| 1 ]0|1]0]1 |11 [0]
obr. 4.3
ol 1|2 s]afs]6] filsr]i]
DIAG [1]o0fo]L1]ojo]o| o[ Ji]--
obr. 4.4

nebude nachadzat. Konstrukciu DIAG a aj tomu zodpovedajicej mnoziny
M (DIAG) uskuto¢nime diagonaliza¢nou metodou.

Pozrieme sa na politko ag, kde sa pretina 0-ty riadok a 0-ty stlpec. Ked
ago = 0 (obr. 4.3), to znamena, ze 0 nepatri do M(Fp), dame na 0-té miesto
do do DIAG 1 (takze do M(DIAG) zahrnieme 0). V pripade, Ze agp = 1
(¢ize ak 0 patri do M(F)), dame na 0-té miesto dy do DIAG hodnotu 0
(teda 0 nezahrnieme do M (DIAG)). V prvom kroku sme ur¢ili iba prvy ¢len
postupnosti DIAG a mame istotu, ze DIAG sa lii od 0-tého riadku tabulky
(teda od M (Fp)) v asponr v 0-tom prvku.

Rovnakym sposobom postupujeme v druhom kroku. Uvazujeme druhé policko
na uhlopriecke (diagonale) ay;, kde sa pretina prvy riadok s prvym stlp-
com. NaSim cielom je zvolit hodnotu d; na prvej pozicii v DIAG tak, aby sa
M (DIAG) aspoi na tejto pozicii lisila od postupnosti M (Py). Preto polozime
dy rovné 0 (1 nezaradime do M (DIAG)), ked ay; = 1 (1 patri do M(Fy)). V
pripade, Ze a;; = 0 (1 nepatri do M(P;)), polozime d; rovné 1 (1 zaradime
do M(DIAG)).

Pre binarnu cifru a,; z policka kde sa pretina i-ty stlpec a j-ty riadok pred-
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stavuje @;; obratent hodnotu (obréatenie 1 je 1 = 0 a obrétenie 0 je 0 = 1).
Na obr. 4.5 znazornena situicia, ktori sme dosiahli pri vytvarani DIAG po
dvoch krokoch.

obr. 4.5

Prvé dva prvky v DIAG st ag a ay1, takze M (DIAG) sa lisi od M (Fy) aj od
M(Py). Zvy$né miesta v DIAG eSte nie st ur¢ené a chceme ich uréit tak, aby
sa DIAG lisil od kazdého riadku z tabulky na obr. 4.3 a teda sa v Ziadnom
z jej riadkov nenachéidza.

Vo v8eobecnosti zaru¢ime aby sa DIAG liSil od i-teho riadku v tabulke
na obr. 4.3 nasledujucim sposobom. Ked poli¢ko a;;, nachadzajice sa na
priesecniku i-teho riadku a i-teho stipca, obsahuje 1 (i patri do M(F;)), po-
tom polozime i-ty prvok d; v DIAG rovny 0 (¢ nezaradime do M (DIAG)). V
pripade, ze a; = 0 (i nepatri do M (F;)), potom poloZzime d; = 1 (i zaradime
do M(DIAG)). Teda M (DIAG) sa lisi od M(F;).

Takymto sposobom vytvorime postupnost DIAG tak, Ze sa nevyskytuje v
ziadnom z riadkov v tabulke. Pre konkrétnu tabulku na obr. 4.3 je na obr. 4.4
zodpovedajica postupnost DIAG. Vo v8eobecnosti mozeme DIAG predstavit
ako na obr. 4.6.

o[t [ 23 4|]|i]
DIAG‘@OO‘ELH‘@22‘6733‘@44‘ ‘au‘
obr. 4.6

Takze plati, ze

M(DIAG) neakceptuje Ziaden program, a preto sa rozhodovact
problém (N, M(DIAG)) nedd rozhodnit Ziadnym algoritmom.

Definiciu M(DIAG) moézeme vyjadrit nasledujicim struénym sposobom:

M(DIAG) = {n €N | n nepatri do M(P,)}
= mnozina vSetkych prirodzenych cisiel n takych,
ze n nie je akceptované n-tym programom F,).
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Uloha 4.7 Predstavte si, ze prvych 10 riadkov a prvych 10 stipcov tabulky vetkych
programov vyzerd ako na obr. 4.7. Urcite zodpovedajucich prvych desat pozicii v
DIAG.

0111213456 |7]8]9
M(Fy) [1[11]0]0|1]0]1|0]|1
M(P) |0]0[0O|0O|O[O|O]|O]O|O
M(P) |0]1[1|0|L1[0O|1]|1]0|O
M(P;) |1[1|1]0]1|1]{0]0|0]0
M(Py) |11 (11|11 |1]0]1]|O
M(P;) |0O]0[1|0|O|1|0O|1]1]|O
M(FPg) |1[0(0]0]1|0[1]0|0]0
MP;) |11 1|11 1]1]1|1]1
M(FP) |0j0f1|1]0(0O|1]|1]0|O
M(Py) |1[0|1]0]1|0|1]0|1]0
M(Pyp)|0|0]1]0[0]0]1|1]|0]|1

obr. 4.7

Uloha 4.8 (tvrdy orieSok) Skimajme

M (2-DIAG) = mnozina vSetkych parnych ¢isiel 2i, takych, ze 2i nepa-
tri do M(F;).

Je alebo nie je algoritmicky rozhodnutelny probléem (N, M (2-DIAG))? Zd6vodnite
vasu odpoved. Nakreslite si k tomu aj obrazky analogické k obr. 4.3 a k obr. 4.4.

Uloha 4.9 (tvrdy oriesok) Pomoze vam riesenie predchadzajicej alohy (4.8) pri
definovani dvoch dalsich algoritmicky nerozpoznatelnych podmnozin N? Kolko

algoritmicky neriesitelnych problémov sa da vytvorit metodou diagonalizacie?

Uloha 4.10 (tvrdy orieSok) Definujme

M (DIAG2) ako mnozinu vietkych parnych prirodzenych ¢isiel 2i, takych,
ze 2i nepatri do L(Py;).

Vieme povedat nieco o rozhodnutelnosti (N, M (DIAG2))?

Uz mame rozhodovaci problém (N, M (DIAG)), o ktorom vieme, Ze nie je
algoritmicky riesitelny. Ale eSte stale nie sme spokojni. Problém sa sice da
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opisat koneénym sposobom (hoci najprv sme ho predstavili ako nekoneénu
postupnost), ale nie je to algoritmicky navod na konstrukciu M (DIAG), lebo
ako uvidime neskor, tabulka na obr. 4.3 sice existuje, ale neda sa algorit-
micky (automaticky) vygenerovat. Okrem toho (N, M (DIAG)) nezodpoveda
ziadnemu prirodzenému praktickému problému.

4.4 Metoda redukcie, alebo ako vyuzZit
uspesSni metddu rieSenia problémov na
dokazovanie nerieSitelnosti

Uz vieme, Ze nerieSitelné problémy vieme opisat prostrednictvom diago-
nalizacnej metody. Je to dobra vychodiskova pozicia. V tomto odseku
pojde o to, ako rozsirit dokazy algoritmickej nerieSiteInosti na dalie prob-
léemy. Hlavna myslienka je zaviest relaciu ,I'ahsi, alebo rovnako tazky*
vzhladom na algoritmicku riesitelnost.

Nech su Uy a Uy dva problémy. Hovorime
U, je I'ahsi, alebo rovnako tazky nez U,
alebo
U, nie je l'ah8i nez U,
vzhladom na algoritmicku rieSitelnost a zapisujeme
Ui <y U,
ak algoritmicka rieSitelnost Us zaru¢i algoritmicku riesitelnost U;.
Co to presne znamena? Ked méme
Ur <y Us,
st mozné nasledujtce situacie:
o Uy a Us si oba algoritmicky riesitelné.
o Uy je algoritmicky riesitelny a Uy je algoritmicky neriesitelny.
o Uy a U; siu oba algoritmicky neriesitelné.
Jedind situacia, ktoré je pre U; <, U vylucend, je nasledujtca

o U, je algoritmicky riesitelny a Uy je algoritmicky neriesitelny.
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Predstavte si, ze ste dokazali sériu
U <aig Uz <aig Us <aig - <aig Ug

vztahov medzi k problémami Uy, Us, . .., Uy. Predpokladajme dalej, ze diag-
onaliza¢nou metdédou sme schopni ukazat, ze

Ui je algoritmicky neriesitelny.

Co z toho vieme usudit? Pretoze U; je najlahsi zo vSetkych problémov v

sérii, s ostatné problémy U,, Us, ..., Uy v sérii aspon také tazké, ako Uy,
a preto
s problémy Us, Us, ..., Uy algoritmicky neriesitelné.

Presne takymto sposobom chceme viest dokaz algoritmickej neriesitelnosti.
Vdaka diagonaliza¢nej metode mame uz Startovaci nerieSitelny problém U;.
Je to diagonaliza¢ny problém (N, M(DIAG)). Otéazkou ostava, ako sa da
ukazat vztah U; <, Uy medzi dvoma problémami?

Na tento tucel pouzijeme metodu redukcie, vyvinutd v matematike na to, aby
sa rieSenie novych problémov dalo najst sikovne pomocou metéd na rieSenie
inych, uz vyriesenych problémov. Metodu redukcie ilustrujeme na dvoch
prikladoch.

Priklad 4.1 Predpokladajme, ze mame metddu rieSenia pre ,,normované”
kvadratické rovnice tvaru

2® + pr +q =0,

to znamend, pre kvadratické rovnice s koeficientom 1 pri z2. Metoda rieSenia
je dand prostrednictvom p-g-vzorca.

AN <1_’)2_
Ty 2+ 5 q
n=—b-/(5) -
2 9 9 '

. . 2 , L ) »
Ked plati (%) — ¢ < 0, nema rovnica rieSenie v realnych cislach.

Teraz chceme vyvinit metodu na riesenie Iubovolnej kvadratickej rovnice

ax’ +br+c=0.
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Namiesto odvodenia nového vzorca®, redukujeme problém riegenia vieobecnej
kvadratickej rovnice na rieSenie normovanej kvadratickej rovnice.

Vieme, Ze rieSenie hociakej rovnice sa nezmeni, ked obe strany rovnice vyna-
sobime rovnakym ¢islom (réznym od 0). Vynasobme teda obe strany kvadrat-

1

a”

ickej rovnice ¢islom

1
a-—-a°
a

ax® + bx + ¢

1
+b-—x
a

2 +

1
+c-—
a

b c

T+ =

a a

1
|- =

a

SHES

Tym sme dostali normovani kvadratickti rovnicu a ti vyrieSime uz danou

zndmou metoddou.

Algoritmicky je znédzornena redukcia na obr. 4.8.

a,b,c, kde a # 0
; Algoritmus C'
p= A na riesenie
—c : vSeobecnej
1~ a il kvadratickej
]|) 4 ronnice
ar®+br+c=0
Vo
Vyries kvadraticki
rovnicu B

224+ pr+q=0
pomocou p-g-vzorca

(21, x9) alebo ;nemé riesenie”

l

obr. 4.8

Cast A je algoritmus zodpovedajuci algoritmickej redukeii. Vypocitame v nej
koeficienty p a q ekvivalentnej normovanej kvadratickej rovnice. Koeficienty p
a ¢ si vstupom pre algoritmus B, ktory riesi normovanu kvadratickd rovnicu
tvaru 22 + px + ¢ = 0. B tlohu vyriesi. Vystup B st dve rieSenia x; a o,

4Taky vzorec sme videli a programovali uz v kapitole 2.
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alebo odpoved ,,Nem4 rieSenie, ktoré mozeme priamo prevziat ako vystup
algoritmu C, ktory riesi vSeobecnu kvadraticka rovnicu. O

Uloha 4.11 Predpokladajme, ze mame algoritmus B na rieSenie linearnych rovnic
tvaru
axr +b=0.

Vytvorte pomocou redukcie algoritmus na rieSenie linedrnych rovnic tvaru
cx +d=mnx+m,

kde ¢,d,n a m st dané ¢isla a x je nezndma. Znézornite redukciu analogicky k
schéme na obr. 4.8.

Redukciu z prikladu 4.1 nazyvame 1-1-redukcia (redukcia jedna k jednej).
Je to najjednoduchsia mozné redukcia, pri ktorej vstup pre problém U,
(v8eobecna kvadratickd rovnica) priamo prerobime na vstup pre problém
U, (normovand kvadratickd rovnica) a vysledok algoritmu pre U; je ,jedna k
jednej” prebrany vysledok pre Us,. Takto dostavame, ze plati

Ui <aig Us. (4.1)

Znamend to, ze Uy nie je algoritmicky tazsie vyriesit nez Us, lebo algoritmus
B pre U, mozeme prerobit prostrednictvom redukcie na algoritmus C' pre U
(obr. 4.8), a teda riesitelnost problému U, implikuje riesitelnost problému
Us.

V nasom pripade si eSte moézeme vsimnut, ze Us (rieSenie normovanej kvadrat-
ickej rovnice) je $pecidlnym pripadom U; (rieSenie vSeobecnej kvadratickej
rovnice). Teda kazdy algoritmus pre U; je automaticky aj algoritmom pre
U,. To znamend, ze plati

Uy <aig Un. (4.2)

Na zaklade uvedeného mozeme tvrdit (z (4.1) a (4.2)), ze Uy a U, st algo-
ritmicky rovnako tazké, ¢o znamend, ze bud su oba algoritmicky rieSitelné,
alebo oba algoritmicky neriesitelné. Prirodzene v tomto $pecidlnom pripade
kvadratickych rovnic plati prvd moznost.

Nie vzdy musia byt redukcie takéto jednoduché. Na to aby sme ukazali, ze
plati
Ui <aiy Us,

moze byt nevyhnutné, aby sme pouzili viackrat algoritmus B, ktory riesi U,
alebo aby sme este d'alej spracovavali vysledky B. Ilustrujeme to na priklade
4.2 a za nim nasledujtcej ulohe.
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Priklad 4.2 VSetci pozname Pytagorovu vetu, ktora vravi, ze v pravouhlom
trojuholniku (obr. 4.9) plati

& =a’+ b,
alebo presnejSie slovami:

Obsah §tvorca nad preponou (najdlhSou stranou) pravouhlého tro-
guholnika sa rovnd suctu obsahov Stvorcov nad oboma odvesnami
(kratsimi stranami).

Teda méame algoritmus Ba, ktory pre zadané dve dizky stran pravouhlého
trojuholnika vypoéita dlzku tretej strany. Napriklad ked pozname a a b,

vypocitame ¢ takto
c=va®+ b

Ked pozname a a ¢, vypocitame b nasledujico
b=+Vc%— a2

Ozna¢me U problém vypoctu velkosti chybajicej strany pravouhlého tro-
juholnika.

b

obr. 4.9

UvaZzujme teraz novia ulohu Up;. Dany je rovnostranny trojuholnik (obr. 4.10)
so stranami dlzky m. Uloha je vypocitat plochu tohto trojuholnika. Je
o¢ividné (obr. 4.10), ze plocha trojuholnika je

=h
2 )

pricom h je vyska trojuholnika (obr. 4.10).

Vieme ukazat, ze

Upi <aig Un,
teda redukovat riesenie Up; na riesenie Un. Ako sa to da urobit, ukazujeme
na obr. 4.11.
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obr. 4.10
m
. m APl
a = 7 A .
ci=m Algoritmus C'
T T vypocita
a ¢ plochu
Vv rovnostranného
m Vypocitaj Ba trojuholnika
b:=+c*—a? riesi Ua
|
p——
h:=b -
Plocha := %h -m
|
Plocha
i
obr. 4.11

Na riesenie Up; vytvorime algoritmus Ap; za predpokladu, Ze mame algorit-
mus Ba na rieSenie Un (vypocet dlzky chybajicej strany pravouhlého tro-
juholnika). Na obr. 4.11 vidime, 7ze na vypocet plochy potrebujeme vysku h
trojuholnika. Velkost h je dlzka strany C'D pravouhlého trojuholnika DBC.
Vidime, ze dlzka a strany DB sa rovna m/2 a je zrejmé, ze dlzka c pre-
pony v trojuholniku DBC' je m. Teda algoritmus A nastavi zodpovedajico
(obr. 4.11) hodnoty a a ¢. Potom pouzijeme algoritmus Ba pre Ua, aby
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sme vypocitali chybajicu velkost h = b. Nakoniec vypocita algoritmus C' na
zaklade hodnot m a b plochu AABC. O

Uloha 4.12 Uvazujeme tlohu U Pyr, V ktorej vypocitame vysku pyramidy so Stvor-
covou zékladiiou velkosti m x m a dizkami hran m (obr. 4.12). Vyrieste tlohu tak,

m

obr. 4.12

ze ukdzete Upy, <419 Un. Nakreslite analogick redukciu ako je na obr. 4.11.

[Navod: Vsimnite si, Ze pri redukcii musite pouzit dvakrat algoritmus Ba na riese-
nie Ua .|

Uloha 4.13 (tvrdy orieSok) Nech je Uy, problém rieSenia systému dvoch linearnych
rovnic

anx +apy = b

a1 + azxy = by

s dvomi nezndmymi x a y. Nech Usy;,, je problém rieSenia systému troch linedrnych
rovnic

a11x + ajpy + a3z = by
a1 ® + agy + agz = bo
az1r + azy +azzz = b3

s tromi nezndmymi x,y a z. Ukdzte, Ze Usin <aig Unin.

Videli sme ako sa daji vyvinat prostrednictvom metody redukcie urcitych
problémov metoddy rieSenia inych problémov. Takze redukcia slizi na Sirenie
algoritmickej riesitelnosti.

My ale nechceme teraz pouzivat redukciu ako pomocku na vyvoj algoritmov.
Prostrednictvom redukcie chceme §irit algoritmicki neriesitelnost (negativne
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spravy). Ako sa da obratif zmysel pouzivania metody zo ziskavania poz-
itivnych vysledkov na ziskavanie negativnych vysledkov? Naznacili sme to
uz na zaciatku tejto kapitoly. Ked prostrednictvom redukcie vieme dokazat,
ze

Ui <ag Us

a vieme, ze U je algoritmicky nerieSitelny, potom musi byt algoritmicky
nerieSitelny aj Us.

Je maly rozdiel v dokaze
Ui <ag Us

za ucelom $irenia algoritmickej rieSitelnosti alebo za ucelom Sirenia algorit-
mickej neriesitelnosti. Pri pozitivnych vysledkoch sme mali nejaky algorit-
mus pre Us a nieco sme naprogramovali, aby sme dostali algoritmus pre Uj.
Pri Sireni negativnych vysledkov o neriesitelnosti, prirodzene neméame ziaden
algoritmus pre Us. Iba predpokladdme, Ze nejaky existuje. A ked ho méme,
potom s jeho pomocou vytvorime algoritmus pre U;. To znamenad, Ze musime
pracovat s hypotetickou existenciou algoritmu A, pre Us,, aby sme mohli ako
dosledok usudit, ze existuje algoritmus A; pre Us.

Pouzitie redukcie pre dokaz algoritmickej riesitelnosti zodpoveda priamemu
dokazu (priamej argumentacii), ktora sme predstavili v kapitole 1. Pouzitie
redukcie na dokaz neexistencie algoritmu pre uvazovanu tlohu zodpoveda
presne nepriamemu dokazu, ako sme ho uviedli v kapitole 2.2. Aby sme sa
opreli o nieco zname, uvedieme najprv priklad z matematiky a az potom
prejdeme k algoritmike.

Priklad 4.3 Vieme, Ze sa neda rozdelit uhol na tri rovnako velké Casti len
s pomocou kruzidla a pravitka. Teda neexistuje metoda v tvare postupnosti
jednoduchych krokov (jednoduchého pouzitia pravitka a kruzidla), ktorou
by sa dal TubovoIny uhol geometricky rozdelit na tri rovnako velké casti.
Dokaz nie je zrejmy a ostaneme radsej pri tom, ze toto tvrdenie matematikom
uverime.

Na druhej strane zo Skoly vieme, Ze pravitkom a kruzidlom vieme uhol zdvoj-
nasobit alebo rozdelit na rovnaké polovice.

Na obr. 4.13 ukdzeme priklad, ako sa d& zdvojnasobit uhol Zab, ktory zvie-
raju priamky a a b. KP-algoritmus (kruzidlo-pravitko-algoritmus) na zdvoj-
nasobenie uhla pracuje nasledujtco:

1. Zober do kruzidla T'ubovolni vzdialenost r a nakresli kruznicu ks
so stredom M (priesecnik a a b) a polomerom r.
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obr. 4.13: Zdvojnasobenie uhla

2. Oznac¢ ako A priese¢nik kruznice k), a priamky a, priesecnik kj; a b
ozna¢ B.

3. Do kruZnice zober vzdialenost AB Hﬂzi A a B a nakresli kruznicu kg
so stredom v bode B a polomerom AB.

4. Oznacime ako C priesecnik ky; a kg, ktory je rozny od A.
5. Spoj pravitkom body M a C.

Teraz vieme, ze uhol ZAMC medzi priamkou a a priamkou, ktora vedie cez
body M a C' je dvakrat taky velky, ako poévodny uhol Zab = ZAMDB.

To bolo len na pripomenutie. NasSa tloha je ukazat, Ze neexistuje KP-
algoritmus, ktory by Tubovolny uhol rozdelil na Sestiny (na Sest rovnako
velkych uhlov). Zdoévodnit nieco také pravdepodobne nebude o ni¢ lahsie,
ako dokazat neexistenciu algoritmu na rozdelenie uhla na tretiny. Nemusime
ale ist touto tazkou cestou, ked vieme, Ze s pravitkom a kruzidlom sa uhol
neda rozdelit na tretiny. Ttto skutocnost mozeme vyuzit pri nasom dokaze.

Ako budeme postupovat? Zoberme si opak toho, ¢o chceme dokazat (vieme
rozdelit uhol na Sest rovnako velkych uhlov) a ukdzeme, Ze s takéhoto pred-
pokladu vieme uhol rozdelit aj na tretiny, ¢o ale odporuje uz znamej sku-
to¢nosti. PresnejSie povedané predpokladame, Ze mame KP-algoritmus Ag
na rozdelenie uhla na Sestiny a pomocou Ag vytvorime KP-algoritmus A3 na
rozdelenie uhla na tretiny. Pretoze A3 neexistuje, usudime, ze ani Ag nemoze
existovat.

OpiSeme redukciu rozdelenia uhla na Sestiny na rozdelenie uhla na tretiny
nasledujiico (obr. 4.14). Predpokladame, ze existuje KP-algoritmus Ag na
rozdelenie uhla na Sestiny. Najprv pouzijeme Ag aby sme dany uhol W
rozdelili na Sestiny. Dostaneme 6 rovnako velkych uhlov wy, ws, w3, wy, ws, we
(pozri obr. 4.15). Potom spojime dva susedné uhly, po¢inajic s w; a wy a
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dostaneme tri rovnako velké uhly wys, wsg, wse (obr. 4.15). Rozdelenie W na
tieto tri uhly zodpoveda jeho rozdeleniu na tretiny.

uhol W
A
K P-Algoritmus Ag Ag ’
rozdeli W na 6 rov- | deli W Algoritmus
nako velkych uhlov na 6 na rozdelenie W
W1, W, W3, Wa, W5, We. | Fasti na tri rovnako
velké uhly

I
wi, W2, W3, Wy, Wy, We

v

Spoj wy a we do wys!

Spoj w3 a wy do wsy!

Spoj ws a wg do wsg!

W12, W34, Ws6

obr. 4.14

V redi nepriamej argumentacie (nepriameho dokazu) hovori redukcia na obr. 4.14
o nasledujiucom dosledku:

L, Ked sa kazdy uhol dd KP-algoritrom rozdelit na Sestiny, potom
sa da KP-algoritmom kazZdy uhol rozdelit aj na tretiny.”

Podla definicie implikécie platnost dokazanej implikacie vylu¢uje druht moznost
zo Styroch moznych pripadov na obr. 4.16. Ak zoberieme do tvahy eSte
skutocnost, ze rozdelenie na tretiny sa neda uskutoc¢nit, musime vylacit aj
situacie ¢. 1 a 3, pre ktoré plati, ze ,rozdelenie na tretiny sa da uskutocnit”.
Jedind mozna situéicia, ktora ostala, je ¢. 4 a ta obsahuje ,rozdelenie na

W34

w1

obr. 4.15
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moznost | rozdelenie na Sestiny | rozdelenie na tretiny
1 da sa da sa
2 da sa neda sa
3 neda sa da sa
4 neda sa neda sa
obr. 4.16

Sestiny sa neda uskuto¢nif* a teda mozeme uzavriet, ze Tubovolny uhol sa
nedé rozdelit ziadnym KP-algoritmom na Sestiny. O

Uloha 4.14 Problém delenia na tretiny si mozeme predstavit aj v zjednodusenom
tvare. Ulohou je pre Tubovolny uhol W skonitruovat pravitkom a kruzidlom uhol
V tak, ze W je trikrat vacsi nez V. D4 sa dokazat, Ze aj takéto zjednodusSenie for-
mulécie ni¢ nezmeni na KP-neriesitelnosti. Urobte podobny dokaz aj s obrazkom,
ako je obr. 4.14. Ukézte, ze ziadnym KP-algoritmom sa ned& skonstruovat uhol

(i) velkosti %,
(ii) velkosti g,
T'ubovolného daného uhla.

Vratme sa zo sveta KP-algoritmov naspiat do sveta vSeobecnych algorit-
mov. NAa§ problém diagonalizacie tu m& podobné miesto, ako delenie uhla
na tretiny pri KP-algoritmoch. Z jeho algoritmickej nerieSiteInosti chceme
usudit algoritmicku neriesitelnost d'alsich problémov.

Schéma redukcie pre U; <y, Us je zndzornend na obr. 4.17.

Algoritmus A; na rieSenie U; je vytvoreny nasledovne. Vstup pre U; najprv
spracuje algoritmus B. Algoritmus B vie pre vstup generovat pripady x prob-
lému Us pre As. Predpokladame, ze A, vypocita pre x spravne rieSenie. Ako
vidime na obr. 4.17, A, modzeme pri tom pouzit viackrat. Nakoniec spracuje
algoritmus C' vSetky ziskané medzivysledky a vypocita definitivny vysledok
pre pripad y problému U;. Pri tom je dolezité vSimnut si, ze podprogramy
As, B a C' su algoritmy, a preto vysledok vzdy vypocitaji v kone¢nom case.
As smie pouzit B len konec¢ne vela krat, preto sa aj cyklus obsahujici B a
Ay vykond tiez len konec¢ne vela krat. Takze mozeme usudit, ze A; je tiez
algoritmus, pretoze pre kazdy vstup v konec¢nom case korektne odpovie.

Teraz si predstavime dva nové rozhodovacie problémy, ktoré maji vyznam
pri vyvoji a obzvlast pri testovani softvéru.
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Vstup y

Ay
| Algoritmus B T
goritmus
:lg na rieSenie
v problému Uy
Ay riesi Us pre A,
pripad x
L
| [

Algoritmus C

Vystup

obr. 4.17

UNIV (univerzalny problém)
Vstup: program P a vstup ¢ € N pre P
Vystup: ANO, v pripade, ze P akceptuje vstup i, to znamena, Ze i patri
do M(P)
NIE, v pripade, ze P neakceptuje vstup ¢
(to znamend, Ze bud P skon¢i a zamietne vstup ¢, alebo
P pracuje pre vstup i nekone¢ne dlho).

HALT (problém zastavenia)
Vstup: program P a prirodzené ¢islo ¢
Vystup: ANO, v pripade, ze P sa zastavi pre vstup i
(to znamend, ze P pracuje pre ¢ kone¢ne dlho).
NIE, v pripade, ze P sa nezastavi pre vstup ¢
(to znamend, Zze P sa dostane pri praci so vstupom i
do nekone¢ného cyklu).

129

Je zrejmé, Ze problém zastavenia je zékladnou otazkou pri testovani soft-
véru. Vieme, Ze za algoritmy mozeme povazovat len také programy, ktoré
nebudu pracovat nekonecne dlho. Preto sa kazdy novy program, v ramci
testovania jeho spravnosti, preveruje, ¢i je vzdy (pre kazdy vstup) zarucené,
ze program v kone¢nom ¢ase vypocita vysledok. Problém zastavenia HALT
je najjednoduchsou formou testovania. Pytame sa len, ¢i sa program P zas-
tavi pre konkrétny vstup 7 (skuto¢na otazka je, ¢i zastane pre vsetky vstupy).
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Neskor sa dozvieme, ze uz aj takto zjednodusend otazka sa algoritmicky neda
zodpovedat.

Univerzalny problém suvisi priamo s kontrolou spravnosti programu P pre
rozhodovaci problém. Testujeme, ¢ P pre vstup i odpovie spravne ANO
alebo NIE. Teraz by hocikto mohol povedat, to predsa vieme l'ahko urobit:
Simulujme pracu P pre i a pozrime sa, ¢i P odpovie ANO alebo NIE. To
by sme skutoc¢ne mohli urobit, keby sme mali zarucené, ze P je algoritmus
(to znamend, Ze P na svojom vstupe i zastane). To ale neméame zarucené.
Ked P bude na vstupe i pracovat nekonecne dlho, simulovali by sme pracu
P na vstupe 7 nekonecne dlho a nedostaneme odpoved na otézku, ¢i P ¢islo
1 akceptuje alebo nie. My ale chceme navrhnit algoritmus pre univerzalny
problém, tento algoritmus nesmie pocitat nekonecne dlho, teda sa nemoze
realizovat nekonec¢nd simulécia.

Uvedené uvahy ukazuji, ze problém zastavenia a univerzalny problém su
vzajomne silne previazané. Naozaj, ukdzeme, Ze st rovnako tazkeé.

Najprv ukazeme, ze plati
UNIV <, HALT,
to znamena, Ze
vzhladom na algoritmicku rieSitelnost nie je UNIV tazsi neZ HALT.

Co musime teraz ukazat? Musime ukdzaf, Ze existencia algoritmu pre HALT
zarucCuje algoritmus na rieSenie UNIV. Predpokladajme teda, ze mame algo-
ritmus Agarr pre HALT. Vytvorime algoritmus B pre UNIV (obr. 4.18).

Algoritmus B pracuje pre vstup (P,7) nasledujicim sposobom.
1. B odovzda svoj vstup (P, i) bez zmeny algoritmu Agapr.

2. Algoritmus Agapr rozhodne (v koneénom case), ¢i P pre i zastane
alebo nie. Agarr odpovie ANO, v pripade, ze P pre i zastane. V inom
pripade odpovie Ayarr NIE.

3. V pripade, ze Agarr odpovie NIE, vie B s urcitostou, ze P neakceptuje
¢islo i (lebo P pre i pracuje nekone¢ne dlho) a odpovie NIE. (,,i nepatri
do M(P)*).

4. V pripade, ze Agarr odpovie ANO, simuluje B podprogramom S (obr. 4.18)
konec¢nu pracu P pre i. Touto kone¢nou simulaciou B zisti, ¢i P ak-

ceptuje ¢islo ¢, alebo nie a tento vysledok preberie za svoj vlastny
(obr. 4.18).
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P 7
P i B
Algoritmus, ktory Algoritmus B
rozhodne Agarr rozhodne
problém zastavenia UNIV
Bl
NIE ANO ; Pl{i
Simuluje konecny
vypocet S
P na vstupe @

P odpovie P odpovie
NIE na ¢ ANO na 4
|
NIE ANO
v v
obr. 4.18

Na zaklade konstrukcie, priamo vidime, ze B rozhodne spravne, ¢i ¢ patri do
M(P) alebo nie. Este musime overit, ¢i B pracuje vzdy len kone¢ne dlho.
Podla predpokladov je Agarr algoritmus, a preto Agarr odpovie v kone¢nom
¢ase, to znamena, ze v Casti Agapr sa nemoze B dostat do nekonecéného
vypoc¢tu. Takze B vidy zastane, a teda B je algoritmus na rieSenie uni-
verzalneho problému.

Préave sme ukazali, ze UNIV je Tahs$i alebo rovnako tazsi nez HALT. Chceme
ukazat, ze oba problémy si rovnako tazké. Z tohto dovodu musime este
ukazat aj obrateny vztah

HALT <, UNIV.

To znamend, Ze na zéklade algoritmickej riesitelnosti UNIV chceme usudit na
algoritmicku riesitelnost HALT. Nech Aynpyv je algoritmus, ktory rozhodne
UNIV. Vytvorime algoritmus D pre problém HALT, ktory pre kazdy vstup
(P, i) pracuje nasledujico (obr. 4.19):

1. D odovzda P podprogramu C, ktory P prerobi na P’ nasledujicim
sposobom. C' najde v P vSetky prikazy, ktorymi sa dava odpoved
LNIE“ a text ,NIE“ v nich nahradi textom ,ANO“. Takze P’ nikdy
neda odpoved NIE a plati:

,Kazdy kone¢ny vypocet P’ skonéi s odpovedou ANO a P’
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P i
Prerob P na P’ D
tak, ze v P vSetky
odpovede NIE Algoritmus
zamel na C D rozhodne
odpovede ANO. ¢i P zastane
P’ nikdy neodpovie na vstupe ¢
NIE.

P i

Ay 1y rozhodne,
¢i i patri do M(P') |Auniv

alebo nie
| |
ANO NIE
| |
ANO NIE
\ \

obr. 4.19

akceptuje presne tie Cisla 7, pre ktoré P pracoval konecne
dlho.“

2. D odovzda P’ a druht ¢ast svojho vstupu i algoritmu Aynry (obr. 4.19).
Auniv rozhodne, ¢ i patri do M (P') alebo nie.

3. D prevezme od Aynry odpoved ANO alebo NIE a vyhlasi ju za svoju
vlastnia odpoved.

Uloha 4.15 Vysvetlite o najpodrobnejsie, preco je D algoritmus na riesenie prob-
lému zastavenia.

Uloha 4.16 (tvrdy oriesok) Redukcia UNIV <4, HALT na obr. 4.18 a reduk-
cia. HALT <44 UNIV (obr. 4.19) nevyzeraji rovnako. Casto uprednostilujeme
druh redukcie zndzorneny na obr. 4.19, ktory zodpovedé typickej redukcii v matem-
atike. Vstup (pripad problému) (P,) pre HALT zmenime na (P’,i) pre UNIV tak,
7e rieenie pre (P’ i) problému Aynry moéZeme priamo prebraf, ako rieSenie pri-
padu problému (P,7) pre HALT. Schéma tejto redukcie je zobrazena na obr. 4.8 a
obr. 4.19. Néjdite podobne jednoduchi redukciu na dokézanie toho, ze UNIV < 44
HALT. To znamené, ze musite algoritmicky premenit vstup (P, ) pripadu problému
UNIV na vstup (P’,i) problému HALT takym sposobom, Ze budete moct priamo
prebrat odpoved Agarr pre (P',i) (rieSenie (P’,i) pre problém zastavenia) ako
rieSenie pipadu problému (P, i) pre UNIV.
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Ukazali sme, ze vzhladom na algoritmicku rieSitelnost si univerzalny prob-
lém a problém zastavenia rovnako fazké. To znamend, Ze bud su oba prob-
lémy algoritmicky riesiteIné, alebo st oba algoritmicky neriesiteIné. Ako sme
uz oznamili, mame v umysle dokézat ich neriesitelnost. Na to sta¢i ukazat,
ze jeden z nich sa neda vyriesit l'ahsie nez (N, M (DIAG)). Ukazeme, ze

(N, M(DIAG)) <, UNIV.

Predpokladajme, ze mame algoritmus Aynry na riesenie UNIV a s jeho pomo-
cou vytvorime algoritmus Apjag na rozhodnutie (N, M (DIAG)). Algoritmus
Apiac pre kazdé prirodzené ¢islo i odpovie ANO v pripade, 7e i-ty program
P; neakceptuje ¢islo ¢ a odpovie NIE v pripade, ze P; akceptuje ¢islo 7. Apiac
pracuje pre kazdy vstup ¢ nasledujicim sposobom:

1

{

Aprac

Agen vygeneruje A
-ty program P, gen akceptuje @
prave vtedy,
i P ked i-ty
program P,

Apnry rozhodne, ¢i i neakceptuje
patri do M (P;) alebo nie Agwiv cislo @
| |

ANO NIE
¥ N
| |

ANO NIE
!

ANO NIE
\ \

obr. 4.20

1. Apiag posle vstup ¢ podprogramu Ag,, ktory vytvori i-ty program F;
a da ho ako svoj vystup.

2. Apiag zoberie i a P; a oba da ako vstup Aunrv. Aunrv rozhodne, ¢i
P, akceptuje ¢islo @ (odpoved ,,ANO*“), alebo ho neakceptuje (odpoved
LNIEX).

3. Apiag odpovede Aynry navzajom vymeni. V pripade, ze Aynyy odpovedal
LANO* (i patri do M(P;)), potom i nepatri do M(DIAG) a Apac
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spravne odpovie ,NIE“. V pripade, ze Aynry odpovedal ,NIE“ (i nepa-
tri do M(F;)), potom i patri do M(DIAG) a Apiac musi odpovedat
LANO*,

Z opisu prace Apiag pre ¢ ihned vidime, Ze Apjag pracuje spravne, ked
pracuji spravne Ayniy a Age,. To, Ze Ayniy je algoritmus pre UNIV, sme
predpokladali v ramci redukcie. Ostava otézka, ¢i skuto¢ne vieme vytvorit
algoritmus Age,, ktory pre TubovoIné ¢islo i vytvorl v konecnom case text
i-teho programu P;. Ay, moze pracovat nasledujicim spésobom. Vytvara
po sebe idice texty vzhladom na ocislovanie uvedené na zaciatku kapitoly.
Na kazdy text aplikuje kompilator, ktory preveri, ¢i text predstavuje alebo
nepredstavuje program. Pri tom si A, eviduje pocet kladnych odpovedi.
V okamihu, ked dosiahne i kladnych odpovedi, vie, ze posledny vytvoreny
program predstavuje i-ty program P;. Schéma (vyvojovy diagram) programu
Agen je na obr. 4.21.

Uloha 4.17 Ukazte, (N, M (DIAG)) <., HALT vyuzitim redukcie (N, M (DIAG))
na HALT.

Uloha 4.18 Nech M (DIAG) je mnozina vetkych prirodzenych ¢isiel takych, Ze
P; akceptuje ¢islo i. Teda M (DIAG) obsahuje presne tie prirodzené ¢isla, ktoré
nie st v M(DIAG). Ukéazte prostrednictvom redukcie, ze (N, M (DIAG)) <4
(N, M(DIAG)) a (N, M(DIAG)) <ai4 (N, M (DIAG)).

Ukazali sme, Ze rozhodovaci problém (N, M(DIAG)), univerzalny problém
UNIV a problém zastavenia HALT nie st algoritmicky riesitelné. Pri tom
st problémy UNIV a HALT dolezité pri testovani programov, a teda maju
prakticky vyznam. Zial informatici vedia dokdzaf aj tvrdenia, ktoré nas
sklamt, Ze vSetky dolezité problémy testovania programov nie su riesitelné.
Je to dokonca také zlé, Ze ani nasledujuca, na prvy pohlad I'ahka tloha, nie
je algoritmicky riesitelna.

Nech je fy funkcia na prirodzenych ¢islach, ktorej vysledok je 0 pre kazdy
vstup ¢. Takéto funkcie nazyvame konstantné funkcie, pretoze vysledok je
tplne nezavisly od vstupu (argumentov). Nasledujtci program

0 Vystup « ,,0¢
1 End,

ktory sa vobec na vstup ¢ nepozrie (neprecita ho), po¢ita funkciu fo. Na-
priek tomu, neexistuje algoritmus, ktory rozhodne, ¢i zadany program P
poc¢ita funkciu fu°>. Musime tomu rozumief tak, Ze v tomto rozhodovacom

5Teda rovnaku, ako predtym uvedeny program.
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Nacitaj i do I

K~0
TEXT « "O"
|
/v
Vygeneruj text nasledujuci
za TEXT a uloz ho do TEXT

Je TEXT NIE
program? Odpoved ziskame

kompilatorom

NIE

Vypis TEXT

obr. 4.21

probléme mozeme dostat ako vstup aj velmi dlhé programy, ktoré robia mno-
ho zbyto¢ného alebo dokonca aj nezmyselného. Otazka ale je, ¢i na koniec
neodpovedia predsa len spravny vysledok ,,0*.

Uloha 4.19 (tvrdy orie$ok) Nech je M, mnozina vietkych programov P, takych,
ze M(P) = (). Inak povedané My obsahuje vSetky programy, ktoré na kazdy vstup
odpovedia ,NIE“ (,0“), alebo pocitaju nekone¢ne dlho. Dokazte, ze nie je algorit-
micky rozhodnutelné, ¢ dany program patri alebo nepatri do My (teda, ¢i dany
program neakceptuje ziaden vstup).

V tejto kapitole sme sa naudili nieco dolezité. Otdzky ohladom syntaze a
problémy typu ,Je dany text programom?“ su algoritmicky riesitelné. Pre
dané prirodzené ¢islo ¢ dokonca vieme skonstruovat program P;. Otdzky
ohladom sémantiky, zistujice vijznam a spravnost programov si algoritmicky
nerieitelné.
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4.5 Zhrnutie, alebo ¢o z toho, o sme objayvili,
bolo najdolezitejSie?

Zmarili sme nadej zo zaciatku dvadsiateho storocia, ze sa vSetko da autom-
atizovat. Zistili sme, Ze existuju problémy, ktoré sa nedaji riesit pomocou
strojov pracujiucich na zdklade algoritmov. Toto tvrdenie plati nezavisle od
stucasnych alebo budiucich pocitacovych technologii.

K algoritmicky nerieSitelnym problémom patria mnohé ulohy z praxe, ako
napriklad:

e Je program korektny (pocita to, na ¢o bol vyvinuty)?
e Vykonéava program nekoneény vypocet (nekonecné opakovanie cyklu)?

V informatike vznikaju velké vyskumné timy, ktoré nerobia ni¢ iné, nez
sktimaji moZnosti testovania programov®. Ukazuje sa, Zial, Ze aj velmi
jednoduché ilohy testovania programov, ako napriklad ,, Pocita program kons-
tantnu funkciu?“ su algoritmicky neriesitelné. Vyskumnici v tejto oblasti
su radi, ked sa schopni vytvorit programy na testovanie aspon CiastoCnej
spravnosti programov. Pritom ide o testovanie obmedzenych programov,
ktoré su Specialnym sposobom reprezentované, alebo o ,vychytanie* typ-
ickych programatorskych chyb, bez akejkolvek zaruky, ze objavime vsetky
chyby.

Pri algoritmickych tlohach alebo programoch rozliSujeme syntaktické a sé-
mantické problémy. Syntaktické tlohy sa zaoberaji formélnou spravnostou
zapisu programov v danom programovacom jazyku a vac¢Sinou su algoritmicky
riesitelné. Sémantické otazky sa zaoberaju vyznamom programu. Napriklad:

° ,,éo pocita dany program?*
e  Riesi vytvoreny program dany problém?
e Skon¢i program pre zadany vstup?*

Vsetky netrivialne sémantické problémy tykajice sa programov su algorit-
micky nerieSitelné.

Aby sme ziskali tieto vedomosti, naucili sme sa dve metody pouzivané na
vyskum a dokazovanie. Prva z nich bola metdéda diagonalizacie, ktort sme

vyuzili uz pri skimani nekonec¢nosti. Touto metoédou sme ukazali, ze je vi-
ac problémov nez programov, a preto musia existovat problémy, ktoré su

6To potvrdzuje dolezitost testovania programov v praxi.
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algoritmicky neriesitelné. N&§ prvy algoritmicky neriesitelny problém bol
rozhodovaci problém (N, M (DIAG)), teda rozhodnutie prislusnosti k mnozine
tvorenej prvkami na uhlopriecke (diagonéle). Na rozsirenie algoritmickej ner-
iesitelnosti na d'al$ie problémy sme pouzili metodu redukcie. Vyuzivala sa uz
dlho na dosiahnutie pozitivneho ciel'a, prenaSanie riesitelnosti uloh na dalsie
ulohy. Hlavnou myslienkou je, ze

problém P; nie je tazsi nez probléem P, Py <4y P,

ked pomocou algoritmu na riesenie Py vieme vytvorit aj algoritmus na riese-
nie P;. Vtedy hovorime, ze Py je redukovatelng na Ps.

V pozitivnom smere potom P; <, P implikuje vysledok, Ze z algoritmickej
riesitelnosti P, vyplyva algoritmicka riesitelnost P;. V negativnom smere,
ktory sme pouzili, znamend P, <4, P, ze z algoritmickej nerieSitelnosti
Py vyplyva algoritmicka nerieSitelnost P,. Metdédu redukcie sme pouzivali v
negativnom zmysle, z algoritmickej neriesitel nosti (N, M (DIAG)) sme ukazali
algoritmicku neriesitelnost problému zastavenia a univerzalneho problému.

Navody rieSenia vybranych aloh

Uloha 4.3 Realnych ¢isiel s kone¢nou reprezentaciou je presne |N|. Vieme, Ze
IN| -2 =|N| a aj, ze |N| - [N| = |N|. Pretoze plati |[R| > |N|, znamena to tiez, ze

IR| >N| - N|.
7 tohto dovodu, je jasné, ze pocet redlnych ¢isiel s kone¢nou reprezentaciou tvori
iba nekone¢ne mensi zlomok mnoziny vSetkych realnych éisiel.

Uloha 4.6 Prvych 17 miest binarnej reprezentacie QUAD moézeme znazornit na-
jlep8ie v nasledujucej tabulke.

o 1 2 3
QUAD [1 1 0 O©

4 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1 1

5 6 7 8
0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
Uvedenu tabulku mozete rozsirit na l'ubovolne vela miest.

Uloha 4.7 Prvych 10 pozicii DIAG pre hypoteticka tabulku na obr. 4.7 je

DIAG = 0101000011.

Uloha 4.8 Chceme ukazaf, ze

M (2-DIAG) = mnozina vSetkych parnych ¢isiel 2i, takych, Ze 2i nepa-
tri do M(P)



138 KAPITOLA 4

je nerozpoznatelna. Hlavnd myslienka je velmi podobné diagonalizécii na obr. 4.3.
Vytvorime 2-DIAG tak, ze sa bude odlisovat od kazdého riadku tabulky. Jediny
rozdiel oproti DIAG je, ze 2-DIAG sa ligi od i-teho riadku na mieste 2i (namiesto
i-teho, ako je to v DIAG). Najlepsie to mozeme znazornit nasledujiucou tabulkou
na obr. 4.22.

01| 2|3]4]5]6 7] 8 ]9o]l1]|11]12
MP) [[o]Jol 1 [tfo 1] 1ol 1]r]1]1]o
M(P) | 1 |0 1{ololofol1]o|l1]1]o0
MP) | 1 [1]1 |1 1l 1(1lo|olo]|1]o0
M@P) | 0|10 |1)o|o|fo]Jfo] 1 |1]1]0]oO
MP) | 1ol 1]o]1]0]1]0 0l 101
MPs) | 0 [1)o |1l 1jo]o|1]o]|1]|[o]]1]1
MPs) | 0 oo |olo|o]o|o]o]o|o]o][0]

obr. 4.22

Pozicie v raméeku oznac¢uju priesecnik i-teho riadku a 2i-teho stlpca, to znamené
pozicie, v ktorych sa 2-DIAG odlisuje od jednotlivych riadkov tabulky. Teda
prvych 13 pozicii 2-DIAG je uvedenych v tabulke na obr. 4.22:

2-DIAG = 1000001000101 . ..

Vidime, ze na kazdej neparnej pozicii si v 2-DIAG nuly, ktoré nehrajia pri rozpoz-
natelnosti 2-DIAG Zziadnu ulohu. Pod¢iarknuté parne pozicie (za¢iname nultou
poziciou) zodpovedaji oramdcéekovanym poziciam na obr. 4.22. Takze 1 na zadi-
atku zarucuje, ze 2-DIAG nelezi v nultom riadku, 0 na druhej pozicii zarucuje, ze
2-DIAG nelezi v prvom riadku, atd. Jednotka na 12. pozicii v 2-DIAG zarucuje,
ze 2-DIAG nelezi v Siestom riadku tabulky.

Uloha 4.17 Mame ukazat, ze s hypotetickym algoritmom Aparr pre HALT sa
dé rozpoznat diagonalna mnozina M (DIAG). Za¢neme podobne ako na obr. 4.20
pri redukcii (N, M (DIAG)) <4, UNIV. Pre zadané ¢islo 4 musime rozhodnut, ¢i
i € M(DIAG), to znamend, ¢i P; neakceptuje ¢islo i. TakZe najprv prostrednictvom
Agen vytvorime program F; a algoritmom Apapr sa spytame, ¢i sa P; pre vstup ¢
zastavi alebo nezastavi (obr. 4.23).

Ked sa P; pre vstup ¢ nezastavi, potom ¢ nepatri do M(P;) a s istotou vieme, Ze
i ¢ M(P;) (P; neakceptuje i), spravna odpoved je teda ANO (i € M(DIAG)). Ked
sa P; pre ¢ zastavi, potom postupujeme podobne ako na obr. 4.18. Simulujeme
vypocet P; pre vstup i a upravime vysledok simulécie. Ked P; neakceptuje i,
akceptujeme i. Ked P; akceptuje 7, neakceptujeme &islo i (obr. 4.23).
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1

1

Agen generuje
-ty program P,

i F;
AHALT I‘OZhOdIle, ¢l

P, zastane na i alebo nie

[
ANO
v

Simuluj koneény
NIE | vypocet P, na i

I |
neakceptuj akceptuj

ANO NIE
v v

obr. 4.23
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Kapitola 5

Teoria zlozitosti, alebo ¢o mozeme robit,
ked na vypocet nestaci energia celého
vesmiru?

5.1 Nie je riesiteIné ako rieSitel'né, alebo:
avod do tedrie zlozitosti

V kapitole 4 sme zistili, ze si zaujimavé tlohy, ktoré algoritmicky nevieme
rieSit. Dokonca sme sa naucili, ako sa d& ukazat, ze niektoré problémy su v
algoritmickom zmysle neriesitelné. Na zaiatku Sestdesiatych rokov domino-
vala v zakladnom vyskume klasifikacia (rozdelenie) algoritmickych problémov
na algoritmicky riesitelné a algoritmicky nerieSiteIné. Situacia sa postup-
ne menila s ¢oraz SirSim nasadenim pocitacov v civilnych oblastiach. Stale
CastejSie sa pocitace pouzivali na planovanie, optimalizaciu pracovnych pro-
cesov a simulovanie drahych vyskumnych experimentov. Prvi programéatori
a navrhari algoritmov museli ¢elit tvrdej realite. Napisali programy, zadali
ich do pocitaca a vSetci v miestnosti sa potili, pretoze pocitac¢ sa v pravom
zmysle slova zahrieval a chladenie bolo v tych ¢asoch problém. Len vysledkov
sa nie a nie doc¢kat. Na pocitacoch sa musela ¢asto robif tdrzba', a tak sa dalo
pocitat len medzi dvoma ddrzbami. Tento ¢as nestacil na tspesné dokoncenie

Inezriedka aj denne
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vypoctov. Informatici nedokazali vyrieSit predkladané dlohy, napriek tomu,
ze tieto boli o¢ividne algoritmicky riesiteIné. Vyvinuli predsa algoritmy na
rieSenie zadanych tuloh, ktoré premenili na programy. Boli potrebné pred-
povede, kolko ¢asu budu algoritmy vyzadovat na pracu. Tak prisiel na rad
opat najdolezitejsi proces - tvorba pojmov. Vznikli pojmy vypoctova zlozi-
tost a v ur¢itom zmysle aj zlozitost algoritmickych problémov. Coskoro sme
rozpoznali, ¢o znamend pocitat efektivne. Mnohé algoritmy sa nedali pouzit
a to nie preto, Ze na vypocitanie vysledku nestacilo zopar dni. Na uskutoc-
nenie vypoc¢tu by nam nestacili ani miliardy rokov. Takze takéto algoritmy
neboli prakticky pouziteIné. Niekto by mohol povedat: ,,V poriadku, podme
hladat teda pre dané problémy efektivnejsie algoritmy.“ Lenze mame stovky
problémov (aloh), pre ktoré sa aj napriek velkej vynalozenej ndmahe nepo-
darilo najst efektivne algoritmy. Opét sa vynéaraju principidlne otazky:

Je to len nasa neschopnost a nedostatok vedomosti o algoritmike,
pre ktorid nevieme ndjst efektivny sposob riesenia niektoryjch prob-
lémov

Alebo existuji algoritmicky riesitelné problémy, na ktorjch rieSe-
nie nie je Ziaden efektivny algoritmus (existuji problémy, ktoré
nie su prakticky riesitelné, napriek tomu, Ze si algoritmicky riesitelné)?

Tieto otazky viedli k rozvoju teorie zlozitosti, ktora sa v prvom rade pokisa
merat stupen obtaznosti algoritmickych uloh vzhladom na ich vypoctovia
zlozitost. Jej hlavnym cielom je rozdelenie algoritmicky riesitelnych tloh na
prakticky (efektivne) riesitelné a na prakticky neriesitelné. Teoria zlozitosti
ukazuje, ze st problémy, pri ktorych by nestacila na vypocet ich rieSenia (na
uskuto¢nenie potrebnych vypoctov) ani cela energia vesmiru.

Algoritmicky (automaticky) rieSitelné neznamend teda eSte prak-
ticky riesitelné.

Rozpoznat, ¢o je prakticky rieSitelné a vyvoj efektivnych algoritmov, je
dodnes najtazsie a najdolezitejSie jadro vyskumu v teoretickej informatike.

Dokazy a argumenticia si v tejto oblasti ¢asto také obtazné, ze vsetko, s
¢im sme sa doteraz oboznamili, je oproti tomu ako detskd hra. Preto sa
nepokusime v tejto kapitole uviest podrobne technické detaily. Nagtastie ich
nepotrebujeme na pochopenie divov, ktoré predstavime neskorSie. Jediné,
¢o k tomu budeme potrebovat, je pochopit jednotlivé koncepty a vydobytky
teorie zlozitosti a schopnost spravne si vysvetlit ich vyznam. Tomuto cielu
sa venuje tato kapitola.
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5.2 Ako meriame zlozitost vypoctov?

Pojem zlozitosti v zmysle mnozstva vypoctovej prace je pre vypoctové vedy
centralny a v rebricku dolezitosti informatickych pojmov urcite nasledu-
je hned po uz skor zavedenych pojmoch, akymi si program a algoritmus.
Ked postupujeme matematicky (presne), mali by sme sa najprv dohodnut
na matematickom modeli algoritmov, a potom mozeme merat vynalozenu
vypoctovi pracu, ako pocet vykonanych operacii v tomto modeli. Nastastie
je presny sposob merania zlozitosti zviac¢sa potrebny len pri odvodeni kvanti-
tativnych zakonov spracovania informécii, ktorym sa tu nebudeme zaoberat,
kvoli vysokému stupiiu obtaznosti. Pri beznej praci (navrhu a implementacii)
algoritmov nam casto staci nasledujici jednoduchy spdsob merania zlozitosti,
ktorym vo vicsine pripadov dostaneme vierohodné vysledky.

Ako sa da jednoducho merat zlozitost algoritmu? Nech je A algoritmus na
rieSenie nejakého problému (dlohy) U. Najprv musime povedat, ¢o je to
zlozitost A pre pripad [ problému U. Najjednoduchsi sposob merania je
definovat zloZitost algoritmu A pre pripad I problému U ako

pocet vykonanijch operdcii pocitaca pri vipocte A na 1.
Pretoze predpokladame, Ze sa operacie vykonavaju jedna po druhej, hov-
orime presnejsie o Casovej zlozitosti algoritmu A pre pripad I. Kedze
Casova zlozitost je pre nas najdolezitejSou mierou na meranie a posudenie
efektivnosti algoritmov, ¢asto pre fiu pouzivame len skratené oznacenie zlozi-
tost. Druhou najdolezitejSou mierou zloZitosti je pre nas pamétova zloZi-
tost algoritmu A pre pripad I, ktora oznacuje

pocet pouZityjch premennyjch, teda pocet pamdatovijch miest (reg-

istrov) pri vipocte A na L

Uvazujeme napriklad dlohu vypocitat hodnotu kvadratického polynému
a-2*+b-x+c

pre zadané cisla
a=3,b=4c=5bax="T.

Naivny algoritmus moze pocitat nasledovne
L—b-x

{vynéasob b s x a vysledok uloz do premennej (na pamétové miesto,
ktorého meno je) L}

X«— x-x
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Y—a X

{teraz je v Y uloZena hodnota ax?}
D« L+c

{teraz je v D ulozena hodnota b - x + ¢}
R+~ Y+ D

{teraz je v R uloZeny vysledok az? + bz + c}

Hned vidime, Ze pre zadané ¢isla a,b,c a = sa zrealizuje nasledujicich pat
aritmetickych operécii.

bz—L z-2—X a-X—-Y L+c—D Y+D—R
4.7=28 T7-7T=49 3-49=147 28+5=33 147+ 33 =180

Takze ¢asova zlozitost A pre I = (a = 3,b = 4,¢ = 5,x = T) je presne
5. Ked sa ststredime na pamétanie si hodnot pre a,b,c,z, I, X,Y,D a R,
vidime, ze pamétova zlozitost je presne 9. VSimnite si, ze konkrétne hodnoty
premennych a,b,c a x nemali ziaden vplyv na zlozitost algoritmu. Preto
hovorime, Ze ¢asova zlozitost A je presne 5 pre kazdy pripad problému (pre
kazdy kvadraticky polynom).

Uloha 5.1 Zapiste algoritmus A v programovacom jazyku z 2. kapitoly, ktory
poskytuje iba jednoduché strojové instrukcie. Myslite aj na nacitanie hodnot pre
a,b,ca x.

a) Aka je Casova zlozitost A v tejto konkrétnej implementacii?
b) Ste schopni prepisat program tak, aby ste v filom pouzili menej nez 9 reg-
istrov?

Postup algoritmu A mozeme znézornit aj nasledovnou reprezentaciou polyno-
mu:

a-v-r+b-v+c.
Hned vidime tri nasobenia a dve s¢itania, ktoré musime vykonat. Pokusime
sa algoritmus vylepsit. Podla zndmeho distributivneho zakona plati

a-z-x+b-x=(a-x+0b) -z,

s jeho pomocou dostaneme nasledujiicu reprezentaciu kvadratického polyno-
mu:
az® +bx+c=(ax+b)-x+c.

V novej reprezentécii musime vykonat len dve nasobenia a dve s¢itania, takze
zlozitost vysledného vylepSeného algoritmu je 4.
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Uloha 5.2 Uvazujeme polyném stvrtého stupias:
fx)=ag-2* +ag-23+ag-2* +ay-z+ap .

Vysvetlite, ako sa d4 vypocitat hodnota polynému len s pouzitim Styroch nésobeni
a Styroch scitani.

Uloha 5.3 (tvrdy oriesok) Navrhnite algoritmus, ktory spoéita pre zadané hod-
noty ag,...,a, a z, hodnotu kazdého polynému n-tého stupna

n 2"+ apq- 2" P Fas- i ta -z +ag
s pouzitim najviac n nasobeni a n s¢itani.
Vidime, Ze mnozstvo prace, ktori musime vykonat, zavisi od nasej Sikovnosti

pri navrhu algoritmu. ESte presvedcivejsim prikladom je vypocet hodnoty
2% pre dané z. Ked rozpiseme x'¢ ako

vidime, Ze na vypocet hodnoty !¢ tymto sposobom potrebujeme 15 operacii.

Nasledujice vyjadrenie
o0 = (@)

nam dava efektivnejSiu metdédu

=z at=a% 2% 2X=at2t 216=2%2

L+—z-2 L+ L-L L+—L-L L+—L-L

8

vypoctu 1%, ktorej stacia len 4 nasobenia.

Uloha 5.4 Vypodcitajte

2% s 3 nasobeniami,
2% 50 6 nasobeniami,
x'® s 5 nasobeniami,

2% s 8 nasobeniami.

o T

)
)
)
d)

D4 sa spocitat 2% s menej nez 8 nasobeniami?
Ale situacia, ktora bola pri vypoc¢te hodnoty kvadratického polynému, Ze

zlozitost je rovnaka pre kazdy pripad polynému, je dost netypickd. Nasta-
la preto, lebo problém je jednoduchy a v ur¢itom zmysle sme merali velmi
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hrubo. NaSe meranie zlozitosti je v poriadku, v pripade ked su vSetky vstup-
né hodnoty a, b, c a x ¢isla, z ktorych sa kazdé da bez problémov zapamétat
v jednom 16 alebo 32 bitovom registri. Co sa ale stane, ak maju ¢isla velkost
niekol'ko sto bitov? V takom pripade nemozeme povazovat mnozstvo prace
na vykonanie aritmetickej operacie s obrovskym cislom za také isté, aké su
nevyhnutné na vykonanie operacie so 16-bitovym ¢islom, ktora je k dispozicii
v hardvéri poc¢itaca. V niektorych aplikdciach sa naozaj pouzivaju také velké
¢isla, vtedy je nevyhnutné napisat program, ktory pocita operacie s velky-
mi ¢islami a vyuziva pri tom len operacie s ¢islami beznej velkosti, ktoré su
k dispozicii. Citatela nebudeme zatazovat tymto technickym problémom a
budeme predpokladat, Zze naSe Cisla neprekroc¢ia rozumni velkost. Na zak-
lade takéhoto predpokladu budeme merat ¢asovi zlozitost ako pocet arit-
metickych operacii, operacii porovnavania a podobnych zékladnych operacii
pocitaca alebo programovacieho jazyka.

Aj pri takomto predpoklade nie je typické, ze algoritmus pre vSetky vstupy
(pripady problému) vyzaduje stale rovnaké mnozstvo prace. Ked méame
utriedit podla abecedy telefonny zoznam obce s 3000 obyvatelmi a mesta
s 500000 obyvatelmi, bude mnozstvo prace o¢ividne velmi rozne. To nie je
nic¢ prekvapujuce, ale dostavame sa tym k jadru veci. Oc¢akavame, ze zlozitost
bude zavisiet od velkosti vstupu. Co je to velkost vstupu, lepSie povedané
ako ju meriame, je na nas. Pri triedeni to moze byt napriklad pocet (3000 ale-
bo 500000 mien obyvatelov) objektov, ktoré mame usporiadat. Pri vypoéte
hodnoty Tubovolného polynéomu, moézeme brat ako velkost vstupu stupei
polynomu (teda maximélny mozny pocet koeficientov minus 1). V tomto
pripade je polynom

™ + 12"+ asr? + ar + ag

reprezentovany ako vstup n + 2 ¢islami

(a'na Ap—1, Apn—2,...,0a3, a1, G, ZL’)

a povieme, Ze tento pripad problému méa velkost n. Naivny algoritmus A
pocita hodnotu polynému stupiia n nasledujicim spésobom.
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r-r =1’ v-2?=1° g™t =a"
J (. J —_—
Vo Vv
1.nédsobenie 2. nasobenie (n—1)-vé nasobenie
2 n
ap - T ag + T ap - T
——— —— ——
n-té ndsobenie  (n+1)-vé nasobenie (2n—1)-vé nasobenie
a potom
ag + a1 x + ce + a,x"
1. scitanie 2. sCitanie n-té scitanie

Takze casova zlozitost A je funkcia

Casa(n) =2n—14+ _n_ =3n—1.

nasobeni  sCitani

Teda asova zlozitost Cas A algoritmu A4 je

funkcia velkosti vstupu, ktord urcuje pocet éasA(n) operdcii al-
goritmu A nevyhnutngch a postacujicich na vyrieSenie kaZdého
pripadu problému velkosti n.

Moze sa stat, Ze rozne vstupy rovnakej velkosti vyzaduju rozne naklady. V
takom pripade zoberieme Cas 4(n) ako ¢asovi zlozitost na najtazSom vstupe
velkosti n, teda ako maximum zlozitosti A pre v8etky vstupy velkosti n. A
sme v suchu, a preto sa pre tuto definiciu rozhodli aj vyskumnici. Takto
méme hodnotou Casy (n) zarucené, Ze algoritmus A tGspesne zvladne vyriesit
pomocou Cas 4(n) operacii kazdy pripad problému velkosti n, a Ze existuje
aspon jedenvstup velkosti n, pre ktory A vykoné presne éasA(n) operacii.

5.3 Naco sliuzi meranie zlozitosti algoritmov?

Rovnako ako aj v inych vedeckych disciplinach sluzia nadobudnuté vedomosti
aj na predpovedanie vyvoja v roznych situdciach a c¢innostiach, ktoré nés
zaujimaji. Ked prostrednictvom takzvanej analyzy zlozitosti uréime ¢asovi
zlozitost algoritmu, vieme pre zadané pripady problému vopred odhadnuit
Cas préce algoritmu bez toho, aby sme ho na nich nechali bezat. Okrem toho
takymto sposobom mozeme porovnavat aké su dobré (efektivne) dva alebo aj
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40

lozitost

20

casova z

vel'kost vstupu

obr. 5.1

viac algoritmov pre ti isti ilohu. Vac¢sinou to robime tak, Ze si nakreslime
ich funkcie zlozitosti (¢asovej alebo pamétovej).

Na obr. 5.1 st v stradnicovej stistave nakreslené dve funkcie 3n — 2 a n?.
Na z-ovej osi je velkost vstupu a na y-ovej osi analyzovana ¢asova zlozitost.
[hned vidime, Ze pre vSetky vstupy vicsie nez 3, je algoritmus s ¢asovou
zlozitostou 3n — 2 efektivnejsi nez algoritmus so zloZzitostou n?. Vypoc¢tom
lahko dokazeme, Ze

3n—2 < n?

je pre vSetky prirodzené ¢isla vicSie nez 2.
Pozrime sa na iny priklad. Nech si A a B dva algoritmy pre problém U s
Cas,(n) = 2n? a Casg(n) = 40n + 7000 .

Pretoze linearne funkcie ako éasB(n) rasti pomalSie nez kvadratické funkcie
akou je éasA(n), natiska sa otazka, od akej velkosti vstupu je pre nas vyhod-
nejsi algoritmus B nez algoritmus A. Odpovieme vypoc¢tom. Otézka je teda,
pre aké kladné celé ¢islo plati

2n? > 40n + 7000.

Tato otazka je ekvivalentna s otazkou (od oboch stran odpocitame celé ¢islo
40n + 7000), ked plati

2n° — 40n — 7000 > 0.
Ked nerovnicu vydelime 2 (obe strany zmensime na polovicu), dostaneme

n? —20n — 3500 > 0 . (5.1)
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Teraz mozeme znamou metoddou rieSenia kvadratickych rovnic najst rieSenia
rovnice n? — 20n — 3500 = 0, alebo si jednoducho vSimneme, Ze

(n +50) - (n — 70) = n* — 20n — 3500 .

V oboch pripadoch dostaneme riesenia (takzvané korene) —50 a 70 a vidime,
ze (5.1) plati pre n < —50 a n > 70. Pretoze nas zaujimaju len kladné celé
¢isla, skonc¢ime s vysledkom:

(i) B je vyhodnejsi nez A pre pripady problémov, ktoré su vicsie nez 70.
(ii) A a B st rovnako dobré pre vstupy velkosti n = 70.

(iii) A je priaznivejsi nez B pre vstupy velkosti 1 az 69.

Uloha 5.5 Uvazujte tri algoritmy A, B a C, ktoré rie§ia rovnaka tlohu. Nech
st Casa(n) = n3/2 4+ 1, Casp(n) = n? + 7 a Casc(n) = 5n + 140. Pokuste sa
zistit vypoctom a nacrtnutim grafu funkcii, ktory z uvedenych troch algoritmov je
najlepsi, pre ktoré velkosti vstupov.

Iny druh otazok je nasledujuci. Pouzivatel vie celkom presne, Ze na vysledok
moze ¢akat najviac urcity ¢as. Pre interaktivnu aplikdciu moze byt hranica
uz kratkych 10s. Ked mame dobry pocita¢, ktory je schopny vykonat za
sekundu 10? operacii, moézeme vykonat vypoéty vyzadujice najviac 10-10° =
1019 operécii. Pouzivatelovi pontikneme algoritmus so zloZitostou 5n?. On
si spocita:

53 < 100 |15
n® < 2-10° |y oboch stran
n < 1250

Pouzivatel tymto vie, ze algoritmus moze tspesne pouzit na vstupy velkosti
do 1250. Pouzivatel zvycajne vie vstupy akych velkosti sa typicky vyskytuja
a moze sa hned rozhodnut, ¢ necha algoritmus implementovat, alebo bude
pozadovat rychlejsi algoritmus.

Teraz predpokladajme, ze mame optimalizac¢ni tilohu, pri ktorej mame vy-
brat najlepSie z velkého mnozstva rieSeni. Pri tom ide o velké investi-
cie, ako napriklad vystavba cestnej alebo Zelezni¢nej siete, alebo o umiest-
nenie vysielacov na nejakom tzemi. Pretoze sa chceme dobre rozhodnut,
sme ochotni venovat vypoc¢tu vela ¢asu a pouzit drahu vypoctovia tech-
niku. Takymto sposobom prideme velmi rychlo na hranice uskutoc¢nitelného,
povedzme 106 operacii. Vizualne si hranicu mozeme znazornit ako na obr. 5.2.
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Naga hranica je vodorovnd priamka y = 106, Tam, kde dosiahne ¢asova
zlozitost Casy(n) algoritmu A nasu hranicu, moZeme na z-ovej osi preéitat
velkost vstupu ny. Takto vieme, pre ktoré velkosti vstupov je pouZitelny
algoritmus A a pretoZe je znama velkost zadaného problému, ihned vieme aj
rozhodnut, ¢i je algoritmus pre nas vhodny.

106 Casy(n) Casp(n) / Casc(n) /

[
I
|

!

lozitost

c¢asova z

na np nc

obr. 5.2

Aby sme si ukézali dolezitost efektivnosti algoritmu, analyzujeme situaciu
v pripade niekolkych ¢asovych funkcii. Nech Cass(n) = 3n — 2. Potom
spocitame

3n—2 < 10 | + 2 k obom stranam
3n < 10 42 | vydelime 3
n < 310 +2) =ny

Vidime, ze o takom velkom vstupe neuvazujeme, teda algoritmus A mozeme
vzdy pouzit. Pre algoritmus B so zlozitostou Casp(n) = n* dostaneme

4

n 1016 | ¢/ oboch strén

(10'6)Y/4 = 10* = 10000.

VARRFAN

n

Takze B je pouzitelny pre vstupy do velkosti ng = 10000. Pretoze typicky
velkost vstupu pre vicsinu (ale nie vSetky) vstupy nedosiahne np, B sa da
povazovat za dobry algoritmus.

Zoberme, ze plati Casc(n) = 10", Potom to vyzera nasledovne

¢o je zlé. Napriek obrovskému poctu operécii, ktory mame k dispozicii vieme
tlohu vyrie$it len pre malé pripady. Ked si vSimneme exponencialnu funkciu
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10" < 10'° | logiy oboch stran
n < 16,
f(n) = 2" vidime, zZe
2"t = 92. 9"

takze zviacSenie velkosti vstupu o 1 ma za nasledok zdvojnésobenie vypoc-
tovych nakladov. Z toho moézeme usudit, ze algoritmy s exponencialnou
Casovou zlozitostou maju len velmi obmedzené pouzitie.

Uloha 5.6 Predpokladajme, ze informatici vylepsili algoritmus C' so zlozitostou
Casc(n) = 10™ na algoritmus D so zlozitostou Casp(n) = 4-(1.2)". Ako sa zvacsi
rozsah problémov, ktoré mozeme spracovat, ked uvazujeme ¢asovt hranicu 10167

Uloha 5.7 Predpokladajme, ze mame k dispozicii po¢itaé, ktory vie vykonat 10°
operécii za sekundu. Pocet sekund, ktoré uplynuli od velkého tresku je mensi nez
10'®. Sme pripraveni cakaf 10'® sekind. Aké velké problémy vieme spracovat
algoritmom A, ked

I
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5.4 Hranice praktickej rieSitelnosti

V predchadzajicej casti sme videli ako vplyva ¢asova zlozitost algoritmov na
ich pouzitelnost. Nas ciel je ale trocha naroc¢nejsi. Chceme merat obtaznost
algoritmickych problémov, aby sme vedeli rozhodniit, ¢i si alebo nie st prak-
ticky riesitelné. Na jednej strane sa zda, Ze cesta od merania zlozitosti al-
goritmov k meraniu zlozitosti problémov bude kratka a jasn&. Pontka sa
nasledujica definicia:

Zlozitost problému U je zloZitost naglepsieho (optimdlneho vzhladom
na casovy zloZitost) algoritmu pre U.

Hoci definicia vyzera rozumne, nie je vSeobecne pozitelna. Vyskumnici
ukazali, ze su ulohy, pre ktoré sa neda urcit najlepsi algoritmus. Pre takito
tilohu U sa da kazdy algoritmus pre U podstatne? vylepgit.

2pre nekonetne vela vstupov
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Pretoze vo vSeobecnosti sa neda zlozitost kazdého problému U identifikovat
s (najlepsim) algoritmom pre U, hovorime v informatike o hornom a dolnom
odhade zlozitosti problému.

Definicia 5.1 Nech je U problém a nech A je algoritmus, ktory riesi U. Po-
tom hovorime, Ze fasové zlozitost Cas 4(n) algoritmu A je hornym odhadom
¢asovej zlozitosti pre U. O funkcii f hovorime, Ze f(n) je dolnym odhadom
Casovej zlozitosti pre U, ked neexistuje algoritmus B pre U, pre ktory

Casp (n) < f(n)

pre skoro vietky® n.

Tato definicia obtaznosti problémov sta¢i na objavenie niektorych dolezitych
skuto¢nosti. Napriklad, ze existuji Tubovolne tazké algoritmické problémy.
Presnejsie povedané, pre Iubovolne rychlo rastucu funkciu ako napriklad
2" nl, ba aj 22" sa daju najst problémy, ktoré s rieitelné s takouto zlozi-
tostou, ale s mensou nie. Takéto extrémmne tazké (prakticky neriegitelné)
problémy sa nasli naro¢nym pouzitim diagonalizacnej metody, teda vacsinou
st to umelo vytvorené problémy.

Pre praktické problémy je urcenie zlozitosti ovela zlozitejsie. Pozname tisice
tloh, s exponencialnymi hornymi odhadmi, napriklad 2™ (lebo najlepsie zname
algoritmy na ich rieSenie potrebuji obrovské mnoZstvo pocitacovej prace).
Na druhej strane nie sme schopni ukazat, ze poziadavky na vypoctova zlozi-
tost ich rieSenia st vys$Sie ako linedrne (teda nemame dolny odhad tvaru
napr. n -log n alebo n?). Inymi slovami, méme hibu problémov s obrovsk-
ou medzerou medzi ich dolnym c¢: n a hornym odhadom ako 2" a nie sme
schopni ich zlozitost urcit presnejsie. Informatici a matematici maja za se-
bou vySe Styridsat rokov nedspesnych pokusov, pricom problém je ocividne
v obtaznosti urcit dolny odhad zlozitosti konkrétnych tloh.

Dnes povazujeme dokaz dolného odhadu, a tym aj neexistencie efektivne-
ho algoritmu, za najtvrdsie jadro celej informatiky. Je dokadzané, ze niek-
toré dolné odhady, ktoré by sme si zelali vediet sa dneSnymi matematickymi
metodami ani nedaju dokazat. Teda je potrebny podstatny pokrok v rozvo-
ji metod dokazovania v matematike, aby sme vedeli presnejsSie urcit vyssie
dolné odhady zlozitosti konkrétnych algoritmickych uloh.

Vyskum zlozitosti algoritmov a problémov nastolilo novi a v stcasnosti
hlavnd otazku algoritmiky:

3pre vietky az na konecne vela
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Ktoré algoritmické problémy su prakticky riesitelné?
Kde si hranice algoritmickej rieitelnosti?

Ked sa pozrieme na naSe skiimanie v ¢asti 5.3 a tabulku 5.1, vidime, Ze
exponencialne algoritmy v ziadnom pripade nemozeme oznacit ako praktické.
V tabulke 5.1 uvadzame pocet operéacii pre 5 funkci urc¢ujtcich zlozitost 10n,
2n%, n3, 2" a n! a pre vstupy 4 velkosti 10, 50, 100 a 200.

n 10 20 100 300
f(n)
10n 100 200 1000 3000
2n? 200 5000 20000 180000

n3 1000 125000 1000000 27000000
2m 1024 16 cifier 31 cifier 91 cifier
n! | ~3.6-106 65 cifier 158 cifier 615 cifier

Tabulka 5.1

Ked je pocet operacii privelky, piSeme namiesto ¢isla len pocet jeho de-
siatkovych cifier. Okamzite vidime, Ze exponenciadlne rychlo rasttce funkcie
zlozitosti ako 2™ a n! su prakticky nepouzitelné uz pre vstupy malého rozsahu
nad 50.

Po mnohych rokoch uvazovania sa informatici dohodli na nasledujicej charak-
terizacii praktickej riesitelnosti:

Algoritmus A, ktorého Casa(n) < ¢ - n® pre nejaké konstanty
(konkrétne cisla) ¢ a d nazgvame polynomidlny algoritmus.
Kazdy problém, ktory vieme vyriesit polynomidlnym algoritmom,
povaZujeme za prakticky riesitelny. Pismenom P oznacujeme
triedu vietkyjch rozhodovacich problémov', ktoré si riesitelné v
polynomidlnom case.

Nebolo vobec jednoduché vseobecne akceptovat tuto definiciu. Dnes ju nepo-
vazujeme, a tym ani polynomialnu ¢asovu zlozitost, ako ostra hranicu medzi
prakticky riesitelnym a prakticky neriesitelnym, ale len ako pribliZenie sa k
nasemu prvému pokusu ju ur¢it. K akceptovaniu tejto hranice nas veda dva
celkom odlisné dovody — prakticky a teoreticky.

1. Prakticky dovod

“Na pripomenutie: rozhodovacie problémy maji vysledok ANO alebo NIE. Rozhodne sa
teda, ¢i vstup ma, alebo nemé pozadovanu vlastnost. (pozri kapitolu 4.3)
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Je zalozeny na skisenostiach z vyvoja algoritmov. Nepraktickost ex-
ponencialnych algoritmov bola kazdému jasna. Analyzy a prax nas
naucili, ze algoritmy s ¢asovou zlozitostou do n® a za uréitych pod-
mienok az do n® st pouzitelné. Ale algoritmus s ¢asovou zloZitostou
nt% je pre vstupy realnych velkosti eSte menej prakticky pouZiteIny
nez algoritmus s ¢asovou zloZitostou 27, pretoze n'% > 27 pre tak-
mer vSetky rozumné velkosti vstupu n. MobZeme teda nazvat prob-
lém, pre ktory najlepsi algoritmus bezi v ¢ase n'% prakticky rieSitelny?
Skusenosti s realnymi problémami ukazuju, ze takéto problémy sa v pra-
xi nevyskytuji. Ked sa naSiel polynomiélny algoritmus, pri¢om bol stu-
pen polynému vysoky, potom sa takmer vzdy podarilo najst na rieSenie
rovnakého problému iny algoritmus, ktory pracoval v ¢ase menSom nez
c-n®, alebo este Castejsie v mensom nez c-n?, pre nejakia konstantu c. Je
len méalo vynimiek problémov riesiteInych v polynomialnom case, ktoré
nie su prakticky riesitelné. Preto nie je z praktického pohladu trieda
P prilis velka a problémy z P s povazované za prakticky riesitelné.

2. Teoreticky dévod

Definicia dolezitej triedy, akou st prakticky rieSitelné problémy, musi
byt robustn&d v tom zmysle, Ze bude nezavisla od definicie pouzitého
vypoctového modelu. Nesmie sa stat, ze problém je prakticky riesitelny
z pohladu programovacieho jazyka JAVA, ale nie z pohl'adu iného mod-
elu, alebo iného programovacieho jazyka. To by bol pripad, keby sme sa
pokusili definovat triedu prakticky riesiteInych problémov, ako takych,
ktorych horny odhad ¢asovej zlozitosti je ¢ - n®. V teoérii pouzivané
vypoctové modely casto maji na simuldciu programu v beznom pro-
gramovacom jazyku n? krat vyssie naroky na cas. TakZe problém sa
moze daf v jazyku JAVA vyrieSit v ¢ase n® a v nejakom inom modeli by
potreboval ¢as n°. Pojem polynomiilneho algoritmu, a tym aj triedy
P, je ale dostatocne robustny. Trieda polynomialne rieSiteInych prob-
lémov je rovnaka pre vSetky rozumné modely. Teda dokaz prislusnosti,
alebo neprislusnosti do triedy P je od vypoc¢tového modelu nezavis-
ly, a teda v8eobecne platny a moze sluzit z teoretického hladiska na
klasifikiciu problémov na rieSitelné a prakticky neriesitelné.

5.5 Ako rozozname tazky problém?

Hlavnou tlohou teorie zlozitosti je klasifikicia konkrétnych algoritmickych
problémov vzhladom na ich vypoctovu zlozitost. Navrhom algoritmov dosté-
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vame horné odhady zlozitosti problémov, ale tymto spésobom nie sme schopni
odvodit dolny odhad zlozitosti konkrétnych problémov. Ako ich teda mozeme
klasifikovat? V skutoc¢nosti to v absolitnom zmysle nemozeme. Robime to,
¢o obycajne robia vedci a [udia zo zdravym sedliackym rozumom v podob-
nych situacidch. Nepodjdeme hlavou proti miru a namiesto ur¢ovania presnej
zlozitosti znovu a znovu pre kazdy pripad problému, uspokojime sa s hod-
novernym, hoci aj nie stopercentnym odhadom zlozitosti.

Co znamen4 yhodnoverne* odovodnit, Ze neexistuje polynomialny algoritmus,
ktory riesi dany problém? Dnes je znadmych vySe 4000 zaujimavych tloh, pre
ktoré sa napriek velkej namahe nenasiel ziaden polynomialny algoritmus.
Netispesna namaha v pripade jednotlivych problémov ale nie je eSte dosta-
to¢ny dovod na to, aby sme ich vyhlasili za prakticky nerieSitelné. Bolo
by to aj nespravne. Pre problémy linedrneho programovania a testovania
prvodiselnosti sme sa netispesne pokigali mnoho rokov® néjst polynomialne
algoritmy. A bolo obrovskou udalostou, ked sa pre ne nasli polynomiélne al-
goritmy. A hoci na zaklade skisenosti sme skor verili, Ze existuji, ukazuje to
jednoznac¢ne, aké by mohlo byt nebezpecné, vyhlasit ich za tazké (prakticky
neriesitelné) na zaklade roky trvajucich netaspesnych pokusov ich efektivne
riesit.

Na zaciatku sedemdesiatych rokov, na zaklade opakovanych negativnych
skusenosti s mnohymi problémami, formulovali nezéavisle na sebe S.A. Cook
a L.A. Levin nasledovni hodnovernt definiciu

Problém U je tazky (nie je v P, alebo je prakticky neriesitelny),
ked existencia polynomidlneho algoritmu pre U by sucasne zname-
nala existenciu polynomidlnych algoritmov pre tisice problémov,
doteraz povaZovanich za tazké (pre ktoré nie sme schopni ndjst
efektivny algoritmus).

Celé si to mozeme dobre predstavit pomocou obr. 5.3. VIavo je trieda P poly-
nomiélne rieSitelnych problémov. Vpravo je trieda s tisickami problémov, pre
ktoré sme nenasli ziaden polynomialny algoritmus. Teraz si predstavte, ze
sme nasli efektivny algoritmus pre jeden problém U z tejto triedy. V dosled-
ku nag8ej definicie tazkych problémov by to znamenalo efektivne vyrieSenie
vSetkych problémov z tejto triedy.

Teraz je o mnoho uveritelnejsie, ze problém U je naozaj tazky. Na zaklade
doterajsich skusenosti takmer nik dnes neveri, ze problémy, ktoré povazu-
jeme podla naSej definicie za tazké, by sa dali efektivne vyriesit. Nevieme
si predstavit, ze by sme boli taki hlupi a napriek mnohym pokusom by sme

>V pripade testov prvoéiselnosti dokonca tisice rokov.
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NP-tazké
problémy

obr. 5.3

nenevedeli najst efektivne rieSenie ziadneho z mmnoho tisic problémov, hoci
pre vSetky takéto rieSenia existuju.

Odbornici nazyvaju tieto problémy, ktorych efektivne rieSenie by automat-
icky znamenalo efektivne rieSenie dalSich tisicov problémov, ktoré povazu-
jeme za tazké, NP-tazké problémy. Otazkou ostava:

LAko ukdZeme, Ze nejaky konkrétny problém je NP-tazky?“

Opét nam pomoze metoda redukcie. Pouzivali sme ju, aby sme ukazali, ze
algoritmicka riesitelnost jedného problému znamené algoritmicki riesitelnost
iného problému. V tomto pripade stac¢i nahradit vlastnost ,algoritmicky”
vlastnostou ,efektivne algoritmicky”. To vieme dosiahnut prostrednictvom
modelu efektivnej redukcie. Ako vidime na obr. 5.4, problém U; efektivne
redukujeme na problém U, tak, Ze najdeme efektivny algoritmus R, ktory
kazdy pripad problému U; prevedie na ekvivalentny pripad R(/) problému
UQ.

Pod ekvivalentnym tu rozumieme, ze rieSenie pripadu R(I) problému Us,
je rovnaké ako pripadu I problému U;. Teda vysledok B(R(I)) vypoctu B
pre R(I) moézeme automaticky prevziat ako vysledok pre I. Priklad takejto
redukcie sme uviedli uz na obr. 4.8 v 4. kapitole. Redukovali sme tam efek-
tivne problém riesenia kvadratickej rovnice na problém rieSenia normovanej
kvadratickej rovnice. Dosledok bol, ze efektivne rieSenie normovanej kvadrat-
ickej rovnice znamenalo efektivne rieSenie vSeobecnej kvadratickej rovnice.

Hovorime, ze algoritmus R na obr. 5.4 je polynomialna redukcia U; na
U, , ked je R polynomialny algoritmus s vlastnostou:

Pre vsetky pripady I problému Uy je riesenie I problému Uy zdroven
riesenim pripadu R(I) pre Us.
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I
A

Redukcia R efektivne
transformuje kazdu riesi
instanciu I problému U R efektivne
na instanciu R([) Uy
problému U,

R(I)
B efektivne riesi Us B

B(R(I))

obr. 5.4

Ked su U; aj Us rozhodovacie problémy, znamena to, ze bud je pre oba pri-
pady I a R(I) spravna odpoved ANO, alebo je pre obe spravna odpoved NIE.
V tomto pripade hovorime tiez, ze pripad R(I) problému Us je ekvivalentny
s pripadom [ problému Uj.

Ked mame polynomialnu redukciu R problému U; na Us, hovorime tiez, Ze
U, je redukovatel'ny v polynomialnom ¢ase na U,

a piSeme
Ul Spol U2-

Podobne ako pri vSeobecnej redukcii, znamena Uy <, Us, ze Us nie je lahsie
ako U; vzhladom na riesitelnost v polynomialnom ¢ase. Teda bud su oba
Uy aj Uy rovnako tazké (oba sa daju efektivne riesit, alebo sa ani jeden neda
efektivne riesit), alebo je U; efektivne rieSitelny a U, nie je. Vylucena je
jedine situacia, ze by bol U, efektivne rieSitelny a U; by nebol.

Uloha 5.8 Ukéite, ze uloha vypocitat vysku rovnostranného trojuholnika so zné-
mou dlzkou strany sa da polynomialne redukovat na ulohu vypocitat dlzku strany
v pravouhlom trojuholniku (Pytagorova veta).

Uloha 5.9 Nech je U tloha vyriesit linearnu rovnicu tvaru a + bz = 0. Nech je
Uy tloha vyriesit linedrnu rovnicu tvaru a + br = ¢ + dx. Ukazte, Ze Uy <pq Us.

Pojem polynomialnej redukovatelnosti sa velmi rychlo stal uspesnym néstro-
jom na klasifikdciu problémov. Dnes pozname tisice problémov, ktoré sa daja
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v oboch smeroch vzajomne jeden na druhy redukovat. A U; <,y U, a stucasne
Uy <, Ur znamena, ze Uy a U st oba rovnako fazké v zmysle, ze bud su
oba rieSitelné v polynomialnom ¢ase, alebo sa ani jeden neda efektivne riesit.
Na zaklade metody redukcie pozname tisice algoritmickych problémov, ktoré
su bud vSetky efektivne rieSitelné, alebo sa neda efektivne riesit ani jeden z
nich a tieto problémy nazyvame NP-fazké®.

Priklady redukcii, ktoré sme doteraz uviedli, neilustrovali dostato¢ne pouzitie
reduké¢énej metody, pretoze §lo o¢ividne o I'ahké dlohy. Teraz si preto ukazeme
redukciu medzi dvoma NP-tazkymi problémami.

Ako problém U, si zoberieme problém strazZenia, ktory sa v odbornej reci
nazyva problém pokrytia vrcholov a oznacuje sa VC. Mame dant siet ulic s n
krizovatkami (odborne sa nazyvaji ,yrcholy“) a s ulic spajajacich krizovatky”
(obr. 5.5).

Kg K')

K

obr. 5.5

Krizovatky sme na obr. 5.5 nakreslili ako Cierne body, oznacili sme ich K,
Ky, K3, K4, K5 a Kg. éiary medzi bodmi st ulice. Na obr. 5.5 je 7 ulic. Ulice
moZeme tiez oznacif. Ulicu medzi K; a Ky ozna¢ime Ulica(K;, Ks). Pre-
toze ulice nemaju predpisany smer, oznatuje Ulica( Ky, K7) rovnaka ulicu
ako Ulica(K7y, K»). Na krizovatku mozeme umiestnit pozorovatela. Pred-
pokladame, Ze pozorovatel je schopny strazit vSetky ulice vychadzajuce z
tejto krizovatky, pricom kazdu ulicu vidi az po susednu krizovatku. Takze
pozorovatel z K3 dokéaze strazit tri ulice Ulica(K3, K1), Ulica(K3,K5) a
Ulica(K3, Kg). Na obr. 5.6 st prerusovanou ¢iarou nakreslené ulice, ktoré
je vidno z Kj.

6Neuvadzame formélnu definiciu NP-tazkého problému, pretoze vyuZziva koncepty, ktoré
sme nezaviedli.
"Koniec slepej ulice povazujeme tieZ za krizovatku (K5 na obr. 5.5).
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obr. 5.6

Sucastou ulohy je este zadané ¢islo m. Otazka je, ¢i na dohlad nad vSetky-
mi ulicami postac¢uje m pozorovatelov. Presnejsie, da sa rozmiestnit m po-
zorovatelov na krizovatky tak, aby boli vSetky ulice pod dohladom? Pre cest-

na siet na obr. 5.5 sta¢ia dvaja pozorovatelia. Ked je pozorovatel na K, prez-
erd Styri ulice Ulica(Ky, K1), Ulica(Ky, Ks), Ulica(Ky, K5) a Ulica(Ky, Kg).
Pozorovatel na K3 prezera zvy$né tri ulice.

Uloha 5.10 Predpokladajme, ze v cestnej sieti na obr. 5.5 nesmieme dat po-
zorovatela na Ky. Kolko pozorovatelov potrebujeme v tomto pripade?

Uloha 5.11 Uvazujte cestna sief na obr. 5.7. Stacia traja pozorovatelia na to,
aby sme mali pod dohladom vSetky ulice?

Uloha 5.12 Do obr. 5.7 dokreslite nova ulicu Ulica(K1, K3) medzi K1 a Ko.
Kol'ko pozorovatelov potrebujeme v tomto pripade, aby sme mali pod dohl'adom
celu siet?

K K, K3 Ky

K K K,

obr. 5.7

Uloha 5.13 K cestnej sieti na obr. 5.5 pripojte dve ulice Ulica(K35, Kg) a Ulica(Ks, Ks).
Stacia 3 pozorovatelia na dohlad nad celou siefou?
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Ako druhy problém U, zoberme ulohu LIN(0,1) ¢o je urcenie, ¢i existuje
rieSenie systému linearnych nerovnic nad booleovskymi premennymi. Naprik-
lad

1171—|—2£172—3f173+7f174 23

je linedrna nerovnica so 4 neznamymi xq, o, r3 a 4. Hovorime, ze ide o
nerovnost nad booleovskymi premennymi, ked nezname x1, xo, r3 a 4 mozu
mat hodnoty len 0 a 1. Pripad problému LIN(0,1) je napriklad

ZL’1—|—2£L'2—|—ZL'3—|—ZE4

ZL’1—|—ZL’4

AVARAVARLYS

3
0
2?171 + Ty — X3 1.

To je systém 3 linearnych nerovnic so 4 neznamymi. Ulohou je rozhodnuf pre
systém linearnych nerovnic, ¢i existuje taka volba hodnot 0 a 1 pre nezname,
ze vSetky nerovnice budi stucasne splnené. V nasom pripade stac¢i napriklad
zvolit 1 a xo rovné 1 (z7 =29 = 1) a x3 a x4 rovné 0 (z3 = x4 = 0). Vidime,
ze

$1+2$2+!E3+$4:1+2'1+0+0:3 > 3
rn+r,=14+40=1 > 0
2!L’1—|—£L’2—ZL’3:2'1—|—1—0:3 Z 1,

teda vSetky nerovnice su splnené

Uloha 5.14 Najdite iné booleovské hodnoty premennych x7, 9,23 a 4 nasho
systému tak, aby boli splnené vsetky tri nerovnice.

Uloha 5.15 Ma riesenie nasledujici systém linearnych nerovnic?

T+ a9 —3x3 >
x1—2x2—x4 >
Ty +x3+T4 >

Teraz ukazeme, ze plati
VC <,, LIN(0,1),

teda, Ze sa da problém pozorovatelov VC polynomialne redukovat na problém
linedrnych nerovnic s booleovskymi premennymi.

Nato musime efektivne skonstruovat pre kazdy pripad problému VC  ekviva-
lentny* pripad problému LIN(0,1). Vysvetlime postup redukcie na priklade
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cestnej siete N na obr. 5.5. Nech je (IV,3) pripad problému VC, ktory zod-
poveda otazke, ¢i na pozorovanie siete N na obr. 5.5 stacia 3 pozorovatelia.
Aby sme tuto otazku premenili na otazku o linedrnych nerovniciach zvolime
si 6 booleovskych premennych zq, xo, x3, 74, 5 a 5. Premennu x; priradime
ku krizovatke K; a bude mat nasledujici vyznam:

x; =1 znamena, Ze na K; je pozorovatel,
x; =0 znamend, Ze na K; sa nenachadza pozorovatel.

Napriklad hodnoty z1 = 1,29 = 0,23 = 1,24 = 0,25 = 1, x4 = 0 znamenaju,
ze mame troch pozorovatelov, ktori sa nachadzaju na krizovatkach Ky, K3 a
K5 a na krizovatkach Ko, K, a Kg neméame pozorovatelov.

Ako prvi vyjadrime prostrednictvom linearnej nerovnice
1+ 2o+ T3+ x4+ T5 + T < 3

skuto¢nost, ze moézeme mat najviac troch pozorovatelov. V pripade, Ze sief
N je pod kontrolou pozorovatelov, je pod dohladom kazda ulica. Aby sme
to zabezpecili, musi byt na kazdej ulici Ulica(K;, K;), spajajucej krizovatky
K, a Kj, pozorovatel aspoi na jednej z krizovatiek K; a K,. Pre ulicu
Ulica(K1, K4) musi byt aspon jeden pozorovatel na krizovatke K7 alebo K.
To vyjadrime linedrnou nerovnicou

T+ x4 > 1.

Tato nerovnost je splnena, ked z; = 1 alebo x4, = 1 a to je presne rieSe-
nie, ktoré potrebujeme. Ked zoberieme do tuvahy vSetkych 7 ulic (K7, K3),
(K1, Ky), (Kq, K3), (Ks, Ky), (K3, Kg), (Ky, K5), (Ky, Kg) siete N, dostaneme
nasledujuici systém 8 linearnych nerovnic L1:

r1+ 29+ 23+ 24+ x5 + 26 < 3 {najviac 3 pozorovatelia}
ry+x3 > 1{Ulica(K,, K3) pod dohladom}
ry +xy > 1{Ulica(K,, Ky) pod dohladom}
o +x3 > 1{Ulica(K,, K3) pod dohladom}
ro+ x4 > 1{Ulica(K,y, Ky) pod dohladom}
r3+x¢ > 1{Ulica(Ks, K¢) pod dohladom}
ry+ x5 > 1{Ulica(K,, K5) pod dohladom}
ry+x6 > 1{Ulica(Ky4, K¢) pod dohladom}
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Teraz plati: Systém L1 ma rieSenie presne vtedy, ked existuje rieSenie pri-
padu (N, 3) problému strazenia (teda ked traja pozorovatelia sta¢ia na do-
hl'ad nad celou sietou N). Plati dokonca viac: Kazdé riesenie L1 dava rieSenie
(N, 3). Napriklad rieSenim pre L1 je

T :0,$2:1,l’3:1,l’4:1,I5:0,l’6:0,

lebo mame len troch pozorovatelov (prva nerovnost), zo = 1 garantuje splne-
nie Stvrtej a piatej nerovnice, r3 = 1 garantuje splnenie druhej, Stvrtej a
Siestej nerovnosti a x4 = 1 garantuje splnenie tretej, piatej, siedmej a 6sme;]
nerovnosti. Tym je splnenych vSetkych 8 nerovnosti. Zaroven hned vidime,
ze traja pozorovatelia umiestneni na krizovatkidch Ko, K3 a K4 maju pod
dohl'adom celu siet N.

Uloha 5.16

a) Najdite vSetky rieSenia systému L1 (priradenia hodndt 0 a 1 premennym
x1,%2,...,%6) a im zodpovedajice rieSenia pre (IV,3).

b) Existuje riesenie, pri ktorom x4 = 0 (na krizovatke Ky nie je pozorovatel)?
Vysvetlite, preco je to tak.

¢) Rozgirte siet N o ulicu Ulica(K3, Ky). Nova siet ozna¢me N'. Ma (N, 2)
rieSenie?

Vseobecny opis redukcie VC na LIN(0,1) je na obr. 5.8.

I=(N,m
N méa k krizovatiek a u ulic
A
vytvor u + 1 linearnych | efektivne
nerovnosti redukuje riesi
T+ 2o+ -+ axp<m VC na VC

a x; +x; > 1 pre kazdn LIN(0,1)
ulicu Ulica(K;, K)

R(I)

B efektivne riesi LIN(0, 1) B

obr. 5.8

Vidime, Ze redukcia R sa da velmi jednoducho realizovat programom. Efek-
tivnost R garantuje, Zze z existencie efektivneho algoritmu B pre LIN(0,1)
vyplyva existencia efektivneho algoritmu pre VC.
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Uloha 5.17 Uvazujte pripad (N, 3) problému VC pre siet na obr. 5.7. Vyuzite
vyssie opisant redukciu R na to, aby ste vytvorili ekvivalentny systém linedrnych
rovnic. Najdite vSetky rieSenia systému linedrnych rovnic, a tym aj zodpovedajice
rieSenia (NN, 3).

Uloha 5.18 Zostrojte siet N’ tak, ze sief N na obr. 5.7 rozsirite o dve ulice
Ulica(Ko, K3) a Ulica(K5, Kg). Ako vyzeréa systém linedrnych rovnic pre (N',4)?
Ma riesenie?

Ukéazali sme, ze VC <,,,; LIN(0, 1). D4 sa ukazat aj LIN(0, 1) <,,, VC. Tato
redukcia je ale prili§ technické, preto ju nebudeme vysvetlovat.

Takze VC a LIN(0,1) st rovnako tazké v tom zmysle, Ze existencia poly-
nomialneho algoritmu pre jeden z problémov znamena existenciu polynomidl-
neho algoritmu pre druhy z nich. Dnes je zndmych vySe 4000 takychto rov-
nako tazkych problémov a pre ziaden z nich nepozname efektivny algoritmus.
Z tohto dovodu verime, Ze ide ozaj o tazké problémy a redukovatelnost v poly-
nomialnom ¢ase pouzivame na klasifikiciu problémov na Tahké (riesitelné v
polynomialnom ¢ase) a tazké (neriesitelné v polynomialnom ¢ase). Aby sme
novy problém U povazovali za tazky, stac¢i ukazat, ze

U/ Spol U

pre niektory problém U’ z tazkej triedy. Lebo ked plati U’ <,, U, efektivny
algoritmus pre U by znamenal automaticky, ze mame efektivne algoritmy aj
pre tisice problémov, ktoré doteraz boli povazované za tazké.

Informatici zvolili tato cestu ako zaklad pre urcenie obtaznosti konkrétnych
algoritmickych problémov, pretoze neboli schopni dokazovat dolné odhady
ich zlozitosti. Neda sa celkom vylucit, Ze raz niekto pride s genidlnym na-
padom a efektivne vyriesi vSetky NP-tazké problémy. Odvolavajic sa na
velké skusenosti a presvedcenie vacsiny badatelov, smieme teda verit, Ze su
tieto problémy naozaj tazké? Je na to pragmatickd odpoved. Aj keby exis-
tovali efektivne algoritmy na rieSenie NP-tazkych problémov, tieto problémy
budu pre nas tazké az dovtedy, kym niekto tieto algoritmy neobjavi. Takze
je jedno, ako to v skuto¢nosti naozaj je, v sicasnosti nemame pre tieto prob-
lémy efektivne metody, a preto ich povazujeme za tazké. Teoretici v oblasti
vypoctovej zlozitosti ale maju dalSie zavazné argumenty, ktoré podporuji
ich vieru o obtaznosti NP-tazkych problémov. Dokézali, ze efektivne metody
rieSenia NP-tazkych problémov by znamenali, ze objavenie dokazov matem-
atickych tvrdeni je rovnako tazké ako preverenie, ¢i si dané dokazy korektné.
A dnes nik neveri, ze vytvaranie dokazov (jedna z najtazsich intelektuéalnych
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) vt

¢innosti matematika) nie je fazsie, nez kontrola spravnosti uz existujiceho
dokazu.

Teraz by sa mohol ¢itatel vecne spytat: Ked su informatici taki presvedceni
o tom, ze pre NP-tazké problémy neexistuju polynomialne algoritmy, preco
to jednoducho nevyhléasia za novi axiomu informatiky? Odpoved je jed-
noznacna: nesmu to urobit. Za axiémy mozeme postulovat len tvrdenia a
definicie, ktoré nie su dokazatelné. Ako sme vysvetlili v 1. kapitole, ne-
existuje moznost dokazovat axiomy, tie mozno len vyvratit. Ked vyvinieme
techniky na dokazovanie dolnych odhadov zlozitosti, moze sa stat, ze budeme
vediet dokazat skutocnu obtaznost NP-tazkych problémov. Preto slepo nev-
erime v obtaznost NP-fazkych problémov a venujeme mnoho tsilia aby sme
ju zdovodnili. Tento problém patri nielen k nemnohym tstrednym problé-
mom informatického vyskumu, ale aj mnohi matematici ho vidia ako jednu
z hlavnych a najtazsich vyskumnych tloh matematiky.

5.6 Pomoc, mam tazky problém...

Volanie o pomoc v nadpise by sme nemali podcenovat. Najlepsie zname al-
goritmy pre NP-tazké problémy vyzaduju pre vstupy praktickej velkosti viac
vypoctovej prace, ako je mozné v tomto vesmire vykonat. Nie je to dosta-
toény dovod na volanie o pomoc? Najméa ked je rieSenie tychto problémov
spojené s otazkami bezpec¢nosti alebo s velkymi finanénymi investiciami.

No mé4 volanie o pomoc zmysel? Je niekto, kto by mohol pomoct pri poly-
nomialne neriegitelnych tdlohach? Ano, existuje zachrana. Pomoct mozu
iba algoritmici. St ozajstnymi umelcami a divotvorcami pri hladani rieSenia
problémov. Mnohé problémy st nestabilné (citlivé) v nasledujicom zmysle.
Velmi mala zmena zadania problému alebo poziadaviek na hladané rieSenie
moze zapri¢init obrovskd zmenu mnozstva vypoctovej prace, potrebnej na
najdenie rieSenia. Zmiernenie (zoslabenie) jedinej podmienky kladenej na
rieSenie problému, ktord je pre prax okrajovd, moze znamenat skok z mil-
iardy rokov trvajiceho vypoc¢tu na niekolko sekundovy vypocet. To isté sa
moze stat, ked pozadujeme namiesto optimélneho rieSenia optimaliza¢ného
problému len rieSenie, ktoré je blizko optimalneho. Blizko optimalneho moze
znamenat, ze sa odmerana kvalita vypocitaného riesenia lisi od optimélneho
najviac o 1%. Takéto algoritmy, ktoré pocitaju rieSenie blizke optimalnemu
volame aproximacné algoritmy. Ind moznost si randomizované algoritmy,
ktoré si volia ndhodne stratégiu na hl'adanie rieSenia. Ked si pre dany pripad
problému zvolia ndhodou zlu stratégiu, moézu vypocitat nespravne vysled-
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ky alebo vypocet moze trvat velmi dlho. Ked si vybert vhodnu stratégiu,
vypocitaju rychlo spravne vysledky. V mnohych aplikidciach sme spokojni,
ze s vysokou pravdepodobnostou efektivne vypocitame spravny vysledok.
Aby sme tomu dobre rozumeli, pouzivanim algoritmov vyuzivajtcich ného-
du uSetrime vypoctové naklady vdaka zmierneniu (zoslabeniu) poziadavky,
ze pri kazdom vypocte vzdy vypocitame spravny vysledok. Existuje viacero
dalsich moznosti, ktoré sa daji aj navzajom kombinovat. Je umenim algo-
ritmikov objavovat, kde su slabiny tazkych problémov. Ich tilohou je zaplatit
¢o najmenej (zlavit z nasich poziadaviek tak méalo ako sa len da) za mozny
skok od nerealizovatelného mnozZstva prace pocitaca k realizovatelnym nak-
ladom. V niektorych pripadoch za tento skok zlavime z naSich poziadaviek
tak malo, Ze sa to zda aZ neuveritelné a déa sa vraviet o skuto¢nom zéazraku.
Takyto div ndhodného riadenia predstavime v nasledujicej kapitole.

Uvedieme iba maly priklad ako efektivne vypocitat namiesto optimalneho
len relativne ,dobré* rieSenie. V odseku 5.5 sme predstavili problém po-
zorovatelov VC ako rozhodovaci problém. Jeho optimaliza¢na verzia MIN-
VC hlada pre cestna sief minimélny pocet pozorovatelov, ktori sta¢ia na
dohl'ad nad celou siefou. Pre siet na obr. 5.5 st to dvaja pozorovatelia.

Uloha 5.19 Aky je minimalny pocet pozorovatelov na dohl'ad na sietou na obr. 5.77
Zdovodnite svoju odpoved!

Aby sme boli nazorni a nepretazili neSpecialistov, vysvetlime len, ako najdeme
efektivne rieSenie, ktoré bude v najhorsom pripade vyzadovat dvakrat tolko
pozorovate[ov ako by bolo nevyhnutne treba. Hoci by sa vysledok mohol
zdat Tahko dosiahnutelny, v siefach s desaftisicmi krizovatiek ¢lovek moze
tazko zarucit kvalitnejSie ad-hoc rieSenie.

Myslienka hladat rieSenie, ktoré bude v najhorSom pripade vyzadovat dvo-
jnasobny® pocet pozorovatelov, je zalozené na tom, ze kazda ulica Ulica( Ky, K»)
medzi dvomi krizovatkami K a K5 sa da pozorovat len z K alebo K5. Takze
aspon na jednu z krizovatiek K alebo K5 musime umiestnit pozorovatela.

Z toho sa da vytvorit nasledujtca stratégia, ktord urcite najde pripustné’
rieSenie.

Algoritmus: App-VC
Vstup: Siet N

8y porovnani s optiméalnym rieenim
riesenie, ktoré garantuje dohlad nad siefou
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Postup:

1 Zvol 1% si lubovolni ulicu Ulica(K1, Ky). Umiestni pozorovatelov na
obidve krizovatky K1 a Ky. Vytvor mensiu cestni siet N', v ktorej
odstrdnis§ vietky ulice, ktoré si pod dohladom pozorovatelov na Ky a K»
(odstranime tgm vietky ulice vychddzajice s Ky a Ko, teda aj Ulica(K;, Ks) ).

2 Rovnakou stratégou pokracuj so sietou N'.

3 Pokracuj v prdaci, pokym nie su zo siete odstrdnené vsetky ulice, co
znamend, Ze vSetky su pod dohladom.

Vykonajme algoritmus App-VC pre sief na obr. 5.9(a) s 8 krizovatkami
a7b7c7d7e7f7gah'
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obr. 5.9

Predpokladajme, 7ze App-VC vyberie ako prva ulicu Ulica(b, ¢). Ozname
na obr. 5.9(b) tiuto voIbu dvojitou ¢iarou. Teraz odstranime vSetky ulice,
ktoré sa koncia na krizovatkich b alebo c¢. Na obr. 5.9(b) st znazornené
preruSovanymi Ciarami. Plné c¢iary predstavuju 6 ulic, ktoré ostali v si-
eti. Predpokladajme, Ze nasledujicu ulicu by App-VC vybral Ulica(e, f)
(obr. 5.9(c)). Ako vidime na obr. 5.9(c), umiestnenie pozorovatelov na e a f,
sposobi odstranenie ulic Ulica(e, f), Ulica(e,d) a Ulica(f,d). V sieti ostali
len tri ulice Ulica(d, g), Ulica(d, h) a Ulica(h, g). Ked si teraz App-VC vy-
berie ulicu Ulica(d, g), pridame dvoch pozorovatelov na d a g a tym sa pod

9mo7e byt aj ndhodne
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dohl'adom aj v8etky tri zvy$né ulice. Uvedené pouzitie App-VC nas priviedlo
k rozmiestneniu 6 pozorovatelov na krizovatkach b,c,e, f,d a g.

Vsimnime si, ze vysledky App-VC mozu byt rozli¢né, v zavislosti od nahodnej
vol'by ulic, ktoré este nie su pod dohladom.

Uloha 5.20 Kolko pozorovatelov staéi, aby bola pod dohl'adom siet na obr. 5.9(a)?
Najdite taka ,nestastnt* volbu ulic, ze vo vyslednom rieSeni App-VC buda po-
zorovatelia umiestneni na v8etkych 8 krizovatkach. Existuje takd volba ulic App-
VC, ktorej vysledkom bude menej ako 6 pozorovatelov?

Uloha 5.21 Pouzite algoritmus App-VC na rozmiestnenie pozorovatelov v sietach
na obr. 5.5 a na obr. 5.7.

Nakoniec by sme chceli este zdovodnit, preco riesenia, ktoré dostaneme pouzitim
App-VC, nie st ovela horsie ako optimalne. Vsimnime si ulice pod dohladom
pozorovatelov, na obr. 5.9 sme ich oznacili dvojitymi ¢iarami. Ziadne dve z
nich sa nestretavaju na niektorej krizovatke. Je to preto, lebo po vybrani ulice
Ulica(K7, Ky) sme odstranili v8etky ulice vychadzajuce z K; a Ky. Takze
ziadna z neskor vybranych ulic nemoze viest do K alebo K;. Ked si v8im-
neme tieto vybrané ulice v nejakej sieti (obr. 5.10), vidime, Ze st to izolované
ulice, ktoré sa nestretavaji na ziadnej krizovatke (pozri aj obr. 5.9(d)).

cestnd siet

obr. 5.10

Riesenie ulohy pozorovatelov vyzaduje, aby boli vSetky ulice pod dohladom.
Kedze vybrané ulice su sucastou siete, musia aj ony byt pod dohladom. Pre-
toze su izolované, jeden pozorovatel moze mat dohlad najviac nad jednou
z nich. Preto musi mat kazdé pripustné rieSenie k dispozicii aspon tolko
pozorovatelov, kolko je tychto izolovanych ulic. RieSenie najdené App-VC
umiestni pozorovatela na vSetky konce (krizovatky) vybranych ulic. Takto
dostaneme, ze App-VC nikdy nevypocita rieSenie, ktoré mé viac ako dvojné-
sobny pocet nevyhnutnych pozorovatelov.

Zaruka kvality App-VC na néas isto nespravila velky dojem. Je ale viacero
narocnejsich prikladov efektivnych algoritmov, ktoré vypocitaju rieSenie pre
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NP-tazké optimaliza¢né problémy a kvalita rieSenia sa ligi od optimélneho
menej nez 1%.. A v tychto pripadoch uz mozeme vraviet o zazraku algorit-
miky.

5.7 Zhrnutie

Popri pojmoch algoritmus a program je pojem vypoctova zlozitost v infor-
matike najdolezitejsi a jeho vyznam prenika ¢oraz viac do d'alsich vedeckych
disciplin. Casové zlozitost je najdolezitejsia vypoctova zlozitost, ktora meria
mnozstvo prace (pocet vykonanych vypoc¢tovych operacii) algoritmu. Casovii
zlozitost algoritmu chapeme ako zvycajne rastiicu funkciu, ktorej argumen-
tom je velkost vstupu.

Hlavna tloha teodrie zloZitosti je klasifikacia algoritmickych problémov vzhla-
dom na nevyhnutni a postacujicu vypoc¢tova zlozitost na ich rieSenie a tym
aj na rozdelenie algoritmicky rieitelnych problémov na prakticky riesitelné
a prakticky nerieSitelné. Je fazké presne ur¢it hranicu medzi prakticky
rieSitelnymi a prakticky nerieSitelnymi problémami. V prvom priblizeni sa
navrhuje tato hranica tak, ze problémy, ktoré sa dajui riesit v polynomialnom
Case, su prakticky riesitelné. Problémy, na ktorych rieSenie neexistuju poly-
nomidlne algoritmy, povazujeme za tazké (prakticky neriesitelné). Teoria
zlozitosti nas uci, ze existuju T'ubovolne tazké vypoc¢tové problémy, naprik-
lad také, ktoré sa dajua riesit iba algoritmami s casovou zloZitostou aspon
22"

Ustrednou a najtazsou tlohou zakladného vyskumu v informatike je doka-
zovanie neexistencie efektivnych algoritmov pre riesenie konkrétnych problé-
mov. Na tento tcel nam zatial chybaju matematické prostriedky, preto sa
uspokojime s netiplnymi argumentmi na zdovodnenie obtaznosti konkrétnych
problémov. Metoda redukcie sa zasa vyuziva, aby sa efektivnou redukciou v
polynomiélnom ¢ase ukézalo, Ze tisice problémov su vzhladom na prakticka
riesitelnost rovnako tazké. Nazyvame ich NP-tazké problémy. Pre nijaky
NP-tazky problém nepozname efektivny algoritmus; najlepsie algoritmy ma-
ju exponencialnu ¢asovi zlozitost. Existencia polynomialneho algoritmu pre
hociktory NP-fazky problém by znamenala, Ze tisice problémov, ktoré po-
vazujeme za tazké, by sa dali efektivne riesit. To je jeden z hlavnych dévodov,
preco verime, ze NP-tazké problémy si naozaj tazké.

Skuto¢né umenie algoritmika je v hladani rieSeni tazkych problémov. Na-
jdolezitejsi objav je, ze mnohé tazké problémy su velmi nestabilné vzhladom
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na ich obtaznost. Mal&4 zmena zadania problému, alebo malé zoslabenie
poziadaviek moze sposobit skok od fyzikdlne nerealizovateIného mmnozstva
vypoctovej prace k par sekunddm vypoctu na obycajnom PC. Objavenie a
vyuzitie tejto citlivosti fazkych tloh je jadrom dnesnej algoritmiky s ,neocen-
itelnym* prinosom pre priemysel a v neposlednom rade aj pre rozvoj infor-
macnej spolo¢nosti.

Navody rieSenia vybranych aloh
Uloha 5.2 Trojnasobnym pouzitim distributivneho zédkona moézeme nasledujucim
sposobom prepisat polyném 4-tého stupna:

CL4'ZE4+CL3'ZE3+CL2'$2+&1'l‘+a0

= [a4-:1:3+a3-:132+a2-:171+a1]-x+a0

[(ag- 2% +az-x+a2) x+a] z+ag
= [((aga-z+a3) - z+az) z+ai] -z+ao

Ked pouzijeme tento vzorec na vypocet hodnoty polynoému pre zadané ¢isla aq, as, as, ay, ag
a x, potrebujeme len Styri ndsobenia a Styri s¢itania.

Uloha 5.4

a) Hodnotu 2% mozeme vypocitat nasledujicou stratégiou s 3 nasobeniami:
l—x-x, J—I-1, Z—J-1I.

Vidime, Ze postup je zaloZeny na myslienke, najskor vypocitat jednym né-

sobenim x? = z - x a potom 2% = 22 - 22 - 22.

b) Hodnotu 2% mozeme vypocitat 6 nasobeniami nasledujtco:
64 2121212212
2 = (((((=7)7))7)7)
Tato stratégiu mozeme nasledujicim sposobom zapisat ako instrukcie na
vypocet

l—x-xz, I «—1-1, I—1-1,
l—1-1, I«—1-1, I—1-1.
¢) Stratégiu vypoctu z'® moze byt
1‘18 — (((1‘2)2)2)2 . $2
a prepiSeme ju nasledujtco:

l—z-x, J—I1-1, J—J-J,
J—J-J, Z—T1-J
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d) Hodnotu z*® mozeme vypocitat stratégiou

G 32 8 A

po prepisani

Iy—x-x, Ii—1Iy-Iy, Izg—1Ii -1y,
Le —1Ig-1Is, I3p <« Iig-116, Z <« I32-1g,
Z — Z -1y, Z—Z-x

s 8 nasobeniami.

V pripade, ze pre 2% zvolime nasledujicu §pecidlnu na mieru $ita stratégiu
> =1z, 3 =2%. o, 20 =23 . 23, 29 =25 23,
p18 = 29 . 29 336 — 18 518 545 _ 436 9

vystacime len so 7 nasobeniami.

Uloha 5.9 Ked mé matematik vyriesit linearnu rovnicu a+bx = c¢+dx, zjednodusi
si ju nasledujicim sposobom:

a+br = c+dxr |—c
a—c+br = dx | — dx
(a—c)+br—dx — 0
(a—c)+(b—d)-x = 0 {vyuzitim distributivneho zakona}

Teraz je nova rovnica v pozadovanom zjednoduSenom tvare, pre ktory uz mame
algoritmus. Na obr. 5.11 je grafické zndzornenie tejto efektivnej redukcie.

Redukcia R je efektivna, lebo na to, aby sme upravili vSeobecnu linedrnu rovnicu na
tvar a’ +b'x = 0 stadia prave dve od¢itania. Algoritmus B zoberie z R ¢islaa’ a b a
vyriesi rovnicu @’ +b'x = 0. Kedze a’+b'z = 0 je len iny tvar rovnice a+bx = c+dx,
maju obe rovnice rovnaké riesenie a teda algoritmom B vypocitand hodnota pre z
je aj vystupom algoritmu A pre rieSenie linearnej rovnice vo vieobecnom tvare.

Uloha 5.10 Musia byt aspoi §tyria, lebo z K4 vedu §tyri ulice a ked nemoézeme
umiestnit pozorovatela na K, musia byt Styria pozorovatelia na opatnych koncoch
tychto Styroch ulic. Tito §tyria pozorovatelia maju pod dohl'adom celu cestnu siet
(obr. 5.5).

Uloha 5.17 Pre 7 krizovatiek a najviac 3 pozorovatelov dostaneme nasledujtce
linedrne nerovnosti:

Ti+rot+astastrs+aret+ar<3.
Pre 8 ulic dostaneme nesledujicich 8 nerovnosti:

rT1+rs 21, ;mi+ag 21, vo+a5>1, o+ >1,
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a,b,c,d

a —a—c

bV e—>b—d

a, v

B efektivne riesi
rovnice tvaru
a +bxr=0

T

T

obr. 5.11

x3t+wg>1, r3+x72>21, ;4 +26>1, T4 +27>1.

Vzhl'adom na prvi nerovnost moézeme priradit najvac trom neznamym hodnotu 1.
Volba x5 = ¢ = 27 = 1 a 1 = 29 = x3 = x4 = 0 zarudi splnenie zvys$nych 8
nerovnosti.
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Nahoda praje iba pripravenej dusi, nepripravend dusa nev-
idi pomocnu ruku, ktort mu podéva Stastena.
Louis Pasteur

Kapitola 6

Nahoda a jej aloha v prirode, alebo
nahoda ako zdroj efektivnosti v
algoritmike

6.1 VytycCenie ciela

V tejto kapitole chceme predstavit jeden z najvacsich divov informatiky. Ten-
to div je zaloZeny na neuveritelne Sikovnom vyuziti ndhody pri navrhu efek-
tivnych algoritmov pre zdanlivo prakticky neriesitelné tlohy.

Prv ako tento div priblizime, musime sa najprv trochu zoznamit s vyznamom
pojmu nahoda. Z tohto dovodu najprv nahliadneme do historie vied, v
ktorych donekonec¢na prebiehali spory o existencii skuto¢nej ndhody. Pri
tom by sme mali nadobudnut predstavu, ¢o je prava ndhoda, a ¢o za pravi
nahodu nemdzeme povazovat.

So ziskanymi predstavami o vyzname pojmu nahoda sa vydame rovno do
informatiky, aby sme vyuzili ndhodu pri efektivnom rieSeni tazko vypoci-
tatelnych problémov. Zazijeme pri tom zazrak. Uverili by ste, Ze systém,
v ktorom je Sikovne pouzitd nahoda nés moze priviest k cielu bilionkrat
rychlejsie ako akykol'vek plne deterministicky systém? A Ze toto urychlenie
sa da dosiahnut bez toho, aby sme museli podstupit vicsie riziko nez 1 k
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109, Ze vypoéitany vysledok bude nespravny'. Je toto riziko vaine? Ak
by sme od Velkého tresku kazdu sekundu spustili vypocet randomizovaného
systému (t.j. medzi 10'® a 10 krat) mozeme ocakavat, Ze nijaky z toho
obrovského poctu vypoctov nebude chybny. Inak povedané pravdepodob-
nost aspoi jednej chyby spomedzi viac nez 10'® experimentalnych vypoctov
randomizovaného systému je mensia ako pravdepodobnost, ze vSetky budu
spravne.

Upozoriiujeme, 7Ze v praxi moze byt randomizovany algoritmus (algoritmus
vyuZivajici ndhodu) s velmi malou pravdepodobnostou chyby spolahlivejsi
ako jeho najlepsi deterministicky naprotivok. Co tym myslime? Teoreticky
sa deterministické algoritmy nesmu mylit. Ale v praxi nie st deterministické
programy absolutne spolahlivé pretoze pocas ich vypoc¢tu sa mozu vyskytnat
chyby hardvéru, ktoré sposobia chybné vysledky. Pravdepodobnost vyskytu
hardvérovej chyby rastie imerne s ¢asom vypoctu programu. Preto rych-
ly randomizovany algoritmus moéze byt spolahlivejsi ako pomaly determini-
sticky program. Napriklad randomizovany algoritmus, ktory vypocita vysle-
dok za 10 sekind s pravdepodobnostou chyby 1/10%° je spolahlivejsi ako
deterministicky program, ktory vypocita vysledok za tyzden. Takze po-
sun od beznych (deterministickych) algoritmov a systémov k randomizo-
vanym nemusi znamenat znizenie spolahlivosti. Strata zdanlivej absolutnej
spolahlivosti nie je az tak bolestivd. Randomizacia, myslime tym vytvaranie
systémov Sikovnym kombinovanim deterministickych stratégii a ndhodnych
rozhodnuti sa stava novou paradigmou informatiky. Efektivne randomizo-
vané algoritmy, ktoré robia chybu v priemere v jednom z milidrd pouziti st
praktické a umoznuja rieSenie problémov, ktoré povazujeme za neriesitelné
deterministickymi algoritmami.

Na konci kapitoly by ste nemali len dovernejSie poznat konkrétny nahod-
ny systém a jeho vyhody, ale budete mat moznost sa aj hlbsie zoznamit s
myslienkami, na ktorych je zaloZzena randomizacia (pouzitie nahody v algo-
ritmoch) a ziskat pritom ¢iasto¢ne aj intuiciu, prec¢o vobec existuji takéto
neuveritelné a zazracné sposoby rieSenia problémov. Na zaver sa vas trochu
pokusim povzbudit, aby ste tieto vedomosti vyuzili v kazdodennom Zivote a
s ich pomocou sami vytvarali dalsie ,zazraky".

' Riziko vypoéitania chybného vysledku nazyvame pravdepodobnost chyby.
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6.2 Co je nahoda a existuje vobec ozajstna
nahoda?

V prvej kapitole sme pochopili, ze pre vytvaranie a rozvoj vedeckych disciplin
je zakladom tvorba pojmov. Pojem nadhoda je jednym z méla fundamentéal-
nych a zaroven jednym z najviac diskutovanych vedeckych pojmov. Filozofi,
fyzici, biologovia a chemici uz tisicrocia diskutuju, ¢i existuje ndhoda a sku-
maju jej ulohu vo svete. Matematici vyvinuli teériu pravdepodobnosti ako
nastroj na skiimanie ndhodnych javov a aplikuja ju v Statistike. Informati-
ka sktima, ¢i, preco a kedy je pre nas vyhodné vyuzit ndhodu. Inzinierske
discipliny aplikuju ziskané poznatky pri vyvoji efektivnych a spolahlivych
systémov vyuzivajucich ndhodu.

Pojem néahody je uzko spaty s dalsimi dvomi zakladnymi pojmami: deter-
minizmom (uréenostou) a indeterminizmom? (neurcenostou). Determin-
istickd predstava sveta je zalozena na principe kauzality. Kazda udalost mé
svoju pri¢inu. Pri¢ina mé néasledok a ten je zase pri¢inou pre d'alsi nésledok,
atd. Podla takéhoto chapania, ak pozname vSetky zakonitosti a momentalny
stav vesmiru, vieme presne predpovedat, ¢o sa stane v budicnosti. Na celé
dejiny sa mozeme pozerat ako na refaz pri¢in a ich nasledkov. Nedetermino-
vanost znamena, ze pri¢ina moze mat viacero roznych nasledkov a neexistuje
prirodny zakon, ktory by urcoval, ktory z nich nastane.

Pojem nahody je tzko spéty s indeterminizmom. Podla definicie v slovniku

jav oznacujeme ako nahodny

ked

sa vyskytuje nepredvidatelne.
Podobne

objekt povaZujeme za ndahodny,
ked

vznikol alebo bol vytvoreny bez akéhokolvek planu a vzoru.

Prirodzene je existencia nahodnych udalosti (teda vyskytu nahody) v protik-
lade s deteministicko—pri¢innou predstavou o fungovani nasho sveta. Z tohto
dovodu je zakladna otazka vedy,

Zinformatici pouZivaji termin nedetrminizmus
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¢t ndahoda existuje objektivne, alebo len pouZivame tento pojem,
aby sme vysvetlili a modelovali javy, ktoryjch zakonitosti nepozndme.

O odpovedi na tiato otazku vedci vedu spory uz od antiky. Demokritos sa
nazdaval a tvrdil, ze

nahodné je nepoznané a Ze priroda je vo svojej podstate determin-
istickd.
Tym myslel, Ze svet sa riadi pevnym poriadkom, ktory urcuju jednoznacné
zakony. Podla Demokrita pojem nahoda pouzivame iba subjektivne, aby
sme zastreli naSe nepochopenie veci a javov. Takto by bol pojem ndhodnosti
iba dosledkom neuplnosti nasich vedomosti. Svoj postoj Demokritos rad
ilustroval nasledujicim prikladom.

Dvaja péani posla svojich otrokov zamerne v tom istom case ku studni po
vodu. Otroci sa pri studni stretnit a povedia si ,to je ale ndhoda, ze sme
sa tu stretli.“ Ale v skutoc¢nosti bolo ich stretnutie urcené rozhodnutim ich
panov, ale kedZze o tom nevedeli javilo sa otrokom ako ndhodné udalost.

Epikuros oponoval Demokritovi nasledujucim tvrdenim
,Ndhoda je objektivna, je prirodzenou vlastnostou javov.

Epikuros tym myslel, ze objektivna ndhoda existuje nezavisle od nasej vedo-
mosti alebo nevedomosti. Podl'a Epikura existuju procesy, ktorych priebeh
nie je jednoznacny, ale viaczna¢ny a nepredvidatelny a volbu spomedzi ex-
istujicich moznosti nazyvame nahoda.

Niekto by mohol povedat: ,Je zrejmé, ze pravdu mé Epikuros, ved v haz-
ardnych hrach ako kocky alebo ruleta mozu byt rozne vysledky a len ndhoda
urci, ¢o bude vysledok.“ No vec nie je takd jednoducha a uvahy o kockach a
rulete podporuju skor mienku Demokrita. Hra v kocky je velmi komplexny
jav, ale keby sme vedeli, akou rychlostou, ktorym smerom a na aky povrch
ich hodime, dal by sa dopredu urcit vysledok - ktoré ¢islo padne na kocke.
Prirodzene je pohyb T'udskej ruky v spojeni s mozgom prili§ zloZity na to, aby
sme vedeli ur¢it vSetky parametre potrebné na vypocitanie vysledku. Tento
proces ale nemozeme chapat ako objektivne nahodny, len na zaklade toho,
ze je privelmi zlozity. Podobne je to aj s hadzanim gulicky v rulete a inych
hrach zaloZzenych na ndhode. Aj vo fyzike sa na mnohych miestach pouzi-
va na opis a skimanie fyzikalnych procesov pravdepodobnostny model, hoci
nejde o jednozna¢ne nahodné procesy (a niekedy su dokonca ocividne deter-
ministické). Tieto st iba privelmi zlozité na to, aby sme ich modelovali plne
deterministickym spésobom. Je zaujimavé, ze z tohto istého dovodu pripustal
aj Albert Einstein pouzitie pojmu nahoda len pri modelovani nie¢oho este nie
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tplne poznaného a veril®, Ze existuji jednoduchsie a jasnejsie formulovatelné
deterministické prirodné zakony.

Do 20. storocia sa akceptovalo prevazne Demokritovo kauzalno-deterministické
ponatie. Dovody boli na jednej strane v nébozenstve, kde sa v Bohom
stvorenom svete nepripustala existencia nahody? a na druhej strane vo velkom
pokroku prirodnych vied a techniky dosiahnutom v 19. storoci, ¢o sposobi-
lo priliSny optimizmus, Ze sa v8etko da objavit a vSetko objavitelné sa da
formulovat priamociaro sledom pri¢in a dosledkov.

Netreba podcenit ani tlohe emocii v vztahu k nahode®. MoZnost existencie
nahody sa vtedy pocitovala velmi negativne, lebo ndhoda sa povazovala za
synonymum nezelatelnej neistoty, chaosu a nepredvidatelnosti. Negativny
postoj k existencii ndhody asi najlepSie sformuloval v svojich meditaciach
Markus Aurelius:

LS len dve moznosti: bud vo svete vlddne obrovskij chaos, alebo
poriadok a zdkon.“

Je zrejmé, ze aj vedci, ktori si osvojili ndzor, ze ndhoda je emocionalne neze-
latelné, sa snazili vo vyskume vystacit bez akéhokol'vek uvazovania o poten-
cialnej existencii ndhody. Pripadne isli eSte o krok dalej a snazili sa vysledka-
mi svojej prace do popredia stavat deterministicka pri¢innost a tplne vylacit
existenciu ndhody.

Az rozvojom vedy v 20. storo¢i sme rozpoznali, ze blizsie k realite moze byt
Epikurovo chépanie ndhody. Matematické modely evolicie ukazujui, ze by
sa neuskuto¢nila bez nadhodnych mutacii (ndhodnych zmien v DNA sekven-
ciach). K uznaniu existencie nahody prispeli podstatnou mierou tspechy
fyziky, predovsetkym kvantovej mechaniky. Tento matematicky model spra-
vania sa cCastic mikrosveta je zalozeny na viacznacnosti, ktori opisujeme
nahodnymi udalostami. Experimentalne sa potvrdili vSetky dolezité pred-
povede zalozené na tejto teodrii, preto urcité udalosti v mikrosvete interpre-
tujeme ako naozajstné nahody.’ Uznanie existencie ndhodnych javov je ale
dolezité aj preto lebo ich modelovanim sa prepaja ndhoda s neurc¢itostou a

3 Boh nehadze kockami“ je jeden z najznamejsich vyrokov Alberta Einsteina. A rovnako
znama je odpoved Nielsa Bohra ,,Boh si nenechd hovorit do toho ¢o ma robit.“

“Dnes uz vieme, Ze takito interpretacia nie je spravna a ozajstna nihoda nie je v protiklade
s existenciou Boha.

°0 postaveni emocii vo vyskume hovoria takzvané exaktné vedy nerady, ale je to len
popieranie skuto¢nosti, ze aj vo vede mozu byt emocie na jednej strane hnacim motorom
rozvoja a pokroku a na druhej strane mozu vyskum brzdit alebo poznanie aj na celé roky
,zakonzervovat.

5Tato tému podrobnejsie preberieme v kapitole o kvantovych pocitacoch.
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chaosom. Najvystiznejsie to sformuloval madarsky matematik Alfréd Rényi:

»Neexistuje protirecenie medzi pricinnostou a ndhodou. Vo svete
vlddne ndhoda a prdave preto vlddnu vo svete poriadok a zdkonitosti
prejavujice sa prostrednictvom mnozstva nahodnyjch udalosti, ktoré
sa spravaju podla zdkonov tedrie pravdepodobnosti.”

My informatici méme aj iny dovod zaoberat sa ndhodou, ako je modelovanie
prirodnych procesov a empiricky Statisticky vyskum. Najlepsie to vyjadril
prekvapujico uz pred 200 rokmi velky basnik Johann Wolfgang von Goethe:

Tento svet je vytvoreny spletou nevyhnutnosti a ndhody; Lud-
sky rozum sa stavia medzi ne a vie ich obe ovlddat. Nevyhnutné
povazuje sa zdklad bytia; nahodné vie usmernit, viest a vyuZit.”

V tomto zmysle je Johann Wolfgang von Goethe ,,prvym informatikom®, ktory
vidi v ndhode (randomizacii) uzitoény nastroj na realizaciu niektorych ¢in-
nosti. Tato kapitola sa venuje pouzitiu nahody ako zdroju nevidanej vypoc-
tovej efektivnosti. NaSim cielom bude ukazat, Ze namiesto plne determin-
istickych systémov a algoritmov sa Casto oplati navrhnit a implementovat
(randomizovany) systém riadeny nahodou. Nie je to ni¢ iné ako akceptovanie
prirody ako ucitela. Ukazuje sa, ze priroda na dosiahnutie ciela vzdy pouzi-
va najefektivnejsi a najjednoduchsi sposob a vyuzitie nahody je podstatnou
¢rtou jej stratégie. Informatickd prax tento pristup potvrdzuje. V mnohych
dnesnych aplikaciach pracuja jednoduché randomizované algoritmy s vysok-
ou mierou spolahlivosti, pricom nepozname nijaké deterministické algoritmy,
ktoré by robili to isté porovnatelne efektivne. Dokonca mame priklady ran-
domizovanych algoritmov, pre ktoré je navrh a pouzitie ich dterministickych
naprotivkov je fyzikalne neuskutoc¢nitelné. Z tychto dévodov v sticasnosti ne-
spajame prakticku riesitelnost s efektivnostou deterministickych algoritmov,
ale s efektivnostou randomizovanych algoritmov.

Aby sme presved¢ili aj informaticky nepodkutého ¢itatela o neuveritelnej sile
randomizacie na jednoduchom a nazornom priklade, ukdazeme v nasledujicej
casti randomizovany komunikac¢ny protokol, ktorym vyrieSime zadant tlohu
s podstatne mensou komunikaciou, nez je nevyhnutne potrebné pri najlepSom
moznom deterministickom komunika¢nom protokole.

Dolezita poznamka na zaver: Nedali sme odpoved na otazku, ¢i existuje
skuto¢na nahoda a je velmi nepravdepodobné, ze by veda na tuto otazku v
najblizSom Case naSla definitivhu odpoved. Je to jednoducho preto, lebo je
to viac fundamentalna otézka na rovine vedeckych axiémov, nez na rovine
vysledkov vyskumu. A ako sme sa dozvedeli uz v prvej kapitole, na tejto
zakladnej axiomatickej irovni nemaju ani exaktné vedy matematika alebo
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fyzika vSeobecne platné tvrdenia, ale len ako axiomy vyslovené domnienky
zodpovedajice vSetkym doteraj$im skusenostiam (ako sme uz spominali v
kapitole 1).

Ako informatici si dovolujeme verit v existenciu nahody, nielen preto, lebo
tento nazor podporuju doterajsie skusenosti fyziky a evolu¢nej teorie, ale pre-
dovsetkym preto, lebo ndhoda je zdrojom efektivnosti. Nahoda nam umoznu-
je urcité ciele dosiahnut miliardukrat rychlejsie a informatik by bol velmi
prekvapeny, keby priroda nechala nepovSimnuti takiato moznost urychlenia
Procesov.

6.3 Mnoho svedkov je pomoc v ntdzi alebo
preco moze byt ndhoda uzito¢na?

Na priklade jednoduchej tlohy si ukazeme, ako sa tato da velmi efektivne
vyriesif vyuzitim nahody, hoci vieme, ze deterministicky (bez nahody) sa
efektivne vyriesit neda. Bude to priklad, ktorym si ozaj kazdy moze samostatne
vyskusat silu pouzitia nahody.

Co presne znamend, ked vravime o systéme alebo algoritme (programe), ze
vyuziva ndhodu (je randomizovany)? V zasade si mozné dve predstavy.
Kazdy deterministicky program vykona pre Tubovolné vstupné tdaje ta ista
postupnost vypoctovych krokov, hovorime, ze vypocet je jednoznac¢ny. Ran-
domizovany program (systém) moze mat pre jeden vstup viacero rozli¢nych
vypoctov. Je vecou nadhody, ktory z nich sa ozaj uskutoc¢ni. Uvedieme dva
sposoby volby z viacerych moZnych vypoctov.

1. Program pracuje deterministickys vynimkou niekolkych miest, kde si
moze hodif mincou. V zavislosti od toho, ¢o padne (rub alebo lic), sa
na tomto mieste rozhodne, ktorym z dvoch moznych pokracovani bude
vypocet prebiehat.

Nag programovaci jazyk tymto sposobom mozeme nazorne rozsirit pri-
danim nasledujicej instrukcie.

Hod mincou. V pripade, Ze padne ,lic* pokraduj v riadku
i, inak pokraluj v riadku j

Takze ked padne ,lic (hlava)“ program pokracuje vykonavanim prikazov
v riadku ¢, ked padne ,rub (znak)“ pokracuje v riadku j.

2. Program vyuzivajuci ndhodu mé na zaciatku moznost vol by z viacerych
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deterministickych stratégii. Program si ndhodne vyberie jednu z nich
a pouzije ju pre aktualne vstupné udaje. ZvysSok vypoctu je tuplne
deterministicky. Pri dalsom vstupe sa nahodne vyberie nova stratégia.

Druha moznost modelovania systémov vyuzivajicich ndhodu je jednoduchsia,
preto ju pouzijeme aj v naSom vzorovom priklade.

Uvazujme nasledujice zadanie tlohy.

Majme dva pocitace Ry a R;; spojené sietou, ktoré si na dvoch od seba vzdi-
alenych miestach. Oba pocitace maji uchovavat rovnakiu databazu. Povodne
pracovali oba pocitace s rovnakymi databdzami. Behom casu ich obsah dy-
namicky menime takym sposobom, zZe stcasne vykonavame zmeny v oboch
databazach a usilujeme sa, aby na oboch miestach boli rovnaké vsetky infor-
mécie o skimanych objektoch (napr. o DNA sekvenciach). Prirodzene ¢as
od ¢asu chceme aj preverit, ¢i su databézy v R; a v R;; naozaj rovnakeé.

Toto preskusanie si teraz zidealizujeme v zmysle matematickej abstrakcie.
Obsahy databdz budeme povazovat za postupnosti bitov. Takze v paméti
pocitaca R; je postupnost x dlzky n bitov

T = T1X2X3 ... Tp_1Tnp,
et . . . P
v paméiti pocitaca R;; je tiez postupnost n bitov, oznac¢me ich ako

Y =Y1Y2Y3 - - - Yn—1Yn-

Ulohou je s vyuzitim komunikécie cez siet preverit, ¢i o =y (obr. 6.1).

R; komunika¢ny kanal Ryr
pamét paméf
T1T2X3 ... 2Ty Y192Y3 - - - Yn
obr. 6.1

Aby sme vyriesili tito komunika¢na tlohu, mali by sme navrhnut stratégiu
komunikacie (komunika&ny protokol). ZloZzitost komunikacie a tym
aj zlozitost rieSenia meriame poc¢tom bitov, ktoré si cez komunika¢ny kanél
vymenia R; a Ryy.

Zial, da sa dokézaf, 7e Tubovolny komunikaény protokol na rieSenie tejto
ulohy sa nevyhne vymene n bitov. Takze naivné rieSenie, pri ktorom R;
posle cely obsah svojej paméti zi25 ... x, pocitacu R;; a Ry ho bit po bite
porovnéa s obsahom svojej paméti je vlastne najlepSsou moznou stratégiou.
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Ked je n velmi velké, napr. n = 10'° (o zodpoveda asi 250000 DVD) st
komunika¢né néklady prilis vysoké. A to neberieme do uvahy, Ze spolahlivé
prenesenie takéhoto mnozstva udajov je nerealistické uskutoc¢nit bez straty
alebo zmeny jediného bitu.

Nag§im ciefom je navrhnit komunika¢ny protokol vyuzivajici nahodu, ktorym
sa tato uloha bude dat realizovat

4 - [logy(n)]

komunika¢nymi bitmi”. Vidime, Ze uSetrime exponencialne na zloZzitosti. Pre
n = 106 pogleme napriklad len 256 namiesto 10 bitov!

Kvoli nazornosti budeme namiesto porovnavania dvoch postupnosti bitov
porovnavat dve prirodzené ¢isla. Preto budeme interpretovat postupnosti
r=2=x1...T, aY =1 ...Y, ako binarne zapisy cisiel
n
Cislo(z) = ZQ"‘i-xi

1=1

(@

n
islo(y) = Z 2070y,
i=1
V pripade, ze vam tieto vzorce ni¢ nevravia, nemusite sa nimi zapodievat.
Dolezité je len vediet, ze
Cislo(x) je prirodzené ¢slo, ktorého binarnym zapisom je x a Ze
0 < Cislo(z) < 2" — 1.
Analogicky plati, ze
0 < Cislo(y) < 2" — 1.

Prirodzene, Ze pre n = 10'® mozu byt tieto ¢isla obrovské. Uz pre n = 10° =

1000000 st priblizne
91000000

a maju asi 300000 desiatkovych cifier.

Je zrejmé, 7e x je identické s y prave vtedy, ked Cislo(z) — Cislo(y). Takze
sa mozeme sustredit na porovnavanie ¢isiel Cislo(x)a Cislo(y) v nasom ran-
domizovanom protokole.

"Pre realne &islo r, oznacujeme [7] jeho hornt celt ¢ast, ¢o je zaokrthlenie redlneho ¢isla,
r na najblizsie vi¢sie celé ¢islo. Napriklad pre r = 3,14, [3,14] = 4.
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Uloha 6.1 Pre tych, ¢o to chct pochopit detailnejsie: Postupnost 10110 pred-
stavuje ¢islo

1-2240-2541.2241.2140.20

= 1-164+0-8+1-4+1-2+0-1
= 16+4+2=22.

Cislo(10110)

Ktoreé ¢islo je zakddované postupnostou bitov 1010017 Aka je bindrna reprezentéacia
Cisla 1337

Komunika¢ny protokol vyuzivajici nahodu bude pre vstupy =1 ...z, ay; ...y,
dlzky n, zodpovedat nahodnému vyberu jednej deterministickej stratégie
(protokolu) z vi¢sieho po¢tu moznosti. Pocet moznych stratégii sa bude
rovnat po¢tu prvoéisiel mengich ako n?.

V dalsom pre Tubovolné kladné celé ¢islo m oznacujeme
PRIM(m) = {p je prvocislo | p < m}
mnozinu vsetkych prvocisiel v intervale od 1 po m a
Prvoé(m) = |[PRIM(m))|
oznacuje pocet prvocisiel v PRIM(m).
Zvysok po celo¢iselnom deleni a : b oznacujeme
r = a mod b.

Napriklad plati, ze 2 = 14 mod 3, lebo 14 : 3 = 4 azvySok jer = 14—3-4 = 2.

Ked chapeme delenie a : b ako celoc¢iselné a vysledok je ¢ a zvySok r, potom
mozeme pisat
a=b-c+r,

kde r < b. V nasom priklade st a = 14 a b = 3, celociselny podiel je c =4 a
zvySok je r = 2. Teda mozeme pisat

14=3-4+2

pricom r =2 < 3 =b.

Teraz mozeme nasledujticim sposobom opisat protokol vyuzivajici nadhodu na
porovnanie z a y (lepSie povedané na porovnanie ¢isiel Cislo(z) a Cislo(y)).

SVEDOK - Komunika¢ny protokol vyuzivajiaci ndhodu na doékaz
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zhodnosti.

Vychodiskova situacia: Poc¢ita¢ R; ma n bitov x = xj29...x, (to znamena
éislo Cislo(z), 0 < Cislo(z) < 2" —1).
Pocita¢ R;r ma n bitov y = y1y2...y, (teda &islo
Cislo(y), 0 < Cislo(y) < 2" —1).

1. faza: R; si ndhodne zvoli prvocislo p z PRIM(n?). Kazdé prvocislo v
PRIM(n?) ma rovnaki pravdepodobnost, Ze bude zvolené.

2. faza: R; vypocita ¢islo 3
s = Cislo(x) mod p

(teda zvySok po deleni &isla Cislo(z) islom p) a posle Ry; binar-
nu reprezentaciu
s ap.

3. faza: Po obdrzani s a p pocita¢ R;; vypocita ¢islo
q = Cislo(y) mod p.
V pripade, ze q # s, vrati R;; odpoved st rozli¢né®.

V pripade, ze ¢ = s, vrati Ry odpoved st rovnaké®.

Prv ako budeme skimat komunika¢na zlozitost a spolahlivost protokolu
SVEDOK, ilustrujeme si na konkrétnom priklade, ako pracuje.

Priklad 6.1 Nech st z = 01111 a y = 10110.
Takze

Cislo(z) = 1-2°41-2241-2'41.2°=8+4+2+1=15,
Cislo(y) = 1-2'41-2241-2'=16+4+2 =122

n =>5.

Teda mame n? = 25 a dostaneme
PRIM(n?) = {2,3,5,7,11,13,17, 19, 23}.

Preto si komunika¢ny protokol SVEDOK voli jedno z 9 prvocisiel, a teda aj
jeden z 9 deterministickych protokolov.
Predpokladajme, ze Ry si zvoli prvocislo 5. Potom d'alej pocita

s=15mod 5=0
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a posle ¢isla p =5 a s = 0 pocitacu R;;. Pocita¢ R;; pocita
q =22 mod 5 = 2.
Pretoze 2 = ¢ # s = 0, odpoveda Ry spravne, Ze
»,& a y su rozlicné”,
Predpokladajme, ze si R; z PRIM(25) vyberie prvocislo 7. Vtedy R; spocita
s=1bmod7=1
a posle pocitacu Ry ¢isla p =7 a s = 1. Pocita¢ Ry pocita
¢q=22mod 7=1.
Pretoze ¢ = s = 1, R;; odpovie nespravne
,& a y su rovnaké®.
Vidime, ze SVEDOK sa mo6ze mylit a pre niektoré vol'by prvocisla odpovie

nespravne. O

Uloha 6.2 Je este iné prvocislo z PRIM(25), ktoré pre z = 01111 a y = 10110
sposobi, ze SVEDOK odpovie nespravne?

Uloha 6.3 Nech st vstupy = y = 100110. Moze sa stat, ze SVEDOK odpovie
nespravne, ze ,,x # y“ z dovodu, Ze si zvolil nevhodné prvocislo?

Uloha 6.4 Uvazujte, ze vstupom st 2 = 10011011 a y = 01010101. Uréite presne,
kolko prvocisiel sposobi, ze SVEDOK odpovie nespravne .z = y“, a kolko pr-
vocisiel sposobi, ze SVEDOK odpovie spravne ,x # 3!

Pozrime sa najprv na zlozitost komunikacie protokolu SVEDOK. Kazdé z
Cisiel éislo(m) a éislo(y), ktoré porovnévame, je reprezentované m bitmi,
nachadzaji sa teda v intervale od 0 po 2" — 1. Aby sme sa vyhli posielaniu
velkych ¢isiel, posiela poc¢ita¢ R; v protokole SVEDOK len dve ¢isla mengie
nez n?, konkrétne prvocislo p € PRIM(n?) a zvy$ok po deleni ¢islom p.
Cislo mensie nez n? sa da zapisat binarne pomocou

[log, n*] <2 [log, n]

bitov.
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Pretoze protokol SVEDOK posiela dve ¢isla p a s a kazdé sa da zapisat
presne® 2 [log, n| bitmi, teda celkovo sa v protokole SVEDOK posle presne
4 - [logy n|

bitov.

Pozrime sa ¢o presne to znamené pre n = 106, Najlepsi deterministicky
protokol sa nevyhne vymene aspon

10" bitov.
Nasemu randomizovanému protokolu SVEDOK staci vzdy
4 - [log,(10")] < 4-16 - [log, 10] = 256 bitov.

Rozdiel vo vynaloZenej ndmahe na poslanie 256 bitov a 106 bitov je obrovsky.
Aj keby bolo bezpe¢né prenesenie 106 bitov uskutoc¢nitelné, naklady na
prenos 256 bitov a 10'® bitov st neporovnatelné. Za tento neuveritelna ts-
poru v komunikacnej zlozitosti zaplatime stratou istoty, ze vzdy dostaneme
spravnu odpoved porovnania. Teraz si kladieme otézku:

Akd velkd je miera nespolahlivosti, ktorou platime za drastické
znizenie komunikacngch ndkladov?

Stupei neistoty, ze vypocitany vysledok je spravny, nazyvame v informatike
pravdepodobnost chyby. Presnejsie, pravdepodobnost chyby pre dva
vstupné retazce x a y je pravdepodobnost

Chybagy ppox(T,Y),

ze SVEDOK odpovie nespravne na vstup x a y (ked je obsah pamiti R;
refazec x a obsah paméiti Rj; retazec y). Pre rozlicné vstupy (pociatocné
situacie) x a y moze byt Chybasyrpok(x,y) rozna. Nasou tlohou je ukazat,
7e pravdepodobnost chyby je velmi mal4 pre vietky mozné vstupy z a y.°

LAkd je presne pravdepodobnost chyby pre x ay a ako sa dd urcit?”

8V pripade, 7e by bol zépis kratsi nez 2 [log, n], mézeme ho doplnit na zaciatku zopar
nulami tak, aby mal presne tuto dizku.

9%V tomto smere kladieme na (randomizované) systémy a algoritmy vyuZzivajice nahodu
velmi vysoké poziadavky. Pre kazdy jeden vstup pozadujeme vysoku pravdepodobnost
toho, aby bol vysledok spravny. To je v protiklade s takzvanymi pravdepodobnostnymi
postupmi, v ktorych pozadujeme len to, ze spravny vysledok dostaneme s velkou pravde-
podobnostou na Statisticky vyznamnej podmnozine pripadov problému.
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Protokol SVEDOK si pre vstupné retazce z a y dlzky n nahodne zvoli pr-
vocislo z PRIM(n?). Tato vol'ba prvocisla rozhodne, ¢i protokol da spravnu
alebo nespravnu odpoved. Preto si rozdelime mnozinu prvoéisiel PRIM (n?)
na dve casti. VSetky prvocisla, ktoré v protokole SVEDOK daju pre z a y
spravnu odpoved, nazveme

dobré pre (x,y).
V priklade 6.1 bolo prvoéislo 5 dobré pre (01111, 10110).

Ostatné prvocisla, ktorych volba vedie pre (z,y) k nespravnemu vysledku
nazyvarne

zlé pre (z,y).

Ako sme videli v priklade 6.1, je prvocislo 7 zlé pre (01111,10110). Pretoze
pre kazdé z Prvoc(n?) prvocisiel z PRIM(n?) je rovnako pravdepodobné, ze
bude zvolené, plati

pocet zlych prvocisiel pre (x,y)
Prvod(n?) ’

Chybagy ppor (T, y) =

teda pravdepodobnost chyby je pomer poc¢tu zlych prvocéisiel v urne k poc¢tu
vSetkych prvocisiel v urne. To je jednoduchéa tvaha, ktora si mozeme nézorne
ukazat na priklade. Ked mame v urne 15 guli¢iek, z ktorych sa préave tri
biele, potom je pravdepodobnost toho, ze si vytiahneme bielu gulicku presne
% = % Inak povedané, 20% vsetkych guli¢iek v urne je bielych, a preto
mozeme ocakavat, ze pri opakovanych tahoch vytiahneme bielu gulicku v
20% pripadov. Analogicky, ked ma SVEDOK v PRIM(7?%) 15 prvocisiel a
dve z nich veda pre z a y k nespravnej odpovedi, je pravdepodobnost chyby

2/15.

Na obrazku 6.2 znazornhujeme opisanu situaciu. NaSou tlohou je ukazat pre
vSetky pary postupnosti bitov x a y, ze pocet zlych prvocisiel pre x a y je
vyrazne mensi nez pocet vietkych prvocisiel v mnozine PRIM(n?).

prvocisla dobré pre
vstup (z,y)

prvocisla
zlé pre (x,y)

obr. 6.2
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Akéa velkd je mnozina PRIM(m)? Jednym z najvacésich a najdolezitejsich
objavov matematiky!® je veta o prvoéislach, ktora hovori, ze

Prvoé(m) je priblizne ﬂ,
Inm
kde Inm je prirodzeny logaritmus ¢isla m. Veta o prvocislach tvrdi: prvocisla
st rozptylené medzi prirodzenymi ¢islami relativne husto, pretoze priblizne
kazdé Inm-té ¢islo je prvocislo. Pre naSe vypocty si vezmeme konkrétny
vysledok, ktory plati pre vSetky prirodzené c¢isla m > 67,
m

Prvoc > —.
rvoc(m) .

Pre nase ucely sa nam bude hodit aj, ze pre vSetky n > 9 plati

7’1,2

Prvoé(n?) >

2lnn’

Na$ nasledujuci ciel je ukazat, ze
pre lubovolny vstup (x,y) je pocet zljch prvocisiel pre (x,y) na-
najuys n — 1,

teda podstatne menej, nez n?/(2Inn).

Pri skimani, akd je pravdepodobnost chyby, budeme rozlisovat dva pripady
v zavislosti od vztahu medzi x a y.

1. pripad = = y, ked je spravna odpoved ,rovnaké®.

V pripade, Ze x = y, plati aj, ze éislo(m) = éislo(y). Bez ohladu na to, aké
prvocislo zvolime, plati

s = Cislo(x) mod p = Cislo(y) mod p = g,

a teda s = ¢. Vyjadrené v prirodzenom jazyku, ked prvocislom p delime dve
rovnaké ¢isla, musia byt aj oba zvysky po deleni rovnaké. Protokol SVEDOK
odpovie spréavne pre vietky prvocisla p z PRIM(n?). Preto plati pre vietky
retazce x, ze

Chybagy ppor (7, z) = 0.

Takze chyba sa moze vyskytnut len v pripade rozliénych vstupnych retazcov
xay.

2. pripad x # y, ked je spravna odpoved ,rozli¢né®.

10presnejsie tedrie &isiel v matematike
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Ako sme uz urcili pre x = 01111 a y = 10110 v priklade 6.1, je pravdepodob-
nost chyby nenulové, lebo pre p = 7 protokol odpovie nespravne ,rovnaké“.

Vseobecny horny odhad n—1 po¢tu zlych prvocisiel pre (x,y) takych, ze |x| =
ly| = n, ndjdeme tak, Ze budeme skimat vlastnosti tychto zlych prvodisiel.

Prvocislo p je pre (z,y) z1é, ked s rovnaké zvySky po deleni éislo(:v) a
Cislo(y) prvocislom p, to znamend ked plati
s = Cislo(z) mod p = Cislo(y) mod p.

Rovnost

s = Cislo(z) mod p
neznamena nic¢ iné, nez ze

Cislo(z) = hy - p+ s,
kde h, je vysledok delenia ¢isla Cislo(x) prvocislom p a s < p je zvysok po
deleni.

Analogicky mozeme pisat
éislo(y) =h,-p+s,

kde sa p nachadza h, krat v Cislo(y) a s je zvySok.!' Predpokladajme, Ze
plati Cislo(x) > Cislo(y). (V pripade, Ze plati Cislo(y) > Cislo(z), mozeme
pri analyzovani situacie postupovat analogicky). Vypodcitajme Rozd(z,y) =
Cislo(z) — Cislo(y)

Cislo(x) hy -p+s
—Cislo(y) —hy -p—s
Rozd(z,y) hy-p—hy-p

teda pre rozdiel Rozd(z,y) plati:
Rozd(z,y) = Cislo(x) — Cislo(y) = hy -p — hy - p = (ha — hy) - p.

Dosledkom je, Ze p deli ¢slo Rozd(z,y) = Cislo(z)— Cislo(y). Inymi slovami

Prvocislo je zlé pre (x,y) prdve vtedy, 3
ked p deli ¢islo Rozd(x,y) = Cislo (z) — Cislo(y).

UNapriklad pre 2 = 10110 je Cislo(z) = 22 a pre p = 5 je Cislo(z) = 22 = 4 -5 + 2, kde
hy =4 a s =2 je zvySok.
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Co nam to pomoze? Nasli sme rychly sposob ako urcit, ¢i je prvocislo zlé.

Priklad 6.2 Nech méa pocita¢ R; retazec bitov x = 1001001 a R;; ma y =
0101011, oba dlzky n = 7. Ulohou je najst mnozinu zlych prvoéisiel.

Najprv uré¢ime mnozinu prvocisiel
PRIM(n?) = PRIM(49) = {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47},

z ktorej sa v protokole SVEDOK nahodne vybera prvocislo. Podla nasho
zistenia su pre (1001001,0101011) zlé prave tie prvocisla, ktoré delia rozdiel

Rozd (1001001, 0101011) = Cislo(1001001) — Cislo(0101011) = 73 — 43 = 30.

Okamzite vidime, ze 2, 3 a 5 s jediné prvocisla z PRIM(49), ktoré delia
30, preto st 2, 3 a 5 jediné zlé prvocisla pre (1001001,0101011). Takze
dostavame, ze

3 3 1

|

Uloha 6.5 Najdite vietky zlé prvoéisla pre nasledujtce dvojice retazcov bitov.

(i) (01010,11101)
(i) (110110,010101)
(iii) (11010010,01101001).

Ostava nam odpovedat este na otazku:

,»Ako nam pomoze poznanie, Ze zlé prvocisla delia Rozd(x, y) urcit
ich pocet?*

Pretoze obe ¢isla Cislo(x) aj Cislo(y) st mensie ako 2" plati aj, ze

Rozd(x,y) = Cislo(z) — Cislo(y) < 2™

Chceme ukézat, ze ¢islo mengie ako 2" moze mat najviac n — 1 prvocinitelov
(prvodisiel, ktoré ho delia). Aby sme to ukézali, vyuzijeme int znamu vetu z
hodin skolskej matematiky - zakladnu vetu aritmetiky. Téato hovori, ze

kazdé prirodzené cislo sa dd jednoznacne vyjadrit ako sucin pr-
vocisiel.
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Plati napriklad
5940 =2-2-3-3-3.5-11=2%.3%.5.11,
a teda 5940 ma 4 prvocinitele 2, 3,5 a 11.

Nech st py,p2, ps, - .., pr vietky prvocinitele nasho ¢isla Rozd(z,y) a nech
p1 < p2 < p3 < ... < pg. Plati, Ze p; > 2 (najmensie prvocislo). Vo
vSeobecnosti vidime, ze pre vSetky ¢ plati p; > ¢. Takze dostavame

Rozd(z,y) = pi* - pi - p§ - ... - p¥

pre i; > 1 pre vetky j od 1 po k a mozeme pisat

Rozd(x,y) > pi-p2-ps-... Pk
> 1-2-3-...-k
= k!

Kedze Rozd(z,y) < 2" a zaroven Rozd(z,y) > k! (ako sme prave ukazali),
dostaneme

2" > k.

Pretoze pre n > 4 plati, ze n! > 2", musi byt k mensie ako n, ¢im sme
dosiahli vytyceny ciel, Ze

k<n-1.
To znamené, Ze pocet prvocinitelov Rozd(z,y) je najviac n — 1, a tak je
pocet zlych prvoéisiel pre (x,y) najviac n — 1.

Kone¢ne mozeme zhora ohranicit pravdepodobnost chyby protokolu SVE-
DOK pre (x,y),x # y. Pre vSetky dvojice retazcov bitov (z,y) dlzky n > 9
plati

pocet zlych prvocisiel pre (x,y)
Prvoc(n?)

Chybagy ppor(®,y) =
n—1

< - -

— n?/lnn?

2Inn

n
Takze pravdepodobnost chyby protokolu SVEDOK pre rézne obsahy databaz
T a ¥y je najviac 2Inn/n, ¢o v nagom pripade, ked n = 106 je najviac

0.73683
1014 :
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V priklade 6.2 sme videli, Ze pravdepodobnost chyby bola relativne vysoka
(1/5). Je to preto, lebo pravdepodobnost chyby sa zmensSuje, ¢im je vstup
vac§i. Preto sa v pripade malych vstupnych udajov s velkostou niekolko
tisic bitov odportca porovnavanie vykonat deterministicky, pretoze naklady
su v takomto pripade tak, ¢i tak zanedbatelné. Randomizovany protokol sa
oplati pouzit az v pripade dlhsich vstupov.

Uloha 6.6 Aké je pravdepodobnost chyby pre vstupné udaje dlzky n = 103 a
n = 10*? Od akej dizky by ste doverovali randomizovanému protokolu SVEDOK?

Uloha 6.7 Uréite presne pravdepodobnost chyby protokolu SVEDOK pre nasle-
dujice dvojice (z,y).

(i) (00011011,10101101)
(i) (011000111,000111111)
(iii) (0011101101,0011110101).

Préave sme zazili zazrak. Randomizovany postup si vie efektivne poradit s
tulohami, ktoré sa nedaji v praxi vyriesit deterministicky kvoli nevyhnutnym
vysokym nakladom. Pozname viaceré problémy, ktoré sa prakticky nedaju
vyrieSit s deterministickymi algoritmami, pretoze aj najefektivnejSie z nich
maji exponencialnu zlozitost. Mnohé z nich rieSime v praxi denne a ¢asto
to vieme tuspesne vykonat len vdaka vyuzitiu ndhody. Cela e-komercia, a
teda aj online banking a online nakupovanie by nebola mozné bez softvéru,
v ktorom si implementované algoritmy vyuzivajice ndhodu. Pre tych, ¢o
hladaja absolutnu istotu, je to vlastne zla sprava. Ale pre tych, ktory su si
vedomi rizika, vedia s nim pocitat a udrzat ho malé, si programy vyuzivajuce
nahodu genidlnym riesenim.

Teraz je nacase, zbavit zazrak kazla. Radi by sme sa dopétrali, preco vyuzitie
nahody vycaruje takyto ohromny efekt, a toto porozumenie by sme mali
chapat ako normaéalne spravanie sa veci okolo nas.

Zacnime nage uvahy spochybnenim tho, ¢o sme doteraz predstavili. Videli
sme, 7e protokol SVEDOK vyuzivajici ndhodu pracuje skutoc¢ne efektivne a
velmi spolahlivo. St naozaj pravdivé nase nedokézané tvrdenia, Ze najlepsi
deterministicky protokol pre nasu komunikac¢nua tlohu vyzaduje pre niektoré
vstupy vymenu n bitov? A Ze pre vi¢Sinu vstupov (z,y) je potrebnych skoro
n komunika¢nych bitov? Preco by prave na tomto mieste nemohol ¢itatel
zapochybovat? Pretoze tvrdenia ozaj vyzeraju podozrivo.

Pod'me hlbsie do podstaty veci a pozrime sa eSte raz na obrazok 6.2. Dobré
prvocisla pre (z,y) nazyvame svedkovia rozli¢nosti  od y. Hovorime, Ze
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prvocislo p dosvedé&uje skuto¢nost x # y, ked plati
Cislo(z) mod p # Cislo(y) mod p.

Prvocislo ¢ nie je svedok rozli¢nosti = a y, ked
Cislo(z) mod p = Cislo(y) mod p.

Teda dobré prvocisla pre (z,y) st svedkovia pre (z,y) a zlé prvocisla pre
(z,y) nie st svedkovia pre (x,y) . Po tomto premenovani vidime, ze
praca protokolu SVEDOK je zalozena na hladani svedkov toho, ze ,,x # y“.
Ked nahodne vyberieme svedka toho, ze ,x # y“, pokracujeme determin-
isticky dalej a spolahlivo dostaneme spravny vysledok. Ked si vyberieme
nie svedka, nevyhnutne prideme k zlému vysledku. Cely protokol pracuje
spravne s vysokou pravdepodobnostou preto, lebo v mnozine PRIM(n?) st
skoro sami svedkovia. Velkost skupiny nie svedkov je oproti Prvo¢(n?) tak
mald, Ze pravdepodobnost ndhodného vyberu nie svedka je tiez velmi mala.
A teraz pride dovod na pochybnosti.

Ked mnoZina kandiddtov na svedkov obsahuje len skoro samijch
svedkov, preco si z nich nevieme deterministicky jedného vybrat
a po krdtkej komunikdcui ulohu spravne vyriesit? Deterministicky
st vybrat svedka znamend odstranit uplne vyuZitie ndhody a tak-
to by sme mohli potencidlne vytvorit na rieSenie ulohy efektivny
determanisticky protokol.

Ako rozpozname, Ze tento na prvy pohlad prijatelny napad sa neda usku-
to¢nit? Prirodzene mozeme poskytniat matematicky dokaz neexistencie efek-
tivneho deterministického protokolu na rieSenie tejto ulohy. To vedie k dvom
problémom. Tento dokaz nie je tazky pre skiiseného informatika a matemati-
ka, ale vyzaduje vedomosti, ktoré nemozeme ocakavat u vseobecného publika.
A po druhé ani pochopenie dokazu nepomdze porozumiet, preco predkladana
idea derandomizacie nefunguje. Z jeho argumentécie vyplyva, Ze sa to ned4,
ale skuto¢né dovody zostani nevyjasnené a tajomné. Preto sa pokusime len
o intuitivne priblizenia sa k podstate problému a pritom si prehlbit nage
chapanie vyuzitia nahody.

Neexistuje efektivny'? deterministicky algoritmus, ktory by urcil svedka, lebo
z pohl'adu oboch pocitacov R; aj Ry

st svedkovia ,ndhodne” rozptyleni medzi vsetkymi kandiddtms.

12y7hl'adom na komunika¢nu zlozitost
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Co to znamen4 presnejsie? Ked poznéte x, ale o y viete len velmi maélo,
nemusite vystacit pri hfadani svedka pre (z,y) ani s viacerymi pokusmi. Je
to preto, lebo pre rozne vstupy dlzky n st svedkovia v mnozine kandidatov
PRIM(n?) rozdeleni tplne inak. Neexistuje Ziadne pravidlo, podla ktorého
by sme s obmedzenymi vedomostami o vstupe vedeli vypocitat svedka. Preto
vyzerd z pohladu pocitacov R; a R;; obsah nadoby s kandidatmi ako pravy
chaos (chaotickd zmes svedkov a nesvedkov). Prave v tom viizi jadro aspechu
vyuzitia nahody.

obr. 6.3: Chaotickd zmes svedkov a nesvedkov.

Vedeli by sme efektivne vyriesit viaceré problémov, keby sme mali svedkov
spravnej odpovede. V praxi ale Ziadnych svedkov nedostaneme. Ked ale
vieme vytvorit mnozinu kandidatoyv na svedkov a vieme, Ze v nej je vela sved-
kov, hoci aj chaoticky sa vyskytujtcich, stoji za to vylovit niekoho nahodne.
Ked je rozdelenie svedkov medzi kandidatmi ozaj nahodné a javi sa preto ako
chaotické, nemé nijaky deterministicky postup Sancu najst svedka efektivne.

Pri hladani efektivnych algoritmov vyuzivajicich nadhodu vyuZivame ¢asto
nasledujuci postup. Hladame takych svedkov, ktori maju tieto tri vlastnosti:

(i) Ked mame pre vstup svedka, vieme efektivne deterministicky vypocitat
spravny vysledok.

(ii) Ked méame pre vstup kandidata na svedka, vieme efektivne preverit, ¢
je svedok alebo nie.

(iii) Svedkovia sa hojne vyskytuju v mnozine kandidatov.

Na zéaklade vlastnosti (iii) nazyvame tato met6du navrhu algoritmov vyuzi-
vajucich ndhodu metoéda hojnosti svedkov. Velky pocet svedkov je dobra
vec. Ako podla potreby zvysit ich vyskyt, je téma nasledujuceho odseku.
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6.4 Co mozeme urobit, ked zakaznik pozaduje
vysokl mieru istoty?

Cel4 historia Tudstva je spita s hladanim istoty. Co sme? Co tu hladéme?
Co mame urobit, aby sme si zabezpecili ,pekni* budicnost, alebo aspon
nejaka buducnost? Zivot a veda nas poucili, ze hladanie absolutnej istoty
je nezmyselné, ba moze sa stat osudnym. Usilovat sa o neexistujicu ab-
solitnu istotu znamené aj mnohého sa nezmyselne zriect a ¢asto skoncit v
slepej ulicke. Typické nasledky su rezignécia, frustracia a depresie. Ked
ale akceptujeme neistotu a spolu s iou aj nahodu ako neoddelitelnt stucast
zivota a naucime sa s nou zit, objavime namiesto frustracie moznosti, ktoré
sa nam otvoria po vzdani sa neexistujicich istot. Slepé ulicky viac nebudi
slepymi ulickami a budicnost bude mat nepreberné mnozstvo podob. Presne
tak to bolo aj v nasom priklade z predchidzajicej casti a eSte Castejsie je
aj v algoritmike. Situécia vyzerajica na pohlad beznadejne, pretoze kazdy
protokol rieSiaci naSu tlohu ma prili§ vysoké komunika¢né naroky. Vyme-
na nedosiahnutelnej idealnej absolutnej istoty za praktickia istotu poskytuje
dobré moznosti na rieSenie. V inych podobnych situiciach sa nam nemusi
vzdy bezpodmienecne podarit najst pocetnych svedkov, ako v nasom komu-
nika¢nom protokole. Niekedy tvoria naozajstni svedkovia len zlomok poctu
vSetkych kandidatov na svedkov. V takych pripadoch sa sa moze zvysit aj
pravdepodobnost chyby, a to az natolko, Ze je to v praxi neakceptovatelné.
Cielom nasledujiiceho odseku je ukazat ako uspesne zvladnut takéto situacie.

Za¢nime s prikladom nasho komunika¢ného protokolu. Pre n = 106 bo-
la pravdepodobnost chyby najviac 0.74 - 1074, Predstavme si, Ze mame
zakaznika, pre ktorého je spravnost vysledku protokolu enormne dolezita a
zela si eSte vyssiu mieru istoty. Napriklad povie:

,,Chcem aby bola pravdepodobnost chyby takd mald, Ze ked protokol
pouzijem tolkokrdt, kolko je vek vesmiru v sekunddch vyndsobeny
poctom protonov vo vesmire, tak s pravdepodobnostou 1 : 1000000
nedostanem nesprdavny vysledok ani v jednom z tohto ohromného
poctu pokusouv.”

Vieme splnit takéto prepiate poziadavky bez extrémneho zvic¢Senia zlozi-
tosti? Odpoved je ,ANO“ a prv ako si ukdzeme ako na to, urobime si mala
jednoduchu tvahu z teoérie pravdepodobnosti.

Predstavme si, ze mame korektniu hraciu kocku. Héadzanie kockou chapeme
ako nahodny experiment, v ktorom je moznych presne 6 vysledkov 1, 2, 3,
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4, 5 a 6 a je rovnako pravdepodobné, Ze nastane Tubovolny z nich, teda
pravdepodobnost kazdého je presne 1/6.

Predpokladajme dalej, Ze jediny nepriaznivy vysledok je pre nas, ked padne
,1“. Vsetky ostatné vysledky st priaznivé. Preto je pravdepodobnost nepri-
aznivého vysledku 1/6. Zmenme teraz pravidla. Hodime kocku pétkrat za
sebou a jediny nepriaznivy vysledok je, ked padnu samé ,,1“. Inak povedané,
sme spokojni, ked z piatich vrhov aspon raz padne na kocke nieco iné nez
,1“ Aka velka je pravdepodobnost, ze nastane nepriaznivy vysledok? Mame
teda urcit, akd velka je pravdepodobmnost, ze patkrat za sebou padne 1%
Pretoze tieto pokusy povaZujeme za navzajom nezavislé!?, pocitame to tak-
to. Jednu ,,1“ hodime s pravdepodobnostou 1/6. Dve ,1¢ za sebou hodime s
pravdepodobnostou

11 1

6 6 36

Pravdepodobnost toho, ze patkrat za sebou hodime ,1° je

Co maju spolo¢né tieto tvahy s na$im protokolom? Vela. Na protokol
vyuzivajuici ndhodu moézeme nazerat ako na ndhodny experiment, v ktorom
nepriaznivy vysledok zodpoveda ndhodnému vyberu nesvedka pre dany vst-
up. Vyskumom protokolu sme zistili, ze pravdepodobnost neprioaznivého
vysledku, a teda aj chyby je najviac

2lnn

n

Postupujme analogicky ako pri kockach! Ked vyberieme ndhodne po sebe
10 prvocisiel, je jediny nepriaznivy vysledok, ked sa pri vSetkych desiatich
prvocislach nenajde svedok roznosti medzi x a y. Desatkrat za sebou vybrat
prvocislo vedie k nasledujicemu protokolu vyuzivajicom nahodu.

SVEDOK (10)
Vychodiskova situacia: Pocita¢ R; ma n bitov x = xy ...z, a pocita¢ R;; ma
n bitov y =vy1...yn.

1. faza: R; si zvoli ndhodne 10 prvocisiel

p1,p2 - .. pro z PRIM(n?).

13Podrobné vysvetlenie, ¢o znamena nezavislé, mozeme néjst v [Hro04b].
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2. faza: Pre vSetky i od 1 po 10 vypocita R;
s; = Cislo(z) mod p;
a posSle binarnu reprezentaciu cisiel

P1,P2..-P10,S1,52-.-510

pocitacu Ryy.

3. faza: Po obdrzani 20 cisiel py, ps ... p1o, S1, 52 .. S10 VypocCita Ry
¢ = Cislo(y) mod p;

pre vSetky ¢+ = 1,2...10.

V pripade, ze aspon pre jedno 7 z 1,2,...10 dostaneme, 7Ze ¢; #*
s;, vie Ryy s istotou, ze x # y a da vysledok ,si rozne®.

Ked ¢, = s; pre vietkych desat j z 1,2...10, potom bud z =
y alebo x # y a ziadne z desiatich zvolenych prvocisiel nie je
svedkom toho, ze x # y. V tomto pripade R;; odpovie ,su
rovnakeé”,

Co sme si mohli viimnit? Ked plati z = y, odpovie SVEDOK(10) tak isto
ako SVEDOK zarucene spravny vysledok ,su rovnaké”. V pripade, ze plati
x # y, moéze odpovedat SVEDOK(10) nespravue iba v pripade, ked Ziadne z
desiatich prvocisiel, ktoré si zvolil, nebolo svedkom pre z a y. Ak je z desiatich
pokusov ¢o len jeden svedkom pre x a y, napriklad py, potom s4 # g4 sved¢i o
tom, Ze x a y nie st rovnaké a je zarucend spravna odpoved ,su rozne“. Ked
je pravdepodobnost toho, ze v jednom pokuse nevyberieme svedka najviac
2Inn/n, je pravdepodobnost toho, Ze svedka pre z a y nevyberieme v 10
pokusoch, v najhorsom

2Inn\ " ~ 219 (Inn)™
n o nl0 )
Pre n = 10'° je to najviac

0.4717

10141 °
Pocet sekund od velkého tresku vynésobeny poc¢tom proténov vo vesmire je
mensi nez

10%.

Vynechame matematické zdovodnenie toho, ze Sanca, ze pri 109 pouzitiach
SVEDOK(10) dostaneme nespravnu odpoved je mensia nez 1 ku 103,
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Pravdepodobnost chybnej odpovede sme tym stlacili hlboko pod hranicu
vSetkych praktickych poziadaviek na obmedzenie vyskytu chyby. A za ten-

to zazrak platime velmi malo. Ked si ndhodne zvolime 10 prvocisiel namiesto
jedného, komunika¢né naklady sa zdesatnasobia, ¢o znamené, ze pre SVEDOK(10)
budua

40 - [logyn ] .

Tieto naklady st zanedbatelné. Vidno to, ked pre n = 106 zistime, Ze
SVEDOK(10) potrebuje komunikovat len

2560 bitov.

Pretoze SVEDOK(10) je desat opakovani protokolu SVEDOK, v informatike
hovorime, ze

so zvgsenim poctu opakovani (pokusov ndjst svedka) rastie zloZi-
tost linedrne a pravdepodobnost chyby sa zmensuje exponencidlne.

Je to vlastne asi najpriaznivejSia situacia, aki vobec moze nastat.

Nas algoritmus SVEDOK(10) vyuzivajuci ndhodu je prakticky spolahlivejsi
ako hoci¢o, ¢o moZeme asociovat s pojmom bezné spolahlivost. Je to pre-
to, lebo uz aj SVEDOK bol vlastne vel'mi spolahlivy. Metodou opakovanych
pokusov dokazeme pravdepodobnost chybného vysledku podstatne znizit aj v
pripade, ked je nevelkd pravdepodobnost, Ze svedok bude vybrany spomedzi
kandidatov v jednom pokuse. V nasledujtcich cviceniach prenechame ci-
tatelovi, aby pouzil predstavené myslienky, a prehibil si tak pochopenie sily
randomizacie.

Uloha 6.8 Nech je A tloha, pre ktort vietky zname deterministické algoritmy
na jej rieSenie maji zlozitost aspon 2". Obsahom tlohy A je rozhodnit, ¢i vstup
x mé alebo nemd urcitu vlastnost. Pre x velkosti n mame sposob svedCenia s
nasledujucimi vlastnostami:

(i) Ked je z svedkom pre x, potom sa vieme v ¢ase potrebnom na vykonanie
10 - n? operacii presvedcit, ze x ma Zelanu vlastnost. V pripade, Ze z nie
je svedkom, algoritmus nie je schopny urcit, ¢i x ma alebo nemd zelanu
vlastnost. Na urcenie, Ze z nie je svedkom pre x potrebuje algoritmus tiez
¢as 10 - n?.

(ii) Pocet svedkov v mnozine kandidatov je aspoii polovica (t.j. pravdepodobnost,
ze vyberieme svedka je aspon 1/2).

Zadanie ulohy:
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1. Navrhnite algoritmus vyuzivajuci ndhodu, ktory sa 20 krat pokusi vybrat
svedka z mnoziny kandidatov. Aka je zlozitost a akd je pravdepodobmnost
chyby algoritmu?

2. Zékaznik si zela algoritmus, ktory vyriesi alohu A s pravdepodobnostou chy-
by najviac 1 k 10°. Kol'ko pokusov na vyber svedka nevyhnutne potrebujeme?
Aka je zlozitost takéhoto algoritmu?

Uloha 6.9 Vyrieste tlohu 6.8 v pripade, ked je splneny predpoklad (i) a namiesto
(ii) plati jedna z nasledujucich podmienok:

a) Podiel svedkov v mnozine kandidatov je presne 1/6.
b) Podiel svedkov v mnozine kandidatov je iba jedna n-tina, pricom n je velkost
vstupnych tadajov.

6.5 Co sme objavili?

Ked trvame na stopercentnej teoretickej zaruke, ze vypocitané rieSenie jed-
notlivych pripadov danych tloh je vzdy spravne, mozeme sa ocitnut v bezvy-
chodiskovej situacii. Vietky algoritmy, spliiajice poziadavku absolitnej spo-
Tahlivosti, vyzaduju také vypoctové naklady, ktoré ich robia prakticky neusku-
to¢nitelnymi. Pozname priklady problémov, pri ktorych najlepSie zname al-
goritmy vyzaduja viac ¢asu ako je vek vesmiru a viac energie ako je v celom
vesmire. RieSenie takychto problémov v pripade pozadovanej absolitnej
spolahlivosti je mimo fyzikalne realizovatelného. A v tejto zdanlivo bezvy-
chodiskovej situécii zistime, ze mozeme urobit zazrak. Zriekneme sa tak, ¢i
tak nedosiahnutelnej absolitnej spolahlivosti vypo¢tu a budeme pozadovat
iba, aby sme vypocitali s vysokou pravdepodobnostou spravny vysledok pre
kazdy pripad problému. Smieme pri tom pozadovat tak mala pravdepodob-
nost chyby, Ze moézeme hovorit o zamene hypoteticky absoltatnej spolahlivosti
za prakticku spolahlivost. Tymto iba zdanlivym rezignovanim na maximélne
poziadavky, pokial ide o korektnost rieSenia, vieme uSetrit obrovské mnozst-
vo prace pocitac¢a. Pri niektorych problémoch dosiahneme vdaka Sikovné-
mu vyuzitiu ndhody v algoritme na ich riesenie skok od fyzikdlne nereali-
zovatelného mnozstva vypoctov k vypoctom, ktoré sa daju za par sekiand
vykonat na beznom pocitadci.

Naucili sme sa dve dolezité paradigmy navrhu systémov vyuzivajiacich naho-
du. Metoda hojnych (pocetnych) svedkov odhalila najhlbsie korene sily ran-
domizacie. Svedok pre konkrétny pripad problému predstavuje dodatocni
informéaciu, pomocou ktorej tento pripad vieme efektivne vyriesit, ¢o by sme
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bez svedka neboli schopni. Metdéda ma dobré vyhliadky na tspech, ked
vieme najst taky sposob svedcenia, pri ktorom sa svedkovia hojne vyskytuja
medzi kandidatmi. Vtedy vieme nahodnym (podla potreby aj opakovanym)
vyberom s vysokou pravdepodobnostou ziskat z mnoziny kandidatov svedka,
napriek tomu, Ze nevidime moznost efektivne urc¢it svedka deterministicky.
Zakladnu otazku, ¢i st tazké problémy, ktoré vieme efektivne riesit random-
izovane, ale nedaju sa riesit deterministicky, mozeme vyjadrit re¢ou metody
hojnych svedkov takto:

V' pripade, Ze pre tazké viypoctové problémy mdme len mnoZiny
kandiddtov na svedkov, v ktorych si ndhodne rozptyleni (rozmi-
estnent) casto sa vyskytugici svedkovia ndhodne, si tieto problémy
efektivne riesitelné randomizovane, ale nie si efektivne riesitelné
determainistickyme algoritmams.

Druhy dolezity princip navrhu randomizovanych algoritmov, ktory sme sa
naudili je paradigma ZvgSenia pravdepodobnosti ispechu (rgchle zmensenie
pravdepodobnosti chyby) opakovanym spustenim navrhnutého systému vyuzi-
vaguceho ndhodu. Desatnédsobné opakovanie protokolu SVEDOK vytstilo do
protokolu SVEDOK(10), ktorého pravdepodobnost chyby sa priblizovala k
nule exponencialne rychlo vzhladom na pocet opakovani. Pritom zlozitost
rastla vzhladom na pocet opakovani len linedrne. Situécia nie je vzdy taka
priazniva, ale va¢sinou sme schopni bez velkého zniZenia efektivnosti dosiah-
nut (zédkaznikom) pozadovanii mieru spolahlivosti.

Kniha ,,Randomisierte Algorithmen* alebo ,,Design and Analysis of Random-
ized Algorithms* |[Hro04b, Hro05| podrobne predstavuje metodiku tvorby
systémov vyuzivajucich ndhodu pre zaciato¢nikov. Na jednej strane sa snazi
malymi krokmi vytvorit intuitivne pochopenie predmetu, na druhej strane
pouziva dosledne rigorozny jazyk matematiky, aby mohla poskytnut jednoz-
nacné zdovodnenie vSetkych tvrdeni a vysledkov analyzy algoritmov. Na-
jpodrobnejsie a najhlbsie predstavenie témy randomizacie najdeme v mono-
grafii ,Randomized Algorithms* [MR95| od Motwaniho a Raghavana, ktora
je velmi naro¢né a je ur¢ena predovSetkym vyskumnikom a Studentom tejto
oblasti. Lahodkou pre labuznikov je kniha ,Geschichte der Algorithmenen-
twicklung fiir den Primzahltest* od Martina Dietzfelbingera [Die04], ktora je
ovplyvnena konceptmi randomizécie, najmé pouzitia metdédy hojnych sved-
kov. Dalsie efektivne komunikacéné protokoly vyuzivajice nahodu obsahu-
ju knihy [KN97, Hro97]. Najdete v nich prezentaciu matematicky dokaza-
telnych vyhod randomizacie oproti deterministickému pristupu. Zial, tieto
knihy st matematicky narocné, a preto tazko pristupné pre Sirsie publikum.
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Navody rie$enia vybranych tloh
Uloha 6.2 Ziadne prvoéislo okrem 7 z PRIM(25), nevedie k chybnej odpovedi st
rovnaké* pri pouziti SVEDOK pre z = 01111 a y = 10110.

Uloha 6.5 (i) Nech z = 01010 a y = 11101. Preto plati n = 5 a do avahy berieme
prvocisla z PRIM(52). Cisla zodpovedajtce = a y st

Cislo(01010) = 2°4+2'=842=10
Cislo(11101) = 24 4+23 4224120 =16 +8+4+1=29.

Aby sme ur¢ili zlé prvocisla z PRIM(25), nemusime skusat vietky prvocisla. Vieme,
7e kazdeé zle prvocislo musi delit rozdiel

Cislo(11101) — Cislo(01010) = 29 — 10 = 19.

Cislo 19 je prvodislo, takze jediné prvodislo z PRIM(25) deliace 19, je samotnéa 19.
Preto je 19 jediné zlé prvocislo pre 01010 a 11101.

Uloha 6.7 (i) Aby sme spocitali pravdepodobnost chyby protokolu SVEDOK pre
r = 00011011 a y = 10101101, musime ur¢it velkost PRIM(8%) a pocet zlych
prvodisiel pre z a y v PRIM(8?).

PRIM(64) = {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47,53, 59, 61}

a plati, ze [PRIM(64)| = 18. Dalej plati, ze

Cislo(z) = 2 +234+2' +2°=16+8+2+1=27
Cislo(y) = 27+2°+23 422420 =128 +324+8+4+1=173.

Takze Cislo(y)— Cislo(z) = 173—27 = 146. Cislo 146 sa da rozlozit na prvoéinitele:

146 =2-73 .

Teda jediné prvocisla, ktoré delia Cislo(y) — Cislo(az) = 146, su ¢isla 2 a 73. Pretoze
73 sa nenachédza v PRIM(64), je v PRIM(64) presne jedno zlé prvocislo pre x a
y. Pravdepodobnost chyby je preto presne 1/18.

Uloha 6.8

1. Algoritmus sa skon¢i, ked néajde svedka pre z. V najhorSom pripade urobi
20 pokusov a kazdy pokus stoji najviac 10 - n? operacii potrebnych na prev-
erenie, ¢i vybrany objekt je svedok. Takze zlozitost algoritmu vyuzivajiceho
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nahodu je v najhorom pripade 20-10-n2. Ked vstup = nemé hladant vlast-
nost, da algoritmus s istotou spravnu odpoved ,NIE“. Ked x ma vlastnost,
moze algoritmus odpovedat nespravne ,NIE“ iba vtedy, ked 20-krat po sebe
nevyberie svedka. Pravdepodobnost, Ze pri pokuse nevyberieme svedka, je
najviac 1/2 (podla (ii)). Pravdepodobnost, ze v 20 po sebe iducich pokusoch
nevytiahneme svedka je teda najviac

NnN® 1 1
) - ~0.000001 .
<2> 920 ~ 1048576

Takze pravdepodobnost chyby nie je mensia ako 1 k miliénu.

2. Kolko pokusov potrebujeme, aby sme stlagili pravdepodobnost pod 1/1097
Vieme, ze 219 = 1024 > 1000. Takze 230 = (219)3 > 10003 = 10°. Teda
stac¢i 30 pokusov, aby bola pravdepodobnost chybnej odpovede menej nez 1
k miliarde.
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7 genialnej myslienky sa daju odstranit vsSetky slova.
Stanislaw Jerzy Lec

Kapitola 7

Kryptografia, alebo ako spravit zo
slabiny prednost

7.1 Magicki veda stcasnosti

NajfascinujicejSou vedou dvadsiateho storocia bola pravdepodobne fyzika.
Priniesla hlboké a fundamentalne poznatky, ktoré podstatnym spodsobom
zmenili na8 pohlad na svet. Mnohé aplikicie a interpretacie fyzikalnych
objavov, akymi si teoria relativity alebo kvantova mechanika, posobia ako
zazraky. Malokto veril, Ze nieco také je vobec mozné. Podla mojho nazoru
najmagickejSou vedeckou disciplinou sucasnosti je kryptografia. Verili by ste,
ze

e kazdy sa moze presvedcit o tom, ze vlastnite tajomstvo bez toho, aby

ste z neho o len zlomok prezradili?

e Sifrovana sprava sa da poslat viacerym prijemcom tak, ze tito ju mozu
desifrovat a precitat iba ked vsetci bez vynimky spolupracuja (spolu-
vytvoria tajny klac)?

e sa da elektronicky podpisat dokument tak, aby sa kazdy mohol presvedcit
o jeho pravosti, ale nikto nevedel elektronicky podpis sfalsovat?

e vo verejnom rozhovore sa da s inou osobou dohodnit na tajnom kIci
bez toho, aby sa pripadny nac¢tavajici o fiom ¢okolvek dozvedel?
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Vsetko uvedené a mnoho dalieho je mozné. Jednoducho Cista ,magia“!

Komunikécia je heslom dna Nezélezi na tom, Ci ide o mobilné telefony, sms-
ky, internet, elektronicki postu, alebo klasicky fax, pisanie listu alebo tele-
fonovanie, v8ade sa komunikuje alebo sa komunika¢nymi siefami prendsaju
udaje. Pri takomto mnozstve odosielanych sprav ustavicne rasti néaroky
na ochranu sikromia zuacastnenych, kedZze odoslané spravy by nemal byt
schopny precitat nikto okrem prijimatela, ktorému boli urcené. Naroky
na bezpecnost stipaji predovietkym pri elektronickom nakupe a predajil,
peiiaznych transakcidch? alebo elektronickych volbéch.

Kryptolégia povodne znamenala nauku o tajnych pismach a je skoro taka
stard ako samotné pismo. V kryptologii rozlisujeme medzi kryptografiou
a kryptoanalyzou. Kryptografia sa zapodieva navrhom kryptosystémov
(tajnych kodov) a kryptoanalyza Studuje sposoby ako kryptosystémy prelomit
(tajne citat spravy). Kedysi davno, ked Tudia objavili a zdokonalili pismo,
vedelo pisat a ¢itat iba par zasvitenych. V tomto tzkom kruhu Tudi ho
mohli pouzivat namiesto Sifrovaného pisma. Ako rastol pocet Tudi, ktori
vedeli ¢itat a pisat, rastla aj potreba po ozajstnom Sifrovanom sposobe pisa-
nia. V tejto kapitole sa najprv kratko obzrieme do historie, ked sa kryptolo-
gia eSte povazovala za umenie. Vyvijali sa Sifry, pouzivali sa pokym niekto
neprisiel na spoésob ako Sifrované spravy precitat, ¢im prislusna Sifra prestala
byt bezpec¢na. V kratkosti sa pozrieme, ako Sifrovali spravy Caesar a Riche-
lieu. Pritom sa nau¢ime koncept tvorby kryptosystému (Sifrovaného pisma)
a ¢o rozumieme pod spolahlivostou alebo bezpecnostou kryptosystému.

Nagim d'alsim cielom bude ukéazat, ako sa vdaka informatike (najmé algorit-
mike a teorii zlozitosti) umenie vytvarat Sifry zmenilo na vedna disciplinu,
ktord sa nazyva kryptografia. Kryptografia vdaci informatike za zaklad-
ny pojem: bezpefnost kryptosystému (axiomaticky zakladny kamen), ktory
umoziuje vedecky vyskum v tejto oblasti. Vdaka nemu sa vyvinula mod-
ernd kryptografia, zalozena na magickom koncepte takzvanych Public-Key-
kryptosystémov®. Vysvetlime hlavnt myslienku tohto konceptu a ukizeme,
ako mozeme vyuzit vlastné slabé stranky v nas prospech. Na zaklade teorie
zlozitosti vieme, ze existuju problémy, ktoré sa nedajui efektivne algoritmicky
vyriesit (tudovali sme ich v kapitole 5). Tieto vyuzijeme pri vytvarani kryp-
tosystémov, ktoré sa prakticky nedaji ohrozit. A nakoniec si pozrieme esSte
par divov, ako sa d& tento koncept magicky vyuzit.

Le-commerce
2online-banking
3kryptosystémov s verejnymi kl'aé¢mi
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7.2 Koncept kryptosystému, alebo prehistoria
kryptologie

Najprv uvedieme odborné pojmy. Ako sme uz spominali, kryptolégiu ché-
peme ako nauku o tajnych pismach. V ramci kryptologie rozliSujeme medzi
kryptografiou, vedeckou disciplinou zaoberajticou sa vytvaranim kryptosys-
témov a kryptoanalyzou, umenim tieto prelomit. V dalSom sa ststredime na
kryptografiu. N&S scenér je na obrézku obr. 7.1.

tajny kl'a¢ tajny klacé

otvoreny l’ otvoreny
text Kryptotext text
Odosielatel )J——  gifrovanie > desifrovanie Prijimatel
nezabezpeena
linka
kryptoanalytik

obr. 7.1

Osoba, nazyvana odosielatel’, posiela tajnu spravu druhej osobe, ktora vo-
lame prijimatel. Tajna sprava ma podobu textu, budeme ju oznacovat ako
otvoreny text. Otvoreny text je napisany v prirodzenom jazyku a je te-
da pre kazdého dobre ¢itateIny. Spravu dorucuje nie celkom stopercentne
spolahlivy posol, alebo sa posiela nechranenym verejnym komunika¢nym
kanalom. Aby sme zabranili niekomu nepovolanému, kto by sa akokolvek k
sprave dostal, precitat jej tajny obsah, posleme spravu v Sifrovanej forme?*.
Sposob Sifrovania a deSifrovania je spoloénym tajomstvom odosielatela
a prijimatela a Sifrovanie sa vykonéva pomocou takzvaného kl'aca. Za-
sifrovany text volame kryptotext. Po prijati prijimatel kryptotext desifru-
je. Desifrovanim sa z kryptotextu vytvori opat povodny otvoreny text, ktory
prijimatel moze bez problémov ¢itat. Opis procesu Sifrovania a deSifrovania
poskytuje tplni informéaciu o kryptosystéme, umoznujicu nam ho pouzit.

Pre lepSie zndzornenie sa pozrime na kryptosystém CAESAR, ktory Caesar
skutocne pouzival. Otvorené texty boli texty napisané v latinskej abecede, z
ktorej boli vynechané prazdne znaky, ¢iarky, otazniky, bodky atd. Takze

VENIVIDIVICI

4tajnym pismom
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mozeme povazovat za otvoreny text. Caesar Sifroval kazdé pismeno jednoz-
nacne za nejaké iné pismeno. KIa¢ bol dany jednym ¢islom od 1 po 26.

0,1,2 3,4,5,..., 23 24, 25

Pouzit kI'i¢ 7 znamené, nahradit kazdé pismeno pismenom, ktoré je od neho
v abecede o ¢ miest neskor. Obrazok 7.2 znazoriiuje kodovanie klti¢om i =
3. To znamena, ze pismeno A nahradime s D, lebo A je na prvej pozicii
v abecede a posunom o tri pozicie dostaneme Stvrtd poziciu, na ktorej je
pismeno D. Analogicky sa pismeno B z druhej pozicie zakdéduje pismenom
E z piatej pozicie, atd. Tymto sposobom sa dostaneme az k pismenu W na
23. pouzicii, ktoré sa zakdéduje pismenom Z z 26. pozicie. Co sa ale stane so
zvySnymi tromi pismenami X, Y a Z, ktoré su na poziciach 24, 25 a 267 Na
zakodovanie nam ostali eSte pismena A, B a C. NapiSeme si teda A B C na
pozicie 27, 28 a 29 za spodni abecedu na obr. 7.2 a pokracujeme v kodovani
rovnakym sposobom ako predtym. Teda X sa zakéduje ako A, Y ako B a Z
ako C. Iny sposob ako si tento proces znazornit je takyto, predstavme si, ze
mame kruhovy pés, ktory je nastoknuty na pevnom hriadeli, okolo ktorého
sa moze otacat. Abecedu napiSeme na otoény pas a na pevny hriadel si
napiSeme zodpovedajuce pozicie pismen v abecede. Ked pas otoc¢ime o tri
pozicie dostaneme hladané kodovanie pismen. Pre kla¢ i = 3 sa sprava
VENIVIDIVICI zakéduje ako

YHQLYLGLYLFL

ABCDEFGHI J KLMNOPQRSTUVWXY?Z

AR AR

ABCDEFGHIJ KLMNOPQRSTUVWXYZABZC

obr. 7.2

[WTITERDY,
(DRpgy1IKL

obr. 7.3
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Uloha 7.1 a) Zakodujte Cézarovym kryptosystémom text VENIVIDIVICI kIac¢om
t=>5 a potom ¢ = 17.
b) Zakodujte otvoreny text ,Roma aeterna docet* kI'i¢om ¢ = 7 a otvoreny text
y,Homines sumus, non dei!* kl'i¢om ¢ = 13.

Ako dekoéduje prijemca kryptotext? Jednoducho, kazdé pismeno kryptotextu
nahradi pismenom, ktoré sa nachadza v abecede o tri pozicie skor. Zodpoveda
to otoCeniu pasu na obr. 7.3 o tri pozicie dolava. Pritom sa napriklad
pismeno S kryptotextu nahradi pismenom P, pismeno U sa nahradi pismenom
R a L sa nahradi I. Teda ked prijemca desifruje kryptotext

SULPXPQHQRFHDV
kli¢om ¢ = 3, dostane otvoreny text

PRIMUMNENOCEAS

Uloha 7.2 Degifrujte kryptotext WYPTBTBAWYVMPJLHZ kl'a¢om i = 7.

Uprimne povedané, Caesar nechcel zbytocne riskovat, Ze niekto takyto re-
lativne jednoduchy kryptosystém pochopi, a preto v kryptotexte (po po-
sunuti pismen) nahradil pismena v latinke, pismenami gréckej abecedy. Takze
prijimatel musel najskor nahradit grécke pismené, aby dostal prislusny kryp-
totext v latinke, a az potom posunut pomocou kli¢a abecedu naspét.

Jules Verne vo svojich romanoch pouziva rovseobeceny Cézarov kryptosys-
tém. KIa¢ mohlo byt Tubovolné celé ¢islo. Pre celé ¢islo s m ciframi

A=aas...a,

rozdelil text na bloky dizky m a j-te pismeno v kazdom bloku nahradil pis-
menom, ktoré je v abecede o a; pozicii za nim. Napriklad pre a = 316 a
otvoreny text

C R Y P T OGI RA P HY
316 3 1 6 3 1 6 3 1 6,
dostaneme cryptotext

FSESUUJSGSIE

Na rozdiel od vecnéhopostupu Cézarovho Sifrovania, Richelieov sposob Sifrova-
nia by sa dal oznacit ako umenie. Nasledujuci priklad pouzitia RICHE-
LIEU kryptosystému pochadza od Salomaa [Sal96|. Kryptotext je oby¢ajny
popisany list papiera. Kazdé pismeno mé svoje presné miesto, napriklad H
lezi v druhom riadku a trefom stlpci na obr. 7.4 (b). Kla¢ je matica na
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I L OVE Y OU
I HAVE Y OU
DEETP UNDER
MY S KIN MY
L OVE LASTS
F OREVER I N
HYPERSUPACE
(b)

P onais v
2

obr. 7.4

obr. 7.4 (a), v ktorej su urcité (sivé) policka zakryté a urcité otvorené. Cez
otvorené policka vidime otvoreny text. (obr. 7.4 (c))

YOUKILLATONCE.

7.3 Kedy je kryptosystém bezpecny?

Ludia sa ustavi¢ne snazia dosiahnut bezpeénost. Dovody ich tizkosti su ¢asto
pocity neistoty a nebezpecna. No veda a najmaé fyzika nas ucia, ze absolit-
na istota neexistuje. Bezhlavo sa o nu usilovat moze sposobit az zdravotné
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problémy. Lepsie je naucit sa zit s neistotou. Napriek tomu ma ale zmysel
usilovat sa o dosiahnutelné bezpecnostné zaruky. Kedy budeme povazovat
kryptosystém za ,bezpeény“? Vidy vtedy, ked nas protivnik, alebo niekto
nepovolany nebude vediet na zéklade kryptotextu zrekonstruovat zodpoveda-
juaci otvoreny text. Tato poziadavka ma dve mozné interpretacie. Malo by
byt tazké, ak nie nemozné, aby kryptoanalytik deSifroval kryptotext, ked
nevie ni¢ o kryptosystéme, alebo aj vtedy, ak je umenie ako text zaSifrovat
zname a neznamy je iba Sifrovaci kIa¢? Prva moznost, ked uchovavame v
tajnosti sposob Sifrovania nazyvame ,Security by Obscurity a nepovazuje sa
za dostatoCnit na definovanie bezpecnosti kryptosystému. Dovodom je naSa
skiisenost, ze je to vzdy len otazka Casu, kym niekto pride na sposob, ako sa
v novom systéme Sifruje.

Preto uz v 19. storo¢i sformuloval Auguste Kerckhoffs nasledujiicu bezpecnos-
tni poziadavku, ktori pozname ako Kerckhoffsov princip:

Kryptosystém je bezpecny, ked z prijatého kryptotextu nevieme bez
znalosti klica odvodit povodnyj otvoreny text, hoci spésob Sifrova-
nia je verejne zndmy.

Kryptosystém CAESAR nie je navidomoc¢i v uvedenom zmysle bezpecny.
Ked je znamy jeho princip, tak na to, aby sme rozsifrovali Tubovolny kryp-
totext, stac¢i vyskusat vSetkych 25 moznych klacov.

Z tohto prikladu mozeme hned usudit, Ze bezpecny kryptosystém musi mat
na vyber z velkého poc¢tu klucov. Staéi to ale naozaj? VylepSime systém
CAESAR tym, ze dovolime vytvarat Tubovolné dvojice pismen. Klacom
bude teraz takzvani permutacia z 26 pismen, ktord si modzeme predstavit
ako 26-ticu c¢isiel od 1 po 26, pricom kazdé ¢islo od 1 po 26 sa v nej vyskytuje
iba raz. Napriklad nasledujuici kI'aé

(26, 5, 1, 2, 3, 4, 25, 24, 23,8, 9, 22, 21, 20, 7, 6, 10, 11, 18, 17,
12, 13, 19, 14, 16, 15)

zodpoveda Sifrovaniu, pri ktorom sa pismeno A nahradi 26. pismenom - Z,
pismeno B sa nahradi piatym pismenom - E, pismeno C pismenom A, atd.
obr. 7.5 znazoriiuje zodpovedajice dvojice pismen.

Ked pouzijeme tento kI'i¢ dostaneme kryptotext
EJZFWLZQZMEBWNZMCXBEJCQUMFKXBEJWKSZAYSCLCQM
z nasledujiceho otvoreného textu

CHODSVOJOUCESTOUANECHAJLUDINECHSIROZPRAVAJU



210 KAPITOLA 7

N — >
M — ™
> ——0
w—20
O ——1m
< —0
X —— o
- — R
< —r
c——ZX
-
Q——0oO
- —0
RN —— =
N — W
o —
—
T —<
v —=
Z ——— ¥

T — -

obr. 7.5

Uloha 7.3 Degifrujte nasledujice kryptotexty, ktoré vznikli pouzitim klaca
z obr. 7.5.

BZTQCZVWYXWCKW
h) YCBLVBWRQBCKRAXVLCRRCVDLCKDKCLBC

Kol'ko kIi¢ov ma tento kryptosystém? Na zakodovanie pismena A mame na
vyber z 26 pismen. Po tom, ¢o si zvolime zaSifrovanie pismena A, méme eSte
25 moznosti ako zakdédovat B. Pre pismeno C mame 24 moznosti, atd. Takze
pocet roznych klacov je

26! =26-25-24-23-...-3-2-1

¢o je (v re¢i kombinatoriky) pocet v8etkych permutacii 26 prvkov. Je to
ozaj obrovské ¢islo, priblizne 4.03 - 10%6. Takyto pocet klticov nik nemoze
preskusat ani s pomocou najrychlejsich pocitacov.

(3

Je teda uz kryptosystém bezpeény? Odpoved je, zial, jednoznacné: ,nie“.
Na to, aby sme objavili ten spravny kIu¢, nemusime nevyhnutne vyskuasat
vSetky mozné. Postaci nam Sikovnd mySlienka, ktora neprisla na um tvorcovi
kryptosystému a systém polahky prelomime. V pripade Sifrovania permuté-
ciou pismen staci vediet, v ktorom prirodzenom jazyku sa komunikuje. Pre
kazdy prirodzeny jazyk je zname, ako casto sa vyskytuju jednotlivé pismena
v slovach a tieto pocetnosti st navzajom dost rozne. Okrem toho sa niektoré
kombinécie pismen vyskytuju Castejsie, napriklad v nemcine je to SS alebo
SCH. Toto kryptoanalytikovi sta¢i na to, aby kryptotext rozsifroval, a teda
aj urcil tajny kl'ac.

Uvedeny priklad ilustruje, ako tazko je formalne uchopit pojem ,nebyt schop-
ny, alebo len vel'mi tazko desifrovat*. V Kerkhoffsovej definicii bezpecnosti
je navySe jeden stupen volnosti. Nejde iba o samotny kryptosystém, ale aj
o protivnika. Co je nemozné pre niektorého protivnika, moéze byt pre iného
hrackou. Co modzeme o protivnikovi predpokladat, alebo ako dostaf vSetkych
protivnikov pod spolo¢ny klobuk?
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Dlhotrvajicu nejasnost pojmu bezpec¢nost v kryptologii ukoncila informatika.
Zjednotila vsetky rovnako jednoduché, ako aj genialne, stratégie kryptoana-
lytikov pod pojem algoritmus.

Kryptosystém povaZujeme za bezpecny, ked neexistuje efektivny
(randomizovany polynomidlny) algoritmus, ktory na zdklade poz-
nania kryptotextu a sposobu Sifrovania, bez tajného klica vypocita
povodny otvoreny text.

Je zrejmé, 7e takato definicia bezpecnosti kryptosystému nemohla vzniknut
pred zavedenim pojmu algoritmus.® Tym vieme vyjadrit prvé dve dolezité
poziadavky na ,dobry“kryptosystém v terminologii teorie zlozitosti.

(i) Sifrovanie a desifrovanie vieme pri znamom kIéi realizovat efektivnym
algoritmom.

(ii) Desifrovanie bez kl'u¢a predstavuje tazky (prakticky neriesitelny) prob-
lém.

7.4 Symetrické kryptosystémy

Kryptosystémy, o ktorych bola doposial re¢ nazyvame symetrické. Slo-
vo symetrické znamend, ze odosielatel i prijimatel spravy s rovnocenni v
tom zmysle, Ze rovnaky tajny kIi¢ sa pouzije na zaSifrovanie aj deSifrovanie
spravy. V principe by si mohol odosielatel s prijimatelom hocikedy vzajomne
vymenit tlohy bez toho, aby zmenili kI'i¢. Ich komunikiciu mozeme teda
chapat ako rozhovor alebo vzajomni vymenu informécii.

Teraz si ukazeme bezpecny symetricky komunika¢ny systém. Pre acely tohto
kryptosystému budeme chapat otvoreny text ako postupnost nil a jednotiek.
Nijako nés to neobmedzi, pretoze kazdé pismeno a [ubovolny symbol, ktory
vieme napisat na klavesnici, ma ASCII kod, ktory je binarnou reprezenta-
ciou prislusného symbolu v poéitaci. Takto sa da kazdy text premenit na
postupnost nal a jednotiek.

Ako kIa¢ pouzijeme tiez postupnost nul a jednotiek, napriklad zoberieme
niekol'ko sto ndhodne vygenerovanych bitov, aby sme pripadnému tretiemu
stazili, alebo mu az uplne znemoznili kI'u¢ nejakym sposobom vypocitat.

Skor ako definujeme sposob Sifrovania a deSifrovania, musime sa naucit jednu
operaciu s bitmi (bindrnymi ¢islami). Téato operacia sa nazyva ,exkluzivne

®Zavedeniu pojmu algoritmus vdaéime za viacero podobne podstatnych pokrokov vo vede.
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alebo“ alebo , XOR', oznacuje sa & a definujeme ju nasledujico:

0p0=0 191=0 0ol=1 1o0=1

Na zéklade oznacenia zo 6. kapitoly plati a ® b = a + b mod 2. Dva rovnaké
sCitance davaji nulu a dva rozne davaju jednotku.

Predpokladajme, ze kI'a¢ je 01001011. KI'a¢ mé dizku 8 a mozeme ho pouzit
na za8ifrovanie 8 bitov otvoreného textu. Pritom pouZijeme i-ty bit kluca a
operaciou @ zasifrujeme i-ty bit otvoreného textu. Nézorne to vidiet, ked si
kl'i¢ napiSeme pod otvoreny text:

otvoreny text 00001111
@ klac 01001011
= kryptotext 01000100

-ty bit kryptotextu je XOR-sucet i-teho bitu otvoreného textu a i-teho bitu
kl'ac¢a. Teraz pouZijeme rovnaky postup na rozsifrovanie:

kryptotext 01000100
@ klac 01001011
— otvoreny text 00001111

Vidime, ze to funguje a dostaneme povodny otvoreny text. Je to zalozené
na skutoc¢nosti, ze

a®a=0 atedaplati bda®a=0>

Dvojnéasobné pouzitie klIti¢a nés privedie k povodnému textu. Inak povedané
druhé pouzitie kI'i¢a zru$i jeho prvé pouzitie. Okrem toho plati aj

a®db=>bda.
Preto hovorime, Ze tento sposob Sifrovania je komutativny.
Uloha 7.4 Zasifrujte a desifrujte otvoreny text 0001110011 s kl'aom 0101101001.

Uloha 7.5 Vytvorte podobny kryptosystém, ktory bude zalozeny na nasledujicej
maskovacej binarnej operacii:

0L0=1 11L0=0 111=1 0L1=0

Druhy bit b v a L b nazyvame maskovaci. Ked b = 1, tak sa prvy bit skopiruje. A
v pripade ked b = 0, sa prvy bit a preklopi na a (teda 1na1=0a0na0=1).
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a) Pouzite operédciu L na zagifrovanie a desifrovanie otvoreného textu 00110011
klicom 00101101.

b) Zdoévodnite, preco aj kryptosystém zalozeny na operécii L funguje.

c) Co maju operacie L a @ spolo¢né? Je medzi nimi tzky vztah?

Ak je na otvoreny text pouzity ako ,maska“ kluc¢, ktory nadhodne generuju
odosielatel aj prijimatel® da sa matematicky zdovodnit, preco sa krypto-
text kazdému inému zda ako nahodna postupnost bitov. V takom pripade
nepomozu kryptoanalytikom ani hypoteticky pouZzitelné exponencialne algo-
ritmy a najrychlejSie pocitace. Takyto kryptosystém mozeme povazovat pri
jednorazovom pouziti ako bezpetny. Ked méame dlhy otvoreny text, Sifru-
jeme ho zvy¢ajne podobnym sposobom klti¢om s pevnou dlzkou n, pricom
otvoreny text rozdelime na tseky dizky n a kazdy z nich zasifrujeme kIti¢om
osobitne. Napriklad ked je kI'a¢ 0101, rozdelime otvoreny text

1111001100001101

na Styri ¢asti 1111, 0011, 0000 a 1101 a kazdu cast zaSifrujeme samostatne a
odosleme postupnost vzniknutych kryptotextov

1010011001011000.

To je typicky sposob pouzitia kryptosystémov, vytvorenych pre otvorené tex-
ty pevnej dlzky.

V pripade XOR-kryptosystémov sa takéto rozsirenie neodporuca, pretoze pri
opakovanom pouziti rovnakého kl'ica, je mozné ho urcit. Plati

otvoreny text @ kryptotext = kl'a¢ (7.1)

Preverime, ¢ to plati na naSom prvom priklade s kI'icom 01001011.

otvoreny text 00001111
@ kryptotext 01000100
= klac 01001011

Preco je to tak?

otvoreny text @ klu¢ = kryptotext (7.2)

zodpoveda Sifrovaniu. Teraz pripocitajme zlava k obom stranam rovnice
(7.2) otvoreny text a dostaneme:

otvoreny text @ otvoreny text @ klu¢ = otvoreny text @ kryptotext (7.3)

6teda ho nie je potrebné prenagat
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Kedze a @ a = 0 pre kazdy bit a
otvoreny text & otvoreny text = 00...00.

A kedze 0 @ b = b pre kazdy bit b, lava strana rovnice (7.3)sa rovna klucu,
¢im dostavame rovnicu (7.1).

Rovnica (7.1) je pre bezpe¢nost kryptosystému velmi nebezpecna. Keby
sa pri viacnasobnom pouziti rovnakého kluca dostal nepriatelovi nejako do
rik ¢o len jediny par (otvoreny text, kryptotext), okamzite by vyuzitim (7.1)
vedel vypocitat kIu¢ a desifrovat vsetky nasledujtce kryptotexty. Z tohto, ale
nielen z tohto dovodu je XOR-kryptosystém bezpec¢ny iba pri jednorazovom
pouziti kl'aca.

Uloha 7.6 (tvrdy oriesok) Pokuste sa vytvorit bezpetny kryptosystém pre nasle-
dujicu ulohu. Osoba A zagifruje otvoreny text klu¢om, ktory pozna len ona (tajna
sprava). Sprava je urc¢ené pre dvoch udi B a C. Osoba A chce tajny kla¢ rozdelit
medzi B a C tak, aby ani jeden z nich nebol schopny kryptotext sam degifrovat a

ani zistit ¢o len jediny bit otvoreného textu. Ked ale B a C budu spolupracovat,
kryptotext bez problémov rozsifruja.

St aj iné symetrické kryptosystémy, ktoré si bezpecné a pri ktorych dokonca
bez vahania mozeme kIa¢ opakovane pouzit. Najznamejsi a v sucasnosti na-
jrozsirenejsi symetricky kryptosystém je DES (Data Encryption Standard),
ktory bol vyvinuty spolo¢ne IBM a NSA (National Security Agency). Pouzi-
va sa v nom okrem inych aj operacia XOR, ale je prili§ zlozity na to, aby
sme ho tu opisali.

Napriek doteraz spolahlivému pouzitiu niekol’kych symetrickych kryptosys-
témov nie sme eSte na konci nasho hladania bezpec¢ného systému. Problém
je v tom, ze symetrické kryptosystémy sa daju spolahlivo pouzit iba v pri-
pade, ked sa odosielatel a prijimatel dopredu dohodnt na spolo¢nom kIci.
Ale ako to maju urobif bez toho aby sa stretli? Ako sa maju na zaciatku
bez kryptosystému a prostrednictvom nie bezpecného komunika¢ného kanéla
dohovorit na spolo¢nom kIaci? RieSenie tohto problému je predmetom nasle-
dujucej podkapitoly.

7.5 Zhodnutie sa na spolo¢nom kl'aéci cez
nechraneny verejny komunika¢ny kanal

Dve osoby, Alica a Bob, chca vytvorit spolo¢ny symetricky kryptosystém.
Sposob Sifrovania je obom znamy, potrebuju sa iba dohodnit na spolo¢nom
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kIaci. Pretoze sa ale nemozu stretnit osobne, musia sa dohodnif na tomto
spoloc¢nom tajomstve bez kryptosystému a len vyuzitim verejného komu-
nika¢ného kanala, ktory moze kazdy odpocivat. Je to vobec mozné?

Odpoved je ,ano“, a je prekvapujiuce ako elegantne sa da tento problém
vyrieSit. UkadZeme si najprv nazorne hlavnt myslienku pomocou truhlice
a nie stopercentne spolahlivého posla. Alica pouzije zamok, od ktorého ma
kI'a¢ iba ona a analogicky Bob pouZije zamok, ktory vie otvorit len on.” Al-
ica sa s Bobom dohodne, ze buditci spolo¢ny kI'a¢ vlozi do truhlice a posle
Bobovi. Postupuju nasledujico:

1. Alica vlozi tajny kI'i¢ do truhlice a uzamkne ju svojim zamkom. Okrem
nej truhlicu nemoze nik otvorit, lebo iba ona méa spravny kl'a¢ od svojho
zamku. Truhlicu posle Bobovi.

2. Posol prinesie truhlicu Bobovi, ktory ju samozrejme tiez nevie otvorit.
Namiesto toho, aby sa ju pokusal otvorit, aj Bob zamkne truhlicu jeho
zamkom. Truhlicu uzamkuti dvomi zamkami posle naspat Alici. Teraz
nik nemoze truhlicu otvorit.

3. Alica dostane truhlicu s dvomi zamkami. Odomkne ju a odstrani svoj

zamok. Na truhlici zostal iba Bobov zamok, a tak posle truhlicu znova
Bobovi.

4. Bob dostane truhlicu, zamknuti iba jeho zamkom. Otvori ho a z truh-
lice si prevezme spolo¢ny tajny kIac.

Dohovorenie sa na tajomstve je zabavnym spdsobom znazornené na obr. 7.6
od Arto Salomaa [Sal96].

/N

A

"Nemaju este spolo¢ny kIag.
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Uloha 7.7 (tvrdy orieSok) Alica chce rovnaky tajny kI'a¢ bezpec¢ne poslat trom
d'alsim osobam. Jedna moznost je zopakovat trikrat horeopisani proceduru. Prit-
om bude musiet posol bezat 3 -3 = 9 krat medzi dvoma l'udmi. D4 sa uskuto&nit
odovzdanie kluca trom osobam tak, aby posol musel bezat menejkrat?

O otvoreny text 101011
@ @ kl'a¢ odosielatela 011011
A

prvy kryptotext 110000

odosielatel zamkne

prvy kryptotext 110000

@ kl'a¢ prijemcu 101010
A
N

druhy kryptotext 011010

prijmatel zamkne

O druhy kryptotext 011010
@ @& klac¢ odosielatela 011011
} treti kryptotext 000001

odosielatel odomkne

O - % tretf kryptotext 000001

&) kIa¢ prijemcu 101010
% otvoreny text 101011

prijmatel odomkne

obr. 7.7

Da sa tento proces realizovat aj elektronicky? Skiisme to najprv s operaciou
XOR. Tymto sposobom dostaneme velmi jednoducht implementaciu (real-
izaciu) truhlice s dvomi zamkami. Ako neskor uvidime, tato implementécia
eSte nesplita vietky bezpenostné kritéria. Na obr. 7.7 je znazorneny priebeh
komunikacie medzi odosielatelom a prijemcom.

Odosielatel (Alica) chee prijemcovi oznamit kl'a¢, ktory je znazorneny na obr.
7.7 ako otvoreny text. Otvoreny text je postupnost nil a jednotiek. Stkrom-
né klace odosielatela a prijemcu su tiez postupnosti nil a jednotiek a maju
rovnaki dlzku ako otvoreny text. Postup ma tri komunikacné kroky, preto
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ho v kryptografii nazyvame komunika¢ny protokol. Priebeh protokolu je

nasledujuci:

1. Odosielatel vypocita

otvoreny text @ kla¢ A = krypto 1

a posle krypto 1 prijemcovi.

2. Prijemca vypocita

krypto 1 @ kla¢ B = krypto 2

a posle krypto 2 naspat odosielatelovi.

3. Odosielatel vypocita

krypto 2 @ kla¢ A = krypto 3

|[v8imnime si, ze plati

krypto 3 =

|

4. prijemca vypocita

krypto 2 & klac¢ A

krypto 1 @ kla¢ B @& kla¢ A

{lebo krypto 2 = krypto 1 @ klu¢ B}
otvoreny text & klu¢ A & kIa¢ B & kla¢ A
{lebo krypto 1 = otvoreny text & kl'a¢ A}
otvoreny text @ klu¢ A @ kla¢ A & kla¢ B
{vdaka komutativnosti & mozeme

vymenit poradie argumentov}

otvoreny text @ kla¢ B
{leboa®a=0abod0=>}.

krypto 3 @ kla¢ B = otvoreny text @ klu¢ B @ kla¢ B

{pretoze, ako sme pred chvilou ukazali,
krypto 3 = otvoreny text & klu¢ B}
= otvoreny text

Uloha 7.8 Zahrajte sa tak, ze vyskusate priebeh komunikaéného protokolu na
bezpetnu vymenu kluca pre nasledujuce adaje: otvoreny text a zaroven aj buduci
tajny kl'a¢ je 01001101. KI'ac¢ odosielatela je 01010101 a kl'a¢ prijemcu je 10101010.

Pri opise komunika¢ného protokolu na vymenu kli¢a sme zdoévodnili, pre¢o
takto prijemca na konci skuto¢ne dostane odoslany kl'i¢. Hlavna myslienka
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spociva v tom, Ze druhé aplikovanie kI'i¢a automaticky zrusi prvé aplikovanie
aj keby boli medzi tymito aplikdciami iné akcie. Mozeme to zapisat takto

text @ kl'ac¢ @ akcie @ klae = text @ akcie @ klac¢ @ kl'ac
—_——
zrusi sa
= text®akcie.

Uloha 7.9 Opisany protokol funguje pretoze operacia @ ma pekné vlastnosti a @
a=0,a@b=bPaabd0=>. Preskimajte, ¢i sa da tento komunika¢ny protokol
implementovat pomocou operacie L .

Je tento komunikac¢ny protokol bezpeény? Poskytuje rovnakia zaruku bezpecénos-
ti ako truhlica s dvoma zamkami? Bohuzial nie. V pripade, Ze kryptoan-
alytik nepozna postup a ziska iba jednotlivé kryptotexty, ktoré sa v rameci
protokolu posielaji, nevie ich odlisit od nahodnych postupnosti bitov. V
tomto zmysle je nasa implementacia postupu bezpecnéa. Podla Kerkhoffsovho
principu musime ale pocitat s tym, ze protivnik pozné komunika¢ény protokol
a jediné, ¢o nevie, si dva tajné nadhodne vygenerované klice. Ako vidno z
nasledujiceho vypoctu, ked ale ziska vsetky tri kryptotexty (obr. 7.7), vie
ur¢it kIunc¢e odosielatela i prijemcu
kla¢ prijemcu =  prvy kryptotext @ druhy kryptotext
kla¢ odosielatela = druhy kryptotext @ treti kryptotext

Uloha 7.10 Vyuzitim vlastnosti operacie @ overte platnost predchadzajtcich rovnic
na vypocet kli¢ov odosielatela a prijemcu.

Tym je prezradené celé tajomstvo, lebo staci jeden z nich, aby sme desifrovali
otvoreny text:

otvoreny text = klac¢ odosielatela @ prvy kryptotext
otvoreny text —  kIGc¢ prijemcu @ treti kryptotext

Ako vidiet, nas komunika¢ny protokol nie je veImi bezpecny. Nedal by sa ne-
jako nas fyzicky” postup s truhlicou a dvoma zdmkami preniest do digitalne-
ho sveta pri zachovani rovnakej miery bezpecnosti? Ttto otédzku zodpovedali
kladne v roku 1976 Whitfield Diffie a Martin Hellman [DH76]. Pouzili pri tom
sikovnym sposobom pocitanie modulo prvocislo, s ktorym sme nardbali uz v
Kapitole 6. OpiSeme tento postup podobnym sposobom ako na obr. 7.7, bez
toho aby sme zachadzali do podrobného matematického zdovodnenia jeho
spravnosti. Pokial nemate k matematike vztah, nevadi, mozete nasledujici
opis protokolu preskocit.

Komunikaé¢ny protokol Diffie-Hellman
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Vychodiskova situacia: odosielatel a prijemca sa otvorene dohodni na
dvoch velkych prirodzenych ¢islach ¢ a p, pricom p je prvocislo a plati, ze
c<p.

Odosielatel nahodne vygeneruje ¢islo appo a toto ¢islo bude jeho tajny
sukromny klac.

Prijemca vygeneruje ndhodne ¢islo apgr a to bude tajny klI'a¢ prijemcu, ktory
nik okrem neho nepozna.

Spoloc¢néa uloha prijemcu a odosielatela je po vzajomnej komunikécii vypoci-
tat novy kl'aé¢, ktory bude ich spolo¢nym tajomstvom a ktory obaja pouziju
pri symetrickom Sifrovani.

Postup

1. Odosielatel vypocita

Kryptotext 1 = ¢*0P° mod p

a posle ¢islo kryptotext 1 prijemcovi.
2. Prijemca vypocita

Kryptotext 2 = ¢*?Ef mod p

a posle kryptotext 2 odosielatelovi.
3. Odosielatel vypocita

Sy = (kryptotext 2)?0Po mod p

a S4 povazuje za novy spolo¢ny kIac.
4. Prijemca vypocita

Sp = (kryptotext 1)*7® mod p

a Sp povazuje za novy spolo¢ny kIac.

Jadrom tuspechu je, ze plati S, = Sp. Neuvedieme presné matematické
zdovodnenie. Vidime ale, ze S nie je ni¢ iné, nez c zaSifrované najprv
s apgr a potom s appo. Kluc¢ Sp je tiez zaSifrované c¢ najprv s appo a
potom s apr;. Teda st oba Sy aj S zaSifrované s appo a s apgr, len v
opa¢nom poradi. To je také, ako ked v jednom pripade truhlicu zamkneme
najprv lavym a potom pravym zamkom a v druhom pripade najprv pravym a
potom lavym zémkom. Je o¢ividné, Ze v pripade truhlice je vysledok rovnaky.
Matematicka funkcia ¢* mod p tu bola zvolena preto, aby ani poradie pouzitia
sukromnych kla¢ov appo a aprr nehralo ulohu.
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Ak st odosielatelov i prijemcov kIa¢ uchované v tajnosti, tak je sposob
Sifrovania Diffie-Hellmana podl'a nasich doterajsich kritérii bezpeény®. Prave
pri pojme bezpecnost musime byt ale opatrnejsi. Jasne sme sformulovali, ¢o
povazujeme za bezpecny kryptosystém v pripade posielania spravy sposobom
CAESAR alebo DES. Pri komunika¢nych protokoloch, ktoré vyuzivajia vi-
acnasobni vymenu informécii, sa musime eSte raz zamysliet nad pojmom
bezpecnost.

Doteraz sme uvazovali pasivneho protivnika (kryptoanalytika). Mohol nac¢-
vat, dozvediet sa kryptotext a potom sa pokusat rozlusknut ho. Voci takeé-
muto pasivnemu protivnikovi je nasa vymena klucov bezpecna. Ale vSetko je
inak, ked mame do ¢inenia s aktivnym protivnikom, ktory sa nazyva ak-
tivny preto, lebo vstupuje do komunikacie. Predstavte si nasledujici scenér.
Protivnik prehovori posla, aby truhlicu doniesol jemu namiesto prijemcovi.
Alebo prerusi vedenie tak, ze kryptotext 1 sa dostane iba k nemu a nie k pri-
jemcovi. Potom protivnik zamkne truhlicu svojim zamkom a posle ju naspat
odosielatelovi. Ten nevie, Ze namiesto pravého prijemcu komunikuje s pro-
tivnikom, otvori svoj zamok a posle prijemcovi truhlicu, zamknutt zadmkom
protivnika. Nespolahlivy posol ju ale znovu zanesie protivnikovi, ktory si ju
odomkne a ziska tajomstvo. Odosielatel pri tom nemé najmensie podozrenie,
ze tajomstvo je prezradené.

Vidime, ze na§ protokol eSte nie je vobec perfektny, ale potrebuje dalsie
vylepsSenia. Ci sa vieme vysporiadat aj s aktivnym protivnikom bude témou
v nasledujicom odseku.

7.6 Kryptosystémy s verejnymi kIac¢mi

Najprv vymenujeme slabé miesta doteraz predstavenych symetrickych kryp-
tosystémov.

(i) Symetrické kryptosystémy vyZzadujiu pociato¢ni bezpec¢na vymenu kl'acov.
Vodéi aktivnemu protivnikovi ju nevieme spolahlivo zabezpecit.

(ii) V praxi sa do komunikacie ¢asto zapaja vela ucastnikov. Informéacie
od mnohych sa zbieraju v centrale. Ak maju vSetci rovnaky klac,
sta¢i jediny zradca, a cely systém je odhaleny. Ked méa kazdy z nich
vlastny kl'ac, treba viest administrativu o mnohych kl'i¢och a navySe
pri posielani spravy odosielatel musi vydat napospas svoju identitu.

8Nie je znamy efektivny algoritmus, ktorym by sa dal vypoécitat S4 = Sp z danych dvoch
kryptotextov a z ¢ a p bez toho aby sme poznali kI'a¢ odosielatela alebo prijemcu.
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(iii) Mnohé komunika¢né tlohy sa nedaju realizovat symetrickymi kryp-
tosystémami. Pri elektronickych volbach sa chceme preukazat ako
pravoplatny voli¢, ale pri samotnom hlasovani sa nechceme vzdat anonymi-
ty. Potrebujeme protokoly, ktorymi mozeme preukazat kontrole nasu
pravomoc (tym, ze vlastnime nejaké tajomstvo, napriklad doklad to-
toznosti, alebo heslo) bez toho, aby sme odhalili ¢o i len jeden bit tohto
tajomstva.

Tieto a iné pric¢iny si vyziadali dal$i intenzivny vyskum v kryptografii. Pri
hladani rieSenia nam opét pomohli algoritmika a teoria zlozitosti, pri¢om
sme nasu slabinu, totiz neschopnost riesit tazké problémy, premenili na na
nasu kryptograficku silnd stranku. Hlavna myslienka je zaloZena na exis-
tencii takzvanych jednosmernych funkcii, spomedzi ktorych méame niekolko
kandidatov, ktori prichadzaju do uvahy. Ako jednosmerni funkciu oz-
nacujeme funkciu f s nasledujucimi vlastnostami:

(i) Funkcia f sa da efektivne vypocitat, teda sa da pouzit na efektivny
sposob Sifrovania.

(ii) Inverzné funkcia f~1, ktora z hodnoty f(z) vypocita spitne argument
x (f71(f(xz)) = z) sa neda efektivne vypocitat; teda neexistuje efek-
tivny (randomizovany) algoritmus, ktorym z daného kryptotextu =
f(otvoreny text), vypocitame argument otvoreny text. Takze je na
zéklade nasej definicie f(x) kryptotext bezpe¢ny.

(iii) Pre prijemcu ale musi existovat moznost, ako z f(x) efektivne vypocita
x. Teda o funkcii f musi existovat nejaké tajomstvo (nie¢o podobné
ako bol svedok pri randomizovanych algoritmoch), na zéklade ktorého
sa z f(x) da x rychlo urdit.

Co nam pomdze hypotetickd jednosmerna funkcia f? Prijemca pozna o f
ur¢ité tajomstvo, o ktoré sa nemusi poc¢as komunikéacie s nikym delit (obr.
7.8). Funkcia f, a tym aj sposob Sifrovania mozu byt verejne zname a
k dispozicii kazdému potencidlnemu odosielatelovi. Preto nazyvame kryp-
tosystémy, ktoré vyuzivaji jednosmerné funkcie kryptosystémy s vere-
jnym kl'daéom (Public-Key-Cryptosystem). Je zrejmé, ze pri tomto spo-
sobe odpadne problém s vymenou tajnych kltucov, lebo nepotrebujeme mat
spolo¢né tajomstvo. Tymto sme odstranili slabé miesta (i) a (ii) symetrick-
ych kryptosystémov. Navyse kryptosystémy s verejnym klacom splhaji aj
zelanie (iii), ale detailné vysvetlenie tejto skuto¢nosti presahuje ramec tejto
knihy.

Zatial vSetko sedi. Ked sa nam podari najst jednosmerné funkcie, dosiah-
neme vytazeny ciel. Existuju ale vobec? Nevyzeraju tri poZziadavky na také-
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to funkcie prepiate a neprirodzené? V nasledujicom priklade sa vas pokisim
presvedcit, Ze nas napad nie je vobec scestny.

odosielatels

odosielately odosielatel 4

odosielatel; fw) odosielatels

jediny pozné
tajomstvo f

obr. 7.8

Uvazujme nasledujuci sposob Sifrovania. Kazdé pismeno jednoznac¢ne nahradime
postupnostou 14 desiatkovych cifier. Pre kazdé pismeno vyberieme nahodne

z nejakého telefonneho zoznamu meno zac¢inajice tymto pismenom a do kryp-
totextu zapiSeme zodpovedajice telefonne ¢islo. V pripade, ze ¢islo ma menej
ako 14 cifier, doplnime ho na za¢iatku prislu$nym poc¢tom nul. Podla tohto
navodu dostaneme pre slovo KRYPTOGRAFIA napriklad:

meno telefonne ¢islo
K | Knuth 00128143752946
R | Rivest 00173411020745
Y | Yao 00127345912233
P | Papadimitriou 00372453008122
T | Thomas 00492417738429
O | Ogden 00012739226541
G | Good 00015402316555
R | Rabin 00048327450028
A | Adleman 00173555248001
F | Floyd 00013782442358
I | Ibarra 00124327010098
A | Aho 00183274553211

Predpokladajme, Ze okrem prijimatela spravy maja vsetci len klasické tele-
fonne zoznamy, ktoré su abecedne usporiadané podla priezvisk. S pomo-
cou takychto zoznamov by bolo velmi naro¢né zistit k jednotlivym tele-
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fonnym ¢islam v kryptotexte prislusné priezviska. Prijimatel spravy ma k
dispozicii celosvetovy telefonny zoznam, utriedeny podla telefonnych ¢isiel,
vdaka ktorému vie kryptotext efektivne rozsifrovat. Iné rieSenie, ktoré pride
na um casto ako prvé, je zavolat na kazdé ¢islo. Okrem toho Ze tento sposob
vyzaduje finan¢né naklady, nemame nijak istotu, ze zistime skuto¢né meno
majitela telefénnej pripojky.

Tento priklad ilustruje len myslienku. Uvedeny sposob nechceme povazovat
za ozajstny kryptosystém, pretoze pre poc¢itac nie je usporiadanie telefonneho
zoznamu podla ¢isiel nijako tazka uloha. Ako jednosmernu funkciu budeme
potrebovat inti operaciu.

Akych kandidatov na jednosmerné funkcie méme v praxi? Predstavime na-
jprv tri funkcie, ktoré spliaju podmienky (i) a (ii).

1. Néasobenie
Hocikto vie polahky vynésobit dve prvocisla p a q, f(p,q) = p - q.
Vypocitat ale z f(p, ¢) naspiat hodnoty p a ¢ je tazka tloha, na rieSenie
ktorej existuji len exponencidlne algoritmy.

2. Modularna druha mocnina
Je Tahké vypocitat funkciu f,(z) = 2% mod n. Umocnime = na druhu,
dostaneme 22, to vydelime n a uré¢ime zvysok po deleni, 22 mod n. V
pripade ked n nie je prvocislo, je algoritmicky tazké ur¢it hodnotu z
na zaklade znamych hodnot f,(z) a n.

3. Modularne umociovanie
Pre zname ¢isla e a n a otvoreny text ¢ (povazujeme ho za ¢islo) Tahko
vypocitame ¢islo a = ¢© mod n. Ked n nie je prvocislo, je algoritmicky
tazké spitne urcit otvoreny text ¢ zo znamych hodndt a, e a n.

Zdovodnenie, Ze kryptosystémy s verejnym kIi¢om pracuji korektne, vyzadu-
je urcité vedomosti z teorie cisiel, ktoré nebudeme uvadzat. Z tohto dovodu
objasnime iba ako vytvorime jednoduchy kryptosystém s verejnym klacom
zalozeny na modulérnej druhej mocnine. Tento kryptosystém objavil Michael
O. Rabin, preto ho nazveme RABIN.

Vytvorenie kryptosystému RABIN: Prijemca vygeneruje ndhodne dve
vel'ké prvocisla p a ¢, kazdé priblizne 500 ciferné. Tieto dve prvocisla st jeho
tajomstvo. Potom prijemca vypocita ¢islo

n=p-q
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a zverejni ho spolu s funkciou f,(z) = 2% mod n. Takto moéze hocikto za-
Sifrovat otvoreny text x vypocitanim

fulx) = 2% mod n

a kryptotext f,(x) poslat prijemcovi.

Sposob ¢innosti kryptosystému RABIN: Odosielatelia otvorené texty
r zaSifruju ako f,(r) = 2% mod n a posla prijemcovi. Bez toho, aby sme
poznali p a ¢ nie je znamy efektivny algoritmus, ktory vypocita na zéklade
n a f,(z) otvoreny text z. Prijemca ur¢i x na zaklade svojho tajomstva,
hodnot p a ¢. Hlavna myslienka je takato: pre Tubovolné prvocislo p sa da
efektivne vypocitat x ako odmocnina z f,(x). Vyuzitim teorie ¢isiel prijemca
vie ur¢it odmocninu f, () modulo p a aj modulo ¢. Z tychto dvoch odmocnin
vie ur¢it aj otvoreny text x ako odmocninu f,(z) modulo n =p-q.

Priklad 7.1 Pretoze nechceme narabat s ¢islami, ktoré maju niekolko sto
desiatkovych cifier, na znazornenie sposobu vytvorenia kryptosystému RA-
BIN pouzijeme len malé prvocisla p = 107 a ¢ = 73. Prijemca vypocita
n=p-q=107-73 = 7811 a zverejni

¢islo n = 7811 a sposob Sifrovania 22 mod 7811

Hocikto ho moze pouzit a kladné celé ¢isla mensSie nez 7811 ako otvorené
texty premenit na kryptotext, ktory posle prijemcovi.

Uvazujme, Ze odosielatel chce poslat otvoreny text x = 6204. Vypocita

r*modn = (6204)? mod 7811
— 38489616 mod 7811
4819
{lebo 38489616 = 7811 - 4927 + 4819 }

Takze kryptotext je 4819. Pretoze stile poc¢itame modulo n, je kryptotext
vzdy mensi nez n.

Ktoré ¢islaz {1,2,...,7811} umocnené na druhtt modulo n = 7811 daju ¢islo
48197 Bez toho aby sme poznali faktorizaciu 7811 = 107 - 73, nevieme lepsi
sposob ako vyskusat skoro vSetkych 7811 kandidatov. V pripade cisiel n,
ktorych velkost je az 10'°% je takyto postup ale fyzikilne nerealizovatelny.
Ked pozname prvocinitele n, vieme efektivne urcit vsteky celé ¢isla y, pre
ktoré rovnice

y* mod n = kryptotext.



7.6 KRYPTOSYSTEMY S VEREJNYMI KLUCMI 225

Mozu existovat najviac $tyri také hodnoty y. Ktory z nich je otvoreny text,
ur¢ime podla vyznamu. Alebo poziadame Alicu aby nam poslala navyse eSte
jeden bit obsahujuici Specidlnu ¢iselno teoretickt informaciu. O

Uloha 7.11 Vytvorte zodpovedajuci kryptosystém RABIN pre prvocisla 13 a 17.
Urcite kryptotext k otvorenému textu 100. Najdite vSetky y z {1,2,...,13-17} s
vlastnostou

y? mod 13 - 17 = kryptotext

Pretoze nechceme ist hlbsie do teodrie Cisiel, nepokuSame sa ani ukéazat, ako
vie prijemca, vdaka svojmu tajomstvu - rozkladu ¢isla n - efektivne vypoci-
tat otvoreny text. Je ale dolezité povedat, ze nemame matematické dokazy
o tom, ze predkladani kandidati na jednosmerné funkcie st naozaj jednos-
merné funkcie. Stvisi to s nAm uz zndmym problémom, Ze nie sme schopni
dokazat dolné odhady zlozitosti konkrétnych problémov. A tak si vSetky
systémy s verejnym kltcom zaloZené len na skusenosti, ze sa doteraz niko-
mu nepodarilo nijst efektivny algoritmus na vypocet inverznej funkcie f=!,
teda ani na deSifrovanie. Pre predstaveny kryptosystém RABIN vieme, Ze
jeho prelomenie je rovnako tazké ako rozklad daného ¢isla na prvocinitele.
Presnejsie sformulované, ked vieme efektivne prelomit kryptosystém RABIN,
vieme aj efektivne rozkladat na prvocisla. A aj naopak plati, ze ak existuje
efektivny sposob rozkladu na prvocinitele, potom je mozné RABIN efektivne
prelomit. Vol'ba velkosti prvocisiel p a ¢ v kryptosystéme RABIN s niekol'ko
sto desiatkovymi ciframi je potvrdend praxou, lebo ani najlepSie algoritmy
na rozklad na prvocinitele beziace na najrychlejSich sucasnych pocitacoch
nevypocitaju p a g pre zadané n = p - ¢ ani za miliardy rokov. Preto sa ich
velkost zvacSuje ako sa zvySuje rychlost pocitacov.

V ¢om st prednosti systémov s verejnym kIi¢om? Pokusime sa o zhrnutie:

(i) Mame iba jedno tajomstvo, ktoré je u prijemcu. Nemusi sa ol s nikym
delit, a preto sa ho nemoze ani nik od niekoho iného dozvediet. Pri-
jemca si ho moze sam vytvorit.

(ii) Sposob Sifrovania sa uverejni. To je jedina komunikacia pred pouzitim
kryptosystému s verejnym kli¢om a tato komunikacia nevyzaduje Sifrovanie.
Po zverejneni spdsobu Sifrovania moze prijemcovi poslat hocikto Sifrovani
spravu.

Okrem uvedenych dvoch hlavnych vyhod kryptosystémov s verejnym klti¢om
mozeme objavit vela dalsich vyhod, ked ich chceme pouzit na bezpeéni ko-
munikaciu tam, kde sa nedaji pouzit symetrické kryptosystémy. Na ilustra-
ciu ukdzeme jednoduchy komunikaény protokol pre digitalny (elektronicky)
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podpis. Po pravnej stranke je vlastnoru¢ny podpis druh zaruky pravosti. V
digitalnej komunikacii (napriklad pri elektronickom prevode penazi) nemozeme
poskytnut vlastnoru¢ny podpis. Okrem toho by sme chceli, aby bol podpis
voci falSovaniu bezpecnejsi ako vlastnoruc¢ny podpis.

Sformulujme presne nase poziadavky na komunika¢ny protokol, ktory chceme
vytvorit. Zékaznik Z chce banke B preukazat zaruku pravosti prevodného
prikazu z jeho uctu, alebo podpisat nejaky iny dokument. Pritom pozadu-
jeme nasledujtce:

(i) Banka B musi byt presved¢ena o pravosti podpisu Z. Aj B, aj Z musia
byt chraneni pred tretou stranou (fal3ovatelom), ktora sa chce pred B
vydavat za Z.

(ii) Z musi byt uchraneny pred takymi aktivitami B, pri ktorych B tvrdi, ze
mé dokument podpisany Z, hoci Z ho nepodpisal (B sa nesmie naudit
falsovat podpis Z)

(iii) V pripade, ze Z podpisal dokument u, ma B moznost presved¢it ho-
cikoho tretieho, ze dokument u naozaj podpisal Z.

Poziadavku (i) dokdZzeme splnit aj symetrickym kryptosystémom. Ale ziaden
symetricky kryptosystém nemoze zarucit suc¢asné splnenie podmienok (i) a

(ii).

Uloha 7.12 Vytvorte komunikaény protokol pre digitalny podpis, zalozeny na kla-
sickom kryptosystéme, ktory zaruci splnenie poziadavky (i).

AR

Vlastnost (ii) dokdzeme splnit fazsie nez (i), lebo na prvy pohlad sa javi
proti naSej intuicii.

Na jednej strane, podmienka (i), by sa B mala presved¢it o pravosti
podpisu Z, teda ocakdvame, Ze bude vediet nieco o spdsobe pod-
pisovania, aby mohla podpis overit. Na druhej strane, podmienka
(ii), B nesmie o tom, ako sa Z podpisuje, vediet privela, aby ho
nevedela napodobnit.

Napriek tomu vytvorime na zéklade konceptu verejného kl'i¢a protokol splita-
juci vSetky tri poziadavky (i), (ii) a (iii).

Vytvorenie protokolu

Zéakaznik Z ma kryptosystém s verejnym kltc¢om, pri¢om jeho verejna Sifrova-
cia funkcia je Sify, a tajna desifrovacia funkcia Desy. Kryptosystém je komu-
tativny, teda pre Tubovolny otvoreny text plati
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Des (Sifz (otvoreny text)) = otvoreny text = Sify(Desy(otvoreny text))

To znamend, Ze moZeme nielen najprv pouzit na Sifrovanie Sifz(otvoreny
text) a potom na deSifrovanie Desy(Sifz(otvoreny text)), ale na Sifrovanie
mozeme pouzif najprv aj Desy(otvoreny text) a potom na desifrovanie

Sify(Dey (otvoreny text)) — otvoreny text.
Banka pozna verejnu Sifrovaciu funkciu Sify.
Komunikaé¢ny protokol
Vstup: Dokument u, ktory méa Z podpisat.
Postup:

1. Z vezme dokument u a vypocita DeSz(u). Potom Z posle banke B
dvojicu

(u, Desy(u))

2. Pouzitim verejnej sifrovacej funkcie Sif; na prijaty podpisany dokument
Desyz(u) banka B vypocita Sifz(Desz(u)) a porovnanim

u = Sif(Des (u))
overi pravost podpisu.
Splnenie podmienok korektnosti

(1) Nik iny okrem Z nevie efektivne vypocitat spravu Desyz(u) (podpisany
dokument u). Takze B je presvedéeny o pravosti podpisaného doku-
mentu.

(ii) To Ze B pozna u a Desz(u) jej nepomoze podpisat iny dokument v ako
Desz(u'), lebo B nevie efektivne vypocitat funkciu Desy.

(iii) Vdaka tomu, Ze sposob Sifrovania Sif; je verejne znamy, moze banka
B hocikomu, kto mé o to zaujem, ukazat dvojicu (u,DeSz(u)) a ten si
moze overit platnost podpisu vykonanim vypoctu

Sify(Dedy (1)) = u

Toto elegantné rieSenie problému digitalneho podpisu moéze posobit ozaj mag-
icky. No to je iba zaciatok mnohych dalsich zazra¢nych protokolov, ktoré
neocakavane rieSia rozne komunikacné tlohy. Odévodnenie ich spravnosti
vyzaduje hlbsie vedomosti z algebry, teorie cisiel a algoritmiky, preto sa
musime, zial, zriect ich prezentacie. Su to jedny z najkrajsich prikladov
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vysokej a fascinujucej uzito¢nosti ,suchych® vysledkov matematiky, ktorym
sa Casto v naSom Skolstve bohuZial nevenuje patri¢na pozornost.

Uloha 7.13 V predstavenom protokole sa neudrziava dokument v v tajnosti, lebo
sa prenaSa nesifrovany. Kazdy, kto naciva komunikécii, sa moze dozvediet, ¢o je v
u. Zmenme teraz poziadavku (iii) takto:

(iii’) Nik treti, kto nattva komunikicii medzi B a Z, nesmie zistit obsah pod-
pisaného dokumentu.

Navrhnite komunikacny protokol, ktory splita vietky tri poziadavky (i), (ii) aj (iii’).

Uloha 7.14 (tvrdy oriefok) Viimnime si problém autentifikdcie. Tu netre-
ba podpisovat ziaden dokument, ale musime presved¢it niekoho o nasej identite.
Poziadavky na protokol pre autentifikdciu st nasledujuce:

(') rovnaka ako (i), v zmysle, ze B sa presvedéila o identite Z.
(i) Z musi byt chréaneny, pred aktivitami, v ktorych by B chcela pred niekym
tretim vystupovat ako Z.

Predstaveny protokol nie je vhodny na autentifikiciu. B sa pocas digitalnej komu-
nikacie dozvie podpis? (u, De$z(u)) a v komunikécii s tretim sa nim moéze preuka-
zovat ako Z. Navrhnite komunika¢ny protokol, ktory spliia (i') a (ii’).

Cast o kryptosystémoch s verejnym kli¢om zakonc¢ime niekol’kymi poznamka-
mi. Ked sa teraz niekomu vidi, Ze kryptosystémy s verejnym klIi¢om su len
pre jednostranu komunikiciu mnohych odosielatelov jedinému prijemcovi,
neuvedomuje si eSte vSetky moznosti. Moze komunikovat kazdy s kazdym.
Kazdy, kto chce komunikovat si vygeneruje svoje vlastné tajomstvo (napr.
p a q) a zverejni vo verejnom telefonnom zozname zodpovedajucu Sifrovaciu
funkciu (napr. n = p-q). Ak chceme niekomu sikromne napisat, pouzi-
jeme na zaSifrovanie otvoreného textu prislusna verejnu Sifrovaciu funkciu
prijemcu.

Kryptosystémy s verejnym kIi¢om nepredcia vo vSetkych parametroch sy-
metrické kryptosystémy. Klasické kryptosystémy, akym je DES, maji jednu
podstatnu vyhodu, Ze st vdaka hardvérovej realizacii ¢asto stovky krat rych-
lejsie ako kryptosystémy s verejnym kli¢om. To sa pri velkych objemoch dat
uz vyznamne prejavi. V praxi to vedie k tomu, ze kryptosystém s verejnym
kli¢om sa pouZije iba na vymenu kltc¢a pre symetricky kryptosystém, ktory
sa vyuziva pri dalsej komunikacii'® na prenos vetkych ostatnych tdajov.

Ipreukaz
10t znamen4a na vicsinu komunikacie.
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7.7 Milniky naSich objavov - cesta krajinou
zazrakov kryptografie

Kryptografia sa zaoberd tvorbou kryptosystémov umoziujicich bezpecni
vymenu tajnych informécii. Poévodne sa pestovala kryptografia ako ume-
nie vytvarania tajnych pisiem. Komunikujici (odosielatel a prijemca) a ich
protivnici (kryptoanalytici) hrali navzajom duchaplnt hru. Jedna strana
vymyslela Sifrovanie zalozené na roznych trikoch a druhé strana sa ich snazi-
la n4ajst a odhalif a prelomit tym dany kryptosystém. Pojem bezpecnosti sa
pri tejto hre vtipnych napadov nedal vobec sformulovat.

Auguste Kerckhoffs vypracoval prvé poziadavky na bezpecnost kryptosys-
tému zaloZené na tom, Ze spolahlivost kryptosystému zavisi len na utajeni
kl'i¢a (a nie na utajeni sposobu $ifrovania). To viedlo sprvu k predstave, ze
na zarucenie bezpecnosti je nevyhnutny a postacujici velky pocet klacov.
Je to dost zrejma poziadavka, ale rychlo sa ukazalo, ze bezpecnost kryptosys-
tému nezaruc¢i ani velky pocet kltacov.

Na fundovani definiciu bezpecnosti sme museli ¢akat az pokym sa neza-
¢ali vytvarat pojmy v informatike akymi st algoritmus, vypoctova zlozitost
a tym aj efektivna (praktickd) rieSitelnost. Potom informatika definovala
bezpecnost kryptosystému ako neexistenciu efektivneho algoritmu, ktory by
umoznil desifrovat spravu bez toho, aby poznal klIa¢. Od tohto okamihu sa
zacinaju moderné dejiny kryptologie ako vednej discipliny na hranici infor-
matiky, matematiky a ¢oraz viac aj fyziky!!l.

Klasické kryptosystémy sa vyznacuja tym, ze kI'a¢ urcuje sposob Sifrovania a
rovnako aj sposob deSifrovania, tym predstavuje spolo¢né tajomstvo prijem-
cu a odosielatela. Hlavnym problémom je zhodnut sa na jednom spolo¢nom
kIac¢i skor ako méame k dispozicii bezpecény kryptosystém. Ukéazali sme si,
7e vieme vytvorit komunika¢ny protokol, na vymenu kluca, ktory je ale
bezpec¢ny len voci pasivnemu protivnikovi. Tajomstvo sa prezradi v pripade,
ked sa protivnik vie zapojit do komunikac¢nej linky a vydavat sa za prijemcu.

Vychodisko z tejto situacie prinieslo skonStruovanie kryptosystému s vere-
jnym kltac¢om. Hlavna myslienka vychadza z teorie zlozitosti a takzvanych
jednosmernych funkcii. Jednosmerna funkcia sa da efektivne vypocitat, ale
zodpovedajica inverzné funkcia nie, pokial neméame nejakia dodatoéni ve-
domost (a td méa ako jediny iba prijemca). Tajna dodatoéné vedomost hra

Hkvoli kvantovym efektom pouzivanym v kryptografii. Viac o tejto téme prezentujeme v
kapitole 9.
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podobnu tdlohu ako svedkovia pri vytvarani efektivnych randomizovanych
algoritmov. Samotna jednosmerna funkcia je zverejnend a pouziva sa na
Sifrovanie dokumentov. Tajnu vedomost ma len prijemca, ktory s jej vyuzitim
vie pomocou inverznej funkcie efektivne desifrovat kryptotexty.

Pretoze je tazké dokazat dolny odhad vypoctovej zlozitosti konkrétnych al-
goritmickych tloh, nik zatial matematicky nedokazal, ze nejaka konkrétna
funkcia je jednosmerna. VyskuSani a v praxi pouzivani kandidati na jed-
nosmerné funkcie st nasobenie, ktorého inverzna funkcia je faktorizacia a
umociiovanie (na druhi) modulo prirodzené ¢islo n, ktorého inverzna funk-
cia je pocitanie zodpovedajicej modularnej odmocniny.

Vdaka kryptosystémom s verejnym kltic¢om su tu dnesné aplikacie v oblasti e-
komercie, ktoré by so symetrickym sposobom Sifrovania neboli mozné. Dalsi
vyvoj sa ubera smerom k elektronickym volbam a mnohym inym aplikaciam.

Koncept kryptosystémov bol prvy raz predstaveny v roku 1976 dvojicou
Diffie a Hellman [DH76]|. Najrozsirenejsi systém je RSA kryptosystém, ktory
vymysleli v roku 1978 Rivest, Shamir a Adleman [RSAT78|. Podobne ako
v mnohych inych pripadoch trvalo priblizne 20 rokov, kym sa tento neu-
veritelny poznatok zékladného vyskumu dockal Sirokého komercéného vyuzi-
tia.

Ako tuvod do kryptografie doporuc¢ujeme knihy |Beu02a, Beu02b|. Zaujem-
com o hlbsie vedomosti doporu¢ujeme knihy Salomaa [Sal96|, Delfs und
Knebl [DK02] a [Hro04c].

Navody na rieSenie vybranych tuloh

Uloha 7.5
a) Mame:
00110011
1 00101101
11100001
1 00101101
00110011

b) Tento sposob funguje, pretoze plati
(alc)lec=a

a teda dvojnasobnou aplikaciou kIuc¢a na otvoreny text dostaneme opat ten
isty otvoreny text.
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c¢) Vysledok operécie L je vidy obratenim vysledku operacie @. Ked plati a @
b =1, potom plati @ L b = 0 a v pripade, Ze plati a & b = 0, plati aj, ze
alb=1

Uloha 7.6 Osoba A vygeneruje nahodne postupnost bitov ajas . ..a,. Zasifruje
otvoreny text kiks ...k, vypocCitanim

ki...k,®ay...ap, =didy...d,.

Potom A znova vygeneruje n bitov bibs . ..b, a vypocita

a1ag ... ay
@ biby...b,
C1C2...Cp

Potom A posle kI'a¢ bibs ... b, a kryptotext dids ...d, osobe B a kIac¢ cicy...cy
a kryptotext dids...d, osobe C. Pretoze je postupnost bitov b1bs...b, zvolena
ndhodne, ani B ani C' nemé6zu ur¢it kIa¢ aias...a,, s ktorym bol zagifrovany
otvoreny text kiks...k,. Bez toho aby poznali kI'a¢ ajas...a, nie je mozné
desifrovat kryptotext dids...d,. Ak ale B a C vzajomne spolupracuji, dokizu
kIa¢ aqas ... a, vypocitat nasledovne

biba...by
® cico...cp
a1a2 ... 0ap

Ked maja povodny kI'G¢ aqas...a,, vedia spocéitat otvoreny text kikso,...k, =
dids...d, D aras...a,.
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Vedecké objavy sa robia takto:
Vgetci vedia, ze sa nie¢o nedé urobit.
Potom pride niekto, kto to nevie
a objavi to.
Albert Einstein

Kapitola 8

Pocitanie s DNA molekulami, alebo
biopocitacova technologia na obzore

8.1 Ako to bolo doteraz

Mnohé science fiction roméany sa zac¢inajiu zmesou obsahujicou biologické a
elektronické prisady alebo spéajaji l'udsky mozog s poc¢itacovymi komponent-
mi a na konci je z toho inteligentny biorobot. Téma tejto kapitoly je vzdialend
od takychto utopickych predstav a nerealistickych proroctiev niektorych ved-
cov v oblasti umelej inteligencie zo Sestdesiatych rokov. Predstavime uz
existujicu technologiu biopocitacov, ktora nie je len hypoteticka. Ci sa ona
presadi v praxi zavisi od toho sko pokroc¢iv dalsi rozvoj biochemickych metod
na vyskum DNA sekvencii.

Ako takéto biopocitace vyzeraju? Ako sme sa dostali k realistickej biologickej
pocitacovej technologii? Naga sktisenost s poc¢itacmi za poslednych péatdesiat
rokov ukazuje, ze su kazdé dva roky dvakrat mensie a sticasne dvakrat rychle-
jsie ako predtym. Exponencialne zlepSenie v ¢ase. Takto to nemoze pokréovat
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obr. 8.2

donekonecna, elektronické technologie ¢oskoro dosiahnu hranice miniaturiza-
cie, ¢im sa definitivne skon¢i rychly rast vykonu pocitacov. Fyzikalne hranice
vykonu pocitacov sa spocitali uz velmi davno, a uz v roku 1959 sa znamy
fyzik Richard Feyman pytal ,Ako to pojde dalej? Mozeme miniaturizovat
tym, ze realizujeme vypoc¢tové procesy na trovni molekul a ¢astic? Vysled-
kami tychto uvah si DNA-pocita¢ a kvantovy pocita¢, ktoré predstavime v
tejto a nasledujucej kapitole.

Teraz rozumieme, ze potreba miniaturizacie a s iou spojeny narast vykonu
viedol k zelaniu pocitat na drovni molekil a atomov. Je ale toto zelanie
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realizovatelné? Nie je to neprirodzena myslienka? Mame nutit molekuly
robit nieco, na ¢o vobec neboli uré¢ené? Prv ako odpovieme na tieto otazky,
zamyslime sa nad tym co je prirodzené, a ¢o neprirodzené. V nasom umelom
svete matematickych modelov skutoc¢nosti pracujeme so symbolmi. Vsetky
Cisla, alebo iné udaje st zapisané ako texty, teda postupnosti symbolov. Uz
sme sa naucili, ze pracu pocitaca si mézeme vo vSeobecnosti predstavit ako
transformovanie vstupnych textov (idajov) na vystupné texty (udaje).

Ako je to s DNA sekvenciami? Vieme, ze st nositelmi biologickych informécii
a ze vsetky procesy v zivych organizmoch st riadené informéciami ulozeny-
mi v DNA sekvenciach. V stcasnosti rozumieme len malému zlomku tohto
riadenia, ale vobec nepochybujeme, Ze na biologické procesy mozeme nazerat
aj ako na spracovavanie informécii. Napriek tomu nie sme dostato¢ne daleko
v chapani tychto procesov, aby sme ich vedeli vyuzit na pocitanie. Hlavna
myslienka DNA pocitaca je ovela jednoduchsia. DNA sekvencie si mozeme
predstavit ako texty zostavené z pismen A, C,G a T. Styri pismend predstavuji
bazy Adenin (A), Cytosin (C), Guanin (G) a Thymin (T), z ktorych je zlozeny
DNA kod. Typicky sa DNA vyskytuje ako molekula v tvare dvojitého retaz-
ca (obr. 8.1 a obr. 8.2), pri¢om vézby vznikaju len medzi A a T a medzi G a C.
Chemickeé vizby A — T a G — C st podstatne slab$ie nez ostatné vizby v retaz-
ci na obr. 8.1. Dolezité je, ze do urcitej miery vieme regulovat molekular-
nu stabilitu DNA. Nage udaje si mozeme predstavit ako texty zlozené so
symbolov A,C,G a T a zo zodpovedajucej symbolickej DNA sekvencie k nim
vytvorit fyzicka reprezenticiu. S idajmi reprezentovanymi tymto sposobom
mozeme vykonavat v reagenc¢nych nadobach v laboratériu biochemické op-
eracie, ktorymi DNA sekvencie menime. Vytvorené DNA sekvencie na konci
precitame a interpretujeme ako vysledok.

Na pocudovanie sa da matematicky dokazat, ze takéto DNA pocitace si
schopné urobit presne to isté ako klasické elektronické pocitace. To znamena,
ze naSe chéapanie algoritmickej riesitelnosti sa ani trochu nespochybnilo. Co
dokazeme vyriesit algoritmicky (automaticky na pocitaci), to vieme urobit
aj s DNA algoritmami a plati to aj opacne.

Co méme z toho ked namiesto elektronického pocitaca pouzijeme DNA poci-
tac? Kvapka vody obsahuje 10'° molekil. Ked mame v reagen¢nej miske 102!
DNA sekvencii, vietky operacie sa vykonaju sucasne (paralelne) na vSetkych
10%! molekulach. Na beznom poécitaci nikdy nevykonate sticasne operaciu s
10%! idajmi. Tadial vedie cesta k d'alsiemu Zelanému urychleniu vypocétovych
Procesov.

Preto sme dnes azda na zaciatku produktivnej konkurencie dvoch réznych
pocitacovych technologii. Téato predstava je zobrazend obrazkoch (obr. 8.3,
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obr. 8.3

obr. 8.4

obr. 8.4 a obr. 8.5) v knihe ,DNA-Computing, ktort napisali Paun, Rozen-
berg a Salomaa. Na obr. 8.3 vidime dnes vedicu a najrozSirenejSiu tech-
nologiu klasickych elektronickych pocitacov. Obr. 8.4 predstavuje DNA-
Computing, pri ktorom sa vykonavaji biochemické operacie v reagen¢nych
nadobach v laboratoriu. Co vznikne z tejto konkurencie? Mozno rozum-
nd zmes elektroniky a biomasy. Namiesto toho, aby sa chemické operacie
vykonévali ru¢ne, moze ich realizovat elektronicky robot ako na obr. 8.5.

V tejto kapitole ukazeme v odseku 8.2 zoznam realizovatelnych biochemic-
kych operéacii, ktoré postac¢uju na to, aby sme mohli vykonat I'ubovolny



8.2 AKO ZMENIME LABORATORIUM NA BIOPOCITAC 237

obr. 8.5

vypocet. Potom prezentujeme znamy experiment Adlemana', ktory ako prvy
vytvoril ,biopocitac” a vo svojom laboratoriu na hom na zaciatku devitdesi-
atych rokov vyriesil konkrétny pripad optimalizacnej tlohy obchodného ces-
tujiceho. Nakoniec vSetko zhrnieme a prediskutujeme silné a slabé stranky
technologie DNA pocitac¢ov a objasnime, za akych predpokladov ich moze
cakat uspesnéa buducnost.

8.2 Ako sa da premenit laboratorium na
biopocitac

Pri vareni podla receptu a pri modelovani poc¢itac¢a sme sa v druhej kapitole
naudili, ze ked sa chceme dohodnut na pojmoch ,pocitac a ,algoritmus®,
musime zafixovat sposob reprezentovania a paméitania si udajov a tiez urc¢it
zoznam operacii s udajmi, pri ktorych nemame pochybnosti ako ich vykonat.

V modeli DNA pocitaca st idaje DNA sekvencie ako molekuly v tvare dvo-
jitého retazca. Tieto dvojretazcové molekuly su fyzickym nosi¢om informa-
cie. Samotné DNA molekuly mo6zeme ulozit v reagen¢nych nadobach. K
dispozicii mame kone¢ny pocet reagenc¢nych nadob.

Aby sme mohli s obsahmi reagen¢nych nadob vykonat operédcie, mozeme
pouzivat rozne pristroje a potrebné predmety. Neméame v tmysle podat

!'Viimnite si, Ze je to ten isty Adleman, ktory je jednym z troch vynalezcov zndmeho RSA
kryptosystému.
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TTCGGATG —>

<— AAGCCTAC

obr. 8.6

detailné vysvetlenie, ako a preco sa daji vykonat prislusné biochemické
operacie, pretoze nepredpokladame rozsiahle predchadzajice vedomosti z
molekularnej biologie. Na druhej strane chceme sprostredkovat aspon pred-
stavu o tom, z akych dovodov si mozné urcité chemické operacie. Preto si
stru¢ne zopakujeme niektoré zakladné vedomosti z biologie?.

James D. Watson a Francis H. C. Crick v roku 1953 objavili, ze DNA moleku-
la ma Struktiru v tvare dvojitej zavitnice (obr. 8.1, obr. 8.2). Nobelova cena,
ktora za to dostali, je len malym potvrdenim skutoc¢nosti, Zze to bol jeden z
najvyznamnejsich objavov dvadsiateho storocia. Fakt, ze sa navzajom mozu
spajat len bazy G s C a A s T, nazyvame Watson-Crickova komplemen-

tarnost. Idealizovana predstava® DNA molekuly je dvojity retazec na obr.
8.6.

Uloha 8.1 Nakreslite alebo dopliite kresbu molekal DNA, ktorych vrchné retazce
st AACGTAT, GCCACTA a AACG.

Vizby v retazci
TTCGGATG

su priblizne desatkrat silnejsie nez chemické vazby medzi nukleotidmi A---T
a G---C. Refazce
TTCGGATG

AAGCCTAC

v dvojitom refazci (obr. 8.6) maju svoj smer, Vrchny ide zlava doprava a
spodny ide zprava dolava. Smer dostaneme, ked ocislujeme atomy uhlika v
cukre (Z na obr. 8.1), ktoré vytvaraju vizby s fosfatovymi zvyskami (P na
obr. 8.1) a s bazou (jednou z baz A,T,C alebo G na obr. 8.1). Je presne
5 uhlikovych atémov na jeden nukleotid! a zjednodu$ene mozeme situaciu
znéazornit ako na obr. 8.7.

2Podrobné predstavenie pre nebiol6gov mozeme najst v [BB03, PRS05].

3Molekuly DNA maja zlozitti trojrozmerni $truktdru, ktora je podstatnd z hladiska ich
funkénosti.

4Nukleotid sa sklada z fosfatového zvysku, jedného cukru a jednej zo $tyroch béaz 4, C, G, T.
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fosfatovy zvysok
nalavo od Z/——C H,

na Obr. 8.1 5 \ fosfatovy zvysok
C C vpravo od Z

na Obr. 8.1

/N
o

béza

(A,C,G.T)

obr. 8.7

Na obr. 8.7 je znézornena molekula cukru (Z na obr. 8.1). P&t atomov
uhlika C' je ocislovanych 1,2/, 3’ 4" az 5. Atom 1’ sa stard o vizbu k béaze.
Atém uhlika 3’ zodpovedé za véazbu na fosfatovy zvySok v refazci vpravo a
uhlikovy atom 5 tvori viizbu s fosfatovym zvyskom v refazci vlavo. Preto sa
smer zlava doprava oznacuje v biologii ako smer 5 — 3'.

Pre nés je teraz dolezité vedief len to, Ze zvySenim energie (napr. ohri-
atim) mozeme dosiahnut rozpad vézieb medzi bazami A --- T a C --- G,
ktoré st podstatne slabsie nez vizby v ramci jednotlivych retazcov. Tak
vieme rozdelit dvojretazcovit DNA molekulu na dve samostatné jednoretaz-
cové DNA molekuly. Za ,vhodnych®“ podmienok sa méze z dvoch samostat-
nych retazcov znova vytvorit jedna dvojretazcova molekula, ale iba, ked su
postupnosti baz Watson-Crick komplementérne.

Dalsou dolezitou vlastnostou molekuly DNA je, ze mé zaporny naboj, ktorého
velkost je priamo umerna dlzke molekuly.

Teraz uz vieme dost na to, aby sme si mohli predstavit niektoré zaklad-
né chemické operacie s obsahmi reagenc¢nych misiek. 7 tychto operacii po-
tom mozeme zostavovat DNA-programy. Oznac¢me si reagen¢né nadoby ako
Rl, Rg, Rg atd’.5

(i) Union(R;, R;, Ry)
Obsahy reagencnych nadob R; a R; daj
do reagen¢nej nadoby Rj.

®Podobne ako registre v pocitadi.



240 KAPITOLA 8

(ii) Amplify(R;)
Znasob polet DNA-postupnosti v R;.

Tieto operacie su zalozené na Watson-Crickovej komplementarnosti a
nazyvaji sa polymerazova retazova reakcia. Tato metoda sposobila
revoliciu v molekularnej biolégii a Kary Mullis, ktory ju v roku 1985
objavil, dostal za tento objav Nobelovu cenu. Dvojité DNA molekuly sa
zahrievaji pokym sa nerozpoja vizby medzi bazami. Tym dostaneme
z dvojitého retazca dva jednoduché, bez toho, aby sa tieto porusili.
Tato faza sa nazyva denaturovanie. Potom sa do vzniknutej ,DNA
polievky* pridaja® jednotlivé nukleotidy a vsetko sa ochladi. Pritom
sa nukleotidy naviazu na zodpovedajice komplementarne bazy jed-
notlivych jednoduchych refazcov a znovu sa vytvoria identické dvo-
jretazcové DNA-molekuly, ¢im sa ich pocet zdvojnésobi. Cely proces
sa niekol'kokrat opakuje.

(iii) Empty?(R;)
Testuj, ¢i R; obsahuje aspoii jednu DNA-molekulu
alebo vdbec nic.

(iv) Length-Separate(R;,[) pre [ € N.
Tato operacia odstrani z R; vSetky DNA-sekvencie,
ktoré nemaji diZku presne [ baz

Pri tychto operaciach sa vyuziva technika gélovej elektroforézy. Vieme,
ze ked umiestnime DNA-molekuly do elektrického pola, budua sa vda-
ka ich zapornému naboju premiestiiovat smerom ku kladnej elektrode.
Velkost molekuly ju brzdi a znizuje jej rychlost. Zarovén ¢im ma
molekula vacsi naboj, tym rychlejSie sa pohybuje. Vacsie molekuly
maji vacsi naboj. Vysledkom je, Ze sa brzdiaci a zrychlujiaci faktor
navzajom zrusia a vSetky molekuly sa pohybuju ku kladnej elektrode
rovnakou rychlostou. Preto pridame do pola gél, ktory dodato¢ne znizi
rychlost pohybu vi¢sich molekul (dlhsich DNA-sekvencii). Dosledkom
toho sa kratsie DNA-molekuly pohybuju rychlejsie ako dlhé (obr. 8.8).
Da sa vypocitat rychlost jednotlivych DNA-molekil v zavislosti od ich
dlzky. Ked dosiahne prva (najkratia) molekula kladni elektrodu, elek-
trické pole sa vypne a podla dlzok prejdenych drah sa dajua urcit dlzky
DNA retazcov. Kedze DNA-molekuly st bezfarebné, aby sme mohli
cely proces sledovat, mozeme ich oznacit fluorescenénymi farbami.

(v) Concatenate(R;)

6Toto je znatne zjednodugend predstava dalsich faz polymerazovej refazovej reakcie nazy-
vajucich sa ,Priming* a ,Extension“. Podrobnejsie informécie mozno néajst v [PRS05].
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dlhé retazce

kratke retazce

obr. 8.8

DNA-sekvencie v R; sa mdZu nadhodne spajat’ do dlhsich,
dlhSie DNA-sekvencie vznikajld tym, Ze sa kratS8ie zapoja
za seba.

(vi) Separate(R;,w) pre reagen¢nii nadobu R; a DNA sekvenciu w.
Operaciou sa odstrania z R; vSetky DNA-molekuly,
ktoré v sebe neobsahuju sekvenciu w.

Napriklad w = ATTC je ¢astou x = AATTCGATC, lebo sa v celku vyskytu-
je v z. Vykonanie takejto operacie vyzaduje trochu viac ndmahy. Na-
jprv mozeme vsetky dvojité retazce zahriatim rozpojit na jednoduché.
Potom pridat mnoho kopii DNA sekvencii komplementarnych k w a
mierne vSetko ochladit. Napriklad k refazcu w = ATTC je komplemen-
tarny retazec TAAG. Sekvencie komplementarne k w sa naviazu na zod-
povedajuce Casti w jednoduchych retazcov. Jednoduché retazce, ktoré
neobsahuji w, sa nedoplnia a ostanui jednoduché. Potom vsetko pre-
filtrujeme cez filter prepustajici len jednoduché retazce. To, ¢o ostane,
su retazce ako

AATTCGATC
TAAG

presnejsie vysvetlenie je v ¢asti 8.3
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kde nie st uz jednoduché refazce, ale ani kompletné dvojité refazce.
No pridanim jednotlivych nukleotidov moézeme uplny dvojity retazec
opat reprodukovat.

(vii) Separate-Prefix(R;, w) pre R; a DNA-sekvenciu w.
Odstranime vSetky DNA-molekuly, ktoré sa neza&inajua® na w.

(viii) Separate-Suffix(R;,u) pre R; a DNA-postupnost.

Odstran vSetky DNA-molekuly, ktoré sa nekonia na u.

Uloha 8.2 Nech reagenéna nadoba R obsahuje ATTGCCATGCC, ATATCAGCT, TTGCACGG,
AACT, AGCATGCT.

Ktoré DNA-molekuly zostant po vykonani nasledujicich operécii?

a) Length-Separate (R, 7)
b) Separate (R, TTGC)

c) Separate-Prefix (R, TTGC)
d) Separate-Suffix (R, GCT)

Uloha 8.3 Chcete vykonat operaciu Separate( R, AACT). Ktoré DNA-retazce musite
po zahriati pridat k R, aby ste mohli nasledujucou filtraciou oddelit nevhodné
jednoduché retazce.

Z uvedenych 8 operacii sa uz dé vytvorit DNA pocitac¢, ktory vie robit to
isté ako PC. Ako sa to dé, ukdzeme v nasledujicom odseku.

8.3 Adlemanov experiment alebo biohl'adanie
cesty

V casti 8.2 sme tvrdili, Ze s tam uvedenymi biochemickymi operaciami vieme
urobit v8etko, ¢o sme schopni vykonat aj na klasickom pocitaci. Nechceme
tu robit matematicky dokaz, ale je najvyssi ¢as uviest aspon priklad ako DNA
pocitac vie vyriesit algoritmicky problém. Vsimneme si problém Hamiltonovej
cesty v orientovanom grafe (v literatire sa oznacuje ako HPP) a povieme
si, ako Adleman v chemickom laboratoriu tspesne vyriesil pripad problému
HPP. Adlemanov experiment sa ukazal ako velmi podnetny a mnohé Spickové
univerzity realizuju vyskumné projekty, v ktorych sa usiluju vyvijat DNA
technologiu na rieSenie tazkych problémov.

8Tu sa zriekneme podrobnejgej predstavy ako sa to uskuto¢iuje.
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obr. 8.9

Pripad HPP problému zadame prostrednictvom cestnej siete (alebo siete
leteckych liniek). Mesta (alebo krizovatky) st znazornené (obr. 8.9) ako
vrcholy a spojenia medzi mestami ako rovné Ciary. Ked sa ¢iary pretinaju
mimo mesta, nema to pre nas vyznam (rovnako ako pri leteckych linkéach)
pretoze sa nemozeme z jednej dostat na druhd. Spojnice st jednosmerné.
Ked pouzijeme spojnicu Lin(sq, $2) z s1 do sy, dostaneme sa nevyhnutne do
so. Dalsia cast pripadust mené dvoch roznych miest s; a s;. HPP problém
je rozhodovaci problém a otéazka je, ¢i je mozné zacat v s;, prejst prave raz
kazdym mestom v sieti a skoncit v s;. Takdto cesta sa nazyva Hamiltonova
cesta z s; do s;.

Znéazornime si to na konkrétnom pripade problému. Pripadom je siet na obr.
8.9, start je v s1 a ciel v s5. RieSenim je napriklad

S1 — S9 — 83 — S4 — S5

(Hamiltonova cesta z s; do ss), lebo kazdé mesto sme navstivili prave raz
a navstivili sme vSetky mesta v sieti. Na prejdenie cesty potrebujeme Styri
spojnice Lin(sy, so), Lin(ss, s3), Lin(ss, s4) a Lin(sy, s5), ktoré v sieti aj sku-
tocne si. Takze spravna odpoved pre tito instanciu problému je ,ANO“,

Pre siet na obr. 8.9, Start s, a ciel s; neexistuje Hamiltonova cesta. Spravna
odpoved v tomto pripade musi byt ,NIE“. Spozname to podla toho, Ze ciel
s1 je pristupny len zo Startu s, a to jedinym sposobom. Z s, musime ale
najskor navstivit vSetky ostatné mesta. Ked ale potom chceme ist do s,
musime prejst opit cez so, ¢o ale nie je dovolené, lebo by sme ho navstivili
druhy raz.

Uloha 8.4 Uvazujme siet na obr. 8.10. Existuje Hamiltonova cesta

a) z s1 do s77
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Pavaval

b) z s7 do $17
c) z sq do s3?
d) z s5 do 517

Uloha 8.5 Pre ktoré dvojice miest §tart a ciel existuju Hamiltonové cesty v sieti

a) na obr. 8.9 7
b) na obr. 8.10 ?
c) na obr. 8.11 7

V dalsom budeme nazyvat cesta z s; do s,, Tubovolni postupnost uzlov
S1, S2, ..., Sn, takych, Ze v sieti su spojenia Lin(si,ss), Lin(sq,ss), ...,
Lin(syp—1,s,). Namiesto Lin(s;,s;) budeme skratene pisat e;_;. Teda s1, s7,
s1, S7, 1 alebo s7,sq, S9, S5, 89, S5, Sg, S1, S7 SU cesty, lebo na ceste sa modzu
uzly Tubovolne opakovat.

Adleman uvazoval pripad problému na obr. 8.11 so Startom sg a s cielom sg.
Jeho stratégia bola nasledujica:

Mend miest v sieti zakoduj sekvenciami DNA. Potom umozni,
aby sa mend vzdajomne prepojengch miest mohli spojit za sebou do
DNA sekvencie. PouZi tolko DNA sekvencii pre kaZdé miesto v
steti, Ze pri ndhodne zvolenyjch vzdjomngjch prepojeniach vzniknai
vsetky mozné cesty v sieti. Aplikdciou roznych operdcii Sepa-
rate odstrdan z reagencnej nadoby vsetky cesty, ktoré nepredstavuju
Hamiltonovu cestu z sy do sg.

Prv ako biochemicky uskutoc¢nil tuto stratégiu, vybral pre miesta najprv
,DNA mena“ ako texty z pismen A, C,G,T.

Napriklad nasledujtce sekvencie baz dlzky 20 zvolil ako jednoduché retazce
predstavujice sg, S3 a Sy:

Teraz chceme reprezentovat prepojenie (ulicu) z s; do s; ako také jednoduché
DNA retazce, ze operaciou Concatenate(R) budia moct vzniknaf iba také
dlhsie DNA retazce, ktoré zodpovedaju existujiicej ceste v sieti.
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obr. 8.11
so — TATCGGATCGGTATATCCGA
s3 = GCTATTCGAGCTTAAAGCTA
sy — GGCTAGGTACCAGCATGCTT

Pritom vyuzijeme vlastnosti DNA, ze bazy moézu vytvarat vylu¢ne dvojice A
s T alebo C s G. Pre cestu z e;,; z s; do s;

e rozdelime ich texty (DNA reprezentacie s; a s;) vzdy v strede na dve
polovice;

e vytvorime takzvané doplnky k druhému dielu s; a k prvému dielu s;:
Nahradime A s T, C s G a tiez aj obratene;

e pre ulicu e,; vytvorime text (DNA reprezentaciu) spojenim tychto
dvoch doplnkov.

Vs8imnime si, Ze sme tym urcili aj smer ulice. V naSom priklade to znamena
eo_,3 = CATATAGGCT CGATAAGCTC;
€39 = GAATTTCGAT ATAGCCTAGC;
€34 — GAATTTCGAT CCGATCCATG.

Tym sa jednotlivé refazce pre s, a s3 mozu spojit do jedného retazca pre
es_.3 ako na obr. 8.12.

Uloha 8.6 Nakreslite prepojenie s3 a s4 spojom es_4 analogicky ako je to pre so
a Sz na obr. 8.12.

Uloha 8.7 Predstavme si, ze do siete ulic na obr. 8.11 pridame spojenie es_,4.
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S9 53
N N
s N\ Y
TATCGGATCGGTATATCCGAGCTATTCGAGCTTAAAGCTA
CATATAGGCTCGATAAGCTC
g /
Y
€23
obr. 8.12
sl sl sl sl sl al sl

‘ €1-3 ‘ €3—4 ‘ €41 ‘ €12 ‘ €23 ‘ €3—4 ‘ €4-5 ‘ €52 ‘ €23 ‘

(5] 5] %] & EIR0
o] eral sl ers] o

[ so| saf sa s5] s |

‘ €0—3 ‘ €34 ‘ €45 ‘ €56 ‘

obr. 8.13

Aky musime zobrat pre es_,y retazec? Nakreslite zodpovedajice prepojenie so a
S4.

Ked teraz zoberieme jednoduché refazce ako DNA sekvencie zodpovedajice
tomuto kodovaniu a dame ich za vhodnych podmienok do reagencnej nadoby,
mozu sa spajat do dvojitych retazcov tak, ako je to na obr. 8.13.

Kazdy takyto dvojity refazec opisuje nejaki cestu v cestnej sieti. Aby to celé
bezchybne fungovalo, musime zabezpecit, aby sa zakodovania ciest mohli
predlzovat len sposobom, ako je to v uvedenom priklade. Predovsetkym
musia byt vSetky polovice kodov miest navzajom rozne.

Po tom, ¢o sme mesta a cesty takto zakodovali mozeme zrealizovat Adle-
manovu stratégiu hladania Hamiltonovej cesty nasledujucim DNA algorit-
mom:

1. Daj do reagenc¢nej nadoby 7" DNA kody vsetkych miest a ciest (ako
jednoduché retazce). Pridaj DNA sekvenciu dizky 10, ktora je do-
plnkom k prvej polovici so a DNA sekvenciu dlzky 10, ktora je do-
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plnkom k druhej polovici cielového miesta s,,.

2. Opakuj (2n - log, n)-krat operaciu Amplify(T), aby vzniklo aspoi n*"
kopii z kazdého z tychto DNA retazcov.

3. S Concatenate(T') vytvor velké mnoZstvo dvojretazcovych DNA sekven-
cii, ktoré predstavuju rozne dlhé cesty v cestnej sieti. Tento proces
prebieha ndhodne a velky pocet mien miest ndm zaruci, ze s vysokou
pravdepodobnostou’ vznikne kazd4 zo vetkych moznych ciest, ktorych
dlzka je az n.

4. Aplikuj operaciu Length-Separate(7,1), pricom [ je n nasobok dlzky
kodu jedného mesta. V 1" ostani len kédovania zodpovedajice cestam,
ktoré prechadzaju presne cez n miest.

5. Pouzi Separate-Prefix(T), sg), aby v T ostali len také DNA sekvencie,
ktoré zodpovedaju kodom ciest zaGinajicim sa v so =START.

6. Pouzi Separate-Suffix(7), s,,), aby v T ostali len také DNA sekvencie,
ktoré zodpovedaju kodom ciest konciacim sa v s, =CIEL.

7. Pouzi (n — 2)-krat Separate(T, z) pre kazdé z n — 2 kodovani zvy$nych
miest. Takto v 7' ostanu len tie cesty, ktoré kazdé mesto obsahuju
aspofi raz. {Pretoze vykonanie kroku 4 nam zaruéi, ze v 1" si len ces-
ty prechadzajice presne n mestami, obsahuju tieto cesty kazdé mesto
préave raz.}

8. Preskiimaj obsah T s Empty?(T) a odpovedaj ANO, ak v T ostala
aspon jedna DNA sekvencia. V opa¢nom pripade odpovedaj NIE.

Pouzitim algoritmu na siet na obr.8.11 so Startom sy a ciefom sg dosiahneme,
ze v reagencnej nadobe ostani molekuly dvojitého retazca DNA, predstavu-
juce Hamiltonovu cestu sqg — s1 — S — s3 — sS4 — S5 — Sg. leda potvrdili
sme spravnu odpoved ANO.

Uloha 8.8 Najdite asponn tri rozlicné cesty v sieti z obr. 8.11, ktoré ostant v
reagencnej nddobe po vykonani piatej operdcie z Adlemanovho DNA algoritmu.

Co zostane po vykonani Siestej operacie?

Uloha 8.9 Uvazujeme cestni siet na obr. 8.14:

a) Uvedte (¢o najkratsie) kodovanie (prostrednictvom DNA) miest, také, aby
boli splnené nasledujice podmienky:

9Prirodzene pri tom nahodne vznikni aj cesty dlhsie nez n.
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Start

L4 * Ciel

obr. 8.14

1. Kod kazdého mesta sa odlisuje od kédu Tubovolného iného mesta na-
jmenej na Styroch poziciach.
2. Prvaidruhé polovica kodu kazdého mesta sa odliSuje od prvej aj druhej
polovice kodu T'ubovolného iného mesta.
b) Urc¢ite DNA kody ulic, ktoré sa budu hodit k vasim kédom miest.

Uloha 8.10 Opiste detailne priebeh Adlemanovho algoritmu pre vstup z tlohy 8.9,
pricom uvediete postupnost operdacii s konkrétnymi parametrami (DNA sekvenci-
ami a dlzkami).

Uloha 8.11 Su poziadavky na kodovanie miest uvedené v tlohe 8.9 (a) postacu-
juce na to, aby kazdy vytvoreny dvojity DNA refazec zodpovedal ceste ulicami?
Opodstatnite vasu odpoved.

Vidime, ze Adlemanov algoritmus z pohladu algoritmiky pouziva vel mi jednoduchu
stratégiu. Vyuziva masivny paralelizmus a vytvara vSetky mozné cesty sietou,

ktoré si kandidatmi na riesenie. Potom skusa vytriedit spomedzi kandidatov
hladané riesenie (Hamiltonovu cestu od startu k cielu). Od zaciatku 90-tych
rokov boli vyvinuté mnohé dalsie DNA algoritmy na rieSenie roznych NP-
tazkych problémov a pre malé pripady problémov boli aj v laboratoriu zre-
alizované. Aktualny vyskum sa venuje zvySovaniu spolahlivosti a rychlosti
uskutocnovania biochemickych operacii a tiez vyvoju SikovnejSich algorit-
mickych konceptov pre DNA algoritmy, ako je uplné prehladavanie v8etkych
moznosti.
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8.4 Silné a slabé stranky DNA pocitaca a
vizie za horizont

Silnou strankou DNA technologie je velka miera miniaturizécie, ¢im sa dosahu-
je masivny paralelizmus spracovania tudajov. Aj ked priebeh niektorych

biochemickych operécii trva celé hodiny ¢i dokonca dni, je pocet pri tom

paralelne uskutoc¢nenych operacii taky vysoky, ze by simulacia na hociakom

elektronickom pocitaci trvala roky.

V sucasnosti DNA pocitace eSte nekonkuruji elektronickym, pretoze DNA
technolodgia je len na pociatku. UskutocCnenie operacii trva hodiny a dni a
vysledky nie st spolahlivé. DNA sekvencie vieme ¢itat s 3% chybou, pri
vykonavani operécii dochadza k chybam, zlému nadviazaniu, medzeram pri
nadviazani atd. Slovom nevieme operacie vykonavat dostato¢ne spolahlivo a
presne. Aby sme sa tymto problémom vyhli, vyuzivame takzvani redundan-
ciu. Aby sa zvysila pravdepodobnost spravneho vykonania operécii aspon
na jednom retazci musi sa zmnohonésobit pocet dvojitych retazcov — nosic¢ov
informécii. Ale ¢im vACST pocet operacii DNA pocita¢ vykona, tym je mensia
pravdepodobnost, Ze dostaneme spravny vysledok. Vzhladom na stcasny
stav rozvoja DNA technologii to znamend, ze pre mnohé prakticky zauji-
mavé pripady problémov nemame k dispozicii dostatocny objem potrebného
biologického materialu, aby sme mohli spolahlivo vykonat existujioce DNA
algoritmy. Skeptici by mohli povedat: ,Nemrhajme ¢asom, a venujeme sa
radsej niecomu uzito¢nému, kde vieme predvidat skoré uplatnenie.“ Moja
odpoved je, ze to by bola najvicsia chyba, ktora by mohol manazment vedy
urobit. Keby sme sa vo vede sustredili len na ciele, ktoré prinasaji celkom
predvidatelny a dosiahnutelny prospech, nikdy by sme ni¢ podstatné neob-
javili a pravdepodobne by sme sa eSte dnes Splhali po stromoch a nepoznali
ohen. Pozrime sa na troven pocitacovej techniky pred 40-50 rokmi. Pocitac¢
potreboval velka miestnost a denni udrzbu, ¢o znemoznovalo dlhsie vypoc-
ty. Bojovali sme s chladenim coraz vic¢Smi sa zahrievajicich zariadeni a
casto sme zistili, ze vo vysledkoch nieco nesedi, zavSe sme museli celodenny
vypocet opakovat. Programy sa zadavali do pocitaca takzvanymi diernymi
Stitkami. Dierny Stitok obsahoval jeden riadok programu (jeden prikaz) v
binarnom koéde (diera alebo ,nie diera“). Neslo len o problém ako vyvinut
spravny program. Ked mal program tisice riadkov a niekto rozsypal krabicu
s neocislovanymi diernymi Stitkami, pozbieranie a utriedenie Stitkov nemuse-
lo byt najrychlejsim sposob opédtovného zostavenia programu. Kolki verili v
obrovsky komerc¢ny tspech pocitaca? Ale vyvoj si nevsimal skeptikov. Kto
dnes vie, ¢o vSetko bude mozné vdaka DNA technologiam? Na prelomenie
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Standardne pouzivaného DES kryptosystému, ktory sa povazuje za bezpecny,
potrebujia dnes DNA pocitace 18 rokov|[PRS05]. Ale ked sa zvysi spolahlivost
a rychlost vykonavania biochemickych operacii, je myslitelné aby to bolo len
par hodin. Moznosti na vylepsenie DNA technologii nesporne existuju. A
napriek tomu, ze kratkodobo nevidime komerc¢né vyuzitie, veda musi ist ces-
tou objavovania hranic tejto technolégie. Som presvedceny, ze v tejto oblasti
sa eSte dockame divov, ktoré nas potesia.

V suvislosti s biologickym spracovanim tidajov formuloval Adleman aj celkom
odlignu predstavu, ktorej realizacia je eSte daleko za horizontom. Informé-
cie sa nespracovavaju len v pocitacoch alebo naSich hlavach. Nachadzaju sa
ako obycajny prirodny fenomén v biologickych alebo fyzikalnych systémoch.
DNA molekula obsahuje okrem génov, ktoré sluzia ako navody na vytvaranie
ur¢itych bielkovin aj dalSie informécie, ktoré riadia vyber prislusného navo-
du. Nespréava sa v tomto ohlade jedina molekula ako samostatny pocitac?
Ked pochopime lepsie jednotlivé programy a biologické mechanizmy, existuje
moznost programovat molekulu ako univerzalny pocita¢. Potom nebudeme
potrebovat tony biomasy na uskuto¢nenie biologického spracovania informa-
cii. NaSe algoritmy budu vykonatelné na zaklade naprogramovania DNA
molekuly.

Pre nebiologov, ktori sa zaujimaja o zéklady manipulacie s DNA molekulou,
doporucujeme uc¢ebnicu Bockenhauera a Bongartza [BB03|. Vynikajuci tivod
do molekularnej biologie pre zaciato¢nikov je ucebnica Drlicu [Drl92]. Po-
drobny a s nadsenim napisany avod do DNA po¢itania je v [PRS05|. Koncept
je vystizne predstaveny aj v [Hro0O4a|.
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Kapitola 9

Kvantovy pocitac, alebo pocitanie v
zazracnom svete mikrocastic

9.1 Prehistoria a vytycenie ciela

Fyzika je zazratna veda. Keby som mal na gymnéziu dobrého ucitela fyziky,
pravdepodobne by som sa stal fyzikom. Ale nebanujem, Ze som sa stal infor-
matikom. Ked preniknete dostato¢ne hlboko do zakladov vlastnej vednej dis-
cipliny, nevyhnutne sa dotknete aj inych oblasti zdkladného vyskumu. Otvori
vam to pristup k spolo¢nému zakladu vSetkych vedeckych disciplin a uvidite
vSetko jasnejSie a vzruSujucejSie ako keby ste sa na veci pozerali len tzkym
pohl'adom jednej vednej discipliny'. Fyzika poskytuje §irsi a zarovei aj hlbsi
pohlad na svet. Nijaka in& vedecka disciplina, najméi v devitnastom a prvej
polovici dvadsiateho storocia, neformovala nas pohl'ad na svet tak vyznamne
ako fyzika. VzruSujice objavy, neocakdvané zvraty a pozoruhodné vysledky

!Privelka $pecializicia a s tym spojeny ztzeny pohlad st najvicsim problémom dnednej
vedy, ktord na jednej strane ,chrani pred hlbokym pochopenim a pred naozajstnymi
vedeckymi uspechmi a na druhej strane vyvolava vysoku netolerantnost, ba az pohfdanie
medzi vedcami z roznych vedeckych oblasti.
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boli na dennom poriadku fyzikdlneho vyskumu. Som presvedceny, ze kvan-
tova mechanika patri k najva¢sim vedeckym objavom. Pochopit a akceptovat
ju bolo pre Tudi rovnako tazké, ako v stredoveku sa vzdat predstavy, Ze zem
je stredobodom vesmiru?. Pre¢o naraZalo uznanie kvantovej mechaniky na
podobné problémy so svojim uznanim, ako prace Galilea Galileiho? Pretoze
zakony kvantovej mechaniky s pravidla spravania sa elementarnych castic
a tieto sa nedaju zosuladit s nasimi skisenostami z makrosveta. Pozrime sa
na najdolezitejsie principy kvantovej mechaniky, ktora rozbila svet klasickej
fyziky:

e V makrosvete sa objekt v kazdom momente® nachadza len na jednom
mieste. Neplati to pre c¢astice. Napriklad elektron sa moze nachadzat
na viacerych miestach v tom istom case.

e Princip kauzality hovori, ze kazd4 akcia ma svoju jednoznacne urcenu
reakciu, jednoznac¢ne urcené dosledky. To neplati vo svete elemen-
tarnych castic. V istych situaciach (podla teorie kvantovej mechaniky)
tu vladne nahoda. Dosledky niektorych akcii sa nedaju jednoznacne
predpovedat. Existuju viaceré moznosti ako sa situacia bude vyvi-
jat a uskutoc¢ni sa nahodne jedna z tychto moznosti.Nemame ziadnu
moznost vypocitat a na zaklade toho predpovedat, ktord z moznosti
nastane. Vieme vypocitat len pravdepodobnosti, s ktorymi nastant
jednotlivé moznosti. Z tohto dovodu fyzici v tychto pripadoch hovoria
o skutocne ndhodnych udalostiach.

e Princip lokalnosti hovori, Ze ic¢inok akcie je vzdy lokalny. V kvantovom
svete mozu mat dve ¢astice taku silnd vzajomnia vizbu, Ze nezavisle od
ich vzajomnej vzdialenosti (hoci aj miliardu svetelnych rokov), zmena
stavu jednej z nich sticasne sposobi zmenu stavu druhej z nich.

e Klasicka fyzika hovori, ze ked je nejaka udalost mozna (teda ked udalost
mé kladnu pravdepodobnost vyskytu), tak sa s prislusnou frekvenciou
bude vyskytovat. Vo svete ¢astic je to inak. Dve mozné udalosti, ktoré
sa mozu vyskytnut s kladnou pravdepodobnostou, sa mozu vzajomne
celkom zrusit, podobne ako dve vlny, takze ani jedna z nich nenastane.

Ako mohli fyzici objavit vobec takéto ,podivuhodné* zakony, ba ¢o viac
presvedcit sa o ich vierohodnosti? V principe rovnako, ako to robili aj vzdy
pred tym. Vymysleli ich vyskumnici s genialnou intuiciou na zaklade experi-
mentov, pozorovani a Gvah. Svoje myslienky vyjadrili v jazyku matematiky.
Na zéklade matematického modelu boli fyzici schopni vytvorit hypotézy. Ked

2A tym stratit vo vlastnych oc¢iach svoju dolezitost.
3Podla teorie relativity je aj ¢as subjektivny (relativny) pojem.
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sa vSetky hypotézy potvrdili aj experimentalne, bol dobry dovod pokladat
model za vierohodny. Experimentéilne potvrdenie teérie kvantovej mechaniky
trvalo mnoho rokov, pretoze na potvrdenie niektorych hypotéz tejto teorie bol
potrebny podstatny rozvoj v oblasti experimentalnej fyziky. NavySe tento
rozvoj bol ¢asto finan¢ne velmi naro¢ny.

Co chceme povedat? Na priblizenie kvantovej mechaniky by nestacilo ani
niekol'ko knih ako je tato. Potrebnd matematika nie je Tahk& a naro¢nost sa
este zvysi, ked sa usilujeme navrhnut kvantové algoritmy na rieSenie algo-
ritmickych tloh. Z tychto dovodov sa uspokojime s azda nie celkom ostrym
obrazom hlavnych konceptov spravania sa castic a toho, ako ich spravanie
vyuzit pri algoritmickom spracovani informaécii.

V nasledujtcej casti navstivime carovny svet kvantovej mechaniky, vSimneme
si spravanie sa Castic v experimentoch a pokusime sa ho objasnit. V ¢asti 9.3
vysvetlime ako sa daju ulozit bity v kvantovom systéme a ako sa s nimi da
pocitat. Budeme sa venovat aj problémom konstrukcie kvantového pocitaca.
V odseku 9.4 uzavrieme kapitolu diskusiou o perspektivach kvantového poci-
tania pri rieSeni tazkych problémov a pri vyvoji bezpe¢nych kryptosystémov.

9.2 Kratka prechadzka ¢arovnym svetom
kvantovej mechaniky

Alica bola v krajine zazrakov len vo sne. Fyzici to maju ovela tazsie. Pri
svojej praci su denne konfrontovani so zazra¢nou krajinou castic. Nemozu
z nej utiect tym, ze sa prebudia. Musia sa zo vSetkych sil snazit vysvetlit
aspon scasti precudesné spravanie sa Castic, a ¢o je najhorsie, musia pri tom
zabudnut vSetky svoje doterajSie predstavy o tom, ako funguje tento svet.
Opustit vlastné predstavy nie je Tahké a vyzaduje si to urcity ¢as a eSte
tazsie je presvedcit inych, ze staré predstavy nie si celkom spravne, ze ich
treba nahradit neuveritelnymi a doterajsim skusenostiam odporujicimi kon-
ceptmi. A fyzici eSte mozu byt Stasti, ze uveritelnost fyzikalnych teorii sa
nepotvrdzuje Tudovym hlasovanim. Ako postupovat, aby sme pre Tudi ziju-
cich v makrosvete predstavu sveta castic, ktora sa prieci zdravému rozumu,
spravili aspoii trocha presved¢ivia a akceptovatelni? Zaéneme® s experimen-
tami, ktoré sa budeme usilovat vysvetlit.

Skisme najprv takzvany experiment s dvoma $trbinami (obrazky 9.1, 9.2 a
9.3). Majme zdroj fotonov, z ktorého ich mozeme vysielat v8etkymi smermi.

4ako to spravili kedysi fyzici
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Oproti zdroju svetla bude stena s dvomi $trbinami, ktoré sa daju zatvarat
ako okno. V ur¢itej vzdialenosti za stenou je folia (hruba ¢iara na obr®. 9.1),
na ktorej vieme registrovat na nu dopadajice c¢astice. Na obr. 9.1 je zo-
brazena situacia, ked je otvorena l'ava a zatvorena prava Strbina. Krivka na
obr. 9.1 znézoriuje ako ¢asto sme na folii zaregistrovali dopad castic. Vsetko
je podla naSich predstav. Podla o¢akdvania najCastejSie Castice narazali na
foliu priamo oproti otvorenej Strbine. Krivka tam dosahuje najvic¢siu hod-
notu. Cim viac sa doprava alebo dolava vzdalujeme od $trbiny, tym menej
castic dopada na foliu, krivka sa na obe strany klesa. Podobne ocakavany
vysledok experimentu dostaneme, ked je zatvorend Tava Strbina a otvorena
prava (obr. 9.2). Vyskyt Castic sa zvySuje, ¢im sme blizsie k miestu, ktoré
je presne oproti otvorenej Strbine. Podobne ako na obr. 9.1, krivka dosahuje
najvyssiu hodnotu oproti otvoru a klesi na obe strany.

i ] svetelny zdroj

obr. 9.1

Ocakavali by sme ale, ze ked obe $trbiny otvorime bude vysledné pocetnost
vyskytu Castic su¢tom pocetnosti z obr. 9.1 a obr. 9.2 ked bola otvorena vzdy
len jedna strbina. Tomu zodpovedajica krivka pocetnosti je znazornené na
obr. 9.3. Prekvapeni zistujeme, Ze to tak nie je. Na obr. 9.4 je znazorneny
pozorovany vysledok experimentu, ked st obe Strbiny otvorené.

Krivka pocetnosti vyskytu z obr. 9.4 sa podstatne odliSuje od ocakavanej
krivky na obr. 9.3. A predsa, krivka z obr. 9.4 nie je fyzikovi nezndma alebo
dokonca chaoticka. Fyzik ihned rozpozna, ze zodpoveda interferencii vin.
Keby sme z kazdej $trbiny sicasne vypustili vinu, na niektorych miestach
sa vlny navzajom zruSia a na inych zasa zosilnia. Vravime, Ze interferuju.
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svetelny zdroj

obr. 9.2

5 svetelny zdroj

obr. 9.3

Vysledok zosilnenia a zoslabenia zodpoveda presne krivke pocetnosti vyskytu
z obr. 9.4. Ako to vysvetlit? Fotony (alebo iné ¢astice) vypustame zo zdro-
ja postupne, takze dva rozne fotony nemozu vzajomne interferovat. Jediné
vysvetlenie je, ze kazdy foton prejde sucasne oboma Strbinami a interferu-
je sam zo sebou. Podstata tohto experimentu zodpoveda presne zakladom
kvantového pocitania. Castica je stasti v lavej a stasti v pravej strbine. Ked
vyskyt Castice v lavej Strbine reprezentuje hodnotu bitu 0 a vyskyt v pravej
Strbine reprezentuje hodnotu bitu 1, je hodnota bitu ¢iastocne 0 a ¢iastoCne
1, ¢o v naSom makrosvete nie je mozné. Podstata matematického modelu
kvantovej mechaniky je zalozend presne na tom, 7ze cCastica sa do istej miery
moze sucasne vyskytovat na viacerych miestach a interferovat sama zo se-
bou. Vysledky predpovedané na zaklade tohto modelu sa presne zhodujui s
pozorovaniami v experimentoch (obr. 9.4).
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9 svetelny zdroj

obr. 9.4

A to eSte nie je koniec. Experimentator sa moze rozhodnit, Ze podrobne
preskuima spravanie sa castic. Dalsim zdrojom svetla si zboku posvieti na
Strbiny, aby zistil, cez ktord z nich Castica prejde. A znovu zazrak! S prek-
vapenim zisti, ze kazdy fotén sa ukaze prave v jednej Strbine, nikdy nie v
oboch stucasne. Krivka pocetnosti dopadu ¢astic sa tiez zmenila a bude zod-
povedat povodne ocakavanej krivke z obr. 9.3.

To st ale prefikané cCastice! Spravaju sa ako svituskari.Ked ich pozoru-
jes, robia presne to ¢o sa od nich oc¢akava. Ked ale na ne nehladi$ robia
vSetko mozné, len nie to, ¢o sa od nich oCakdva. Mozete Tubovolne Cas-
to zamienat pozorovanie a nepozorovanie $trbiny a zodpovedajice krivky
pocetnosti vyskytu sa budu prislusne podla toho menit, ako je to znézor-
nené na obr. 9.3 a obr. 9.4. Ked stlmime bo¢ny zdroj svetla sluziaci na
pozorovanie Strbiny do tej miery, ze osvetli len zlomok castic, bude krivka
pocetnosti vyskytu castic zmieSanim kriviek z obr. 9.3 a obr. 9.4. Cim viac
svetla, tym bude viac podobné krivke z obr. 9.3. Cim bude svetla menej,
tym viac bude podobna krivke z obr. 9.4. Ako vysvetlime takéto spravanie?

Pomocou kvantovej mechaniky. Nasledujica vSeobecne platna skutoc¢nost je
velmi dolezita.
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Nevieme vykonat pozorovanie alebo meranie bez toho, aby sme
pri tom neovplyvnili stav pozorovaného objektu a tym aj hodnoty,

ktoré meriame®.

Prave to, sa stalo v nasom experimente. Bo¢ny zdroj svetla ovplyvnil meranie
tak, ze kazdu pozorovanu cCasticu prechddzajicu stcasne oboma Strbinami
nahodne zafixoval do jednej z nich. Kazdé pozorovanie kvantovomechanick-
ého systému sposobi, ze vytvorime takzvany fixovany klasicky stav. Kla-
sicky stav zodpovedé tradi¢nému klasickému svetu. Castica je bud tu, bud
tam, ale nikdy nie je na dvoch miestach zaroven. Kde sa pri nasom po-
zorovani z boku Castica zafixuje je nahodna udalost, ktora vieme modelovat
pomocou zakonov kvantovej mechaniky. Nemozeme ovplyvnit a ani jednoz-
nacne predpovedat, ktorou strbinou bude ¢astica prechadzat. Vieme vypoci-
tat len pravdepodobnost, s ktorou sa objavi v jednej alebo druhej Strbine.
Aké podstatna je tato skutocnost pri tvorbe kvantovomechanickych algorit-
mov, uvidime v nasledujicej kapitole.

Ak vas zneistil predstaveny experiment s dvomi Strbinami, nic¢ si z toho ner-
obte. Sami fyzici potrebovali mnoho rokov na to, kym sa zzili s tymito
predstavami o spravani sa Castic. PresnejSie povedané az nastup novej gen-
eracie vo fyzikdlnom vyskume znamenal akceptovanie a stravenie kvantovej
mechaniky. Pretoze dafam, 7Ze doterajsie ¢itanie knihy vas uz dostato¢ne
zocelilo, dovolim si predstavit eSte jeden fyzikalny experiment.

Nasledujuci experiment zvyrazni vyznamni tlohu interferencie. Predstavme
si prazdninova idylku. Slnko svieti, na oblohe ani mréacka, bezvetrie a pred
nami modré more, v ktorom 1 meter pod hladinou odpociva neskodné ry-
ba. Rusi ju iba do oka dopadajuci slne¢ny lu¢. Aka je jeho draha? Podla
znamych fyzikalnych zdkonov pojde slne¢ny 1a¢ zo slnka do oka po ¢asovo na-
jkratsej dréahe. Casovo najkratsia draha neznamend priamku spajajicu slnko
a oko ryby (prerusovana ¢iara na obr. 9.5). Pretoze sa svetlo §iri vo vzduchu
rychlejsie ako vo vode, pojde luc¢ radsej dlhsie vzduchom, aby si skratil cestu
vodou (plna ¢iara na obr. 9.5). O¢ividne la¢ pri vstupe do vody meni smer.

Tento uhol vieme vypocitat. Zistujeme, ze slnec¢ny la¢ sa lame na hladine
pod urc¢itym. Uvazujeme rovnaky experiment s rybou odpocivajicou 100 m
pod hladinou. V tomto pripade by sa mala draha vo vode eSte viac skratit.
Preto sa posunie Casovo najkratSia draha lica eSte viac doprava a bude sa
pri vstupe do vody lamat pod vaésim uhlom (obr. 9.6).

Aj ked, Ze sme velkost uhla na obr. 9.6 trocha zveli¢ili, z nasho experimentu

5 Ak predpokladame, ze namerané hodnoty zodpovedaji presne realite ide o velmi ideali-
zovany model experimentu.
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im

obr. 9.5

je nad slnko jasnejsie, ze uhly pod ktorymi liuc¢e vchédzajia do vody si rozne.
To predsa nie je s kostolnym poriadkom! Ako moze vediet 1a¢ na hladine, ¢
padne do oka rybe nachadzajicej sa 1 m alebo 100 m pod hladinou a podla
toho zmenit svoj smer? Alebo eSte lepSia otazka. Ako sa uz pri Starte zo
slnka moéze rozhodnut, komu padne do oka a na zaklade toho sa vydat ¢asovo
najkratSou trasou? S takymito madrymi casticami nik nepocital. V klasickej
fyzike sice mozeme pozorovat, ze sa svetlo vzdy Siri po ¢asovo najkratsej trase,
ale nevieme vysvetlit ako to svetlo robi. Naproti tomu kvantova mechanika
to vysvetlit vie. Slne¢né lace si prirodzene nemozu vypocitat a naplanovat
svoju trasu. Jednoducho sa pohybuju (vyzaruji) vSetkymi smermi a usiluji
sa dosiahnut oko ryby vSetkymi moznymi trasami. Ibaze tie, ktoré neletia na-
jkratSou trasou, vzajomne interferuju ako vlny a tym sa navzajom zrusia tak,
ze ostane len jeden foton na najkratSej ceste. Tento jediny foton nakoniec
dopadne rybe do oka. Aké je z toho poucenie? Predsa prebieha vypocet.
Ale nepocita slne¢ny la¢. Je to globalny vypocet podla prirodnych zékonov
kvantovej mechaniky, ktoré st neustale pritomné v prirode a o ktorych po-
sobeni sa mozeme presvedc¢it z pozorovania. Témou nasledujtcej ¢asti je, ako
vyuzit kvantovomechanické pocitanie na strojové algoritmickému pocitaniu.
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100m

obr. 9.6

9.3 Ako pocitame vo svete c¢astic?

V kapitole 2 sme do urcitej miery predstavili Struktiru poc¢itac¢a. Velmi zhru-
ba potrebujeme pamit na ukladanie idajov a moznost spracovavat (menit)
ich urcitymi operaciami. V klasickom pocitaci sme si pamétali postupnosti
bitov. Prostrednictvom logickych obvodov sme s postupnostami bitov vedeli
vykonavat aritmetické a textové operacie. Pri vareni boli pamétou nado-
by vSetkého druhu a hardvér na vykonavanie operacii boli r6zne kuchynské
pristroje, ako Sporak, triba, mikrovinka, mixér, atd. V biopo¢itai sme si
pamaétali uidaje ako DNA sekvencie v reagenc¢nych miskach a operacie s nimi
sme vykonavali chemickymi reakciami. Ako vytvorime kvantovy pocitac? Uz
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je jasné, ze musime urcit, akym sposobom si budeme pamétat udaje a ako
budeme s nimi vykonavat operacie.

Rovnako ako v klasickom pocitaci pouzijeme na reprezentaciu tdajov bity.
Aj tu budeme pracovat s registrami, ktoré nazveme kvantové registre. V
kvantovom registri si zapamétané kvantové bity. Aby sme ich odlisili od
klasickych bitov 0 a 1 budeme ich oznacovat

|0) a|1).

Je viacero moznosti ako fyzikdlne realizovat kvantové bity. Nasledujice tri
kratke odseky st venované len ¢itatelom so zalubou vo fyzike. Neusilujeme
sa v nich o veobecnt® zrozumitelnost a ostatnym citatelom ich odporicame
preskocit.

Prva moznost vytvorenia kvantového bitu je zalozena na vyuziti jadrove; magnet-
ickej rezonancie. Na obr. 9.7 je znazorneny priklad pouzitia Styroch zo Siestich
atomov v molekule ako kvantového registra. Ked sa molekula nachidza v magnet-
ickom poli, smeruje spin atomov paralelne s magnetickym polom. Smer paralelne
s magnetickym polom interpretujeme ako [0). Smer kolmo na magnetické pole
interpretujeme ako |1). Pouzitim oscilujucich magnetickych poli vieme na tychto
kvantovych bitoch vykonavat operacie.

10)
1)

1)
0)

obr. 9.7

Dalsia moznost je tonovd pasca. Iony su elektricky nabité molekuly alebo atémy
(na obr. 9.8 st nabité kladne, kazdému chybajua prave dva elektrony). Pri teplote

5bez vedomosti z fyziky
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blizkej absolitnej nule sa i6ny drzia vo vakuu prostrednictvom elektromagnetického
pola v i6novych pasciach.

laser

elektrody

C U

vakuum
2 2 2
Ca**™ Ca*™ Ca®* nizka teplota

elektrody
¢ 0

obr. 9.8

Hodnotu |0) priradime zékladnému stavu i6nu a excitovanému stavu iéonu priradime
hodnotu |1). Na takto vytvorenych kvantovych bitoch robime operacie prostred-
nictvom lasera.

Ako pocita kvantovy pocitac¢ a aké s jeho vyhody? V klasickom pocitaci sme
mali bitovy register, ktory mohol mat hodnotu bud 0 alebo 1. V kvantovom
registri je to inak. Stcasne moze mat obe hodnoty, alebo len urcitu cast z
kazdej. Presne ako castica v experimente s dvomi Strbinami, ktora ¢iastocne
prechadzala aj cez praviu a ¢iastocne aj cez Iava Strbinu. Ako to zapiSeme?

Hovorime, ze kvantovy bit (obsah kvantového registra) je superpoziciou
(alebo kombinaciou) dvoch klasickych bitov |0) a [1). Superpoziciu zapisu-
jeme

a-10) + G-[1),

kde o a 3 st komplexné ¢isla,pre ktoré plati
> <1167 < Lalaf + |6 = 1.

|a| oznacuje absoliutnu hodnotu «. Ak neviete, ¢o su to komplexné ¢isla,
nevzdavajte sa a bez problémov mozete pokracovat v ¢itani, pretoze v dalSom
pouZzivame len realne |a| a |3]. Pre kazdé realne ¢islo a, |af*> = o2, takze
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nase podmienky pre v a 3 sa zjednodusia na
a?<1,2<laa’+3=1.
Hodnoty « a ( sa nazyvaju amplitiady a vyjadruja, do akej miery je hodnota
kvantového bitu |0) alebo |1).
Presnejsia interpretacia je takato:

a? je pravdepodobnost, Ze pri merani bude obsahom kvantového
registra |0).
3? je pravdepodobnost, Ze pri merani bude obsahom kvantového
registra |1).

Poziadavka o + 32 = 1 je dosledkom tejto interpretécie, pretoze pre klasickeé
stavy nie je ind moznost ako |0) a |1).

Hoci s istotou vieme, ze kvantovy register sa nachadza v stave (superpozicii)

a-0)+ 5 [1),

nemame moznost zistit o tejto superpozicii aplne vSetko. Inak povedané,
hodnoty a a  sa nedaju zmerat. Ked vykoname meranie kvantového bitu,
dostaneme len klasické hodnoty |0) alebo |1). Meranie definitivne zni¢i
povodnu superpoziciu. Je to presne rovnaké ako pri elektrone, ktory leti
sucasne cez dve rozne Strbiny, ale ked ho pozorujeme, leti vzdy len cez jed-
nu.

V nadej interpretacii je o pravdepodobnost, s ktorou pri merani dostaneme
|0) a 3? je pravdepodobnost, Ze vysledkom merania bude |1).

Priklad 9.1 Superpozicia
-[1)

vyjadruje skutocnost, ze kvantovy bit je s rovnakou pravdepodobnostou v
klasickom stave |0) ¢i [1), lebo

2 2
b o () -k
v2) T wap o va) "2
Pri viacndsobnom opakovani merania superpozicie preto nameriame hodnoty
|0) a |1) rovnako Casto. O
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Priklad 9.2 Superpozicia

1 2
ﬁ-IOH 311

vyjadruje, Ze pri merani dostaneme vysledok |0) s pravdepodobnostou

(3

a vysledok |1) s pravdepodobnostou

O

Uloha 9.1 Navrhnite superpoziciu kvantového bitu, meranim ktorej dostaneme
3

hodnotu |1) s pravdepodobnostou 1 a hodnotu |0) s pravdepodobnostou 2.
Ako je to vo vSeobecnom pripade? Ked mame n kvantovych registrov, méame
2™ moznych klasickych obsahov. Superpozicia n kvantovych bitov znamena,
ze register je stucasne vo vSetkych 2" klasickych stavoch, pricom v kazdom z
nich je s urc¢itou pravdepodobnostou. Jedinad podmienka je, ze sucet tychto
2" pravdepodobnosti musi byt 1.

Priklad 9.3 Uvazujme dva kvantové registre. VSetky ich mozné obsahy su
tieto:
00, 01, 10 a 11.

V pripade dvoch kvantovych registrov je obsah paméte kvantového pocitaca
superpozicia
a-|00) + 5 -|01) +~-[10) + 6 - [11),
kde
¥ <1, B2<1,42<1,6°<1 a a?+24+~*+6°=1.

Konkrétna superpozicia
1 1 1 1
—-[00) +=-101) + = - |10) + = - |11
5 100) 4 5 - [01) + 5 - [10) 4 5 - 1)

sa=0=v=0= % opisuje situaciu, v ktorej kazdy z moznych obsahov
nameriame s rovnakou pravdepodobnostou

052:/62:’}/2:52:(1)2:

1
2 4
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Uvazujme superpoziciu
0-]00) +0-|01) +0-]10) + 1 -|11).

Pretoze « = 3 = v = 0 a §° = 12 = 1, kazdé meranie da jednoznacne
vysledok

I11).

Pri superpozicii

1 1
75 +100)+0-101) +0-110) + == - [11)

nameriame len dva vysledky |00) a |11), oba s rovnakou pravdepodobnostou

1
2 H

Uloha 9.2 Ako vyzera vo vieobecnosti superpozicia troch kvantovych bitov?

a) Napiste superpoziciu troch kvantovych bitov, v ktorej meranim s rovnakou
pravdepodobnostou dostaneme I'ubovolny klasicky obsah troch bitovych reg-
istrov.

b) Najdite superpoziciu troch kvantovych bitov, pre ktora meranim urc¢ime kla-
sicky obsah |111) s pravdepodobnostou %, hodnotu |000) s pravdepodob-

nostou % a kazdu zo zvysnych hodnét s rovnakou pravdepodobnostou.

Aké operécie st mozné v kvantovom svete? Ako sa v jednom kroku kvan-
tového vypoctu da zmenit superpozicia na int superpoziciu? Mozné su také
vypoc¢tové kroky, ktoré dostaneme ako vynéasobenie superpozicie (reprezento-
vanej vektorom) ur¢itymi maticami. Tieto matice maju $pecialnu vlastnost,
Ze 7o superpozicie vytvoria novi superpoziciu.

Zvysok tejto Casti je ur¢eny len ¢itatelom so zaujmom o matematiku. Ostatni
mozu preskocit na cast 9.4.

Superpoziciu
a1 -|00) + g - [01) + g - [10) + ay - [11)

si mozeme predstavit ako stlpcovy vektor
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Ked chceme zapisat stipcovy vektor v riadku, urobime to takto: (ay, g, as, )7,
kde T oznatuje transpoziciu. Riadkovy vektor sa da vynasobit stipcovym nasledu-
jaco

a1
(65

(B1, B2, 43, Ba) - = o1 1 + azfBr + azfB3 + cufs.

as
Qy

Vysledkom je komplexné ¢islo (nie vektor). Maticu n x n si moézeme predstavit ako
n riadkovych vektorov. Napriklad matica 4 x 4

ai;r a2 a3 ayy
a a a a
M — 21 Q22 @23 a2q
agr @32 a3z as4
aq1 Q42 Q43 Q44

sa sklada zo Styroch riadkovych vektorov

(a11,a12,013,a14)
(ag1, a2, az3, az

(a31,asz,ass, azs)
(@41, a42, a43, G44).

Takze vynasobenim matice M stipcovym vektorom o = (a1, v, a3, q)” dostaneme
zasa stipcovy vektor p = (1, pio, 13, 14) 7, v ktorom je i-ta pozicia stéinom i-teho
riadkového vektora v M s a. Presnejgie

ai 251
o
M| =",
a3 3
Qg 4
kde
aq
(%)
Hi = (ai,laai,2>ai,3>ai,4)'
a3
Qg

= ;10 + A2+ Qi + ;3 - O3 + Ajq + Oy.

Aplikovanie M na superpoziciu chapeme ako jeden vypoctovy krok. Ak je pre
kazda superpoziciu a (reprezentovant stipcovym vektorom) vysledok M - a tiez
superpoziciou (v nafom priklade to znamend, ze u? + p3 + pui + p3 = 1), potom je
M povolené operacia.
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V nasledujucom priklade ukdzeme ako sa daji na kvantovom pocitaéi generovat
nahodné bity.

Priklad 9.4 Mame k dispozicii jeden kvantovy register. Zacneme s ,klasickou®
superpoziciou
[0y =1-]0)+0-

1).

Vykoname jeden vypoctovy krok: vynasobime tuto superpoziciu Hadamardovou

maticou
(% %)
V2 V2
Vysledkom nasobenia bude:

1 1 |._1 L
= L1 . 1

Dostali sme superpoziciu

S-S
S~

Ak meriame tato superpoziciu, s rovnakou pravdepodobnostou % dostaneme kla-
sicky bit |0) alebo |1).

V pripade, Ze zacneme s ,klasickou“ superpoziciou
1) =0-10) +1-1),

ktori vynasobime opét maticou Ho, dostaneme

1 1 L_i_ L
— — = . 1 ] . 1 _

Vysledkom je superpozicia

2

Sl

2
5 o2 (4 _ 1 2 _
Pretoze plati o* = <ﬁ> =5aQ3 = <— )
dostaneme s rovnakou pravdepodobnostou % Co to znamena? V oboch pripadoch
sme dostali pri merani ndhodny bit, ale nie sme schopni rozligit, ktora z dvoch

superpozicif % -|0) + % -[1) a % -|0) — % -|1) sme merali. 0

2
) = 1 vysledky merania |0) aj |1)

Uloha 9.3 Najdite este aspon dve dalsie superpozicie kvantového bitu, v ktorych
s rovnakou pravdepodobnostou nameriate hodnoty |0) a |1).
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Uloha 9.4 (tvrdy orieSok) Dokézte, ze matica Ho mé tu vlastnost, Ze pre kazda

superpoziciu « - [0) 4+ 3 - 1) je
A2 [«
(3) = (5)

tiez superpozicia, ze teda plati 42 + 62 = 1.

Uloha 9.5 (tvrdy oriesok) Vypocet kvantového pocitaca je reverzibilny’. Ked
nevykonavame merania, ktoré by znicili dosiahnuté superpozicie, je mozné pouzitim
vhodnych vypoctovych krokov nechat vypocet prebiehat naspit do pociato¢ného
stavu. V priklade 9.4 to znamend, Ze existuje matica M rozmeru 2 x 2 taka, ze

1 1 1
7 0 v !
Najdite maticu M.

Teraz aspon do urcitej miery chapeme, ako sa d& pocitat vo svete castic. Roznym
stavom Castic (napriklad spinu) musime vhodnym sposobom priradit hodnoty 0 a
1. Kvantové operacie vykonavame so superpoziciami kvantovych bitov. Matemat-
icky vykonavame operacie ako vynasobenie vektora, reprezentujiceho superpozi-
ciu, maticou. Povolené sa len matice, ktoré transformuja superpoziciu zase na
superpoziciu. V kvantovom svete sa daju uskutocnit vsetky operécie, zalozené na
takychto maticiach. Pritom je zrejmé jedna z najdolezitejSich vyhod kvantového
pocitaca. Ked pocitame s n kvantovymi bitmi, mame superpoziciu vsetkych 2™
moznych klasickych obsahov n kvantovych bitov:

V jednom vypoctovom kroku sa zmeni celd superpozicia. Simulovat krok vypoctu
kvantového pocitaca na klasickom pocitaci nevieme lepsSie nez vynésobenim 2"-
rozmerného vektora (ag,ar,...,asn—1)7 maticou rozmeru 2" x 2". Pri takejto
simulécii kroku kvantového vypodtu s n bitmi potrebujeme vzhladom na n expo-
nencialne vela aritmetickych operacii.

Dalsia vyhoda kvantového poéitania je uz spominand interferencia, ktord pouzitim
vhodnych kvantovych operécii umoziuje vzajomné zruSenie niektorych moznosti a
stucasné zvysSenie pravdepodobnosti vyskytu inych.

Dnes pozname viaceré problémy, pri ktorych st kvantové algoritmy podstatne efek-
tivnejsie, nez najlepSie zname klasické algoritmy. Zial potrebné matematické a
algoritmické vedomosti potrebné na ich vysvetlenie st prilis zlozité na prezento-
vanie v zrozumitelnej forme bez pouzitia matematického formalizmu. Preto len

7da sa obratit
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napriklad spomenieme, Ze existuje efektivny kvantovy algoritmus na faktorizaciu®

prirodzenych Cisiel. Ako uz vieme, faktorizovat nie sme efektivne schopni pomocou
klasickych algoritmov. To predstavuje nebezpecenstvo pre kryptografiu s verejny-
mi kl'acmi, ktord je zaloZena na vypoctovej obtaznosti faktorizacie. Ale netreba sa
plagit, mozeme d'alej pokojne spavat. Najvacsie vytvorené kvantové pocitace maju
najviac sedem kvantovych bitov, teda dokdzu pracovat len s ¢islami, ktoré vieme
reprezentovat siedmimi bitmi. A ako vieme, v kryptografii s verejnym klacom sa
pracuje s ¢islami, ktoré maju niekolko tisic bitov. Buducnost ukaze, i je kvantove
pocitanie uzitoéné pre redlne spracovanie udajov. To je téma nasledujicej casti.

9.4 Co prinesie budicnost?

Odpoved nepozna nik. Aby sme si lepSie ozrejmili perspektivy kvantového
pocitania, objasnime, v ¢om spoc¢ivaji problémy pri vyvoji tejto technologie.
Matematicky model kvantového sveta nam poskytol nastroj na vytvorenie
kvantovych algoritmov. Tieto algoritmy st pri rieSeni niektorych problémov
neoCakavane efektivne. Pre vypoc¢ty s nimi potrebujeme kvantovy pocitac
s takym poc¢tom kvantovych bitov, akd je velkost spracovavanych tdajov.
Méame uz aj predstavu, ako stavom ¢astic realizovat kvantové bity. V com
teda vizi problém? Kvantovy pocitac je extrémne citlivy, vlastne je citlivejsi
ako hocico, ¢o pozname z klasického sveta. Povedat niekomu: ,,Si citlivejsi
ako kvantovy pocitac, je hruba urdzka. Ked do pocitajuceho kvantového
pocitaca prenikne jedinad castica (napriklad elektron), nenavratne sa zmeni
doteraz prebiehajici vypocet. Superpoziciu nevieme znovu zrekonstruovat a
cely vypocet musime spustit odznova. Rovnako ako meranie ovplyvni merany
objekt, aj kazda cCastica, ktora prenikne do kvantového pocitaca, ovplyvni je-
ho vypocet. Kvantovy pocita¢ preto musime celkom izolovat od okolitého
prostredia. Ale to je taz8ia uloha ako vybudovat nepreniknutelny trezor.
Castice st vade, aj v materidli, ktory by sme pouzili na izolaciu v redlnom
svete. To je dovod pouzivania vakua, teplot blizkych absoliutnej nule a dalsich
opatreni. Vieme, ze ziaden systém nedokézeme izolovat od vplyvov prostre-
dia Tubovolne dlho. Uloha je izolovat ho aspoi na zlomok sekundy, pretoze
kvantovy vypocet moze prebehniut velmi rychlo. Zakladna predstava nie je
skonstruovat v8eobecny kvantovy osobny pocitac (kvantové-PC) pouzitelné
na rozne aplikicie. Cielom je postavit jednotucelovy $pecializovany kvan-
tovy pocitac, ktory riesi len jednu Specifickit vypoctova tlohu. To znamené,
aby sme mohli vykonat jeden konkrétny kvantovy algoritmus, musime prei
vytvorit kvantovy pocitac, ktory nebude okrem tejto konkrétnej tlohy riesit

8rozklad na prvoéinitele
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ni¢ iné. Fyzici st schopni skonstruovat kvantové pocitace s malym poctom
bitov (3 az 7) a vykonat na nich niektoré kvantové algoritmy. Situacia je
do urcitej miery podobna DNA-pocitaniu. V sicasnosti tato technologia v
ziadnom pripade nekonkuruje klasickym pocitacom. V momente, ked ob-
javime lepSiu technolégiu na vytvorenie kvantovych pocitacov sa situacia
dramaticky zmeni. Budeme musiet revidovat definiciu prakticky riesitelného
a nerieSitelného. Teoretici uz maju takdto nova tedriu zlozitosti pripravena
vo svojich suplikoch.

Moznost efektivne faktorizovat by zmenila do velkej miery kryptografiu.
Doterajsia kryptografia s verejnymi kI'i¢mi by uz nebola bezpecné vodci pro-
tivnikovi, ktory by na faktorizaciu pouzil kvantovy pocitac¢. Alebo by pred-
sa bola? Mozno sa podari skonstruovat kvantovy pocitac¢ len s niekolkymi
stovkami bitov, takze pri pouziti ¢isiel s niekol'ko tisic desiatkovymi ciframi
budeme kryptografiu s verejnym klacom dalej dspesne pouzivat. Je jedno,
ako to dopadne, takyto pokrok nemdzeme chapat negativne, aj keby sme
kvoli nemu museli doterajsiu kryptografiu hodit do kosa. Kazdy pokrok zo
sebou prinasa aj nové moznosti. Kvantové efekty umoznuju realizovat kryp-
tosystémy s velmi vysokou mierou bezpe¢nosti. Ich princip je zaloZeny na
moznosti vytvorit tzv. previazani superpoziciu, ktora ma Specialnu vlast-
nost, ze bez ohladu na aktualnu vzdialenost oboch ¢astic, ked zmeriame
stav jednej Castice, neskor$im meranim stavu druhej Castice, dostaneme rov-
naky stav druhej c¢astice ako sme namerali pri prvej castici. Takymto spo-
sobom sa dve strany mozu dohodnit na ndhodnom bite, ktory pouziju ako
kla¢. V praxi si to mozeme predstavit takto: prijemca a odosielatel ma-
ju kazdy jednu zo vzajomne previazanych cCastic. Obaja vykonaji merania
na svojej castici. Je jedno, ktory z nich bude merat ako prvy. Dolezité je,
ze obaja nameraju ten isty klasicky stav (klasicky bit 0 alebo 1). Je tak,
pretoze prvé z merani sposobi, Ze obe Castice zmenia svoj stav na rovnaky
klasicky stav. Pri druhom z merani odmeriame uz len tento klasicky stav.
Ak prijimatel a odosielatel uvedenym sposobom vygeneruju ndhodni pos-
tupnost bitov, mozu ju pouzit ako kI'a¢ v symetrickom kryptosystéme. Tento
kvantovy efekt predpovedali fyzici uz pred mnohymi rokmi. Albert Einstein
neveril, Ze sa tuto predpoved podari experimentélne overit. Argumentoval,
ze tento jav, nazyvany teleportacia, protireci principu lokalnosti fyzikalnych
uc¢inkov. Cielom experimentu je ukazat, Zze po zmerani prvej Castice, stav
druhej castice skolabuje do zodpovedajuceho klasického stavu rychlejsie, nez
prejde svetlo z miesta prvej Castice na miesto druhej castice. Takymto spo-
sobom sa chceme presved¢it o nemoznosti ovplyvnenia stavu jednej Castice
tym, ze by sa jej ,,poslala“ informécia o zmene stavu druhej castice, pretoze
rychlost svetla sa povazuje za horni hranicu rychlosti. Experimentalne ov-
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erenie bolo velmi tazké kvoli vysokej rychlosti svetla. Napriek tomu vedci
ho boli schopni tspesne uskutoc¢nit na vzdialenost 600m ponad rieku Dunaj
ned’aleko Viedne.

Casy prvych objavitelov sa neskon¢ili a nikdy sa neskond¢ia. Veda je vzrusu-
juca a mozeme sa teSit eSte na mnoho dobrodruzstiev a pravych zazrakov.

Navody na rieSenie vybranych tuloh

Uloha 9.1 Uvazujme superpoziciu:
1 1

SV3:10) =5 (1) .

1 2 3 1\ 1
<§“§> =33=7° <‘§> =1

Takze klasicka hodnotu |1) nameriame s pravdepodobnostou %. Vidime, Ze super-

V3 1
<—7) 0+ 5 - 11

tiez spliia nage poziadavky. Mozeme sa zamysliet, ktoré dalsie superpozicie a-|0) +
B - |1) splhaju podmienky a? = 3/4 a 2 = 1/4. Je o¢ividné, Ze meranim nikdy
nezistime superpoziciu, v ktorej sa nachéddza kvantovy systém.

Je zrejme, Ze

pozicia

Uloha 9.2 Vo vieobecnosti mame pre tri bity 2% = 8 moznych réznych obsahov
000, 001,010,011, 100,101,110 a 111.
Teda kazdy stav kvantového registra s tromi bitmi je superpozicia
ap - |000) + o - [001) 4+ g - [010) + g - |011)
+ay - [100) + a5 - [101) + o - [110) + a7 - [111)

osmych klasickych stavov, kde
7
o <lprei=0,1,...,7a » af=1.
i=0

a) Ked je rovnakd pravdepodobnost, ze nameriame hociktory z 6smich klasick-

ych stavov, potom musi platif a3 = a3 =aj =... = a2 = %. Pretoze

12 22_\/52
8§ 16 \Vie) 4 )~
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dostaneme
o) =01 =g = ... =0Q7 = —— ,
ako jednu z moznosti. Viete navrhnut d'alsie moznosti?

b) Okrem obsahov |[111) a |000) existuje eSte Zest d'algich moZnych obsahov.
Ked |000) pozorujeme s pravdepodobnostou % a |111) pozorujeme s pravde-
podobnostou i, je pravdepodobnost pozorovania vSetkych ostatnych moznos-
ti % (sucet vsetkych pravdepodobnosti musi byt 1). Pravdepodobnost % musi
byt rovnomerne rozdelend medzi zvysnych Sest obsahov. TakZze pravdepodob-

nost pozorovania niektorého zo zvysnych obsahov je

/4 1 6
6 24 144’

Nasledujtca superpozicia splia nase poziadavky na pravdepodobnosti po-
zorovania danych klasickych stavov:

1 1 1 1
Z. —_ - 1001 _ .01 Sl .1011

5 |000>+12\/6 00 )—1—12\/6 0 0>+12\/6 |011)+
16 \100>+i\/6 1101>+ix/6 1110>+1\/§ |111)
12 12 12 2 ‘

Uloha 9.4 Vynasobime

1 1
m () = (v v a
(5) - (5 3) ()
()0
viemmh o

Nasou ulohou je ukézat, ze
v:10) +0- 1)

je superpozicia, t.j., ze plati ¥2 4+ 6% = 1.

s o 1 1 >2 <1 1
! < ) \wme ;A

Pretoze sme predpokladali, Ze a-|0) + 3|1) je superpozicia, plati o+ 3% = 1. Preto
plati aj 72 4+ 62 = 1 a vektor (v,0)” reprezentuje superpoziciu |0) a [1).



copyright 2009 - Juraj Hromkovic



Zivot sa da pochopit len ked sa obzrieme nazad,
ale zit ho moézeme len pozerajic sa vpred.
Soren Kierkegaard

Kapitola 10

Ako sa spravne rozhodovat pre neznamu
budicnost, alebo ako prekabatit
prefikaného protivnika

10.1 Aké objavy nas tu ocakavaja?

Doteraz rieSené algoritmické tlohy sa vyznacovali tym, zZe sme mali pre dany
pripad problému (konkrétnu tlohu) najst spravne riesenie. To znamena, ze
sme mali k dispozicii od zaciatku vypoctu vSetky tudaje o vstupe, ktoré sme
potrebovali na vypocitanie rieSenia. V praxi existuje ale mnozstvo tloh, pri
rieSeni ktorych méme na zaciatku k dispozicii len cast udajov. V takejto
situacii sa od nas vyzaduje najst a realizovat CiastoCné rieSenie skor, nez
obdrzime dalsiu ¢ast idajov ndm nie aplne znameho vstupu.

Zmazornime to pomocou nasledujiceho prikladu. Uvazujme stredisko, ktoré
poskytuje isté sluzby, napriklad pohotovostni zdravotnu sluzbu s 50 mobil-
nymi lekdrmi. Kazdy lekar ma k dispozicii vlastné motorové vozidlo. Ked
niekto zavola do centraly, centrala musi vyslat jedného z lekdrov na miesto ne-
hody, alebo do bytu pacienta. Centrala pohotovostnej sluzby sa moze pokisit
riadit jazdy lekarov tak, aby sa optimalizovali isté parametre. Napriklad,
centrala sa moze snazit, aby
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e bol ¢o najkratsi priemerny cas ¢akania na pomoc,
e najdlhsi ¢as cakania zo vSetkych miest nehod bol ¢o najkratsi, alebo

e boli ¢o najmensie naklady na benzin, alebo ¢o najnizsi pocet celkovo
najazdenych kilometrov.

Centrala ma uplna volnost v tom, ako sa bude rozhodovat, aby dosiahla svoj
ciel. Koho vysle na najblizsie miesto nehody? Ci lekara, ktory prave skoncil
pracu na mozno nie prili§ vzdialenom mieste od miesta novej nehody, ale-
bo lekara cakajuceho v stredisku? M4a lekar po skonceni akcie zostat tam,
kde je a ¢akat na dalsie tiesnové volanie, alebo sa mé vratit naspét do stre-
diska, alebo dokonca zaujat nejaku novu strategicky vhodnu vyckavaciu pozi-
ciu? Pri klasickom zadani problému st vopred zname vSetky miesta a Casy
tiesiiovych volani, ako aj dlzky trvania kazdého zakroku a tlohou je najst
rieSenie vo forme planu jazd jednotlivych lekarov, ktoré by optimalizovalo
zvolené parametre. Samozrejme je nerealistické ocakavat, ze by sme v pri-
pade pohotovostnej sluzby tieto informéacie mohli vopred vediet. Centrala
netusi, kde a kedy dojde k najblizsej nehode, a napriek tomu ocakavame, ze
riadenie strediska pracuje podla rozumnej stratégie, aj v pripade, Ze za tych-
to okolnosti nemozno zarucit optimdlne rieSenie. Takto formulované tulohy
nazyvame online problémy a stratégie navrhnuté na hladanie ich rieSenia
sa volaji online algoritmy.

Situacii, v ktorych potrebujeme online algoritmy je vela a nie je tazké si ich
predstavit. Napriklad riadenie taxisluzby, alebo policajnej stanice. Podobne
je to aj v priemysle. Podniky musia ¢asto planovat zadelenie svojich zamest-
nancov bez toho, aby tusili, kolko a ako $trukturovanych objednéavok ziskaju
v najblizsom ¢ase. Problémy takého druhu sa volaju problémy planovania
prace!. Online problémy st vicsinou velmi tazké, pretoZe budicnost moze
byt pln& schvalnosti. Stiahneme lekara do strediska pohotovostnej sluzby
a prave vtedy, ked sa vrati, pride tiesnové volanie od suseda predchéadza-
juceho pacienta. Najst dobru za kazdych okolnosti optimalizujicu stratégiu
je Casto velmi tazké a niekedy je dokonca nemoZné najst online stratégiu,
ktorda by garantovala rozumné rieSenia pre kazdy mozny vyvoj v budtcnos-
ti. Umenie algoritmiky je vyskumat, pre ktoré online tulohy existuji dobré
online algoritmy, a pre ktoré online tulohy je beznadejné pokusat sa urobit
dobré rozhodnutie pre neznamu budicnost. Zav8e sa na prvy pohlad zda
beznadejné hrat proti neznamej buducnosti, a napriek tomu existuji online
algoritmy, ktoré nezavisle od vyvoja v budtcnosti, garantujt rieSenia blizke
optiméalnym. To st dalSie zazraky algoritmiky a ciefom tejto kapitoly je

Ipo anglicky scheduling
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jeden z tychto divov predstavit.

Nasledujuci odsek za¢neme itvodom do modelovania online problémov a vysvetlime,
ako mozeme merat kvalitu online algoritmov. Na ilustraciu ukazeme aj je-

den konkrétny online problém, pri ktorom nie je mozné prekabatit neznamu
budtcnost.

V odseku 10.3. predstavime jednu tulohu online planovania pracovného pro-
cesu, a presvedCime sa, ze ziadna deterministickda online stratégia nemoze
zarucit rieSenie blizke optimalnemu. Potom z rukéva vytiahneme ndhodou ri-
adeny online algoritmus, ktory s vysokou pravdepodobnostou garantuje riese-
nia velmi blizke optimalnym. Ako zvyc¢ajne, ukon¢ime kapitolu zhrnutim a
predstavime riesenie pre niektoré tlohy.

10.2 Meranie kvality online algoritmov a hra s
prefikanym protivnikom

Ulohy, ktoré studujeme v tejto kapitole, patria k takzvanym optimaliza-
¢nym tloham. Kazdy pripad I nejakej optimalizacnej ilohy ma potencialne
velmi vela rieSeni, ktoré volame pripustné rieSenia pre I. Rozpomenme
sa na tulohu obchodného cestujiuceho (TSP). Pre kazda uplné poprepajani
mnozinu n miest existuje obrovské mnozstvo (n — 1)!/2 Hamiltonovskych
kruznic?, ktoré zodpovedaji pripustnym rieSeniam. Ulohou ale nie je najst
len jedno z pripustnych rieseni, ale také rieSenie, ktoré mé minimélne cestovné
naklady, alebo aspon také, ktorého naklady sa veImi neliSia od optimélnych.
Vsetky online tlohy st optimaliza¢né tlohy a cielom je najdenie pripustného
rieSenia pre Uplne zadany pripad tdlohy, ktory na zaciatku pozname len z
Casti. V pripade pohotovostnej sluzby musime (za predpokladu postacujicej
kapacity) riesit vsetky tiesiiové situdcie. Ak to dokdZeme, nasli sme pripust-
né rieSenie, ktoré mozno opisat postupnostou instrukcii mobilnym lekédrom.
Je jedno, mieru ¢oho (cestovné naklady, ¢asy cakania, alebo iné) chceme
optimalizovat. Ak by sme vopred poznali budicnost so vSetkymi Casmi a
miestami tiesiovych volani, mohli by sme teoreticky® vypoéitat nejaké? op-
timalne rieSenie. Bez toho aby sme poznali budicnost sa nam moze stat, ze
urobime a realizujeme rozhodnutia, ktoré nam neskor znemoznia efektivne

2Hamiltonovské kruznice st cesty, ktoré za¢inaji a konéia v tom istom meste a vietky
ostatné mestd navstivia prave raz.

3Slovom teoreticky mienime bez ohl'adu na mnozstvo prace. Moze byt, Ze by sme to prak-
ticky nezvladli kvoli privelkej vypoctovej zlozitosti.

4Piseme nejake, pretoze mozu existovat viaceré optimalne rieenia.
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rieSit nové prichadzajuce poziadavky. V tejto suvislosti si kladieme nasledu-
jucu principidlnu otazku:
Aky dobry moze byt online algoritmus (ktory nepoznd budicnost)
v porovnani s algoritmom, ktory od zaciatku poznd cely pripad
ulohy (budicnost)?

Odpovede sa mozu lisit od tdlohy k tlohe. Ale aby sme mohli analyzovat tito
otazku pre konkrétne tlohy, musime najprv upresnit, ¢o znamena

Loyt dobry v porovnani s algoritmom, ktory poznd budicnost.”

Pri merani kvality online algoritmov postupujeme podobne ako pri koncepte
aproximacnych algoritmov. Nech [ je pripad uvazovanej optimaliza¢nej ilohy
U. Predpokladajme, ze U je tuloha minimalizacie. Nech

Opty (1)
oznacuje cenu optiméalneho rieSenia pre I. Nech A je online algoritmus pre U,
ktory vypocita pre kazdy pripad tlohy I pripustné rieSenie
RieSenie, (I).
Cenu tohto rieSenia oznac¢ime ako

Cena(RieSenies(I)).

Konkuren¢ni kvalitu Konk 4(I) algoritmu A pre pripad tulohy I definujeme
ako cislo
Cena(RieSenie, (1))

Oth(I)

Konk 4 (1) vyjadruje kolkokrat horSie je rieSenie RieSenie, (/) algoritmu A
vzhladom na nejaké optimalne rieSenie. Napriklad ked Opty (1) = 100 (op-
timéalne rieSenia pre I maji cenu 100) a Cena(RieSenies(/)) = 130 (rieSenie
vypocitané pomocou algoritmu A ma cenu 130), znamené to, ze

130
=100~
a teda, ze vypocitané rieSenie je 1,3-krat horSie ako najlepSie mozné. Inymi
slovami RieSenie (/) ma o 30% vyssiu cenu ako optimalne riesenia pre I.

Konk 4 (I) =

Konk 4(1) 1.3

Teraz vieme urcit, aky dobry je online algoritmus A na jednom pripade tlohy
I. Celkovu kvalitu algoritmu A meriame z hladiska zaruky, ktord je A schop-
ny poskytnit pre kazdy® pripad tlohy. Preto definicia kvality algoritmu A
vyzerd nasledujtco:

5V informatike hovorime ¢asto ,y najhorSom pripade®.
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Povieme, 7ze A je d-konkurencieschopny online algoritmus pre U, ak
pre vSetky pripady I ulohy U plati:

KOIlkA(I) S 0.

Ak plati Konk,(I) = 1.3 pre vSetky pripady I tlohy U (ak je teda A 1.3
-konkurencieschopny), znamena to, ze A pre ziadny pripad ulohy nevypocita
rieSenie, ktoré by bolo o viac ako 30% horSie od optimélneho. Pre vela
pripadov tlohy sa moze stat, ze A vypocita aj ovela lepSie rieSenie. Pre
mnohé tazké online ulohy moze byt uz takato zaruka poteSitelna.

Uloha 10.1 Nech pre pripad tlohy I je Opty (1) = 90. Predpokladajme, Ze nas
online algoritmus A vypocita RieSenies(/) s cenou. Cena(Riesenies (1)) = 135.

a) Urtite konkuren¢ni schopnost algoritmu A pre I.
b) o kolko percent je RieSenie4(I) hor§ie ako optiméalne rieSenie pre I7

Uloha 10.2 Pre kazdy pripad problému I sme definovali ¢isla Opty (1)
a Cena(Riesenies(I)). Co vyjadruje nasledujuce ¢islo

Cena(Riesenie4 (1)) — Opty (1)

-100 7
Opty (1)

Predpokladajme, ze pre nejaka optimalizacna tlohu U sme navrhli nejaky
online algoritmus A a chceme analyzovat konkurencieschopnost algoritmu
A. To je zvyCajne velmi tazkda matematickd uloha. Pozname mnozstvo on-
line algoritmov pre rozne tlohy, pre ktoré sa napriek dlhoro¢nym pokusom
nepodarilo zistit ich konkurencieschopnost. Obtaznost tejto analyzy spociva
v tom, Ze hladdame maximélnu hodnotu Konk4(7) vzhladom na nekonecne
vela pripadov problému 1.

Informatici pouzivaji na analyzu konkurencieschopnosti online algoritmov
symbolickd hru medzi dvoma hra¢mi — navrhovatelom algoritmu a jeho pro-
tivnikom. Navrhovatel algoritmov sa pokusa navrhovat online algoritmus a
jeho protivnik sa pokusa dokazat pre navrhnuty algoritmus prostrednictvom
navrhu konkrétnych tazkych pripadov problému, ze navrhnuty algoritmus nie
je z hladiska konkurencieschopnosti dobry (obr. 10.1).

V tejto hre mozeme navrhovatela algoritmu povazovat za na nadSeného op-
timistu, ktory sa raduje z vysledkov svojej prace. Jeho protivnika mozeme
pokladat za skeptika, ktory mé pochybnosti o vSetkych produktoch navrho-
vatela algoritmov a pokusSa sa odovodnit svoju skepsu. Dobré vyskumné timy
potrebuji oba typy - pesimistov i optimistov. Takto prichadzaju na svet
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Pozri na moj vyborny
algoritmus A

navrhne ] navrhne
A Tak skus pouzit A T
na pripad I. Budes sa divit.

obr. 10.1

s nadSenim napady, ktoré budu dosledne overené, opravené a v kone¢nom
dosledku vylepSené.

Pri analyze konkurencieschopnosti online algoritmov prisudzujeme protivnikovi
velki déavku prefikanosti alebo dokonca ,zlomyselnosti“. To je vec jeho
vyhodnej hracskej situacie. Protivnik pozna online algoritmus A a je schopny
naplanovat buducnost tak, aby A nebol uspesny. Pretoze mu je A znamy,
vie protivnik aké ¢iastkové rieSenie A vypocita pre kazda cast (prefix) vs-
tupu. Preto hru mozeme vidiet takto. Protivnik ukéze kiusok budicnosti
a pocka, ¢o s tym A urobi. Potom protivnik ur¢i dalsiu ¢ast vstupu. Po
tom, ako si pozrel (alebo sam vypocital), ako na to A reaguje, zostavi dalsie
vstupné poziadavky. Vdaka tomuto postupu moze protihrac tspesne vodit
algoritmus A za nos. Ak sa to protihracovi podari, tak tym dokazal, ze
konkurencieschopnost algoritmu A nie je vysoka (dobréa).

Nasledujucim prikladom zabijeme jednym tuderom tri muchy. Najprv ilus-
trujeme definiciu konkurencieschopnosti pomocou konkrétneho prikladu. Po
druhé nazorne predvedieme, ako moze prefikany protivnik znemoznit kazdy
online algoritmus pre danu ulohu. A po tretie pochopime, Ze naozaj existuji
ulohy, pre ktoré neexistuje aspesny online algoritmus.

Priklad 10.1 Strankovanie®

Strankovanie je aktualna uloha, ktora sa musi nepretrzite riesit v kazdom
pocitaci. V pocita¢i mame miniméalne dva druhy paméti, jednu mald a jednu
velkt. Mala ¢ast sa vola Cache’ a v tejto pamiiti mame k tdajom super
rychly pristup. Velkd paméf sa vola hlavna pamét a je podstatne vicsia
ako Cache (obr. 10.2)

Pristup k idajom v hlavnej paméiti je pomaly. V podstate je to dokonca tak,
ze pocCita¢ moze priamo spracovavat len udaje, ktoré su ulozené v paméti
Cache. Ak chce pocita¢ nahliadnut do udajov, alebo spracovavat udaje,

6V anglictine ,,paging®
v slovenéine vyrovnavacia paméif, zvazit, ¢i nedat vietko bud slovensky, alebo anglicky :-)
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hlavna pamaét

CPU

O DN |—

Cache

obr. 10.2

ktoré nie si v Cache, musi najprv tieto tdaje do cache preniest, a potom
ich moze odtial ¢itat. Preto sa pocitac¢ ,snazi“ mat ulozené v Cache vsetky
aktualne udaje, ktoré sa buda v najblizSom ¢ase spracovavat. To sa ale neda
zarucit, pretoze pocitac¢ nepozné budicnost, a teda nevie, ku ktorym tdajom
bude chciet pouzivatel mat v najblizSom ¢ase pristup. Pocita¢ dostava len
z Casu na Cas isté poziadavky, poskytnut k nahliadnutiu alebo spracovat
isté udaje. Ak tie idaje nie si v Cache, musi ich tam pretransportovat.
Pretoze Cache je zvycajne plna, musi pocita¢ najprv nejaku cast udajov v
Cache vymazat alebo z Cache preniest do hlavnej paméti. A teraz prichadza
priestor pre online stratégie. Ktoré idaje mame vybrat (odstranit) z Cache?
Samozrejme tie, ktoré nebudeme pri najbliz§ich poziadavkach potrebovat!

Modelujme vzniknuta situaciu presnejSie. Obidve pamiti si rozdelené do
datovych blokov, ktoré nazyvame stranky. Cache moze obsahovat nanajvys
k stranok, pre nejaké pevné ¢islo k, a typicky obsahuje prave k stranok, teda
je plna. Hlavna pamét obsahuje vSetky potrebné udaje, takze tam moze
byt uloZené obrovské mnozstvo tdajov. Medzi cache a hlavnou pamétou sa
daju ,prenasat® len celé stranky. Celé to pripomina hru s hrubou knihou,
v ktorej mozeme mat otvorenych naraz najviac k stran. Ak chceme vidiet
nejakd nova stranu, musime najprv jednu z k otvorenych stran zavriet. Z
toho dovodu volame tito tlohu strankovanie (listovanie).

Priklad pripadu strankovanie je napr. postupnost
I =3,107,30,1201, 73,107, 30

Tento pripad strankovania zodpoveda poziadavke ¢itat stranky s c¢islami 3,
107, 30, 1201, 73, 107 a 30, v tomto poradi, jednu po druhej, stranky 107 a
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30 si pozrieme dokonca dvakrat. Stranku 107 najprv v druhom a potom v
Siestom Casovom odseku. To znamenad, ze by bolo chybou vyhodit po prvom
pozreti z Cache stranku 107, pretoze by sme ju v takom pripade museli pred
Siestym Casovym okamihom zase preniest nazad do Cache.

VzhIadom na to, Ze strankovanie prezentujeme ako tlohu minimalizécie,
potrebujeme merat cenu jednotlivych rieSeni. éasy potrebné na prenos uda-
jov medzi hlavnou pamétou a Cache a na pristup k tdajom v Cache su
natol'ko rozdielne, Ze stanovime

e cenu 0 za pristup na stranku v Cache a
e cenu 1 za prenos udajov z hlavnej paméte do Cache.

Uvazujme nasledujicu konkrétnu situaciu. Mame cache velkosti 3 (k = 3),
ktora obsahuje prave 3 stranky 5, 30 a 107. Teraz dostaneme uz spominany
pripad ulohy I = 3, 107, 30, 1201, 73, 107, 30. Nasledujice optimalne rieSenie
mé cenu 3. Pocita¢ najprv prenesie stranku 3 z hlavnej paméti do Cache a
sticCasne s tym stranku 5 z Cache do hlavnej paméte. Tuto vymenu stranok 3
a b medzi Cache a hlavnou paméitou budeme zapisovat v nasledujicom texte
symbolicky ako
53

Dalsie pozadované strany 107 a 30 st uz v Cache k dispozicii, a preto ne-
dochadza k ziadnemu prenosu tidajov medzi Cache a hlavnou paméatou. Po-
tom prenesieme stranu 1201 z hlavnej paméti na miesto stranky 3 v Cache.
Strany 30 a 107 z Cache neodstranime, lebo vieme, Ze ich v budicnosti eSte
budeme potrebovat. V piatom kroku vymenime stranku 1201 za stranku
73. Posledné dve poziadavky 107 a 30 mozeme realizovat bez komunikacie
s hlavnou paméatou. Hore opisané rieSenie mozeme v kratkosti symbolicky
zapisat ako
5« 3,0 03— 1201,1201 < 73,0, 0

kde e symbolizuje ¢asovy interval, v ktorom neprebieha ziadna komunikacia
medzi Cache a hlavnou paméatou. Oznacenie a < b symbolizuje vymenu
stranky a z Cache za stranku b z hlavnej paméti. Tabulka 10.1 znazornuje
obsah Cache v uvazovanych o0smich ¢asovych intervaloch.

To, Ze nase rieSenie je optiméalne, mozeme tvrdit vdaka tomu, Ze na zaciatku
nie su stranky 3,1201, a 73 v Cache. Takze je jasné, ze pri poziadavkach
I = 3,107,30,1201,73,107,30 tam niekedy musia byt prenesené, a teda si
nevyhnutné minimalne tri akcie prenosu tdajov z hlavnej paméti.

Uloha 10.3 Najdite optimalne rieSenia pre nasledujice pripady tlohy strankova-
nia:
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cas | 0 1 2 3 4 ) 6 7
operacia 5«3 31201 | 1201 <73 | e °
) 3 1201 73 73 73
Cache | 30 30 30 | 30 30 30 30 | 30
107 | 107 | 107 | 107 107 107 107 | 107
nacitané 3 107 | 30 1201 73 107 | 30

Tabulka 10.1

a) k=3, Cache obsahuje 1,2,3 a1 =17,9,3,2,14,8,7
b) k =5, Cache obsahuje 1,101,1001,1002,9 a I = 1002, 7,5, 1001, 101, 3, 8,
1,1002

Na rieSenie daného pripadu moze existovat vela rieSeni. Ak pozadujeme
stranku, ktora nie je v Cache, tak mame £ moznosti, ktora stranku z Cache
vymenime za pozadovani nova stranku. S dlzkou postupnosti poziadaviek
na Citanie stranok exponencialne rastie pocet moznych rieSeni a situacia sa
moze statf neprehladnou. Napriek tomu vzdy existuje moznost najst (aj ked
s nemalym tsilim) optimalne rieSenie. Ak ale stojime pred strankovanim ako
online tlohou, meni to podstatne situaciu. Poziadavky prichadzaju osobitne
jedna po druhej. AZ po splneni prijatej poziadavky, vdaka ¢omu sme po-
tencidlne odstranili z Cache nejaka stranku, dostaneme dalSiu poziadavku.
Protivnik mé v tejto hre prilis vel'a priestoru a moze sa spravat znacne zlomy-
selne. V dalsej poziadavke si zvoli vzdy ta stranku, ktord sme prave z paméti
odstranili. Takto dosiahne stav, ked kazda jeho poziadavka zapric¢ini vymenu
stranok medzi Cache a hlavnou paméatfou. Tym sa maximalizuje cena rieSe-
nia, lebo vécsia ako pocet poziadaviek ani nemoze byt.

Predvedme si to na konkrétnom priklade. Polozme k = 3 a predpokladajme,
ze Cache obsahuje stranky 1, 2 a 3. Protivnik pozaduje stranku 4. Jednu
stranku z Cache musime teda odstranit. Predpokladajme, zZe uvazovana on-
line stratégia odstrani stranku 2, t.j. vykona akciu 2 < 4. V takom pripade
ziada protivnik stranku 2. T4 ale uz nie je v Cache, a teda ju tam musime
preniest. Predpokladajme, Ze online algoritmus realizuje 4 < 2. Nésledne
pozaduje protivnik stranku 4. Ak sa online stratégia rozhodne pre 1 < 4,
tak v dalsom protivnik pozaduje stranku 1, ¢o mozno splnit akciou 4 « 1.
Takto vytvoril protivnik pripad ulohy

4,2,4,1
a online algoritmus vyprodukoval rieSenie

24421441
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s maximalnou mozZnou cenou 4.

Pokial ale pozname od zacCiatku celé zadanie pripadu problému 4, 2,4, 1, tak
navrhneme rieSenie

3H47.7.7.7

ktoré mé cenu len 1.

Uloha 10.4 Uvazujme nasledujtci online algoritmus. Ak treba odstranit stranku
z Cache, tak vezmeme vzdy stranku s najmengim ¢islom. Polozme k = 4 a predpok-
ladajme, Ze na zaciatku obsahuje Cache stranky 1,3,5,7. Hrajte tlohu protivnika
a navrhnite pripad problému pozostavajuci z 10 poziadaviek tak, aby tato online
stratégia viedla k rieSeniu s cenou 10, i ked' je mozné rieSenie s cenou 1.

Uloha 10.5 Uvazujme online algoritmus, ktory v pripade potreby vyberie z Cache
ta stranku, ktord bola doteraz najmenej pozadovana. Ak existuju viaceré takéto
stranky, odstrani spomedzi najmenej pozadovanych stranok ta z najvyssim ¢islom.
Hrajte ulohu protivnika s touto stratégiou a nasledujucimi Startovacimi situaciami
a podmienkami.

a) k = 4, Cache obsahuje 1,2, 3, 4, pripad I ma pozostéavat z postupnosti Styroch
poziadaviek a Opt g ankovanie(I) = 1.

b) k =5, Cache obsahuje 1,7,103,5,9 a pre navrhnuty tazky pripad stranko-
vania o 10 poziadavkach mé platit Opt I)=2.

strdnkovanie(
Zovseobecnime nase doterajsie skiisenosti a dokdzme, ze pre kazdy online
algoritmus A pre strankovanie Cache s k strankami existuje pripad stranko-

vania [ taky, ze
Konk, > k,

a teda neexistuje ziadna online stratégia, ktorda by poskytovala uspokojivé
rieSenia pre vSetky pripady strankovania.

Predpokladajme, Ze v Cache, ktora ma velkost k stranok, méame stranky
1,2,3,4,..., k. Nech A je Iubovolny online algoritmus pre ulohu strankova-
nia. Protivnik za¢ne konstruovat pripad dlohy poziadavkou k + 1. Pretoze
stranka k+1 v Cache nie je, A ju musi vymenit za jednu zo stranok 1,2, ..., k.
Nech A urobi rozhodnutie

81<—>]€+1

pre nejaké s; z {1,2,...,k}. Teraz Cache obsahuje stranky

1,2,...,81—1,51—|—1,...,]€,]€—|—1.
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V tomto pripade pokracuje protivnik s poziadavkou s;. Stranka s; nie je v
Cache, a tak musi A zase nariadit vymenu stranok medzi Cache a hlavnou
pamétou. Nech A spravi rozhodnutie

S9 < S1

pre nejaké sy z {1,2,...,k,k+1} — {s1}. Teraz obsahuje Cache stranky
1,2,...,80—1,894+1,..., k+1 (presnejsie vietky stranky i € {1,2,...k+ 1}—
{s2}). Prirodzene protivnik teraz pozaduje prave tu chybajicu stranku ss.
Tymto sposobom mozeme pokracovat tak dlho, kym protivnik nevytvori pri-
pad tlohy

]A :/{Z—Fl,Sl,Sg,...,Sk_l

dlzky k a s obtaznostou

Cena(RieSenie4(14)) = k.

Vsimnite si, ze pre rozne online stratégie vznikaja rozne pripady problému.
Tvrdime, ze plati

Optstrdnkovame(IA) =1

Pokiusme sa to zdovodnit. Ak od zaciatku pozname cely pripad [4, mozeme
postupovat takto. Hodnoty sy, So,...;sk-1 s vSetky z {1,2,...,k+ 1} a je
ich presne k — 1. To znamend, 7e existuje ¢islo j z {1,2,...,k}, ktoré sa
nenachiddza medzi hodnotami sy, 55 ..., Sk_1, Co znamend, ze stranka j v [
nebude nikdy pozadovana na nahliadnutie. Preto pri prvej poziadavke na
stranku k£ 4 1 zvolime akciu

j<—>k‘—|—1.

Po tejto akcii nie je potrebny ziadny prenos tudajov medzi Cache a hlavnou
pamitou, pretoze vSetky stranky si,ss...s,_1, ktoré zodpovedaji nasledu-
jucim k — 1 poziadavkam pripadu tulohy 74, st uz v Cache. Zo stranok
{1,2,...k+ 1} chyba v Cache len stranka j, ktora ale nie je v I, nikdy
pozadovana. (Ak napr. k=4 a I, =5,3,1,4, tak j = 2, a tak je rieSenie
2 — 5,0, e e optimalne). Pretoze Opt,y,gmrovanic({4) = 1, dostavame

Cena(Riesenies(fa)) &k i

Konk(74) = :
on A( A) Optstrajnkovame(IA) 1

pre kazdy uvazovany online algoritmus A. Na zaklade toho usudzujeme,
7e neexistuje ziadny J-konkuren¢ne schopny online algoritmus pre tlohu
strankovania v Cache velkosti k, pre § < k.
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Ako riesime tento problém v praxi? Vzhladom na obtaznost analyzy sa tym
nechceme podrobne zaoberat. Zakladna myslienka je navrhnuat online algo-
ritmus, ktory produkuje dobré vysledky aspon na typickych, ked uz nie vo
v8etkych pripadoch strankovania. Vdaka rozsiahlemu skimaniu pripadov
uloh z praxe vieme, ze stranky, ktoré boli pozadované CastejSie v poslednom
¢ase, maju vyssiu pravdepodobnost, Zebudu znova pozadované. Co rozu-
mieme pod ,v poslednom case® a aki rolu presne zohrava experimentilna
pocetnost roznych poziadaviek sa tu nepokisime presne Specifikovat. Okrem
toho je tu eSte moznost ziskat online algoritmy s ndhodnym riadenim, ktora
moze byt pre rieSenie tlohy strankovania velmi uzito¢na.

10.3 Randomizovany online algoritmus pre
jednu tlohu planovania

V tomto odseku chceme ukézat, Ze je mozné objavit randomizované algo-
ritmy, ktoré i v zdanlivo beznadejnych situaciach dokdzu zarucit kvalitné
rieSenia blizke optimalnym. To znamend, Ze existuju tazké tlohy, v ktorych
napriek o¢akavaniu sa mozeme rozhodovat bez znalosti budicnosti skoro tak
dobre, ako niekto, kto je schopny predpovedat budicnost.

Aby sme ostali nazorni a predisli prili§ komplikovanym matematickym analyzam
a argumentom, uvazujme jednoduchu verziu tlohy planovania prace. Pred-
pokladajme, ze mame podnik s n réoznymi pracoviskami. Na kazdom pra-
covisku je zariadenie, ktoré je schopné vykonévat isté pracovné ukony, bud
samostatne, alebo riadenim nejakého pracovnika. Do podniku prichadzaju
zdkaznici s roznymi objednavkami. V objednévke je uvedené, ktoré praco-
viska a v akom poradi zakaznik potrebuje, aby jeho objednévka bola tspesne
vybavena. V zjednodusSenej verzii predpokladame, ze kazd4 objednavka potre-
buje v8etky stanice a kazda stanica je pozadovana na rovnako dlhy ¢as (napr.
10 minat). Jediné, ¢o v tejto jednoduchej verzii ulohy moze zakaznik zvolit,
je v akom poradi musia byt pouzité pracoviskd. Napriklad pre n = 5 méa
podnik 5 stanic S, S5, .55, 5; a S5. Objednavka

A=(1,3,54,2)

znamend, ze zakaznik pozaduje pre spracovanie svojej objednavky zariadenia
(pracoviska) v poradi

Slv 537 557 S4 a SQ-

Ulohou podniku je objednavku podla moznosti ¢o najskor vybavit. Ak je
objednavka A jedinou, tloha je pre podnik hravo zvladnutelna v priebehu
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5 ¢asovych jednotiek (jedna ¢asova jednotka pre jedno pracovisko). V prvej
casovej jednotke pracuje pracovisko S, v druhej stanica S3, v tretej S5, vo
stvrtej Sy a v poslednej piatej ¢asovej jednotke ukon¢i pracu na objednavke
pracovisko S,. Uloha spo¢iva v tom, Ze v hre mozu byt viaceri zakaznici,
ktori si navzajom mozu konkurovat pri spracovani svojich zédkaziek. Budeme
sa zaoberat najjednoduchs$im variantom tlohy, kde sa vyskytuji len dve ob-
jednavky od dvoch zakaznikov. Podnik sa usiluje minimalizovat ¢as na uplné
spracovanie oboch objednavok. Uvazujme napriklad pre n = 4 nasledujice
dve objednavky

Al = (172a374)
Ay = (3,2,1,4).

Podnik moze riesit objednavky nasledujucim sposobom. V prvej ¢asovej jed-
notke spractuva obe objednavky paralelne, ¢o znamend, Ze prvé pracovisko
S; pracuje na prvej tlohe objednavky A; a tretie pracovisko S pracuje na
prvej ulohe objednavky A,. Po uplynuti prvej ¢asovej jednotky st obe ob-
jednavky hotové s prvou tulohou a potrebuji obe pracovat na pracovisku Ss.
To ale nemodzeme realizovat stcasne, pretoze na jednom pracovisku moze byt
naraz spracovavand len jedna tloha. Nech sa podnik rozhodne spracovat
najprv druht dlohu prvej objednavky A; na pozadovanom pracovisku Ss.
Vzhladom nato, Zze ulohy musia by spracované v danom poradi, nebude sa
v druhom ¢asovom tseku pracovat na druhej objednavke A,. Kvoli tomu
mé A, oneskorenie velkosti jednej ¢asovej jednotky. Po uplynuti druhej
casovej jednotky su splnené prvé dve tlohy objednavky A; a na objednavke
Ay bola doteraz vykonana len prva tloha. (tab. 10.2). Teraz pozaduje A;
pracovisko S3 a As pracovisko S;. Obe poziadavky mozno splnit stucasne,
a teda sa realizuju. Po tretej casovej jednotke ostava len poziadavka objed-
navky A; na pracovisko S; a na objednavky A, treba splnit este poziadavky
1,4. Vidime, ze podnik vo $tvrtej casovej jednotke moze sicCasne spracovat
Aj; na Sy a Ay na S;. Tym je objednavka A; po Stvrtej ¢asovej jednotke
uplne spracovand bez akéhokol'vek oneskorenia. V piatej ¢asovej jednotke
moze potom podnik dokonéit na pracovisku S, pracu na objednavke A;. Po
piatich ¢asovych jednotkach st obe objednavky A; a A, vybavené a nase
rieSenie je optimalne, pretoze neexistuje rieSenie, ktoré by tieto objednavky
dokazalo vybavit v kratSom case.

Riesenie v kratSom Case je nemozné preto, lebo spracovanie A; a A, v priebe-
hu 4 casovych jednotiek znamenéa, ze v kazdej Casovej jednotke musia byt
sticasne spracované obidve objednavky. Na zaciatku to znamené konkrétne
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spracovanie A; na S; a spracovanie A; na S3. Tym je nevyhnutny konflikt
rovnakych poziadaviek oboch zakaziek na pouzitie pracoviska S, v druhej
¢asovej jednotke, ktorému sa nemoézeme nijako vyhnut. Pre nemoznost spra-
covat obe objednavky sucasne musi jedna z nich ¢akat pocas druhej ¢asovej
jednotky, a teda nemodze byt vybavend skor ako po piatich casovych jed-
notkach.

Nasledujuca tabulka znazoriuje priebeh vyssie opisaného spracovania objed-
navok A; a A,. Kazdy stlpec zodpoveda jednej ¢asovej jednotke a ukazu-
je, ktoré pracoviskda aktivne pracuji, na ktorej tulohe. Z pohladu riadkov
mozeme pozorovat, do akej miery pokrocila praca na objednéavkach A; a A
po uplynuti jednotlivych ¢asovych jednotiek.

casové jednotky | 1 2131415
Ay | S| S2 | S3 | Sy
A2 S3 Sz S 1 54

Tabulka 10.2

Uloha 10.6 Uvazujme situéciu, ked sa podnik rozhodne v prvej ¢asovej jednotke
spracovavat len Aq na pracovisku S7 anechd As cakat, i ked pozadovand pracovisko
Ss méa nevyuzité k dispozicii. Da sa v takomto pripade este dosiahnut, aby bola
praca na oboch objednavkach ukoncena v ramci piatich Casovych jednotiek? Opiste
vaSe priradenie pracovisk objednavkam v case, podobne ako v tab. 10.2.

Uloha 10.7 Predpokladajme, ze mame podnik s n = 6 pracoviskami a dve ob-
jednavky A; = (1,2,3,4,5,6) a A2 = (1,3,2,6,5,4). Kolko ¢asovych jednotiek
potrebujete na uplné vybavenie objedndvok? Prezentujte svoje riesenie vo forme
tabulky tab. 10.2.

Uloha rozdelovat pracu sa da predstavit graficky, ¢o znazoriuje hladanie
dobrych rieSeni a tym ich aj ulah¢uje. Pre podnik s n pracoviskami si
nakreslime najprv tabulku n x n. Pre dve objednéavky A; a A, napiSeme
postupnost pozadovanych pracovisk objednavky A; do stipcov a postupnost
pozadovanych pracovisk objednavky A, do riadkov. Na obrazku 10.3 vidime
tabulku 4 x 4 pre objednavky

Ay =(1,2,3,4) a Ay = (3,2,1,4) .
Politka, v ktorych sa stretavaju rovnaké poziadavky (ako napr. priesecnik

prvého riadku s tretim stlpcom zodpoveda sucasnej poziadavke oboch ob-
jednavok pouzit pracovisko S3, alebo priese¢nik druhého riadku s druhym



10.3 RANDOMIZOVANY ONLINE ALGORITMUS 287

start 1 2 3| 4
3
2
1
4
ciel
obr. 10.3
roh 1 roh
AN /
’ ¢
. vertikalna
J hrana
’ ’
/ 'T* AN
roh ) roh
horizontalna
hrana
obr. 10.4

stlpcom zodpoveda stcasnej poziadavke prace na pracovisko Sp) nazyvame
prekdzky a oznacime ich vySrafovane. Pozorujeme, ze pocet prekazok je
prave n, pretoze pre kazda stanicu S; (i = 1,...n) existuje prave jeden ri-
adok a jeden stlpec oznaceny ¢islom i. TakZe na obrazku 10.3 vidime presne
Styri prekazky. Vo v8etkych volnych polickach bez prekazok (policka s rozny-
mi poziadavkami objednavok A; a As) nakreslime spojnicu z horného Tavého
vrchola (rohu) policka do dolného pravého vrcholu (rohu) policka a nazveme
ju diagonalna hrana (obr. 10.3). Body, kde sa pretinajiu horizontalne
a vertikalne ¢iary oddelujuce jednotlivé riadky a stipce nazyvame vrcholmi
(obr. 10.4).

Usecky, ktoré spajaji susedné vrcholy nazyvame hrany. Hrany, ktoré lezia
na horizontalnych ¢iarach (oddelujicich riadky) nazyvame horizontalne
hrany (obr. 10.4). Analogicky nazyvame vertikilne orientované tusecky
medzi dvoma susednymi vrcholmi vertikalne hrany. Hladanie rieSenia pre
spracovanie objednavok A; a A, zodpoveda v tejto grafickej reprezentacii
hl'adaniu cesty z horného Tavého rohu tabulky n x n (oznaeny na obr. 10.3
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ako §tart) do dolného pravého rohu tabulky (oznacené na obr. 10.3 ako ciel).
Cesta prebieha postupne z vrchola do susedného vrchola.

(a) (b) ©

obr. 10.5

Ak prechadzame diagonalnou hranou poli¢ka na priese¢niku i-teho riadku a
j-teho stipca (obr. 10.5(a)), tak to zodpoveda sicasnému spracovaniu objed-
navok A; a Ay na pozadovanych pracoviskdch S; a S;. Pouzitie horizontalnej
hrany (obr. 10.5(b)) zodpoveda spracovaniu objednavky A; na pozadovanom
pracovisku S a ¢akaniu objednavky As, ktora v tomto Casovom intervale nie
je spracovand a kvoli tomu sa oneskori o jednu ¢asovi jednotku. Ist po
vertikdlnej hrane (obr. 10.5(c¢)) zodpoveda spracovaniu As na pozadovanom
pracovisku S; a ¢akaniu A; na dal$ie spracovanie. Na obrazku 10.6 je zna-
zornené riesenie z tab. 10.2, ktoré zodpoveda planu pre pripad tilohy z 10.3.
Jedind horizontalna hrana pouzité v rieseni zodpoveda obchadzaniu prekazky
v policku (2, 2). Jedina vertikdlna hrana je pouZita v poslednom kroku na
dosiahnutie ciela, ked uz je objednavka A; vybavenda a dokon¢ujeme len ob-
jednavku A,.

Cena rieSenia (pocet potrebnych ¢asovych jednotiek na tuplné spracovanie A;
a Ay) je presne dizka cesty zo Startu do ciela po¢itana ako pocet prejdenych
hran. Na obrazku 10.6 pozostava cesta zo Startu do ciela z 5 hran a i-ta
hrana cesty zodpoveda presne priradeniu pracoviska v i-tej casovej jednotke

Start 112 3] 4

ciel

obr. 10.6
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v tab. 10.2. Ak pozname od zaciatku uplne objednavky A; a A, mozeme
najst optimalne rieSenie priradenia pracovisk jednotlivym objednavkam v
jednotlivych ¢asovych intervaloch velmi rychlo vdaka efektivnym algoritmom
na hladanie najkratsej cesty zo Startu do ciela.

Uloha 10.8 Uvazujte objednavky A; = (6,5,4,3,2,1) a Ay = (4,5,6,2,3,1) pre
podnik so Siestimi pracoviskami! Nagcrtnite zodpovedajice grafické zobrazenie tohto
pripadu ulohy so Siestimi prekazkami. Najdite jednu z najkratsich ciest (moze ich
existovat viacej) zo Startu do ciela a zostavte k tejto ceste zodpovedajucu tabulku,
ktord opisuje priradenia pracovisk objednavkam podobne ako ste to urobili v tab.
10.2.

Vdaka grafickému zobrazeniu vidime, Ze tuto optimaliza¢ni tlohu vieme
vyriesit lahko a rychlo. Situécia sa ale zmeni, ak budeme tato alohu uvazovat
ako online ulohu. Na zaciatku pozné podnik len prva poziadavku objednavky
Ay a prva poziadavku (ilohu) objednavky As, napr. A; = (3,...) s Ay =
(5,...). Zvysok pripadu tlohy je podniku zatial neznamy. Ak podnik vybavi
subezne prvé ¢iastkové tlohy objednévok na pracoviskich S3 a S;, objavia
sa nasledovné ulohy objednavok A; a A,. Pravidlom je, ze az po rozhodnuti
a spracovani danych c¢iastkovych uloh objednavok A; a A sa podnik dozvie,
aké dalsie Ciastkové tlohy objednavok A; a A, su na rade.

Pri tomto scenari moze hra medzi navrhovatelom online algoritmu s jeho
protivnikom vyzerat takto: Navrhovatel algoritmu navrhne nejaka online
stratégiu a jeho protivnik navrhne pripad tlohy, ktory je tazky pre zvolenu
stratégiu. Stratégia protivnika v tejto hre je velmi jednoducha a uvidime,
ze zlomyselnejSiu si naozaj ani nemozno predstavit. Pre kazdy algoritmus
zostroji protivnik taky pripad tlohy, ze danému algoritmu neostane nic¢ iného,
ako miniméalne v kazdom druhom kroku pouzit nejakt nediagonéalnu hranu.
To znamena, ze v kazdom druhom kroku dojde k oneskoreniu pri vybavovani
na jednej z objednavok. Ako to moéze protivnik dosiahnut?

Predpokladajme (obr. 10.7), ze posledny krok algoritmu pouzil nejaku di-
agonalnu hranu.

Ak sa nachadzame vo vrchole X (obr 10.7) v dolnom pravom rohu priese¢nika
i-teho riadku a j-teho stipca, znamena to, ze prvych j tloh objednavky A,
a prvych 7 uloh objednavky A, je uz spracovanych. Teraz si moze protivnik
zvolit (7 + 1)-va ulohu objednavky A; a (i + 1)-vi ulohu objednavky As.
Protivnik zvoli t istd poziadavku na pracovisko S,., ktoré doteraz este nebolo
pouzité. Takto vychadzajic z X lezi pred nami prekazka a nam neostéava nic
iné, ako pokracovat nejakou nediagonalnou hranou (Musime si vybrat z dvoch
moznosti znazornenych na obr. 10.5(b) a obr. 10.5(c)).
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Start a r
b <— -ty riadok
T X
o ciel
j-ty stlpec
obr. 10.7

Ak navrhnuty online algoritmus po diagonalnom kroku dosiahne okraj tabulky
(obr. 10.8), tak neexistuje tak ¢i tak ziadna moznost pouzivat az do konca
cesty len diagonalne hrany. Preto moze protivnik zvolit zvys$né ulohy este
nedokoncenej objednavky (na obr. 10.8 je to objednavka Ay) v Tubovolnom
poradi.

Co mozeme vydedukovat z tejto avahy? Pre kazdy online algoritmus A najde
protivnik pripad problému x4, na ktorom online algoritmus A miniméalne v
kazdom druhom kroku pouzije nediagonalnu hranu. To znamena, ze A musi
sposobit minimalne v kazdom druhom kroku oneskorenie pri spracovani jed-
nej z objednavok. Ak mame m stanic, musime pocitat s m/2 oneskoreniami,
ktoré su rozdelené na obe objednavky. Z toho vyplyva, Ze asponn jedna z
objednavok musi mat minimalne m/4 oneskoreni. TakZze Cas spracovania
pripadu tlohy x4 pomocou rieSenia vypocitaného algoritmom A je aspon

m+m/4

pretoZe najkratSie spojenie zo Startu do ciela pozostava z m diagonélnych
hrdn a k minimalnemu ¢asu musime este pripocitat maximum oneskoreni na
jednotlivych objednavkam.

[lustrujme hru protivnika proti jednej konkrétnej online stratégii.

Priklad 10.2 Uvazujme nasledovnu online stratégiu A na hladanie cesty zo
Startu do ciela v tabulke znazornujicej dve objednavky.
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Start a

ciel

obr. 10.8

1. Ak je mozné pouzit diagonalnu hranu, tak ju pouzi.

2. Ak stojis pred prekazkou (t.j. bez moznosti ist po diagonélnej hrane),
zvol si ti z dvoch moznych hran (jednej horizontalnej a jednej vertikal-
nej), ktora vedie blizsie k hlavnej diagonéle celého pola medzi Startom a
cielom. Ak st obe moznosti rovnako dobré, zvol si horizontalnu hranu.

3. Ak sa nachadza$ na pravom okraji tabulky, pouZi na dosiahnutie ciela
vertikdlne hrany.

4. Ak sa nachadza$ na spodnom okraji tabulky, pouzi na dosiahnutie ciel'a
horizontalne hrany.

Pre tento online algoritmus A skon§truuje protivnik tazky pripad planovania
x4 = (Ay, Ag) takto: Konstrukcia za¢inas Ay =1,...a Ay = 1,.... Takto
lezi prekazka hned na Starte (obr. 10.9) a A ju musi obist. Podla bodu 2
algoritmu A st obe moznosti vertikdlna i horizontalna rovnako dobré a tak
ide A po horizontalnej hrane.

Start 1

obr. 10.9
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Po tomto kroku musi protivnik sformulovat druhu tlohu (poziadavku) objed-
navky A;. Teraz nemé protivnik ziadnu moznost polozit prekazku, pretoze
v kazdom riadku existuje prave jedna prekazka a td uz protivnik do prvého
riadku ulozil. Preto je jedno, ktoré pracovisko si protivnik vyberie. Nech je
to pracovisko Ss, a teda nech A; = (1,2,...). Teraz moze A pokracovat po
diagonalnej hrane (obr. 10.10) a spracuje tym sucasni ulohu 1 objednavky
A; a ulohu 2 objednavky As.

Start 1 2

obr. 10.10

Teraz su splnené vsetky doteraz Specifikované poziadavky a protivnik moze
sformulovat nasledovné poziadavky oboch objednavok A; a As. To znamené,
ze protivnik moze znova polozit prekazku (pouzitou diagonalnou hranou dosi-
ahla cesta novy riadok a novy stlpec, v ktorom nelezia este nijaké prekazky).
Nech protivnik pokracuje v konstrukeii pripadu tlohy (A, As) nasledovne:

A1:(1,2,3,...) aA2:(1,3,...) .

Takze algoritmus A narazil zasa na prekazku (obr. 10.11). Podla bodu 2
zvoli A vertikalnu hranu, aby obisiel prekazku (obr. 10.11).

Start 1 2 3

obr. 10.11

Potom nemoze protivnik vytvorif ziadnu prekazku, pretoze v kazdom stlpci
uz jedna prekazka lezi a urobi Ay = (1,3,2,...). Teraz pouzije A, podla
bodu 1, pred nou stojacu diagonalnu hranu (obr. 10.12) a dosiahne takto
novy riadok a novy stipec. Protivnik vytvori konstrukciou

A =(1,2,3,4,..)a Ay =(1,3,2,4,...)
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novi prekazku, ktora A obchadza horizontalne (obr. 10.12).

Ak ma podnik prave 4 pracoviska, protivnik je hotovy s konstrukciou pripadu
planovania 4 = (A;, A2). Na dosiahnutie ciela (obr. 10.12) musi este A ist
po okraji vertikdlnou hranou. Spolu pouzil algoritmus A na ceste zo Startu
do ciela Sest hran a len dve z toho boli diagonalne. Algoritmus A zacal
horizontalnou hranou a nanajvys kazda druha hrana bola diagonalna.

Start 1 2 3 4
1
2
3
x
4
obr. 10.12

O

Uloha 10.9 Predpokladajme, Ze podnik ma 7 pracovisk. Prevezmite tlohu pro-
tivnika v pokracovani prikladu 10.2 z vrcholu = na obrazku 10.12 a doplite pre
tento pripad konstrukciu tazkého pripadu x 4.

Uloha 10.10 Ako vyzera optimalne rieSenie pre pripad tlohy A; = (1,2,3,4) a
As = (1,3,2,4) na obrazku 10.127

Uloha 10.11 Zmehime stratégiu A z prikladu 10.2 tym, Ze v bode 2 budeme
vyzadovat, aby v pripade prekdzky online algoritmus pouzil vzdy horizontdlnu
hranu. Hrajte tlohu protivnika pre tuto stratégiu A’ a skonstruujte tymto spo-
sobom tazky pripad pre A’ a pre n = 5.

Uloha 10.12 Uvazujme stratégiu B, ktora nezavisle od pripadu tlohy pouzije
najprv 3 vertikdlne hrany (t.j. neché cakat objednavka A; tri ¢asové jednotky) a
potom pracuje ako A. Hrajte ulohu protivnika pre B a zostrojte tazky pripad pre
Bpren=171.
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Ukazali sme, 7e pre kazdy online algoritmus A sa da skonstruovat tazky
pripad tlohy x4, ktory A nevie vyriesit rychlejsie ako za

m+m/4

casovych jednotiek.

Je to vela alebo malo? Aby sme tiato otdzku mohli zodpovedat, musime
najprv skumat, ako dobré su rieSenia, ktoré sa daji najst, ak je budicnost
(celé objednavky) od poc¢iatku znama. Najprv objasnime, ze kazdy pripad
planovania pre dve objednavky na m pracoviskich je spracovatelny v ¢ase

m+/m.

Dosledkom toho je, ze pre kazdy online algoritmus A plati

m+0.25-m

m++m

Pre velké m to znamenad, Ze online vypocitané rieSenia mozu byt o takmer
25% horsie ako optimalne.

KOIlkA(I) Z

Aby sme ukézali, ze kazdy pripad tlohy mozno riesit v m + /m Casovych
jednotkach, uvedieme pre vicsinu ¢itatelov tplne novy druh argumentécie.
Pre kazdy pripad problému budeme uvazovat viacero algoritmov a ukazeme,
ze rieSenie vyprodukované tymito algoritmami vyzaduja v priemere m +/m
¢asovych jednotiek. Ak rieSenia potrebuju v priemere m + y/m Casovych
jednotiek, tak medzi nimi musi byt jedno, ktoré potrebuje nanajvys m-++/m
casovych jednotiek. Odovodnenie tejto ivahy je jednoduché. Ak by vsSetky
rieSenia potrebovali viac nez m + /m ¢asovych jednotiek, tak priemer poctu
¢asovych jednotiek tychto rieSeni nemoze byt m + /m.

Pre zjednodusenie uvazujme, ze m = k? pre nejaké prirodzené casto k, a
teda v/m = k je celé ¢islo. Budeme uvazovat 2k + 1 diagonalnych stratégii.
Hlavnu diagonalu celej tabulky zo $tartu do ciela oznac¢ime D,. Diagonélu v
tabulke, ktora lezi ¢ policok nad Dy oznac¢ime D;. Analogicky oznacime D_;
diagonalu, ktora lezi j policok pod Dy. Na obr. 10.13 vidime tri hrubé ¢iary,
predstavujice diagondly Dy, Dy a D_3.

Kazdej diagonéle D; mozeme priradit jednu stratégiu SD;, ktora sa usiluje
prejst vSetkymi vrcholmi diagonély D;. Pre kazdé ¢ > 0 urobi SD; najprv
1 horizontalnych krokov a dosiahne tak najvyssi vrchol diagonaly D;. Ak
narazi na prekazku, tak SD; obchédza tito prekdzku najprv horizontalnou
a potom vertikalnou hranou (obr. 10.14) s cielom vratit sa po obchadzke na
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Start Dy
Dy

D_3

ciel

obr. 10.13

D;. Ak SD; dosiahne najspodnejsi vrchol diagonaly D;, tak na dosiahnutie
ciela SD; pouzije vertikalne hrany na okraji.

Analogicky zacina stratégia D_; najprv s ¢ vertikalnymi hranami a dosiahne
tak najvyssi vrchol diagonaly D_;. Potom pokracuje, podobne ako SD; po
diagonalnych hranach diagonaly D_; a obchadza prekazky v dvoch krokoch s
narastom na D_; (obr. 10.14). Ak SD_; dosiahne najnizsi vrchol diagonaly
D_; na dosiahnutie ciela pouzije SD_; horizontalne hrany.

start 1 2 3 4 5 6 7 8 9

SDy

T ciel

obr. 10.14
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Na obrazku 10.14 vidime rieSenie stratégii SDy a SD_3 pre pripad dlohy
Ay =(1,2,3,4,5,6,7,8,9) a Ay = (3,2,1,7,5,9,4,8,6).

Uloha 10.13 Vypoditajte rieenia, ktoré dostaneme pouzitim stratégii SD, SDo
a SD_s pre pripad dlohy z obr. 10.14.

Uloha 10.14 Uvazujme pripad tlohy A; = (9,8,7,6,5,4,3,2,1) a Ay = (9, 7, 8,
4,5, 6, 2, 3, 1). Nacrtnite rieSenia, ktoré dostaneme pouzitim stratégii SDs, SDy,
SD_l a SD_Q.

Predpokladajme, Ze pre kazdy pripad planovania s m pracoviskami pouzi-
jeme vSetkych 2k + 1 = 2y/m + 1 diagonalnych stratégii a ziskame takto
2k + 1 roznych rieSeni. Vypocitame priemernu kvalitu tychto rieSeni tak, ze
spocitame najprv sucet ich ¢asov spracovania a potom ho vydelime 2k + 1.

Cas vypoctu rieSenia SD; a SD_; je presne
m + 1 + pocet prekazok na D;(D_;),

pretoze:

(i) SD; (SD_;) pouziva presne i vertikdlnych a ¢ horizontalnych hran, aby
dosiahla zo Startu diagonalu D; (D_;) a z konca diagonaly prisla do
ciela. Preto maju obe objednavky zdrzanie presne i ¢asovych jednotiek.

(ii) Kazdu prekazku obideme v rieseni jednou horizontalnou a jednou verikal-
nou hranou. Preto znamena kazdé prekazka oneskorenie o jednu ¢asovi
jednotku.

Oznacme pomocou SUM stcet vSetkych oneskoreni vSetkych 2k 4 1 rieSeni.
Citatel, ktory nemé vztah k matematike moze nasledujuci vypocet preskocit.
k

SUM = > (|i| + pocet prekazok na D;)
i=—k

k k
= > |il+ 3. pocet prekazok na D;
=k i=—k

k
<23 i+m
i=1
{Toto bol najdolezitejsi krok v nasej uvahe. Kedze vSetkych prekazok
je m, nemoze byt sucet vSetkych prekazok na 2k + 1 vybranych di-
agonalach vacsi nez m. Preto je hodnota druhej sumy zhora ohranic¢ené
¢islom m.}
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{UZ maly Gauss ukazal, Ze sucet prvych k kladnych celych ¢cisiel je
presne k- (k+1)/2.}

=k-(k+1)+m=k+k+m=(/m?*+vm+m
=2m + /m.

Vydelme sucet vSetkych oneskoreni po¢tom rieSeni. Dostavame priemerné
oneskorenie:

2m +/m

——— < Vm=k.

2-y/m+1

7 tohto dovodu existuje aspon jedno rieSenie, ktoré sa oneskoruje nanajvys
o k ¢asovych jednotiek®. Teda existuje riefenie, ktoré vybavi vsetky objed-
navky pripadu tlohy za ¢as nanajvys

m+\/m
casovych jednotiek.

Uloha 10.15 (tvrdy orieSok) Pre nage ivahy sme pouzili 2¢/m-+1 diagonalnych
stratégii. Aky by bol vysledok nésho usilia, keby sme pocitali s 4\/m + 1 alebo
v/m + 1 diagonélnymi stratégiami?

Uloha 10.16 Vypodcitajte priemerné zdrzanie pre 7 stratégii od SD3 az po SD_3
pre planovanie na obr. 10.14.

Dokézali sme, ze pre kazdy pripad planovania dvoch objednavok pre m pra-
covisk je mozné objednavky spracovat s oneskorenim najviac \/m. Zial,
online algoritmy nie st schopné zabranit oneskoreniu m/4 = 0.25m. Pre
velké hodnoty m je m/4 podstatne viac nez /m. N&§ vysledok ziskame vda-
ka jednoduchej kombinatorickej iivahe, ktora je napriek svojej jednoduchosti
mocnym a Casto pouzivanym nastrojom matematickych zdovodneni. Toto
kombinatorické tvrdenie moézeme sformulovat takto:

Ked mdame m objektov a kazZdému priradime nejaki éiselnid hodno-
tu a priemernd hodnota objektov je d, potom medzi tymito objekt-
mi existuje jeden s ¢iselnou hodnotou najviac d a jeden s hodnotou
asponi d.

8 Ak by vSetky rieSenia mali oneskorenie aspoii k-+1 ¢asovych jednotiek, potom by priemerné
oneskorenie muselo byt viac nez k.
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Nadisiel ¢as prekabatit presibaného protivnika. Zoberieme si na pomoc naho-
du a pre ulohu planovania navrhneme randomizovany online algoritmus.
Vsimnite si, ze vSetky stratégie SD; st online algoritmy. Kazda diagonalna
stratégia sa drzi vrcholov svojej diagonaly a obchadza prekazky rovnako bez
ohl'adu na to, ako st rozmiestnené. Na svoje rozhodnutia nepotrebuje infor-
macie o pripade tlohy okrem aktuélnych poziadaviek objednavok A; a As.
Ako nam to pomoze? Vytvorime randomizovany online algoritmus D, ktory:

Pre kaZdyj pripad ilohy pldinovania s m pracoviskami zvoli ndahodne
jednu z 2/m + 1 stratégii SD; a pouZije ju na urcenie riesenia.

KedZze priemerné oneskorenie vietkych 2/m + 1 stratégii je /m + 3, oc¢aka-
vame od algoritmu D relativne dobré rieSenia. Samozrejme nemdézeme vylucit,
ze pre dany neznamy pripad tlohy si D nahodne zvoli nevhodnu stratégiu.
Napriklad, ked si randomizovany online algoritmus D zvoli pre preitho neznamy
pripad tulohy

A =1(1,2,3,...,m) = As(1,2,3,...,m)

diagonalnu stratégiu SDy, lezi vietkych m prekdzok prave na diagonale D
a oneskorenie je najhorsie mozné, t.j. m. To sa ale stane len s pravdepodob-

nostou
1

2ym+1
VzhIadom na to, Ze na ostatnych diagonélach nelezia ziadne prekazky, si

vSetky ostatné pripady priaznivé. V tychto pripadoch ma SD; oneskorenie
presne i, pre vSetky i.

Uloha 10.17 Nech m = 9. N4jdite taky pripad tlohy, ze vietky policka diagoné-
ly D3 obsahuju prekazky. Urcite jednotlivé oneskorenia vSetkych diagonédlnych
stratégii.

Ako sa mozeme pomocou matematickych argumentov presvedc¢it, ze ran-
domizovany online algoritmus D je dobry pre prax? Nemoze sa stat, ze prilis
¢asto (s vysokou pravdepodobnostou) dostaneme nie prilis dobré rieSenia?
Aby sme ukazali kvalitu algoritmu D, pouzijeme elegantni kombinatoricku
uvahu.

Majme n objektov, ktoré st oznacené kladnymi celymi ¢islami. V naSom
pripade st objekty jednotlivé rieSenia vytvorené diagonalnymi stratégiami a
Ciselné oznacenia sa ich oneskorenia. Tvrdime, ze

Aspon polovica objektov md hodnotu mensiu alebo rovni dvojnd-
sobku priemernej hodnoty.
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Ako to zdovodnime? Nech je d priemern& hodnota. Ak viac nez polovica
objektov ma hodnotu vic¢siu nez 2d, tak priemer nemodze byt rovny d, musi
byt vacsi nez d aj keby vSetky ostatné objekty mali priradent hodnotu nula
(obr. 10.15).

hodnota........ )
———————————————————————— 2 x priemerna hodnota
priemerna hodnota
0
obr. 10.15

D4 sa to ukézat aj vypoc¢tom. Nech g je pocet objektov s hodnotou vacésou ako
2d a h je pocet objektov s hodnotou najviac 2d. Je zrejmé, ze g + h je pocet
vSetkych objektov. Potom je stucet hodnot vSetkych objektov dohromady

viac nez
g-2d+h-0=2dg.

Priemernéa hodnota d je potom aspoi

2dg
g+h
Teda plati d > 2dg/(g + h) a dostavame, ze

d-(g+h) > 2dg |1
g+h > 29 |-y
h > g.

Vysledok hovori, ze pocet objektov g s hodnotami vacsimi nez 2d (dvojnéa-
sobok priemeru) nie je va¢si nez pocet objektov h s hodnotami najviac ako
dvojnasobok priemeru. Dosledkom nerovnosti h > g je, ze pre algoritmus D
méame zarucené, ze s pravdepodobnostou najmenej 1/2 zvoli stratégiu, ktorej
rieSenie ma oneskorenie najviac

2.-d=2-/m.

Ak to niekomu eSte nestaci, moze pouziti kombinatoricka tvahu zovseobec-
nit:
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Pocet objektov s hodnotami vdcsimi neZ c-ndsobok priemeru je
najviac c-tina (t.j. n/c) vsetkyjch objektov.

Ak zvolime ¢ = 2, dostaneme povodné tvrdenie.

Uloha 10.18 (tvrdy orieSok) Zdovodnite platnost zoviobecneného kombinatorick-
¢ho tvrdenia.

Na zaklade tohto kombinatorického tvrdenia mozeme povedat, ze s pravde-
podobnostou aspoii 3/4 najdeme rieSenie, ktoré v najhorsom pripade sposobi
oneskorenie 4d. Tento vysledok dosiahneme volbou ¢ = 4 v zov8eobecnenom
kombinatorickom tvrdeni.

Uloha 10.19 Aku zaruku moézeme daf pre D na najvicsie mozné oneskorenie s
pravdepodobnostou aspon 9/107 Ak& je horna hranica na velkost oneskorenia 7/8
vSetkych diagonalnych stratégii s miniméalnymi oneskoreniami?

10.4 Zhrnutie alebo ako sme prekabatili
protivnika

Pre mnozstvo procesov prebiehajicich v praxi st online problémy kazdo-
dennym chlebom. Obzvlast v oblasti sluzieb vSetkého druhu nie je mozné
spolahlivo predpovedat rozsah a Strukturu poziadaviek zakaznikov. Servis-
né strediskd sa musia rozhodovat a realizovat svoje rozhodnutia bez toho,
aby vedeli aké poziadavky ich v blizkej budicnosti ocakavaji. V mnohych
situaciach maju riadiace centré sluzieb chabé vyhliadky aplikovat nejaki
rozhodovaciu stratégiu, ktord by za ziadnych okolnosti neviedla k neuspoko-
jivému vyvoju.

Ulohou algoritmikov je skimat, pre ktory druh online @loh mame moznost
navrhnat online algoritmy garantujuce také dobré rieSenia, ako keby sme
poznali budicnost (vSetky budice poziadavky), a pre ktoré tlohy to nie je
mozné. Aby sme vedeli analyzovat rozne situacie, hrame hru s dvomi hrac-
mi, navrhovatelom algoritmu a jeho protivnikom, navrhovatelom fazkych
pripadov tloh. Navrhovatel vyvinie online algoritmus a jeho protivnik sa
snazi najst pripady tlohy, na ktorych tento algoritmus zlyh&. V hre ma pro-
tivnik zna¢na vyhodu, pretoze poznéa navrhovany algoritmus a moze zostavit
budicnost tak, aby bola pre algoritmus nepriazniva. Preto je aj obtazné
najst skuto¢ne dobré online algoritmy.
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No riadenie algoritmu pomocou ndhodnych procesov moze byt aj v pripade
online algoritmov rieSenim zdanlivo bezvychodiskovych situécii. Z pohladu
hry straca protivnik v hre proti randomizovanému algoritmu svoju hlavni
vyhodu. Protivnik pozna sice do najmensich detailov randomizovany algo-
ritmus, ale nemoze predpovedat jeho rozhodnutia v konkrétnych situaciach,
pretoze tieto rozhodnutia st ndhodné a uskutocnia sa az v priebehu apliko-
vania randomizovaného algoritmu. V nagom pripade s 2/m + 1 stratégiami
musi protivnik naraz hrat proti vSetkym 21/m + 1 stratégiam, pretoze netusi,
ktora z nich bude nadhodne zvolena. A protivnik nemé ziadnu Sancu najst
pripad tlohy, ktory by bol tazky ¢o len pre zlomok tychto stratégii, pretoze
pripady, ktoré by boli obtazné pre viacej stratégii jednoducho neexistuju.
To trocha pripomina futbalovy zapas medzi dvoma muzstvami A a B. Ak
hra druzstvo A podla nejakej pevnej stratégie nezavisle od vyvoja zapasu a
tréner muzstva B ju odhali, moze svojich hracov doviest vhodnou taktikou
k dspechu. Ak ale muzstvo A hra velmi flexibilne a s velkou mierou nevy-
pocitatelnej hernej improvizacie (sprava sa takmer ,ndhodne), tak je velmi
tazké aby tréner muzstva B proti nemu nagiel nejakd vhodnu stratégiu.

Z pohladu navrhu randomizovaného algoritmu mozno mat ¢asto uspech, ak
méame k dispozicii skupinu deterministickych algoritmov, ktoré pre vacsinu
pripadov ulohy najdu dobré rieSenia a kazdy z nich zlyh4 len pre maly pocet
pripadov tlohy. V takomto pripade sta¢i jednoducho zvolit jeden z tychto
algoritmov a pouzit ho na rieSenie daného pripadu tlohy. Ked kazdy deter-
ministicky algoritmus z tejto skupiny algoritmov zlyha na réznych pripadoch
tlohy, takto navrhnuty randomizovany algoritmus najde s vysokou pravde-
podobnostou vel'mi dobré rieSenie.

Navody na rieSenie vybranych tuloh

Uloha 10.2 Pre kazdy pripad talohy I je
Cena(Riesenies (1)) — Opty (1)

absoltutny rozdiel medzi optimalnou cenou a cenou rieSenia vypocitaného algorit-

mom A. Hodnota
Cena(Riesenie4 (1)) — Opty (1)

Opty (1)
hovori o kolko percent je vypocitané rieenie horsie ako optimélne.

-100

Uloha 10.4 V Cache mame stranky 1,3,5 a 7. V pripade potreby odstranime vizdy
stranku s najmensim ¢islom. Pre tato stratégiu protivnik skon§truuje nasledujici
pripad tlohy:

2,1,2,1,2,1,2,1,2,1.
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Online stratégia odstranenia stranky s najmensim ¢islom skonéi pre tento pripad s
rieSenim:

12 |, 21 , 12 | 21 ) 12

2«1 , 1<2 , 2<1 , 1<2 |, 2<1

Zrejme je

5<—1 , e ., o . o . e . e . e . e . e . o

optimadlne riesenie, ktoré je desatkrat lepsie ako rieSenie uvazovanej stratégie.

Uloha 10.6 Pre pripad tlohy A; = (1,2,3,4) a Ay = (3,2,1,4) poskytuje nasle-
dujuce rozdelenie préce:

Casové jednotky | 1 2 131415

Al Sl SZ S3 54
A2 53 S2 Sl 54

optimélne riesenie.

Uloha 10.16 Vsetkych 9 prekazok lezi na siedmich uvazovanych diagonalach (obr.
10.14). Na Dy lezia tri prekazky, takze s SDy dosiahneme oneskorenie dy = 3. Na
Dy a D_ nelezia nijaké prekazky, a teda celkové oneskorenie stratégii SDy a SD_1
je 1 (dy = d_1 = 1). Oneskorenie je sposobené dosiahnutim a opustenim diagonaly.
Na Dy a na D_q lezi po jednej prekazke, teda oneskorenie oboch pripadov je do =
d_o = 3. Na D3 a D_3 lezi po dvoch prekazkach, takze d3 = d_3 = 3+ 2 = 5.
Priemerné oneskorenie tychto sedem stratégii je

do+di+dy+dy+do+tdg+ds 3+1+1+3+3+5+5

3.
7 7

Uloha 10.17 Pripad problému A; = (1,2,3,4,5,6,7,8,9) a Ay = (4,5,6,7,8,9,1,2,3)
sa vyznacuje tym, ze vSetkych 6 policok diagonaly D3 obsahuje prekazky.



Co bolo pre nas typické?
Nemali sme strach
povedat mladym lIud’om,
Ze my sme sami hlapi...
Niels Bohr

Kapitola 11

Algoritmicka optimalizacia vo fyzike,
alebo ako by mohla lie¢it homeopatia?

11.1 O doéveryhodnosti vedeckych teorii

Téato posledna kapitola sa podstatne odliSuje od predchadzajicich. Vsetko,
¢o sme doteraz z vedy ukazali, povazujeme za fakty. Na jednej strane sme
sa nucili, ze zdkladné stavebné kamene vedy st do istej miery vecou viery a
dovery. Na druhej strane sme si tiez uvedomili, ze vedci vybudovali budovu
vedy velmi starostlivo a ze vSetky tehlicky, ktoré boli polozené na zaklad-
né kamene, boli velmi pozorne teoreticky ako i experimentalne preskimané.
Matematika, informatika a prirodné vedy dosahuju stale vyssiu zrelost a tym
aj vyssiu stabilitu. Vdaka tomu su teorie a z nich odvodené predpovede
¢oraz spolahlivejsie. No bolo by mylné sa nazdavat, Ze cela veda je takato
a ze takou aj vzdy bola. Na relativne pevnej pode stojime len tam, kde
mame moznost robit spolahlivé experimenty a merania a kde mozeme opisat
skutoc¢nost jazykom matematiky. Ale ako je to s pedagogikou, didaktikou,
sociologiou, ekondémiou a inymi vedeckymi disciplinami, v ktorych sa ved-
ci nevedia dohodnut na obraze reality a vytvaraju navzajom si odporujice
teorie? Zazili sme uz velakrat, ze tieto discipliny od zakladov menili svo-
je predstavy. Robia to aj nadalej a mozeme ocakavat, ze mnohé dnesné
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spravdy” uz zajtra platit nebudd. Neslobodno to chapat ako kritiku tychto
vied. Chceme len povedaft, zZe material tychto vedeckych disciplin je taky
zlozity a zékladné pojmy nie st dostato¢ne precizne a v tomto Stadiu ich
vyvoja to pravdepodobne ani ina¢ nemdze byt. Pred storociami nevyzerala
fyzika a CGiasto¢ne ani matematika ovela lepSie. Musime sa zmierif s tym,
ze rozne vedecké discipliny sa nachadzaju v roznych stadidch vyvoja. Tam,
kde chybaju pevne definované pojmy a kde nevieme z pozorovaného merat
a posudzovat to, ¢o by sme chceli, ostava prili§ vela miesta na tuvahy, ktoré
sa javia z pohladu matematiky a fyziky ako Spekuléacie. Ale tieto Spekulé-
cie su potrebné, pretoze hladanie pravdy vo vede vyzaduje tisice omylov
a neuspesnych pokusov. Exaktné vedy rusi skor skutoc¢nost, ze humanitné
discipliny nevyuzivaji v dostatocnej miere existujiice moznosti a nastroje,
ktoré by mohli pomdct spolahlivejsie overovat vyslovené hypotézy a tvrde-
nial. Sktsme byt konkrétni a pozrime sa na didaktiku informatiky. Pred-
stavme si, ze sa chceme presvedcit, ze vyuka nejakej témy prostrednictvom
istej didaktickej metody (napr. objektovo orientované programovanie priamo
za obrazovkou) je vhodnejsia ako vyuka inej pribuznej témy inou metddou
(napr. Struktirované programovanie na papieri s ceruzkou a gumou). Ako
sa ale d& posudit, ¢o je vhodnejsie? A ¢o vobec znamena vhodnejsie? Uz
len meranie ziskanych vedomosti a dosiahnutej kompetencie je obtazné, ak
mé vysledok nasho merania vyustit do spolahlivej vypovede. A uZ vobec
nie sme schopni merat prinos k vyvoju sposobu uvazovania ziakov. Predpok-
ladajme ale, ze sme schopni formulovat tulohy a systém hodnotenia rieSeni,
ktoré nam umoznia aspon do istej miery posudzovat niektoré dolezité aspekty
vyucovacieho procesu. V tejto situécii sa od nés pozaduje priprava exper-
imentu. V idedlnom pripade potrebujeme rozne triedy, ktorych ziaci ma-
ju priblizne rovnaké schopnosti a vedomosti. Naviac potrebujeme ucitelov,
ktori vedia priblizne rovnako dobre porovnavané témy vyucovat. Uz splne-
nie tychto predpokladov nevieme spolahlivo overit. Napriek tomu za¢neme
s pokusom, pri¢om sa musime zmierit s tym, Ze neméame moznost zohladnit
dolezité vplyvy, akymi st atmosféra v triede a pomoc rodi¢ov pri uceni sa
doma. Nepochybne musime za danych okolnosti vysledok nasho tsilia in-
terpretovat velmi opatrne. A zésadne sme povinni upozornit pouzivatelov
nasich vysledkov na ich relativitu. Napriek tomu ze vSetko je také relativne a
neisté, neostava nam nic iné, pretoze za sucasnych znalosti v sii¢casnom stave
vyvoja didaktiky Ziadne spolahlivejSie vyskumné metddy neexistuji. Vdaka
rozpoznanym omylom a chybnym zaverom sa u¢ime ,merat” stale presnejsie,
davat si realistickejsie ciele, experimentovat korektnejSie obmedzovat pritom
nezelany vplyv a nasSe pozorovania relativizovat. Takto pracuje aspon ¢ast

!Napriklad matematickymi metédami a modelmi.
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etablovanych didaktikov v matematike alebo fyzike. Bolo by nespravne, ke-
by sme sa kvoli neistotdm v merani vobec nepokusili experimentovat a keby
sme tvorili teérie len na zéklade takzvanych rozumnych* avah. Takto by sme
dochadzali k skutoénym Spekuléciam a spornym zaverom, ktoré su, zial, v
dnesnej didaktike informatiky skor typickym ako mimoriadnym zjavom?.

Niekoho prekvapi, ze pouzivanie formalneho jazyka matematiky moze byt
prijemnejsie a spolahlivejSie napriek tomu, Ze zvladnut tento jazyk je velmi
naroc¢né. Pevna poda exaktnych vied, akymi st matematika, fyzika, chémia
alebo informatika, dava pocit istoty, ktory sa neda dosiahnut na pode ved-
nych disciplin, v ktorych ¢lovek musi mat obrovské skisenosti, aby dokézal
rozlisit spekulativne od zmysluplného. Této skutoc¢nost ovplyvnila vo viac¢sine
krajin vyber vyucovacich predmetov na strednych skolach. Napriek tomu
hodlame v tejto kapitole opustit pevni podu exaktnych vied a riskovat vylet
do sveta nejasnej terminologie a matematicky zatial nepostihnutelnej sku-
to¢nosti. Pocas tohto vyletu sa ale budeme stale usilovat o to, aby ¢itatel
vedel rozliSovat medzi predpokladmi, hypotézami a ich dosledkami a bol si
stale vedomy relativnosti formulovanych vypovedi.

NaSe tvahy za¢neme na pevnej pode fyziky. Budeme sa zaoberat optimal-
izaciou krystalovej Struktury kovov a nasim ciefom bude matematicky mod-
elovat proces optimalizacie pomocou jedného algoritmu. Pritom objavime,
ze tento algoritmus sa da tuspesne vyuzit na rieSenie algoritmickych optimal-
iza¢nych uloh. Prekvapi nés vsak, Ze nie sme schopni najst priamu suvis-
lost medzi pouzitym fyzikdlnym principom a Struktirou optimaliza¢nych
tuloh. Tu opustime tedriu a vydame sa cestou experimentov a skusenosti,
ktoré mozeme len CiastoCne vysvetlif prostrednictvom exaktnych prostried-
kov. Nato definitivne opustime pevni podu a konfrontujeme sa s otazkou, ¢i
Studovany fyzikalno-algoritmicky princip optimalizacie nie je vyuZitelny aj
na modelovanie procesu lieCenia zivych bytosti. Tieto ivahy nas povedu k
pokusu definovat zdravie a chorobu v terminologii fyziky a algoritmiky. Také-
to definicie nAm potom umoznia nahliadnut na liecenie ako na proces algo-
ritmického spracovania informécie. V konecnom dosledku nase tsilie vytusti
vo formulécii predstav o moznom posobeni alternativnych liecebnych metod
ako je napriklad homeopatia.

2Nie je to len dosledkom toho, Ze didaktika informatiky je velmi mlada a e&te si nevytvorila
rozumné vyskumné Standardy. Kvoli nedostatku informatikov su aj v didaktike infor-
matiky ¢inni l'udia, ktori prisli z inych oblasti, alebo st to ¢isti pouZivatelia informatnych
technolégii. Tito sa nikdy nestretli s vyskumom informatickych zakladov, a preto si vobec
neuvedomuju vSeobecnovzdeldvacie hodnoty informatiky.
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11.2 Algoritmicky model optimalizacie
krystalickej Struktiary kovov

Na zaciatok prinaSame prvia prekvapujicu spravu:

Kov ,yvie®, ¢im je a po cely Cas svojej existencie sa usiluje byt tym,
¢im je.

Ako spravne pochopit tuto vetu o takzvanej mitvej hmote? Kovy sa ,usilujia“
po cely Cas svojej existencie dosiahnut a udrzat svoju optimalnu krystalicka
Strukturu, ktorou sa vyznacuju a odliSuje ich od ostatnych prvkov. V tomto
zmysle sa kazdy kov nepretrzite ,usiluje sim seba optimalizovat. Optimali-
zovat znamena, ze sa energia rovnomerne rozdeli na vizby medzi jednotlivy-
mi Casticami, a takto sa minimalizuje takzvand volna energia. Napriek
neustalemu usiliu moze dojst v dosledku vonkajsich vplyvov a zataze k takz-
vanej ,,anave* kovu. Pre tito inavu sa mozu vazby v istych ¢astiach postupne
oslabit, ¢o moze v najhorsom pripade vyustit do poskodenia materialu, napr.
do zlomu. Ako mozeme kovu pomoct zlepsit jeho stav? Na zaklade zakonov
termodynamiky potrebuje kovovy material ,hortci kupel*. Optimalizaény
proces stavu kovu prostrednictvom hortaceho kupela pozostava z dvoch faz:

e Prva faza

Pomocou hortceho kapela dodame kovu zvonka energiu. Toto velké
mnozstvo volnej energie oslabi viizby a privedie kov do stavu, ktory
je do zna¢nej miery chaoticky. Z pohladu mnozstva volnej energie je
tento stav jednoznacne zhorsenim predchadzajiceho stavu.

e Druha faza

Kov nechame pomaly vychladnut. V priebehu ochladzovania prevazi
usilie kovu o dosiahnutie svojho optimalneho stavu. Pri dostato¢ne po-
malom ochladzovani dosiahne kov vdaka ,ylastnému tusiliu“ stav, ktory
je blizky optimalnemu.

Fyzici [MRR "53] objavili nasledujuci algoritmus, ktory dnes nazyvame Metropolisov
algoritmus. Tento algoritmus umoziuje verne simulovat hore opisany opti-
malizacny proces. Na opisanie Metropolisovho algoritmu pouzivame oznace-

nie E(s) pre volnu energiu stavu s optimalizovaného kovu. Symbolom Cp
oznacujeme Boltzmannovu konStantu.

Metropolisov algoritmus
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e Vstup

Stav s kovu® s energiou E(s).
e Prva etapa

Urdi pociato¢nu teplotu 7' (v Kelvinoch) horuceho kipela
e Druha etapa

Pomocou nahodnej malej zmeny (napr. zmeny polohy jednej castice)
vygeneruj z aktualneho stavu s nejaky stav gq.

Ked E(q) < E(s), tak ¢ povazuj za novy aktualny stav.

{To znamena, ze ak je stav ¢ lepsi ako stav s, tak optimalizovany kov
prejde jednoznacne do nového stavu ¢.}

Ak E(q) > E(s), akceptuj ¢ ako novy aktudlny stav kovu s pravde-

podobnostou
_E(@-E(s)
prob(s — q) =e¢ T

(to znamend, ostan v povodnom stave s pravdepodobnostou 1—prob(s —

q))-

e Tretia etapa
Vhodne redukuj 7" (zniz teplotu hortuceho kupela).
Ak T (v Kelvinoch) nie je blizko k 0, pokrac¢uj druhou etapou.

Ak je T (v Kelvinoch) blizko k 0, ukonéi pracu algoritmu a daj na
vystup stav s.

Uspesna simulacia optimalizacie pomocou Metropolisovho algoritmu je za-
lozend na zakonoch termodynamiky, ktorym sa nechceme blizSie venovat.
Pre jeho pochopenie je podstatné nasledujice pozorovanie. Ak ndhodne vy-
generujeme lepsi stav, prejde kov vzdy do tohto lepsieho stavu. Ak je novy
stav ¢ horsi ako povodny stav s, tak napriek zhorseniu celkového stavu kovu
nie je vylucené, ze kov do tohto horsieho stavu prejde. Pravdepodobnost pre-
chodu do horsieho stavu je dané formulou zalozenou na fyzikalnych zdkonoch.
Pravdepodobnost zhorSenia rastie s teplotou 7" horticeho kipela a zmengu-
je sa s velkostou zhorgenia (E(q) — E(s)). To znamené, ze priebehom ¢asu
(chladnutim) pravdepodobnost zhorsenia klesé, zatial ¢o na zaciatku procesu
optimalizacie je vysoka.

30pisany stavmi a poziciami vSetkych castic.
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Na zéklade fyzikadlnych zdkonov mozeme matematicky odvodit nasledovné
skutoc¢nosti:

(i) Pocas procesu ochladzovania sa volna energia minimalizuje a pri dosta-
to¢ne dlhom ¢ase dosahuje* kov stavy blizke optimu s takmer perfekt-
nou krystalickou struktirou.

(ii) Pozitivna pravdepodobnost zhorSenia suc¢asného stavu (obzvlast na za-
¢iatku procesu optimalizacie) je nevyhnutnou sucastou optimalizacie.
Bez nej nemozno uspesne optimalizovat.

Prvé poucenie z Metropolisovho algoritmu je, Ze zlepSenie nie je mozné vzdy
dosahovat priamociaro. Aby sme dosiahli podstatné zlepsSenia, musime byt
ochotni akceptovat pociatocné zhorSenia. Takato je priroda vo svojej pod-
state, a preto nas tato skuto¢nost nesmie prekvapit. Ked renovujeme dom,
musime tiez najprv dost veci a ¢asti poskodit alebo zni¢it. Az potom modzeme
zacCat vylepSovat. A ak chceme zmenit zakoreneny politicky systém, moze je-
ho transformécia vyzerat ovela dramatickejsie. Revolucie v dejinach Tudstva
zaznamenali na zaciatku skoro vzdy katastrofalne zhorSenia, a to plati dokon-
ca aj v pripadoch, ked uskutoChované zmeny boli nevyhnutnostou na ceste
k novej, lepsej spolo¢nosti. Vécsina I'udi nie je schopna akceptovat, ze zacCia-
tok pozitivneho vyvoja moze byt spojeny s nemalymi zhorSeniami. Nevhodné
danové systémy, nefunk¢né alebo nespolahlivé zdravotnictvo, ¢ neuspokojivé
Skolstvo sa nedaji v mnohych krajinach vylepsit bez podstatnych zasahov
spojenych aj s istymi stratami.

11.3 Optimalizacia v informatike podl'a
fyzikalnych zidkonov

Optimalizacia pomocou Metropolisovho algoritmu prebieha podla zédkonov
termodynamiky. Moj pokus preniest tento princip do kazdodenného ziv-
ota a do vyvoja spolo¢nosti mozete smelo nazvat Spekulaciou. Nejde o
ni¢ iné, ako moj subjektivny pohlad na veci, ktory je postaveny na istych
analogiach. Velkym prekvapenim je ale skuto¢nost, ze existuju neuveritelne
pozitivne skusenosti s aplikovatelnostou Metropolisovho algoritmu v oblasti-
ach, ktoré nemaju na prvy pohlad s termodynamikou ni¢ spolo¢né. V nasle-
dujucom chceme dokumentovat Sirsiu uplatnitelnost principu, na ktorom je
Metropolisov algoritmus zalozZeny.

4Kov nemoze trvalo zotrvavat v jednom stave, ani v pripade, Ze dosiahnuty stav je opti-
malny. Neustala zmena je nevyhnutnou charakteristikou existencie kovu.
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Uz sme sa naucili, ¢o st to optimalizac¢né ulohy. Pre kazdy pripad problému
existuje vela pripustnych rieSeni. Kazdé pripustné rieSenie ma svoju cenu.
Nagou tlohou je najst nejaké optimalne rieSenie, ¢o znamena rieSenie s min-
imalnou alebo maximéalnou cenou. Mnohé z tychto tloh su tazko rieSitelné,
pretoze nepozname ziadnu lep§iu stratégiu ako sa pozriet na vSetky rieSenia a
porovnat ich ceny. Mozbyt efektivnejSia stratégia ani neexistuje. K takymto
tazkym problémom patria velké systémy linearnych rovnic a nerovnic, ako
ich pozname z piatej kapitoly. DoleZité je, ze nepripustame [ubovolné realne
rieSenia, ale len hodnoty 0 a 1, ¢o prave robi hladanie optimalnych rieSeni
systémov rovnic a nerovnic tazkym. Rozdiel oproti kapitole 5 je ale v tom,
7ze nemusime nevyhnutne splnit vSetky rovnice a nerovnice, ale sa usilujeme
splnit ich tolko, ako sa len da. Inymi slovami, snazime sa minimalizovat
pocet nesplnenych rovnic a nerovnic. Pozrime sa napriklad na nasledovny
systém pozostavajici zo 7 nerovnosti a rovnic.

Ty + a9 +a3+4ry > 4 (11.1)
1 — 20+ 33 —14 < 2 (11.2)
Tot+mxy > 1 (11.3)

o tas > 1 (11.4)

=24 = 0 (11.5)

201 — Xo +2x3 — 14 < 2 (11.6)
r3—x4 = 0 (11.7)

Mozné rieSenia su vSetky dosadenia hodnot 0 a 1 premennym x, xs9, T3, T4.
Napriklad vektor (1,0, 1,0) oznacuje rieSenie x; = 1,29 = 0,23 = 1 a 24 = 0.
Toto riefenie spliia (11.3), (11.4) a nespliia (11.1), (11.2), (11.5), (11.6) a
(11.7). TakZe cena rieSenia je 5, pretoze mame 5 nesplnenych podmienok.
NaSou tlohou je cenu rieSenia minimalizovat.

Uloha 11.1 Ak4 je cena rieseni (0,0, 0,0),(1,1,0,0),(0,1,1,1) a (1,1,1,1)? Najdite
spomedzi 16 pripustnych rieSeni jedno optimalne.

Iny znamy priklad tazkej optimalizac¢nej tlohy je problém obchodného ces-
tujuceho, znamy aj pod skratkou TSP (Traveling Salesman Problem). V
nom uvazujeme n miest, ktoré si pospajané leteckymi linkami. 7 kazdého
mesta mozno priamo letiet do hociktorého iného. Kazda linka medzi dvoma
mestami A a B mé pevnu cenu, nezalezi na tom, ¢i letime z A do B alebo
z B do A. RieSenia su takzvané Hamiltonovské kruznice. Hamiltonovska
kruznica sa zacina a konc¢i v tom istom meste a kazdé mesto navstivi prave
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raz. Cena takejto cesty (Hamiltonovskej kruznice) s celkové naklady na
letenky. NasSou tlohou je minimalizovat cenu za takito prepravu.

Tento problém musime Casto rieSit v priemyselnych aplikidciach. Jedna zo
Standardnych metod, ktora sa aplikovala na hladanie dobrého rieSenia je
takzvané lokalne vyhladavanie. Tato metdda sa da jednoducho opisat
nasledujicou schémou:

1. Pre dany pripad problému vygeneruj [ubovolné rieSenie a.

2. Prostrednictvom malych lokalnych zmien aktualneho rieSenia o hl'adaj
podobné riesenie, ktoré je lepsie (ma mensiu cenu). Ak najdes nejaké
lepsie rieSenie (3, vezmi ho ako nové aktuélne rieSenie namiesto «.

Ked pomocou lokalnych zmien nenajdes Zziadne lepSie rieSenie ako «,
ukonc¢i pracu a na vystup daj rieSenie a.

Aby sme tiato metdédu naozaj pochopili, musime si najprv ujasnit ¢o rozu-
mieme pod lokalnymi zmenami rieSenia. V pripade systému nerovnic mozeme
povazovat za lokdlnu zmenu, zmenu hodnoty jednej premennej. V tomto pri-
pade mozeme od rieSenia (0101) prejst k rieSeniu (0111) zmenou hodnoty
tretej premennej z 0 na 1. Ked je nejaké rieSenie dosiahnutelné z iného riese-
nia vdaka lokdlnej zmene, nazyvame tieto rieSenia susednymi, alebo pri-
amo susedmi. Teda vzhladom na zvolenu lokalnu transforméaciu su (0110)
a (0010) susedia a riesenia (0000) a (1100) nie s susedia. Metodu lokalne-
ho vyhladavania mézeme v terminologii susednosti opisat takto: Pre dané
rieSenie hladaj medzi jeho susedmi lepsie rieSenie. Ak neexistuje lepsi sused,
je vystupom aktualne rieSenie.

Pre TSP mozeme definovat lokdlne zmeny a tym aj susednost nasledujtco.
Z danej Hamiltonovskej kruznice odstranime dve spojenia (linky) Lin(A, B) a
Lin(C, D) (Obr. 11.1) a nahradime ich novymi linkami Lin(A, C) a Lin(B, D),
ako je to znazornené na obrazku 11.1. Pévodna Hamiltonovska kruznica za-
¢inala z mesta S a navs$tivila medzi inymi aj mesta A, B,C a D, presne v

tomto poradi. Nova susednd Hamiltonovsk4 kruznica tieto mesta navstivi v
poradi A,C, B a D.

Pre mnohé pripady problému TSP poskytuje lokidlne vyhladéavanie celkom
dobré riesSenia, ktorych cena sa velmi nelisi od optiméalnej ceny. No existuji
aj pripady TSP problému, pre ktoré lokdlne vyhladévanie dava velmi zlé
rieSenie. V tychto pripadoch nemozno dosiahnut skuto¢ne dobré rieSenie len
postupnostou neustalych zlepseni. Na dosiahnutie dobrého rieSenia v takejto
situacii musime v priebehu optimalizacie a najmi na jej zac¢iatku pripustit
aj kroky, ktoré veda k zhorSeniu rieSenia. Zaciatkom 80-tych rokov prisli



11.3 OPTIMALIZACIA V INFORMATIKE 311

obr. 11.1

Cerny, Kirkpatrick, Gellat a Vecchi [éer85, KGV83| s myslienkou zlepsit
lokélne vyhladévanie v zmysle Metropolisovho algoritmu. Vysledny algorit-
mus dostal nazov ,,Simulated Annealing* a bol dspesne pouzity v tisickach
aplikacii. Transforméacia Metropolisovho algoritmu na algoritmus na rieSe-
nie diskrétnych optimaliza¢nych uloh je velmi jednoducha. V podstate staci
zmenit terminoldgiu termodynamiky pouzitt v Metropolisovom algoritme na
nasledujuce ,,synonymé*“ diskrétnej algoritmickej optimalizacie:

Mnozina stavov systému = mnozina pripustnych rieseni
energia stavu == cena rieSenia
optimélny stav = optimalne rieSenie
teplota kipela = parameter programu

Touto zmenou terminoloégie dostavame metodu simulovaného zihania.

Simulované zihanie
Vstup Pripad I nejakej optimalizacnej ulohy.
1. Najdi pre I nejaké rieSenie o a nastav hodnotu parametra 7'
2. Vygeneruj nahodne suseda  rieSenia .
3. Ak je (3 lepsi ako «, prevezmi (3 ako nové aktualne riesenie (v «— [3).

V pripade, ze 3 nie je lepsie ako «, prevezmi 3 s pravdepodobnostou
danou vzorcom z Metropolisovho algoritmu.

4. Zmensi vhodne 7.

Ak je T este dostatocne velké, pokracuj krokom 3 s aktualnym rieSenim
.
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V pripade, ze je T blizko 0, ukon¢i pracu a na vystup daj aktualne
rieSenie a.

Napriek tomu, ze algoritmické optimaliza¢né tlohy nemaji ni¢ spolo¢né s
termodynamikou, sme schopni matematicky dokéazat, ze pri vhodnej vol'be
susednosti a vhodnom nastaveni pociato¢nej hodnoty parametra 7', ako i
jeho vhodnej redukcii v priebehu optimalizacie, garantuje metoda optimali-
zovaného zihania pri dostato¢ne dlhom behu dosiahnutie optiméalnych rieSeni.
Negativnou spravou je, ze Cas potrebny na zarucené dosiahnutie optima je
prili§ dlhy na to, aby sme tak dlho mohli optimalizovat. Pravda, v praxi
poskytuje tato metoda vo viacsine pripadov dobré rieSenia v rozumnom case.
Preco su typické pripady tloh v praxi v tomto zmysle [ahké, nevieme zatial
teoreticky zdovodnit. No vyplyva z toho dolezité poucenie:

Optimalizacia ako postupnost krokov, z ktorych kaZdy vedie k zlepSe-
niu je vo vdcsine pripadov nefunkénd. Ked chceme dosiahnut
podstatné zlepsSenie, musime v priebehu optimalizdcie pripustit’ aj
kroky vedice k docasnému zhorseniu.

11.4 Liecenie ako algoritmicki optimalizacia
zdravotného stavu

V tomto okamihu opustame pevni podu matematickych pojmov a konceptov
a putujeme smerom k medicine. Ako sme uz spominali, neexistuje fyzikalno-
chemicky koncept (definicia pojmu zivot), ktory by ndm umozioval rozlisovat
medzi zivou a nezivou hmotou. Nevieme dostatoCne presne, ¢o vlastne zna-
mena zivot, ¢o sme, o tom aky je zmysel naSej existencie, mdézeme nanajvys
diskutovat. Ked ale nevieme, ¢o je ziva hmota a Zivy organizmus, nevieme
ani, ¢o je zdravie, choroba a lie¢enie. Mozete opét diskutovat o tom, ze isté
definicie tychto pojmov sme zaviedli a na tejto baze sme schopni relativne
uspesne liecit chorych Tudi. Rovnako ako fyzici, ktori bez toho aby vedeli,
¢o je vlastne energia, urobili obrovsky pokrok v sktimani zakonitosti nasho
sveta, dosiahla aj medicina so svojimi nepresnymi pojmami nemalé aspechy.
Na druhej strane sme si v prvej kapitole uvedomili, Ze zlepSenie chapania
zakladnych pojmov, a tym aj zodpovedajucich objektov vyskumu je kltacové
pre kvalitativne skoky napredovania vedy.

V tejto suvislosti sa pozrime na definiciu zdravia, ako ju sformulovala sve-
tova zdravotnicka organizacia v roku 1948:



11.4 LIECENIE AKO ALGORITMICKA OPTIMALIZACIA 313

Zdravie je stav dokonalého fyzického, psychického a socidlneho
pocitu. pohody, nielen nepritomnost choroby.

Je to nadherna a v pravom zmysle slova humanna definicia zdravia. Ako zak-
ladny predpoklad zdravia ndm dava pravo a narok sa dobre citit a byt spoko-
jny. Podéva stucasne aj nasu skisenost so vznikom chorob. Nadmerné fyzické,
psychické alebo socidlne zatazenie, strach, agresivita a nespokojnost patria k
najdolezitejsim pri¢inam vzniku ochoreni. Napriek svojim prednostiam nam
tato definicia velmi nepomdze ak chceme Studovat lie¢enie ako prirodny pro-
ces. Nahradza totiz pojem zdravia synonymom ,stav uplnej spokojnosti® .
Pomaha takto pochopit, ¢o rozumieme pod zdravim, ale nedefinuje pojem
zdravia. ZjednoduSend definicia pojmu zdravie ako nepritomnost choroby
vyzera na prvy pohlad azda trochu vecnejsie, ale iba za predpokladu, Ze by
sme mali dobra definiciu choroby, ktor& by sa obisla bez pojmu zdravia.

Stojime pred naroc¢nou tlohou. Bez toho, aby sme vedeli, ¢im sme a ¢o
znamend zdravie, chceme Studovat proces lieCenia. Aby sme v nasom usili
pokrodili, neostava nam nic¢ iné, iba uchylit sa k niekolkym axiémam a s ich
pomocou definovat chybajice pojmy. Na zaciatku kapitoly sme vyslovili po-
zorovanie, ze zelezo ,,vie“, ¢im je. Toto ,,vie* sme interpretovali ako neustalu
snahu byt Zelezom (samym sebou), ¢o znamené pocas celej svoje existencie
sa usilovat o dosiahnutie svojho optimalneho stavu (perfektnej krystalickej
mriezky). A ked je neziva hmota schopna neustale sa snazit dosiahnut svoj
optimalny stav (a teda byt, ¢im je), niet dovodu nepriznaft tiato schopnost aj
zivym bytostiam. Touto tvahou sa dostavame k nasledujicemu zédkladnému
konceptu axiomatickej povahy.

Clovek vo svojej podstate vie, ¢im je a pokiusa sa cely Zivot dosi-
ahnut svoj optimdlny stav, teda byt tym, c¢im je. Zdravie cloveka
je jeho optimdlny stav. Choroba je odchyjlkou od tohto stavu,
ktorda moze byt rozne velkd. Liecente je postupnost stavov ¢love-
ka, ktord sa zacina v stave vzdialenom od optima a konci sa v
stave blizkom optimdlnemu.

Co tato definicia poskytuje a ¢o nam v nej chyba? Vytratilo sa z nej humanne
posolstvo, ze pre naSe zdravie je dolezity stav psychickej pohody a socialnej
spokojnosti. V nasej definicii sa vobec nepokusame povedat, ¢o je zdravie
nejakej bytosti. Predpokladame len existenciu optimalneho stavu kazdého
organizmu a verime v existenciu neznamej fyzikalnej definicie optimality.
Definicia navrhuje nazerat na proces liecenia ako na proces optimalizacie. Co
nam to dava? Predovsetkym analogiu k optimaliza¢nym procesom vo fyzike a
informatike a na idealnej irovni zdoraznenie tlohy vnitornych sil organizmu,
ktoré sa neustale snazia optimalizovat jeho (zdravotny) stav. Takato pred-
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stava nepretrzitého usilia nejakej bytosti o dosiahnutie svojho optimalneho
stavu nie je zalozena len na analogii s ,nezivou* hmotou kovov. Reélnost
tejto predstavy potvrdzuju tisicrociami nadobudnuté skisenosti s liecenim a
nespochybnitelna aktivita nasho imunitného systému.

Ako nam pomaha tato predstava? Po prvé uz pri hladani lie¢ebnych metod.
Mnohé odvetvia mediciny sa do znacnej miery vyvinuli a dosiahli nemalé
uspechy na principe lokdlneho oSetrenia. Zdravotné problémy mozeme riesit
napriklad cielenymi chirurgickymi zakrokmi, alebo pomocou chemickych preparéa-
tov. I ked tymto metdédam vdacime za obrovské uspechy v lie¢eni, nepochy-
bujeme o tom, ze kazdy lekarsky zakrok méa globalne vedlajsie uc¢inky, ktorych
dosledky nemozno v plnej miere odhadnit. Veéné hladanie vratkej rovnovahy
medzi prevahou prospesnosti a prevahou Skodlivosti zasahu déava lekarom
pri rozhodnutiach o vhodnosti konkrétnych liecebnych postupov poriadne
zabrat. Kazda, i ked mald operacia ma svoje rizikd a napriklad aj an-
tibiotika by sa mali uzivat opatrne len vo velmi vaznych pripadoch. Naga
otazka je: Moze lieCenie prebiehat aj inak? Mozete sa pytat: Ako in-
ak? Odpovedame takto: Ked presne nevieme, ¢o v organizme sposobime
a vyvedieme z rovnovahy aplikaciou medicinskych postupov a liekov, vynara
sa otazka, ¢i by sme nemohli riadenie lie¢cebného postupu ponechat samotné-
mu organizmu, lepsSie povedané jeho vnutornej sile? Té&to vnutorna sila vie
najlepsie, ¢o sme a moze viest organizmus k jeho optimalnemu stavu. Znie
to sice pekne, ale zrejme to tak jednoducho nefunguje. Keby to fungovalo,
boli by sme stale zdravi a nepotrebovali by sme vobec lekarsku pomoc. Nasa
vizionarska myslienka je trochu ina. Hladajme moznosti ako povzbudit nas
organizmus k intenzivnejsej snahe optimalizovat jeho sucasny stav. Zelezo
sa moze pre silnd vonkajS$iu zataz zlomit i napriek neustéile prebiehajicej
optimalizacii. Preto pouzivame na dosiahnutie stavu, v ktorom sa TahSie
presadi vnutorna podstata Zeleza hortuci kupel. Ako moZzeme oznamit telu,
Ze v istom stave by sa malo viac usilovat? Ak pripustime dalsi predpok-
lad, ze riadiaci mechanizmus organizmu je vo svojej podstate informacnym
procesom, pomocou prenosu informécie sa mozeme pokusit zicCastnit sa na
jeho riadeni. Samozrejme vidime aj podstatny rozdiel medzi kovmi a zivymi
bytostami. Pre nas neznamy opis optimalneho stavu zlozitého organizmu
je urcite neporovnatelne zloZitejsi, ak je vobec moznéa jeho reprezentécia.
Namiesto jedného parametra (volnej energie) pri kove u Zzivého organizmu
mozeme optimalizovat mnozstvo rozliénych parametrov, ktoré mozno ani ne-
dokadzeme naraz oslovit.

Pokuisme sa zrekapitulovat nasu myslienku. Nevieme ako vyzera optimalny
stav Cloveka, a teda nevieme ani, ¢o je zdravie. Tusime ale, zZe Zivé bytosti v
sebe nesu tuto informéciu a ze existuji mechanizmy, ktoré sa snazia korigovat
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stav organizmu k optimalite. M4 teda zmysel povzbudit (inicializovat) tieto
mechanizmy k aktivnejSiemu tusiliu. Ako? SktSanim a zbieranim skusenosti,
¢o je tak ¢i onak hlavna metdda medicinskeho vyskumu.

Mne osobne tato myslienka neprisla na um vd aka vedomostiam o Metropolisovom
algoritme a jeho uspesnych aplikiaciach. Pred viac ako 12 rokmi som sa po
prvy raz stretol s homeopatiou. Sprvu som reagoval odmietavo, pretoze jej
opodstatnenia boli naivné. Az neskor som urobil to, ¢o sa ocakava od kazdého
solidneho vedca. Namiesto nezmyselnych Spekulacii pre a proti som zacal
skusat, experimentovat. A to, ¢o som videl a zazil v nasledujucich rokoch, ma
presvedcilo. Mal som moznost zhovarat sa aj s viacerymi aspesSnymi znamy-
mi osobnostami® tejto alternativnej mediciny. Ich skdsenosti so stétisica-
mi pacientov potvrdili, Ze najcastejSou reakciou na pouzitie homeopatickych
prostriedkov je prechodné zhorSenie stavu a ze prave toto prechodné zhorse-
nie stavu je potvrdenim spravnej volby homeopatického prostriedku. Prave
tato skuto¢nost velmi pripomina proces optimalizacie simulovanym zihanim.

Je ale na Case zasvitit Citatela, ktory s homeopatiou nemé nijaké skisenos-
ti, do tejto alternativnej lie¢ebnej metody. Objavil ju pred vySe 200 rokmi
nemecky lekdr Hahnemann, ktorého trapilo mnozstvo roznych negativnych
vedlajsich ac¢inkov liekov. Polozil si otazku, ¢i si takto sposobené skody na
[udskom organizme naozaj nevyhnutnym sprievodnym javom lie¢ebného pro-
cesu. Jeho prvy pokus o zmiernenie vedlajsich ac¢inkov lie¢ebnych preparatov
viedol k ich riedeniu. Zial so stupnom riedenia klesali nielen vedl'ajsie u¢inky,
ale i uc¢innost liekov. Pri tychto pokusoch objavil jednu zvlastnu metodu
riedenia a nikto netus$i, ako na nu prisSiel. Zriedil liek v pomere 1 : 100 s
vodou, potom zmes desatkrat intenzivne pretrepal. Po 30 opakovaniach tejto
procediry dostaneme takzvanu potenciu C30 povodného prostriedku. Z kom-
binatoriky uz vieme vypocitat, ze vzniknuty homeopaticky prostriedok po-
tencie C30 obsahuje len zlomok velkosti ﬁ povodného lieku. Ked za¢neme
riedenie s 102! molekulami lieku, neobsahuje C30 potencia prakticky Ziadnu
molekulu povodnej latky. Téato kombinatorickd tvaha je najcastejsi ale aj
najnaivnejsi argument odporcov homeopatie, ktori ju obviniuju s nevedeck-
osti. V tejto knihe sme sa ale naucili, ze slovo ,,nemozné* by sme nemali
len tak Tahko vyslovit. Samozrejme, Ze homeopatické prostriedky nemdzu
pracovat na tej istej chemickej baze ako bezné lieky. Ale to je to, o ¢o sa
Hahnemann vlastne usiloval. Zostava teda nasledujica otazka: Ako ucinku-
ju homeopatické lieky? Na tuto otazku nepozname uspokojiva odpoved. Ja
pokladam za mozné, ze ide o ¢isty prenos informécie. Existuji vyskumy
v Struktirach, ktoré mozu vytvarat molekuly vody. Roznorodost kombiné-

®Napriklad s drzitelom alternativnej Nobelovej ceny panom Vithoulkasom.
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cif je taka velka, ze v pohéri vody mozno zapamitat viac informécii ako v
pamaitiach vSetkych pocitacov na zemeguli. Existuje hypotéza o schopnosti
vody zapamaétat si prostrednictvom Struktir medzi jej molekulami informé-
cie o latkach s ktorymi sa dostala do kontaktu. Pretriasanie by malo proces
zapamitavania obzvlast zintenzivnit a viest k tomu, ze vytvorené Struktary
vykazuju vysoku stabilitu.

V stcasnom Stadiu vyvoja vedy nie sme schopni poskytnat na fyzikilno-
chemickej urovni dokazy v prospech alebo neprospech homeopatie. Toto
zvladneme aj pre klasické lieky len zriedkavo a ¢iastoc¢ne. Zostava ndm len
moznost experimentovat. Typickymi experimentami v medicine je porovné-
vanie ucinkov lieku s takzvanym placebom. Pacienti si ndhodnym sposobom
rozdeleni do dvoch rovnako velkych skupin. Jedna skupina dostane ski-
many liek, druha ¢isty cukor, nazyvany placebo. Pacienti o tom ale nie si
informovani. Po uskuto¢neni pokusu porovname tuc¢inok lieku so stupiiom
ucinku placeba. Napriklad pri skimani jedného konkrétneho antidepresiva
dosiahol tento liek u¢innost 43% (pomohlo 43 pacientom zo 100), pri¢om
placebo pomohlo 30% pacientov. Prekvapila vas vysokd ucinnost placeba?
Zrejme uz len informécia, Ze sa niekto zaobera lieCenim pacienta, moze sposo-
bit zazraky. Pozname mnozstvo lekarskych sprav, ktoré dokumentuju spon-
tanne vylie¢enie tazkych chordob ako rakovina len vdaka placebo efektu. Zial
nepoznam ziadne uspokojivé rozsiahle porovnavacie stidie medzi homeopat-
ickymi prostriedkami a placebom. Pozname aspon dva dovody, preco je to
tak. Homeopatia je sice Siroko praktizovana, ale chybaju vedecké institucie,
ktoré by sa bez predsudkov tejto problematike profesionalne venovali. Po
druhé porovnévacie experimenty s placebom nie su v pripade homeopatie
az také jednoduché, pretoze samotna choroba neurcuje vhodny homeopat-
icky prostriedok. Na urcenie vhodnej homeopatie musime najprv urcit aj
typ pacienta a v hre si v tejto stovky roznych typov v tejto klasifikacii.
VoI'ba vhodného homeopatického prostriedku je zaloZzena na skusenostiach a
intuicii a homeopaticky lekar ¢asto potrebuje niekolko pokusov na najdenie
toho vhodného. Vzhladom na tfazkosti, ktoré sme uviedli, sa uz vobec neb-
udeme zaoberat otazkami nakolko sme schopni merat pri roznych chorobéch
zlepSenie zdravotného stavu.

Navyse podl'a niektorych predstav optimalizuje homeopaticky prostriedok len
isté parametre zdravotného stavu. Pri tazkych chronickych chorobéach je pre-
to nevyhnutné podavat v urc¢itom poradi viacero homeopatickych prostried-
kov pocas dlhsieho obdobia.

Co ostava povedat na konci kapitoly, aby sa to hodilo aj na zaver knihy?
Vedci v zakladnom vyskume zaZzili vzdy vela dobrodruzstiev a ti dnesni nie
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st a nebudu vynimkami. Pionierské casy nie st len za nami, ale aj pred nami.
Civ kryptologii, v pocitani s vyuzitim nahody, DNA | kvantovych vypoc¢toch
alebo lieceni pomocou ,predpisania“ informac¢nych sprav organizmu. Urcite
eSte mozeme zazit zazraky, ktoré uvedu vedcov do tzasu a ako sprievodny
vedl'ajsi uc¢inok prispeji nemeratelnym sposobom k zvySeniu kvality nasho
Zivota.
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Noévum je najprv vysmievané, potom popierané,
az nakoniec sa berie ako samozrejmost.
Emil Filla

1. Doslov

Informatika a vSeobecné vzdelanie

Dnes st pocitace rozsirené v domécnostiach podobne ako telefon, ¢i televi-
zor. Vyrazy ako PC, internet, e-mail, alebo www patria medzi najhojne-
jSie pouzivané slovicka v sucasnej informacnej spoloc¢nosti. Ale schopnost
uspesne pouzivat pocitac¢ alebo surfovat po internete eSte z nikoho nespravi-
lo informatika, rovnako ako riadenia motorového vozidla z nikoho neurobilo
strojara, alebo pouzivanie pristrojov v domécnosti z nikoho neurobilo fyzika.
Napriek tomu sa vyucovanie informatiky na Skolach prili§ zaobera sprostred-
kovanim vedomosti s kratkou zivotnostou, napriklad o réznych softvérovych
produktoch a ich pouzivani. Ako by vyzeralo vyucovanie fyziky, keby sme sa
namiesto ucenia fyzikalnych zakonov zaoberali ovladanim pristrojov a zari-
adeni, ktorych funkénost je zalozena na principoch fyziky? V mnohych kra-
jinach sa vdaka tendenciam ucit ,,lacna* informatiku povazuje na Skolach in-
formatika za povrchny a nudny predmet, vhodny nanajvys pre par hackerov
alebo ako nahrada pisacieho stroja pri vytvarani dokumentov. V niektorych
krajinach ju vdaka tomu vyludili z osnov stredoskolskej vyucby aj preto, ze
jej naro¢nost v porovnani s inymi predmetmi bola taka nizka, ze pre skoly
bola maturitna skaska z informatiky pod droviiou, pod ktoru by ucitelia boli
ochotni ist. Preto bolo cielom tejto knizky, a je aj cielom tohto doslovu,
upozornit na skuto¢nost, ze informatika ako vedna disciplina ma netrivialnu
hibku a prinasa poznanie, ktoré meni nas pohlad na svet a stava sa sicastou
nasho kultiarneho a duchovného bohatstva. Ak chceme uéit informatiku ako
predmet na strednych skoldch, musime najprv pochopit jej prinos na trovni
hlbokych myslienok, pojmotvorby, odhalenych zakonitosti spracovania infor-
macii, a nie na urovni kazdodennych aplikacii, akym je telefonovanie mobil-
nymi telefonmi. Len a len z tejto trovne mozeme odvijat stredoskolské plany
vyucby, ktoré by z informatiky spravili predmet s vaznostou porovnatelnou
s matematikov a prirodnymi vedami.
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Tak ako napriklad fyzika alebo biologia odvija svoje poslanie v $kolach od
podstaty svojej discipliny a ich cielov, potrebujeme sa najprv zamysliet nad
otazkou: Co je informatika? NajcastejSie nachddzame nasledujicu defini-
ciu:

SInformatika je veda o algoritmickom spracovant, reprezentdcii,
zapamdtavani a prenose informdcii.“

Aj ked tato zvycajne akceptované definicia informatiky predstavuje algorit-
my a informaéciu ako hlavné objekty vyskumu v informatike, nehovori vela o
podstate informatiky a jej metodach. Pre pochopenie podstaty informatiky
je ovela dolezitejsia nasledujuca otézka:

SKu ktorym veddam mozno priradit informatiku? Je metavedou
ako filozofia alebo matematika, humanitnd veda, prirodnd veda
alebo technickd veda?*

Odpoved na tato otazku objashuje nielen objekt skumania, ale poméha
opisat aj jej metody a prinos. Odpovedou je, ze informatika sa neda jed-
noznacne priradit do ziadneho z uvedenych druhov vedeckych disciplin. In-
formatika v sebe integruje aspekty metavedy, prirodnej vedy a aj technickej
vedy. Sktsime to podrobnejsie opodstatnit.

podobne ako filozofia a matematika, studuje informatika vseobecné kategorie
ako st

determinovanost, nedeterminovanost, ndahoda, viypocet, informd-
cia, pravda, jazyk, zloZitost, dokaz, poznanie, komunikdcia, aproz-
imdcia, algoritmus, simuldcia, atd.

a prispieva k hlbSiemu chapaniu ich vyznamu. Viacerym z tychto kategorii
dala informatika novy obsah a vyznam.

Ako prirodné veda Studuje informatika, na rozdiel od filozofie a matemati-
ky, konkrétne existujice objekty a procesy, ur¢uje hranicu medzi moznym
a nemoznym a skuma kvantitativne zakony procesov spracovania informé-
cii. Prirodné vedy modeluja realitu, svoje modely analyzuja a overuju ich
spolahlivost pomocou experimentov. VSetky tieto aspekty prirodnych vied
nachadzame aj v informatike. Jej predmetom si informécie vo forme dat
a algoritmy (programy, pocitace) a Studované procesy su fyzikalne existu-
jucimi procesmi spracovania informacii. Sktisme to dokumentovat na vyvoji
informatiky. Historicky prva otazka informatiky bola nasledujica otazka filo-
zofického vyznamu:

Ezistuju dobre definované ilohy, ktoré sa nedaji automaticky (po-
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mocou pocitaca, nezdvisle od vykonosti dnesngch, ¢i budicich poci-
tacov) riesit?

Usilie zodpovedaft tito otazku viedlo ku vzniku informatiky ako samostat-
nej vednej discipliny. Odpoved na tuto otazku je kladn& a dnes pozname
mnozstvo praktickych tloh, ktoré by sme radi vedeli riesit automaticky po-
mocou algoritmov, no ktoré nie st ale algoritmicky riesitelné®. Uz vieme, Ze
to nie je len preto, Ze nik doteraz nenaSiel algoritmus na ich rieSenie. Pod-
statné je, ze vieme matematicky dokazat neexistenciu takychto algoritmov.

Po klasifikacii uloh na algoritmicky rieSitelné a algoritmicky nerieSitelné sa
dolezitou otazkou informatiky stava nasledujica prirodovedné otézka:,,Aké
tazké su konkrétne algoritmické talohy7¢

Obtaznost tlohy nemeriame tym, aké tazké je najst algoritmus na jej rieSenie.
Obtaznost ulohy sa meria mnozstvom nevyhnutnej a postacujicej poc¢itacovej
prace potrebnej na jej algoritmické rieSenie. Informatici objavili, ze existuju
neobmedzene tazké ulohy, aj také tazké, ze na ich rieSenie by nestacila ani
celd energia vesmiru. Takze vieme, Ze existencia algoritmu pre dand tlohu
eSte nezarucuje jej automatizovatelnost v praxi.

Usilie rozdelit ulohy na prakticky rieSitelné a prakticky nerieSitelné
viedlo a este stale vedie k najfascinujicejsim objavom informatiky:.

Z knizky mozeme spomennt efekty, ked mala zmena v poziadavkéach na rieSe-
nie ulohy sposobila skok z prakticky nerealizovatelného mnozstva prace na
niekol'kosekundovu zalezitost na beznom PC. NajlepSie sme to videli na ran-
domizovanych algoritmoch, kde sme sa vzdali hypoteticky 100% zaruky ko-
rektnosti deterministickych algoritmov a navrhli sme randomizované algorit-
my, ktoré exponencialne redukovali zlozitost. Pritom pravdepodobnost chyby
tychto algoritmov je mensia ako 1 k veku vesmiru v sekundach, a teda z prak-
tického hladiska nielen akceptovatelnd, ale aj menSia ako pravdepodobnost
hardvérovej chyby v priebehu vypoc¢tu 100% spolahlivého deterministického
algoritmu.

Vdaka takymto kvantitativnym skokom je informatika schopna zazrakov,
pomocou ktorych mozeme necakane riesit zdanlivo bezvychodiskové situa-
cie. Dopad tychto divov na prax je neuveritelny. Napriklad vysledky o
kvalitativnych zakonitostiach vypoctov (vypoétovej zlozitosti) viedli k novej
definicii bezpec¢nosti v kryptografii a cez u k modernym kryptosystémom
s verejnym kla¢om (public-key), bez ktorych si nevieme dnes vobec pred-
stavit e-komerciu alebo online banking. Je vobec ospravedlnitelné vyuco-

6pozri 4. kapitolu
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vat kompetencie narabania so $pecifickymi softvérovymi systémami namiesto
kreativnych, hlbokych myslienok, ktoré boli naozaj tym, ¢o zmenilo dnesny
svet?

Napriek uvedenym prirodovednym aspektom informatiky je informatika pre
vacsinu absolventov Studia inzinierskou disciplinou., ktora obsahuje aspekty
technickych vied ako su

organizdcia procesu vijvoja, modelovanie, opis, formulovanie cielov,
testovanie, kontrola kvality, kompatabilita s existujicimi systéma-
mi, atd.

K tomu patria ajm manazérske aspekty ako st

organizdcia timov a riadenta projektu, odhad ceny, plinovanie,
produktivita, odhad casovijch ramcov a terminov, cas potrebny na
uvedenie na trh, marketing, uzatvdranie zmliv, atd.

Aké komplexné su tieto ulohy, si mozeme uvedomit, ked uvazime, ze mno-
hé softvérové produkty su zostavené z milibnov pocitacovych prikazov a boli
vyvijané a vylepSované mnozstvom Specialistov poc¢as mnohych rokov. Ak ti-
eto programy neboli systematicky vyvijané a dokumentované, nie je prakticky
mozné overif ich spravne fungovanie, hladat v nich chyby, alebo ich doplhat
o nové funkcie. Pri takejto praktickej zlozitosti redlnych systémov nemozno
s matematickou presnostou vsetko modelovat a predpovedat. Dosledkom
¢oho sa vela pragmatickych rozhodnuti uskutoc¢ni len na zéaklade intuicie
a skusenosti tvorcov. Nezda sa vam teraz Studium informatiky dostatocne
tazké? Zvladnut netrividlnu matematiku pri rieSeni tiloh a umenie budovat
pragmaticky komplexné systémy spéaja dva velmi odlisné spdsoby myslenia.
Na jednej strane je to analyticky matematicko-prirodovedny spdsob mysle-
nia a na druhej strane presne nesformalizované postupy technickych vied s
mnozstvom improvizacie zalozenej na skisenostiach. Ale prave spojenie tych-
to dvoch jazykov a sposobov myslenia v jednom Studijnom odbore je tym,
¢o dava tomuto studiu najvacsiu perspektivu.

Vratme sa k otazke, ¢o a ako vyucovat v predmete informatika na strednych
skolach. Vzdajme sa pristupu od ,farebnych aplikicii k nejakym vedomos-
tiam*“ o tom, ako prislusné softvérové produkty pracuji a ako ich pouzivat.
Objav parnej lokomotivy bol tiez fascinujuci, a vyucovanie fyziky nezac¢iname
tym, ze sa uc¢ime viest lokomotivu. Dnes st najrozli¢nejsie aplikicie na obra-
zovke také bezné, ze nevedia zaujat. Zato naSa dlhoro¢na prax vyucovania na
strednych Skolach stale potvrdzuje, Ze mladych I'udi moZno nadchnut prave
sprostredkovanim vedomosti, znovuobjavovanim a objashovanim zakonitosti
a uCenim sa ich inteligentne vyuzivat na rieSenie nelahkych uloh.
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Ako zacat? Tak ako matematika nemoze zacat osliiujicimi ideami ale naopak
jednoduchym pocitanim, musi si aj informatika zvolit zodpovedajici zaci-
atok. Zakladnou schopnostou informatika v tomto zmysle je vediet pro-
gramovat. Nie v zmysle syntaktického ovladania nejakého programovacieho
jazyka, ale v zmysle schopnosti riesit malé ilohy pomocou programov na poci-
taci. UCit sa programovat zahifha v sebe ovela viac ako si mnohi uvedomuju.
Programovanim sa uc¢ime komunikovat s technikou. A to s technikou bez
inteligencie, a tym aj bez schopnosti improvizovat. To nas nuti komuniko-
vat tak, aby sme boli bez pochyb spravne pochopeni. Musime byt schopni
opisat ¢innosti tak jednoznacne, Ze neostane priestor na nezelanu chybni
interpretaciu. Uz tato skutoc¢nost cibri schopnost vyjadrovat sa ¢o najpres-
nejSie a rozvija zodpovedajici sposob myslenia. f)aléim, nie pre kazdého
o¢ividnym prinosom je budovanie mostov medzi matematickym myslenim a
inzinierskym pristupom. Opis a analyza ulohy, hladanie algoritmu na jej
rieSenie je pevne spojené so schopnostou matematicky analyticky mysliet a
tiez s pouzivanim precizneho jazyka matematiky na opis tlohy a cesty na
jej rieSenie. Samotné programovanie a testovanie navrhnutého algoritmu je
do znanej miery inzinierska praca. Hladanie chyb a moznych vylepSeni
programu vzhladom na rozne parametre zaberie zvycajne niekolkonasobne
viac ¢asu, ako vyhotovenie prvého prototypu. Programovanie prinasa radost
z0 samostatného absolvovania cesty od zadania, az k poZzadovanému cielu.
Ucitela stavia skor do tulohy pomocnika ako kritika, pretoze ziaci si mozu
overovat spravnost svojich programov samostatne, testovanim na skuto¢nych
udajoch a programy korigovat az do vytvorenia pozadovaného produktu.
Vyucovanim programovania sprostredkujeme aj moduldrnu metédu navrhu
zlozitych technickych systémov. Pri komplexnejsich tlohach vytvorime na-
jprv programy pre malé Ciasto¢né tlohy a overime ich korektnost. Tieto
programy pouzijeme ako moduly, z ktorych skladame postupne zlozitejsie a
zlozitejsie moduly.

Uz pri vyucbe programovania zac¢iname s pojmotvorbou. Uc¢ime sa, o je pro-
gram, udaje. U¢ime sa, ako pracuje pocitac, ako si reprezentované a ulozené
udaje v pocitaci. Na tomto zaklade dalej mdzeme budovat $pecifikovanim
dalgich kIi¢ovych pojmov a Specifikovanim zékladnych konceptov. Ako sa
to da realizovat sme nacrtli v tejto knihe. Pritom nie je az také dolezité,
ktoré oblasti informatiky si zvolime — mozu to byt databézy, kryptografia,
vizualizacia, navrh obvodov alebo automatov, algoritmika, komunikac¢né si-
ete, numerické algoritmy vo vedeckych vypoctoch alebo iné. Dolezité je, aby
sme boli schopni sprostredkovat zékladné koncepty ako algoritmus, vypoc-
tova zlozitost, logika a korektna argumentacia, verifikicia a testovanie, mod-
ularny navrh systémov, simulacie, rekurzia, atd.
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Zavedenie informatiky do vyucovania na strednych skolach nie je problemat-
ické tiloha, ale 3anca. Je to Sanca vniest do vSeobecného vzdelania paradigmy
sveta procesov spracovania informacii. Je to Sanca zatraktivnit matematiku,
jej inStrumentalizovanie pri rieSeni praktickych tloh. Je to Sanca postavit
mosty k technickym vedam a priblizit inziniersky spodsob prace ziakom na
strednych Skolach. A je to Sanca vykrocit smerom k dlho proklamovanej in-
terdisciplinarnosti, ktoré sa v informatike realizuje prirodzenym sposobom.



Veda, ktora by bola vybudovand len za praktickym
ucelom, nie je mozna. Pravdy st uzitocné len vtedy,
ked su navzajom poprepajané. Ak hladas len tie pravdy,
z ktorych sa daju oCakavat priame dosledky pre prax, stra-
caju sa vazby medzi ohnivkami refazce a retaz sa roztrhne.

Jules Henri Poincaré

2. Doslov

Je zakladny vyskum luxusom alebo existen¢nou
nevyhnutnostou?

Moze si, resp. ma si nejaka krajina dovolit investovat do zakladného vysku-
mu? Su drzitelia Nobelovych a inych vedeckych cien zbytoénym luxusom?
Nestac¢i nam aplikovany vyskum na zabezpecenie dlhodobého blahobytu a
pokroku? Co sa stane, ak sa vzdame zakladného vyskumu? M4 byt mierou
investovania do vyskumu odhad prinosu predaja vyvinutych produktov na
medzinarodnom trhu?

Pocas svojho posobenia na roznych univerzitdch som sa stretaval s tymi-
to otdzkami velmi Casto. Zial prave z politickych a manazerskych kruhov
pochadzali kratkozraké odpovede a hlipe rozhodnutia. Volanie po takz-
vanom ekonomickom planovani vedy, ktord spociva vo vy¢isleni a vyzadovani
ekonomického prinosu vlozenych investicii do vedy v priebehu par rokov, pa-
tri do kategorii velmi obmedzeného chépania tlohy vedy v spoloc¢nosti a jej
prinosu pre jej blahobyt. Populistické otazky, ¢i zakladny vyskum vobec
prispieva k rastu alebo udrzaniu zivotnej urovne a ¢i to vObec je zmyslu-
plné vyuzitie penazi danovych poplatnikov a volanie po merani uzitocnosti
vedy ekonomickym ziskom, nedokazem lepsie komentovat ako slovami Louisa
Pasteura: ,Nestastnici s ti, ktorym je vSetko jasné®.

Najprv si musime uvedomit, Ze neexistuje jasnd hranica medzi aplikovanym
a zakladnym vyskumom. Aby sme ale vobec tuto problematiku dokézali
pochopit, musime sa najprv zaoberat tlohou vedy v dneSnej tzv. znalost-
nej spolo¢nosti a v dejinach T'udstva. PoloZzme si najprv otazku: Co je ap-
likovany vyskum a co je teoreticky zakladny vyskum a nachadzaju sa tieto
oblasti vobec vo vzajomnej konkurencii? Sucasny vyvoj ukazuje, Ze mame co-
raz vacsi pocet vyskumnych projektov, ktoré sa nedaju jednoznac¢ne zaradit
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len do jednej z tychto kategorii. Vyskum génov, ¢i konStrukcia kvantového
pocitaca patria do zakladného vyskumu, a jednako maju prakticky okamzité
komerc¢né uplatnenia. Existuje vela prikladov z kryptologie, spolahlivej ko-
munikacie, automatického rozpoznéavania reci, logistiky a optimalizécie ri-
adenia pracovnych procesov, navrhu sieti atd., v ktorych objavy teoretick-
ého vyskumu zakratko celkom zmenili prax. Tu niet jasnej hranice medzi
zakladnym a aplikovanym vyskumom.

No zda sa, ze autori navrhov Setrenia na luxuse zakladného vyskumu vedia,
v ¢om vizi rozdiel medzi zdkladnym a aplikovanym vyskumom. Aplikovany
vyskum je ten, v ktorom mozeme uz pocas planovania vycislit ekonomicky
prinos. Ak sa to d&, musime si polozit otédzku, ¢i v takomto pripade vobec
ide o vyskum. Posudzoval som mnozstvo takto naplanovanych projektov a
vSetky mali jedno spolo¢né. V skutoc¢nosti ich nebolo treba. Firmy mohli hra-
vo dosiahnut vytycené ciele zamestnanim absolventov univerzit s patri¢nym
know-how. A to je jadro nasho problému. To, ¢o sa v procese riadenia Cas-
to deklaruje ako aplikovany vyskum, je iba rutinné uplatnenie znalosti, pri
ktorom nevzniki ni¢ pévodné, nijaké nové poznatky.

Rast vedomosti je najdolezitejsim predpokladom dlhodobého pokroku. Kto
predvidal pred 25 rokmi éru internetovej komunikacie a internetu, e-komercie
a online bankingu, ktoré tak vyrazne zmenili celi spoloc¢nost, zefektivnili
mnozstvo jej procesov a prispeli k tazko vy¢islitelnému rastu zivotnej arovne?
Kto pred 25 rokmi tusil, Ze komunika¢na technika sa stane dolezitym odvetvim
priemyslu? Mohol vtedy vobec niekto odhadovat financéni a ekonomicku
prosperitu vtedajsieho vyskumu? Veda, ktora toto umoznila, spoc¢ivala v pr-
vom rade na zékladnom vyskume fyzikalnej povahy pri objavovani novych
materidlov pre komunikacné technolégie a v matematike a informatike pri
vyvine efektivnych a spolahlivych algoritmov. Len velmi malo Tudi mé
predstavu, aké hlboké poznatky a objavy tychto vednych disciplin boli nevy-
hnutné na vyvin sicasného komunika¢ného luxusu. Nijaké zmeny vedice k
zvySeniu blahobytu spolo¢nosti nie si mozné bez predchadzajicej akumulé-
cie poznatkov. Iba konzumovat sicasné poznatky moze prinasat zisky len
velmi kratkodobo. Bez nepredpovedatelného generovania novych poznatkov
niet zivotného napredovania ani blahobytu.

Slovicko blahobyt nie je v tejto suvislosti zvolené prave Stastne. Niektori
politici a ekondémovia sa ndm usiluji nahovorit, ze blahobyt je najdolezitejsi
ciel spolo¢nosti. Tento populisticky nazor je prirodzene oblubeny, pretoze
sa tyka kazdého a kazdy sa chce mat lepsSie. Ale argumentovat len z pozicie
suc¢asného blahobytu je rovnako nebezpecné, ako ked niekto v dobe kamenne;j
doporucoval, kazdy den sa ¢o najlepsie najest a neodkladat zasoby na zimu.
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Tento sposob uvazovania nepaméta na to, ze v zime mozno zomriet od hladu.
Ak sa nazdavame, ze tieto problémy patria minulosti, odpovedam vam, Ze sa
na svet pozerate cez ruzové okuliare.

Z mojho pohladu bezime stale s ¢asom o preteky a rozhoduje sa o existencii
Tudstva. NaSa zemegula nam dozicila 10 000 rokov mimoriadne priaznivych
klimatickych podmienok, ktorym v znac¢nej miere vdacime za dynamicky
vyvin nasej civilizacie. Neméme ale ani potuchy, ¢o vsetko nas eSte caka.
Ked pridu ¢asy plné problémamov neznamych rozmerov, nebude rozhodu-
juce, ¢i zijeme v blahobyte alebo nie, ale ¢i sme dospeli do stadia vyvoja, v
ktorom by sme boli schopni tieto problémy zvladnut. To moze byt naozaj,
existen¢na otazka. Spomeiite si na obrovski vlnu tsunami pred par rokmi,
ktora stala zivot desattisice Iudi. Stav naSich poznatkov nebude rozhodovat
len o tom, ¢i sme schopni s dostatoénym predstihom dalSiu takito tsuna-
mi predpovedat, ale ¢i sme schopni v dostatocnej miere zabranit Skodam,
ktoré by mohla sposobit. Preto je neospravedlnitelne riskantné, sustredit sa
v ¢asoch hojnosti a nadbytku na udrzovanie a budovanie blahobytu namiesto
investicii do dalsieho vyvinu.

Transformacia vedomosti do prakticky uzito¢nych technologii je jedna z dolezitych
mier pokroku. Potrebné vedomosti vznikaja priznacne vo vyskume, ktorého
ekonomicki uzito¢nost v nasledujicich 10 az 20 rokoch nevieme odhad-
nat. Den drzitelov Nobelovych cien pocas oslav 150. vyroc¢ia ETH Ziirich
poukazal na skutoc¢nost, ze cesta od zakladnych objavov vedy k priemysel-
nym aplikaciam trva v priemere 20 rokov. A kto sa odvazi dnes predpovedat,
ako bude o 20 rokov vyzerat nas svet? Azda len ti Stastni nevedomi, ktori sa
nazdavajd, ze rozumejua vSetkému.

Pozadovanie ,,¢isto” aplikovaného a ,,uzito¢ného” vyskumu bez snahy o gen-
erovanie novych poznatkov je rovnako nebezpecné, ako povazovanie umenia
za nadmerny luxus. Vraj Naco st umelci ako Picasso, Dali, Hundertwass-
er, Mozart alebo Beethoven? Nestacia vicsina k spokojnosti reprodukcie
a popularna hudba? Nie st velki spisovatelia nie¢im bez ¢oho moze I'ud-
stvo pokojne existovat? Ved kolko sa preda aj malohodnotnych romanov.
Pred skutoc¢nostou, Ze velké umelecké diela ovplyvnili vyvoj celych genera-
cii, zavrime radsej o¢i. A rovnako zabudnime na to, Ze vede a umeniu bez
ohrani¢eného horizontu vdac¢ime nielen za vysneny blahobyt, ale aj za celé
napredovanie nasej civilizacie.

Cielom tohto doslovu nebolo navrhniat proporcie medzi investiciami do ap-
likovaného a zakladného vyskumu. Chceli sme len poukazat na to, aké
nebezpecné je redukovat financovanie vedy na podporu projektov s vy¢is-
litelnym uzitkom. Takéto spravanie sa je extrémne kratkozraké a vedie
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k strate postavenia produkcie znalosti a celého vzdeldvania v spolo¢nosti.
Spolahnut sa na samoriadenie vedeckého vyskumu prostrednictvom priemy-
selného dopytu prindsa so sebou riziko stagnacie vyvoja. Ak nejaky pod-
nik investoval vela penazi do nejakej technologie, nema zaujem o podstatné
technologické zmeny, pokial sa mu eSte povodné investicie nezhodnotili. Len
konkurencia tlac¢i firmy k podstatnym inoviciam. Jediny mne znamy funkény
pristup prerozdelovania prostriedkov na vedu je prostrednictvom posudkov
nezavislych osobnosti vedy. Hladat akékol'vek kvantitativne meradla na po-
sudzovanie kvality kreativnej vyskumnej prace je nezmyselné. Je skoda, ze
Slovensko este nevedelo spravit podstatny krok od celoplosného socialistick-
¢ho rozdelovania financii v Skolstve a vede na prerozdelovania prostriedkov
na zaklade takychto posudkov zahrani¢nych expertov. Privela slovenskych
inStiticii ma strach z nastavenia zrkadla. Prosperitu vo vede moze priniest
len prerozdelenie prostriedkov tak, aby kreativne vedecké pracoviska mali
zabezpecené dostato¢né prostriedky na sledovanie naro¢nych cielov. Sucas-
né rovnostarska polonasytenost finanénymi prostriedkami na vedeckych in-
Stitaciach bez ohladu na ich skuto¢né kvality je tragédiou riadenia slovenskej
vedy v celom obdobi od vzniku Slovenskej republiky.

Aké je nase posolstvo neohranicené slovenskymi pomermi? Cim viac dobrej
vedeckej prace, tym istejSia buddcnost, tym viac kreativnej prace a tym viac
vnutornej spokojnosti. Ja osobne verim, ze kreativita je zmyslom nasho
zivota a preto ukon¢im doslov nasledujicimi citatmi:

Tvoriac ¢akal som na uzdravenie, tvoriac som
vyzdravel.
Heinrich Heine

Korene vsetkého zla s v nevedomosti.

Buddha

Zmysel - zivota vidim v tvorbe, ktora je
nekonecna.
Maxim Gorkij

Povodnd verzia tohto doslovu vysla v nemcine ako clanok 10 new manage-
ment“, Nr. 10/2006.
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