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vi£ Veda je vo svojej podstate nedelite©ným 
elkom.Jej rozdelenie na jednotlivé oblastinevyplýva z jej podstaty,ale je sk�r dané hrani
ami©udský
h s
hopností v pro
ese poznania. Max Plan
k

Predslov
Táto kniºka je zhmotnením 
yklu predná²ok �Sedem divov informatiky�,ktorú sme v zimnom semestri 2005/06 ponúkli ²irokej verejnosti. Mnohí©udia spájajú informatiku len s po£íta£om a s
hopnos´ou s ním zaob
hádza´.H©adanie informá
ií na internete, spra
ovávanie textov a obrázkov patriak základným témam kurzov pre po£íta£ový vodi£ský preukaz a vo via
-erý
h krajiná
h sa i
h výu£ba nesprávne povaºovuje za vyu£ovanie infor-matiky. Pritom s
hopnos´ pouºíva´ r�zne softvérové systémy má s infor-matikou spolo£né asi to©ko, ako ²oférovanie auta so strojárstvom. Ak vodi£amotorového vozidla nepokladáme automati
ky za strojného inºiniera, nem�ºemeani pouºívate©ov po£íta£ov pasova´ za informatikov. P�vodným 
ie©om tohtopredná²kového 
yklu bolo nahradi´ naivné predstavy o informatike obrazomvede
kej dis
iplíny, ktorá na jednej strane skúma podobne ako matematikaa prírodné vedy zákony fungovania tohto sveta, a tým prispieva k budovaniuv²eobe
ného poznania a na druhej strane vyuºíva získané poznatky k tvorberozli£ný
h produktov, vyuºitím inºiniersky
h metód.Aj ke¤ zmena 
hápania informatiky, najmä v oblasti vzdelávania, ostala prem¬a d�leºitá a hodná úsilia, po£as prípravy predná²kového 
yklu sa mojepriority menili a moja pozornos´ sa upriamovala stále via
 aj na ¤al²ie 
iele.Vznik a vývin informatiky som 
h
el vyrozpráva´ ako pútavý príbeh. Nie akopríbeh nejakej izolovanej vedy, ale ako vednej dis
iplíny nerozlu£ite©ne spätejs inými vednými odbormi, ktorá £erpá z poznatkov a objavov iný
h vedný
h
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vi£ VIII PREDSLOVoblastí a zárove¬ tieto oboha
uje vlastnými výsledkami. Som presved£ený, ºepoznanie informatiky nám pomáha lep²ie pozna´ ²truktúru vied vo v²eobe
-nosti a po
hopi´ dynamiku výskumu. V tejto súvislosti bolo pre m¬a d�leºitéposlu
há£om ukáza´, ºe pre úspe
h výskumu sú podstatné nielen na verejnos-ti známe objavy a vede
ké výsledky, ale ºe mierou vede
kého pokroku je ajvývoj odborného jazyka a s ním spojená pojmotvorba.V úsilí o to som si uvedomil, ºe ma neuspokojujú typi
ké predná²ky pre vere-jnos´, ktoré sa snaºia sprostredkova´ význam a d�leºitos´ vede
ký
h výsled-kov. Zvolil som si 
estu objavov s poslu
há£mi, ktorá by i
h nau£ila krá£a´samostatne a umoºnila im zaºi´ nad²enie objavite©ov. Nesta£í na to len nájs´jednodu
hú a názornú reprezentá
iu zloºitý
h objektov a vz´ahov. Treba pri-da´ ¤al²í krok a oslobodi´ poslu
há£a z jeho pasívnej úlohy. Preto táto kniºkaobsahuje aj úlohy pre £itate©a. Úlohy sú v knihe umiestnené tam, kde je ajnajzmysluplnej²ie i
h rie²i´. Úsilie i
h vyrie²i´ preverí a upevní správne 
há-panie pred
hádzajú
i
h vysvetlení, alebo sú výzvou £itate©a skúsi´ znovuob-javi´ vlastnými silami p�vodné výsledky výskumu.Vybrané témy nie sú len mílnikmi vývoja informatiky. Sú aj skuto£nými �di-vmi� v tom zmysle, ºe výskumné 
esty k nim sú plné neo£akávaný
h zvratova prekvapujú
i
h poznatkov, ktoré na prvý poh©ad vyzerajú neuverite©ne.Vybrané témy nám umoº¬ujú upútava´ poslu
há£a alebo £itate©a. Va²ouúlohou je posúdi´, nako©ko sa to autorovi tejto kniºky podarilo.�elám vám ve©a zábavy a vzru²ujú
i £itate©ský záºitok.Züri
h, August 2006. Vá² Juraj Hromkovi£
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 v nepretrºitom nad²eníso záujmom o v²etko nedosiahnute©nérastie £lovek tým,ºe ide neustále vpred.Zmysel ºivota je v tvorbea tvorba je nekone£ná. Maxim Gorkij

Kapitola 1Stru£né dejiny informatiky, alebo pre£onie je informatika len vodi£skýmpreukazom na riadenie po£íta£a.
1.1 �o sa tu dozvieme?Cie© tejto predná²ky sa podstatne odli²uje od 
ie©ov nasledujú
i
h pred-ná²ok, ktoré sa vºdy venujú jednej ²pe
iálnej téme. V tejto kapitole 
h
emev populárno-vede
kom jazyku porozpráva´ príbeh vzniku informatiky akosamostatnej vede
kej dis
iplíny. Pritom spoznáme nielen základné staveb-né kamene informatiky, ale po
hopíme do istej miery aj v²eobe
ný pro
esbudovania vedy. Vzh©adom na to, ºe predstavíme informatiku v kontexte
elej vedy, oboznámime sa nielen s niektorými k©ú£ovými 
ie©mi základnéhovýskumu v informatike, ale po
hopíme aj jej tesnú spätos´ najmä s matem-atikou, ako i s ostatnými vednými dis
iplínami. Závere£nú £as´ kapitolyvyuºijeme na stru£né predstavenie obsahu nasledujú
i
h kapitol v kontextehistori
kého vývoja informatiky.
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vi£ 2 KAPITOLA 11.2 Stojí budova vedy na vratký
h základo
h?Ak vnímame vedu len ako sumu objavov a vede
ký
h faktov, dostávame ve©miskreslenú predstavu o vede. E²te vä£²ej 
hyby sa dopustíme, ak vnímamevedné dis
iplíny len 
ez i
h apliká
ie v kaºdodennom ºivote. Ako by asivyzerala de�ní
ia fyziky, ke¤ je skoro v²etko, £o ©udia vytvorili (od domov postroje aº k po£íta£om), postavené na vyuºití fyzikálny
h zákonov? Napriektomu nepokladáme výrob
ov televízorov a po£íta£ov za fyzikov a v ºiadnomprípade nepasujeme kaºdého, kto vie ovláda´ televízor a pouºíva´ po£íta£, zafyzika. V tomto prípade jasne odli²ujeme generovanie poznatkov vo fyzikeod i
h apliká
ií v strojárstve a elektrote
hnike. S
hopnos´ ovláda´ prístrojes výnimkou po£íta£a nezvykneme spája´ so ºiadnou vede
kou £innos´ou.Pre£o potom mnohí z nás spájajú s informatikou s
hopnos´ pra
ova´ na po£í-ta£i a pouºíva´ r�zne softvérové produkty? Akú hodnotu pre v²eobe
né vzde-lanie má s
hopnos´ pouºíva´ r�zne softvérové systémy (napríklad Word prespra
ovanie textov, alebo systémy pre spra
ovanie obrázkov), ke¤ sa tietodynami
ky zásadne menia v priebehu nieko©ko málo rokov? Je relatívnazloºitos´ po£íta£a v porovnaní s inými prístrojmi jediným d�vodom pre totonedorozumenie?Isteºe, pouºívanie osobný
h po£íta£ov je tak roz²írené, ºe po£et vodi£ov mo-torový
h vozidiel je pribliºne rovnaký, ako po£et uºívate©ov výpo£tovej te
h-niky. No vyu£ujeme v ²kole ²pe
iálny predmet vedenie motorový
h vozidiel?�oskoro budú z mobilný
h telefónov malé vysoko výkonné po£íta£e. Stanesa £oskoro pouºívanie mobilov novým predmetom v na²i
h ²kolá
h? Tietootázky 
h
ú poukáza´ na nezmyselnos´ zavádzania predmetu informatiky na²kolá
h s jediným 
ie©om nau£i´ sa pouºíva´ výpo£tovú te
hniku. Sú£as-ná prax vo via
erý
h krajiná
h nám ukazuje, ºe tieto s
hopnosti moºnonadobudnú´ integrovane v ostatný
h predmeto
h a vzh©adom na i
h ve©minízku v²eobe
nopoznáva
iu hodnotu, nemá i
h výu£ba v rám
i samostatnéhopredmetu ºiadnu dlhodobú perspektívu.Ak teda uvaºujeme o vyu£ovaní informatiky, k©ú£ovou otázkou pre nás je:��o je to informatika?� Ur£ite pod informatikou nerozumieme s
hopnos´pouºíva´ po£íta£. Iná£ by sme sa £oskoro v²et
i stali informatikmi. Prob-lémy s nejasnými predstavami o tom, £o informatika je a £o nie je, súvisia aj stým, ºe informatiku nem�ºeme v rám
i klasi�ká
ie vied jednozna£ne priradi´,ani k matematike ako metavede, ani k prírodným vedám a ani k te
hni
kýmvedám. Situá
ia s informatikou je podobná, ako keby fyzika, strojárstvo aelektrote
hnika boli zlú£ené pod jedným názvom v jednom vede
kom odbore.Vo vývoji softvéru m�ºeme informatiku povaºova´ za aplikovanú te
hni
kú
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vi£ 1.2 ZÁKLADNÉ KAMENE VIED 3vedu so v²etkými znakmi inºiniersky
h dis
iplín, ako je vývoj a produk
iazloºitý
h systémov a produktov. Základy informatiky sú ale matemati
ko-prírodovednej povahy a teoreti
ká informatika hrá pre vývoj softvéru podob-nú úlohu, ako teoreti
ká fyzika pre te
hni
ké dis
iplíny.K©ú£ovou prí£inou skreslený
h predstáv o informatike je práve skuto£nos´,ºe základný výskum1 v informatike je ²irokej verejnosti prakti
ky neznámy.Preto v tejto sérii predná²ok venujeme pozornos´ hlavne teoreti
kým zák-ladom informatiky.Uvedomili sme si, teda, ºe 
esta k po
hopeniu informatiky nevedie 
ez ²túdi-um jej apliká
ií. Na za£iatku sme upozornili aj na to, ºe veda nie je lensúbor vede
ký
h výsledkov. Preto sú pre nás klú£ové odpovede na nasle-dovné otázky:�Ako vznikajú vedné dis
iplíny?���o sú základné kamene vedy?�Kaºdý vedný odbor má svoj vlastný jazyk, ktorý je postavený na ²pe
iálny
hodborný
h pojmo
h (termíno
h). Bez pojmovslovia by nebolo v�be
 moºnéformulova´ výroky o objekto
h výskumu. Pojmotvorba, ako pro
es ur£eniavýznamu odborný
h slov, je k©ú£ová pre v²etky vedy. De�novanie d�leºitý
hzákladný
h pojmov tak, aby boli presne a jednozna£ne interpretovate©né,stálo ved
ov zvy£ajne ove©a via
 námahy, ako objavenie mnohý
h v²eobe
-ne známy
h poznatkov. Uve¤me nieko©ko príkladov. Matematikom trvalo300 rokov, neº sa �dohodli� na formálne presnej de�ní
ii pojmu pravdepodob-nos´. Ved
i potrebovali vy²e 2 000 rokov neº sa im podarilo nájs´ zmysluplnúde�ní
iu pojmu nekone£na2. Vo fyzike i v hovorovej re£i pouºívame £asto po-jem �energia�. Ani vtá£ik letá£ik ne
hyruje £o to je, nieto my. Na 
elé dejinyfyziky sa m�ºeme pozera´ ako na neukon£ený príbeh vývoja na²i
h predstávo tom, £o je to energia. Teraz sa m�ºe niekto prihlási´ a poveda´: �Milýpán Hromkovi£, £o je ve©a, to je ve©a. Ja viem, £o je energia. U£il som sato predsa v ²kole.� V tom prípade ale poloºím nasledujú
u otázku: �Myslítegré
ku de�ní
iu energie ako p�sobia
ej sily alebo stredo²kolskú de�ní
iu en-ergie ako s
hopnos´ fyzikálneho systému vykonáva´ prá
u? Ak 
h
ete tietode�ní
ie pouºíva´, tak mi povedzte najprv, £o je sila, alebo £o je prá
a.� Ake¤ sa o to pokúsite, zistíte, ºe sa pohybujete v za£arovanom kruhu, pretoºek de�ní
ii pojmov sila a prá
a pouºívate pojem energia.1skúma zákony spra
ovania informá
ií a ukazuje hrani
e toho, £o sa dá automatizova´(vypo£íta´ na po£íta£i)2Túto históriu priblíºime v tretej kapitole.
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vi£ 4 KAPITOLA 1Podobne je to i s pojmom ºivota v biológii. Presná de�ní
ia tohto pojmu bynám umoºnila jednozna£ne rozli²ova´ medzi ºivou a neºivou hmotou. �ia©,takúto de�ní
iu na fyzikálno-
hemi
kej úrovni zatia© postrádame.Milí £itatelia! V ºiadnom prípade vás ne
h
em zneisti´ týmito úvahami. Nieje katastrofou, ºe nedokáºeme presne ²pe
i�kova´ niektoré pouºívané pojmy.Vo vede pra
ujeme £asto s de�ní
iami, ktoré pouºívané pojmy ²pe
i�kujúlen nepresne, alebo len pribliºne a do istej miery. Patrí to k normálnemuºivotu výskumníkov. Ved
i len musia vedie´, ºe pri interpretá
ii výsledkovvýskumu nie je moºné dosiahnu´ vy²²iu presnos´, ako je presnos´ de�ní
iípouºívaný
h pojmov. Napredovanie v pojmotvorbe je £asto hlavnou mieroumiery vývinu jednotlivý
h vedný
h dis
iplín. Pekným príkladom pokroku jenieko©kotisí
ro£ný vývin ná²ho 
hápania pojmu hmoty.Na po
hopenie toho, £o to znamená a ako je ´aºké de�nova´ nejaký pojem,uvedieme nasledovný príklad. Uvaºujeme slovo �stoli£ka�. Stoli£ka nie jeºiaden abstraktný vede
ký objekt. Je to beºný úºitkový predmet a vä£²inaz nás verí, ºe vie, £o je stoli£ka. Pokúste sa teda, tento pojem zade�nova´pomo
ou nejakého opisu.De�nova´ pojem znamená tak presne opísa´ uvaºovaný objekt,ºe kaºdý, aj ke¤ e²te nikdy tento objekt (stoli£ku) nevidel, vie nazáklade tohto opisu jednozna£ne rozhodnú´ o kaºdom predmete, £ije stoli£kou. V de�ní
ii smú by´ pouºité len slová, ktorý
h významuº bol predtým de�novaný.Pri pokuse de�nova´ pojem stoli£ka m�ºeme predpoklada´, ºe kaºdý uº vie,£o je �noha� stoli£ky. V tomto prípade by sme mohli skúsi´ za£a´ s tým, ºestoli£ka má 4 nohy. Ale po£ka´, po£ka´! Má stoli£ka, na ktorej práve sedíte²tyri nohy? Nemá náhodou len jednu nohu a k tomu e²te tro
ha zvlá²tnu?Rad²ej to ne
hajme tak. Mojim 
ie©om vás nie je potrápi´. Ide len o to, abysme po
hopili, ºe pojmotvorba je nielen k©ú£ová, ale i ve©mi náro£ná £innos´.Teraz uº vieme, ºe pojmotvorba je k©ú£ovou úlohou vo vede. Aj samotnývznik informatiky spájame s tvorbou nového pojmu, a to pojmu �algorit-mus�. Ale sk�r ako sa za£neme zaobera´ dejinami informatiky, potrebujemepo
hopi´, £o sú to axiómy vo vede.Axiómy sú základné stavebné kamene vedy. M�ºu to by´ faktyalebo de�ní
ie pojmov, o ktorý
h pravdivosti a korektnosti nemámeºiadne po
hybnosti, napriek tomu, ºe sa nedá dokáza´ i
h korekt-nos´.Na prvé po£utie to m�ºe znie´ nielen zvlá²tne, ale dokon
a i podozrivo.
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vi£ 1.2 ZÁKLADNÉ KAMENE VIED 5Ch
eme takto spo
hybni´ spo©ahlivos´ vede
ký
h výsledkov a výrokov?Skúsme túto problematiku najprv objasni´ na konkrétnom príklade. Príkladaxiómy je, ºe rozmý²©ame správne, takºe je nepo
hybne spo©ahlivý aj sp�sobna²ej argumentá
ie. M�ºeme dokáza´, ºe rozmý²©ame správne? Ako? Pomo-
ou argumentá
ie, ktorá stavia na na²om sp�sobe myslenia? To je nemoºné.Neostáva nám teda ni£ iné, ako d�verova´ ná²mu sp�sobu myslenia. V prí-pade, ºe táto axióma nezodpovedá skuto£nosti (nie je správna), máme smolua 
elá budova vedy sa zrúti, ke¤ z nej odstránime tento základný stavebnýkame¬. Táto axióma nie je len �lozo�
ká. Má aj svoju matemati
kú podobua pretoºe matematika je formálnym jazykom vedy, nezaobídeme sa bez nej.Presnej²ie teda vysvetlime, £o znamená na²a viera v túto axiómu a ako pouºí-vame túto axiómu na de�novanie korektnej argumentá
ie nielen v matem-atike. K©ú£ovým bude pre nás pojem impliká
ie alebo d�sledku. Akje nejaká skuto£nos´ B d�sledkom nejakej inej skuto£nosti A,tak musí plati´:Ak A je pravdivá (A platí),tak je pravdivá aj skuto£nos´ B (B platí)Inými slovami,nepravda nem�ºe by´ d�sledkom pravdyPre skuto£nos´, ºe

B je d�sledkom Apouºívame v matematike ozna£enie
A⇒ BHovoríme tieº, ºe �A implikuje B�. V tejto terminológii hovorí na²a axiómatoto:Ak A ⇒ B a A platia,tak platí aj B.Treba upozorni´, ºe je prípustné, aby nepravda implikovala pravdu. No neprí-pustné je, aby d�sledkom pravdy bola nepravda.
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vi£ 6 KAPITOLA 1Na lep²ie porozumenie pojmu impliká
ia a správnej argumentá
ie uvediemenasledujú
i príklad.Príklad 1.1 Uvaºujme dve tvrdenia A a B.Tvrdenie A je �Pr²í�a tvrdenie B je �Lúka je mokrá�.Predpokladajme, ºe na²a lúka je pod holým nebom (teda nie je zakrytá, alebozastre²ená). Za tý
hto okolností m�ºeme ak
eptova´, ºe nasledujú
e tvrdenie�Ke¤ pr²í, tak je lúka mokrá�a teda tvrdenie

A⇒ Bje pravdivé. Pod©a na²ej interpretá
ie odborný
h termínov �d�sledok� a �im-pliká
ia�, musí by´ lúka mokrá (musí B plati´), ak pr²í (ak platí A). Pozrimesa na to e²te detailnej²ie.�A platí� znamená �Pr²í�.�A neplatí� znamená �Nepr²í�.�B platí� znamená �Lúka je mokrá�.�B neplatí� znamená �Lúka je su
há�.Vzh©adom na platnos´, £i neplatnos´ tvrdení A a B, existujú 4 nasledovnémoºnosti(situá
ie): S1, S2, S3 a S4:
S1: Pr²í a lúka je mokrá.
S2: Pr²í a lúka je su
há.
S3: Nepr²í a lúka je mokrá.
S4: Nepr²í a lúka je su
há.Tieto situá
ie zvykneme opísa´ pomo
ou takzvanej pravdivostnej tabu©ky(obr. 1.1).

A B

S1 platí platí
S2 platí neplatí
S3 neplatí platí
S4 neplatí neplatíobr. 1.1: Pravdivostná tabu©ka
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vi£ 1.2 ZÁKLADNÉ KAMENE VIED 7Matemati
i ob©ubujú zapisova´ v²etko £o najkrat²ie a ºia© sú pritom o
hotníaj riskova´, ºe sa zníºi zrozumite©nos´ i
h textov pre nematematikov. Matem-ati
i ozna£ujú platnos´ alebo pravdivos´ symbolom �1� a nepravdivos´ (ne-platnos´) symbolom �0�. Pri tomto ozna£ení vyzerá na²a pravdivostná tabu©-ka nasledujú
o (obr. 1.2).

A B

S1 1 1
S2 1 0
S3 0 1
S4 0 0obr. 1.2: Pravdivostná tabu©ka v skrátenej forme.Je d�leºité v²imnú´ si, ºe platnos´ tvrdenia A ⇒ B vylu£uje len moºnos´situá
ie S2 v druhom riadku (A platí a B neplatí) tabu©ky.Prvý riadok zodpovedá situá
ii S1, v ktorej obe tvrdenia A a B platia. Toznamená, ºe pr²í a lúka je mokrá. Táto situá
ia zrejme zodpovedá impliká
ii

A⇒ B, a tým aj na²emu o£akávaniu. Tým m�ºeme uzavrie´, ºe situá
ia S1je pri platnosti impliká
ia A⇒ B moºná (obr.1.3).Druhý riadok tabu©ky �A platí� a �B neplatí� zodpovedá situá
ii S2, ke¤ pr²ía lúka je su
há. Táto situá
ia nie je moºná, pretoºe odporuje platnosti tvr-denia A⇒ B. Impliká
iu �A⇒ B� 
hápeme tak, ºe z pravdivosti (platnosti)
A, nevyhnutne vyplýva pravdivos´ (platnos´) tvrdenia B. Preto v tabu©kena obr.1.3 ozna£íme situá
iu S2 ako vylú£enú (nemoºnú).Tretí riadok opisuje situá
iu S3, ke¤ nepr²í (A neplatí) a lúka je mokrá (Bplatí). Táto situá
ia m�ºe nasta´ a neodporuje impliká
ii A ⇒ B. Lúkam�ºe by´ mokrá aj ke¤ nepr²í. Mohlo pr²a´ predtým, niekto mohol lúkupopolieva´, alebo po studenej no
i s jasnou oblohou je lúka mokrá z rannejrosy. Z formálneho logi
kého h©adiska impliká
ia A ⇒ B hovorí, £o musíplati´, ke¤ platí A. Ak A neplatí, nekladie impliká
ia A⇒ B ºiadne poºia-davky, a preto je v prípade neplatnosti tvrdenia A v²etko moºné.Posledný riadok (obe A a B neplatia) zodpovedá situá
ii, ke¤ nepr²í (Aneplatí) a lúka je su
há (B neplatí). Táto situá
ia m�ºe nasta´ a podobneako S3 nie je v kon�ikte s platnos´ou impliká
ie A⇒ B.Na konie
 si zopakujeme pou£enie z tohto príkladu. Ke¤ platí impliká
ia
A⇒ B a platí tieº tvrdenie A (�pr²í�), tak musí plati´ aj B (�lúka je mokrá�).Ak A neplatí (�nepr²í�), nevyjadruje impliká
ia �A⇒ B� ºiadne poºiadavky
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vi£ 8 KAPITOLA 1na B, a teda sú moºné obe situá
ie S3 (B platí) a S4 (B neplatí)(obr. 1.3).

2Jediná vylú£ená (nemoºná) situá
ia pri platnosti impliká
ie A⇒ B je situá-
ia S2�A platí a B neplatí�.Ak nám teda niekto dá pravdivostnú tabu©ku pre dve tvrdenia A a B a oz-na£í, ktoré situá
ie sú moºné, a ktoré nemoºné a jediná vylú£ená situá
ia je�A platí a B neplatí�, tak vieme, ºe platí impliká
ia A ⇒ B. Z matemat-i
kého poh©adu je pravdivostná tabu©ka (obr. 1.3) de�ní
ia impliká
ie. Vov²eobe
nosti existuje jednodu
hé pravidlo na overenie platnosti impliká
ie
A⇒ B.

A B A⇒ Bplatí platí moºná (platí)platí neplatí vylú£ená (neplatí)neplatí platí moºná (platí)neplatí neplatí moºná (platí)obr. 1.3: De�ní
ia impliká
ieKe¤ vo v²etký
h moºný
h situá
iá
h, v ktorý
h A platí, platí ajB, tak platí aj A⇒ BÚloha 1.1 Uvaºujme nasledovné výpovede A a B. A znamená �Je zima� a Bznamená �Hnedé medvede spia�. Impliká
ia A⇒ B znamená�Ke¤ je zima, tak hnedé medvede spia.�Predpokladajme, ºe platí impliká
ia A ⇒ B. Vytvorte pravdivostnú tabu©kuvzh©adom na platnos´ A a B a vysvetlite, ktoré situá
ie sú moºné, a ktoré súvylú£ené.Teraz sme po
hopili význam pojmu impliká
ie a m�ºeme sa pýta´:�o má impliká
ia spolo£né s korektnou argumentá
iou? Pre£o jetento pojem k©ú£om ku korektnej argumentá
ii (dokazovaniu)?Pojem impliká
ia pouºívame k zostavovaniu takzvanej priamej argumentá
ie(priamy
h d�kazov) a nepriamej argumentá
ie (nepriamy
h d�kazov). Abysme boli vo zvy²nej £asti knihy s
hopní korektne argumentova´, predstavímeobidve tieto základné metódy dokazovania.
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vi£ 1.2 ZÁKLADNÉ KAMENE VIED 9Uvaºujme znova na²e výpovede A (�Pr²í�) a B (�Lúka je mokrá�) z prík-ladu 1.1. Pridajme k nim e²te tretiu výpove¤ C (�Salamandry sa te²ia�).Predpokladajme, ºe platí impliká
ia A⇒ B a tieº impliká
ia

B ⇒ C (�Ke¤ je lúka mokrá, salamandry sa te²ia�).�o je d�sledkom platnosti A ⇒ B a B ⇒ C? Napí²me si pravdivostnútabu©ku v²etký
h moºný
h situá
ií pre platnos´ a neplatnos´ tro
h tvrdení
A, B a C (obr. 1.4).

A B C A⇒ B B ⇒ C

S1 platí platí platí
S2 platí platí neplatí vylú£ené
S3 platí neplatí platí vylú£ené
S4 platí neplatí neplatí vylú£ené
S5 neplatí platí platí
S6 neplatí platí neplatí vylú£ené
S7 neplatí neplatí platí
S8 neplatí neplatí neplatíobr. 1.4: Pravdivostná tabu©ka pre A⇒ B, B ⇒ CAk A ⇒ B platí, sú situá
ie S3 a S4 vylú£ené. Podobne vylu£uje platnos´impliká
ie B ⇒ C situá
ie S2 a S6, v ktorý
h B platí a C neplatí. Pozrimesa na túto tabu©ku len z poh©adu tvrdení A a C. Vidíme, ºe len nasledovnésituá
ie sú moºné:(i) obe A a C platia (S1),(ii) obe A a C neplatia (S8),(iii) A neplatí a C platí (S5, S7).Situá
ie S2 a S4, v ktorý
h A platí a C neplatí, sú v¤aka platnosti A⇒ B a

B ⇒ C vylú£ené. Takto dostávame platnos´ impliká
ie
A⇒ C (�Ke¤ pr²í, salamandry sa te²ia�)To zodpovedá ná²mu o£akávaniu. Ke¤ pr²í, musí by´ lúka mokrá (A⇒ B).Ke¤ je lúka mokrá, musia sa salamandry te²i´ (B ⇒ C). V kone£nomd�sledku sp�sobuje dáº¤, v¤aka mokrej lúke, rados´ salamandier.ÚvahuKe¤ A⇒ B a B ⇒ C platia,tak platí aj A⇒ C
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vi£ 10 KAPITOLA 1nazývame priamy d�kaz. Priame d�kazy m�ºeme zostavi´ z ©ubovo©néhopo£tu impliká
ií. Napríklad platnos´ impliká
ií

A1 ⇒ A2, A2 ⇒ A3, A3 ⇒ A4, . . . , Ak−1 ⇒ Aknám dovo©uje postulova´ platnos´ impliká
ie
A1 ⇒ Ak.Priame d�kazy (priame argumentá
ie) sú teda jednodu
ho postupnos´ami ko-rektný
h impliká
ií. Pri výu£be matematiky v ²kolá
h realizujeme mnoºst-vo priamy
h d�kazov platnosti r�zny
h matemati
ký
h viet. �ia© u£iteliamatematiky nezvyknú upozor¬ova´ ºiakov na túto skuto£nos´, a preto terazukáºeme jeden malý príklad z vyu£ovania matematiky.Príklad 1.2 Uvaºujme lineárnu rovni
u 3x − 8 = 4 o jednej neznámej x.Na²ou úlohou je dokáza´, ºejediné rie²enie rovni
e 3x− 8 = 4 je x = 4.Vyjadrenie inými slovami: Ch
eme ukáza´, ºe platí impliká
ia�Ke¤ 3x− 8 = 4, potom x = 4.�Ozna£me tvrdenie �3x−8 = 4� symbolom A a tvrdenie �x = 4� symbolom Z.Aby sme dokázali A ⇒ Z, potrebujeme postupnos´ impliká
ií, ktorá za£ínas A a kon£í so Z a o ktorý
h platnosti nemáme ºiadne po
hybnosti.Vieme, ºe rovnos´ ostane za
hovaná, ke¤ k obom stranám rovni
e pripo£í-tame, alebo odpo£ítame to isté £íslo. Pripo£ítajme k obom stranám rovni
e

3x− 8 = 4 £íslo 8. Takto dostaneme
3x− 8 + 8 = 4 + 8a teda

3x = 12.Ozna£me tvrdenie 3x = 12 symbolom B. Práve sme zd�vodnili platnos´impliká
ie �A⇒ B� (�Ak platí 3x− 8 = 4, potom platí aj 3x = 12�).Takto sme získali prvú impliká
iu pre na²u priamu argumentá
iu. �alejvieme, ºe rovnos´ ostane za
hovaná v prípade, ke¤ vydelíme (alebo vyná-sobíme) obe strany rovni
e tým istým kladným £íslom. Vyde©me obe stranyrovni
e 3x = 12 £íslom 3. Dostávame
3x

3
=

12

3
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vi£ 1.2 ZÁKLADNÉ KAMENE VIED 11a teda

x = 4.Dokázali sme platnos´ impliká
ie B ⇒ Z (�Ak platí 3x = 12, potom platí
x = 4�).Platnos´ impliká
iíA⇒ B a B ⇒ Z nám umoº¬uje tvrdi´, ºe platí impliká
ia
A ⇒ Z. Takºe, �ak platí 3x − 8 = 4, potom x = 4�. �ahko si overíme, ºe
x = 4 sp¨¬a rovni
u. M�ºeme usúdi´, ºe jediným rie²ením rovni
e 3x−8 = 4je x = 4. 2Úloha 1.2 Pomo
ou priamej argumentá
ie ukáºte, ºe x = 1 je jediné rie²enierovni
e 7x− 3 = 2x + 2.Úloha 1.3 Uvaºujme pravdivostnú tabu©ku pre tri tvrdenia A, B, C, zobrazenúna obr. 1.5. Vidíme, ºe moºné sú len tri situá
ie S1, S2 a S8, v²etky ostatné sú

A B C

S1 1 1 1
S2 1 1 0
S3 1 0 1 vylú£ené
S4 1 0 0 vylú£ené
S5 0 1 1 vylú£ené
S6 0 1 0 vylú£ené
S7 0 0 1 vylú£ené
S8 0 0 0obr. 1.5: Pravdivostná tabu©ka A, B a C z úlohy 1.3z nejaký
h d�vodov vylú£ené. Ktoré impliká
ie platia? Napríklad C ⇒ A platí,pretoºe, ak v jednej z moºný
h situá
ií platí C, tak platí aj A. Ktoré ¤al²ieimpliká
ie e²te platia?Vä£²ina ©udí je s
hopná bez ´aºkostí porozumie´ priamej argumentá
ii aúspe²ne ju uplat¬ova´. Nepriama argumentá
ia sa nepovaºuje za aº tak dobrezrozumite©nú. Zodpovedanie otázky, £i je nepriama argumentá
ia naozaj oto©ko zloºitej²ia ako priama, alebo £i problémy s nepriamou argumentá
iou súaj d�sledkami nedostato£ný
h didakti
ký
h prístupov v ²kole, prene
hávamena £itate©a. Vzh©adom na to, ºe nepriamu argumentá
iu budeme potre-bova´ v kapitolá
h 3 a 4 k objaveniu niektorý
h prin
ipiálny
h poznatkovinformatiky, vysvetlíme ju detailne na základnej úrovni, na ktorej moºnonajspo©ahlivej²ie dospie´ k jej správnemu po
hopeniu.
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vi£ 12 KAPITOLA 1Pouºijeme opä´ ná² príklad. Tvrdenie A hovorí (�Pr²í�), B (�Lúka je mokrá�)a C (�Salamandry sa te²ia�). Pre kaºdé tvrdenie D ozna£íme symbolom Djeho pravý opak. Teda A znamená �Nepr²í�, B znamená �Lúka je su
há� a

C znamená �Salamandry sa nete²ia�. Pravý opak znamená, ºe ke¤ platí D,tak neplatí D, a ke¤ platí D, tak neplatí D. Predpokladajme teraz, ºe platiaimpliká
ie A⇒ B a B ⇒ C.Biológovia zistili, ºe�salamandry sa nete²ia�,teda, ºe platí C. M�ºeme z toho urobi´ nejaký záver?Ke¤ sa salamandry nete²ia, nem�ºe by´ lúka mokrá, lebo impliká
ia B ⇒ Czaru£uje rados´ salamandier ke¤ je lúka mokrá. Takto vieme s istotou, ºeplatí B (�lúka je su
há�). Platnos´ impliká
ie A⇒ B a tvrdenia B nám terazzaru£uje, ºe nepr²í, lebo inak by lúka musela by´ mokrá. Takºe dostávame,ºe platí A. Závere£né pozorovanie je, ºe z platnosti
A⇒ B, B ⇒ C a Cvyplýva platnos´ tvrdení
B a A.Pred
hádzajú
u úvahu m�ºeme podpori´ formálnou argumentá
iou pomo
oupravdivostnej tabu©ky na obrázku obr. 1.6. Platnos´ impliká
ie A ⇒ B

A B C A⇒ B B ⇒ C C neplatí
S1 platí platí platí vylú£ené
S2 platí platí neplatí vylú£ené
S3 platí neplatí platí vylú£ené vylú£ené
S4 platí neplatí neplatí vylú£ené
S5 neplatí platí platí vylú£ené
S6 neplatí platí neplatí vylú£ené
S7 neplatí neplatí platí vylú£ené
S8 neplatí neplatí neplatíobr. 1.6: Pravdivostná tabu©ka A, B a Cvylu£uje situá
ie S3 a S4. Platnos´ impliká
ie B ⇒ C vylu£uje situá
ie S2a S6. Pretoºe platí C (C neplatí), sú vylú£ené aj situá
ie S1, S3, S5 a S7.Teda jediná moºná situá
ia je S8. S8 znamená, ºe v²etky tri tvrdenia A, Ba C neplatia a teda, ºe platia A, B a C.
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vi£ 1.2 ZÁKLADNÉ KAMENE VIED 13Úloha 1.4 Uvaºujme znovu tvrdenia A, B a C. Predpokladajme, ºe platia A ⇒

B, B ⇒ C a B. Aké závery z toho moºno vyvodi´? Na£rtnite pravdivostnútabu©ku pre v²etký
h 8 situá
ií, vzh©adom na platnos´ tvrdení A, B a C. Ur£ite,ktoré situá
ie sú moºné, ke¤ platia tvrdenia A⇒ B, B ⇒ C a B.V²imnime si, ºe z platnosti A ⇒ B, B ⇒ C a C nemoºno poveda´ ni£ oplatnosti A a B. Ak platí C, znamená to, ºe salamandry sa te²ia. Ale toneznamená, ºe lúka musí by´ mokrá. Salamandry sa m�ºu te²i´ aj z iný
hd�vodov. Mokrá lúka je iba jeden z moºný
h d�vodov i
h radosti.Úloha 1.5 Na£rtnite pravdivostnú tabu©ku pre A, B a C a zistite, ktoré situá
iesú moºné, ak platí A⇒ B, B ⇒ C a C.Úloha 1.6 Uvaºujme nasledovné výpovede C a D. C znamená �Zmie²ali sme ºltúa modrú farbu� a D znamená �Mie²aním sme dostali zelenú farbu�. Impliká
ia
C ⇒ D znamená�Ak zmie²ame ºltú a modrú farbu, dostaneme zelenú farbu�.Predpokladajme, ºe C ⇒ D platí. Na£rtnite pravdivostnú tabu©ku pre C a D avysvetlite, ktoré situá
ie sú moºné a ktoré vylú£ené.Je moºné usúdi´, ºe z platnosti C ⇒ D platí nasledujú
e tvrdenie?� Ak mie²aním nevznikla zelená farba, tak sme nezmie²ali modrú aºltú farbu�.Pomaly, ale isto za£íname 
hápa´ ideu nepriamej argumentá
ie. Pri pri-amy
h d�kazo
h vieme, ºe nejaké tvrdenie A platí a 
h
eme dokáza´ platnos´takzvaného 
ie©ového tvrdenia Z. Na dosiahnutie ná²ho 
ie©a Z vytvorímepostupnos´ korektný
h impliká
ií

A⇒ A1, A1 ⇒ A2, . . . , Ak−1 ⇒ Ak, Ak ⇒ Z,ktoré spolo£ne zaru£ujú platnos´ impliká
ie A⇒ Z. Z platnosti A a A⇒ Zm�ºeme potom usúdi´, ºe Z platí.Nepriamy d�kaz má nasledovnú ²truktúru:Vý
hodisková situá
ia: D platíCie©: Z platíZa£neme budova´ postupnos´ impliká
ií zo Z (teda z opaku toho, £o 
h
emedokáza´) s 
ie©om dokáza´ platnos´ impliká
ie Z ⇒ D, pri£om vieme, ºe Dneplatí. Ne
h postupnos´ impliká
ií vyzerá nasledovne:
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Z ⇒ A1, A1 ⇒ A2, . . . , Ak−1 ⇒ Ak, Ak ⇒ D.Z tejto postupnosti impliká
ií m�ºeme usúdi´, ºe neplatí Z, a teda platí
Z. Správnos´ tohto záveru m�ºeme pozorova´ v pravdivostnej tabu©ke naobr. 1.7. Situá
ia S2 je vylú£ená v¤aka platnosti Z ⇒ D. Pretoºe platí D,

D Z D Z Z ⇒ D D platí
S1 platí platí neplatí neplatí
S2 platí neplatí neplatí platí vylú£ené
S3 neplatí platí platí neplatí vylú£ené
S4 neplatí neplatí platí platí vylú£enéobr. 1.7: Pravdivostná tabu©ka pre D a Zsú vylú£ené aj situá
ie S3 a S4. V jedinej moºnej ostávajú
ej situá
ii S1 platí

Z, a tým sme dosiahli ná² 
ie©.Túto metódu d�kazu nazývame nepriamou, pretoºe v postupnosti impliká
iíargumentujeme odzadu smerom dopredu. Ak neplatí D (teda ak platí D),tak nem�ºe plati´ ani Z, a teda platí Z. V na²om pred
hádzajú
om príkladebolo tvrdenie D tvrdením C, to znamená, ºe na²a vý
hodisková situá
ia bola,ºe salamandry sa nete²ia. Ch
eli sme ukáza´, ºe potom nepr²í, t.j. ná² 
ie©bola platnos´ Z = A. V novom ozna£ení Z = A a D = C boli zodpovedajú
eimpliká
ie
A⇒ B, B ⇒ C

Z ⇒ B, B ⇒ D.Z tý
hto impliká
ií sme odvodili platnos´ impliká
ie Z ⇒ D. Z platnosti
Z ⇒ D a D sme dospeli k záveru, ºe musí plati´ opak tvrdenia Z = A. Opaktvrdenia Z je tvrdenie Z = A, a tak sme dokázali, ºe nepr²í (platí A).Vo v²eobe
nosti postupujeme v nepriamy
h d�kazo
h nasledovne. Ch
emeukáza´, ºe platí nejaké tvrdenie Z. H©adáme takú postupnos´ impliká
ií

Z ⇒ A1, A1 ⇒ A2, . . . , Ak ⇒ U ,ktorá sa za£ína so Z a kon£í sa s nejakým �nezmyslom U�. Za �nezmysel�povaºujeme tvrdenie, ktoré o£ividne neplatí, alebo o ktorom sme uº ukázali,ºe je neplatné. V¤aka platnosti
Z ⇒ U ,vidíme, ºe d�sledkom Z je evidentná nepravda (nezmysel). Ke¤ºe táto
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vi£ 1.2 ZÁKLADNÉ KAMENE VIED 15nepravda nem�ºe plati´, nem�ºe plati´ ani tvrdenie Z, ktorého je táto neprav-da d�sledkom. Musí teda plati´ opak tvrdenia Z, £o je tvrdenie Z.Úloha 1.7 Ne
h x2 je nepárne £íslo. Na²ou úlohou je prostrední
tvom nepriamejargumentá
ie ukáza´, ºe aj x musí by´ nepárne £íslo. Ozna£me symbolom A tvr-denie, ºe �x2 je nepárne� a symbolom Z tvrdenie, ºe �x je nepárne�. Impliká
iu

Z ⇒ A, �x je párne� ⇒ �x2 je párne�) m�ºeme dokáza´ umo
nením ©ubovo©néhopárneho £ísla 2i na druhú, £o zapí²eme takto:
(2i)2 = 22i2 = 4i2 = 2(2i2)Výsledné £íslo (2i)2 je zrejme delite©né dvoma bezo zvy²ku, a teda je párne.Dopl¬te argumentá
iu nepriameho d�kazu.Úloha 1.8 Ne
h x2 je párne £íslo. Dokáºte pomo
ou nepriamej argumentá
ie, ºe

x je párne £íslo.Úloha 1.9 (tvrdý orie²ok) Dokáºte pomo
ou nepriamej argumentá
ie, ºe √2nie je ra
ionálne £íslo. Ra
ionálne £ísla sú £ísla, ktoré sa dajú reprezentova´ akopodiel dvo
h 
elý
h £ísel.V podstate axiómy korektnej argumentá
ie m�ºeme povaºova´ za pojmotvor-bu. Na²a de�ní
ia impliká
ie a tým pojmu d�sledok predur£uje formálny sys-tém korektnej argumentá
ie. Axiómy £asto nepredstavujú ni£ iné, ako de�ní-
ia presného významu istý
h pojmov. V kapitole 3 sa napríklad zoznámime sde�ní
iou pojmu nekone£na, ktoré na²e predstavy o nekone£ne matemati
kyspres¬uje. Pravda neexistuje moºnos´ dokáza´, ºe tieto de�ní
ie d�leºitý
hpojmov zodpovedajú presne na²im predstavám. Ale na druhej strane ex-istuje moºnos´ axiómu vyvráti´. Jedna moºnos´ je ukáza´, ºe axióma je vrozpore s inými etablovanými axiómami alebo poznatkami. Druhá moºnos´je ukáza´, ºe axióma nezodpovedá na²im predstavám, i ke¤ sme si to najprvmysleli. Napríklad, niekto m�ºe nájs´ nekone£ný objekt, ktorý nie je pod©ana²ej de�ní
ie nekone£ný, a potom musíme túto de�ní
iu revidova´. Revíz-iu nejakej axiómy alebo nejakej de�ní
ie nesmieme poklada´ za ne²´astie,alebo nebodaj dokon
a za katastrofu. Výmena, alebo úprava jedného zozákladný
h kame¬ov vedy m�ºe sí
e vies´ k rozsiahlym zmenám, a tým kmnoºstvu prá
e, ale v kone£nom d�sledku je to radostná udalos´, pretoºepo rekon²truk
ii je budova vedy o kus stabilnej²ia a bohat²ia. Vä£²ina ax-iomati
ký
h základov matematiky má uº za sebou turbulentné £asy revíziepojmotvorby. Sú£asná matematika p�sobí v¤aka tomu aº príli² stabilne, £o-ho negatívnym d�sledkom je prehliadanie k©ú£ovej úlohy pojmotvorby najmävo výuke matematiky.
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vi£ 16 KAPITOLA 1Doteraz sme hovorili iba o základný
h kame¬o
h vedy. �o ale m�ºemepoveda´ o kame¬o
h, ktoré nepokladáme za tie základné? Ved
i sa usilu-jú budova´ vedu tak, aby korektnos´ základný
h kame¬ov vo forme axiómautomati
ky zaru£ovala korektnos´ 
elej stavby. To je tá v²eobe
ne známave
nos´ a spo©ahlivos´ exaktný
h vied. Ke¤ sedia axiómy, tak sedia aj v²etkyvýsledky a z ni
h odvodené poznatky.1.3 Vznik informatiky ako konie
 jednejeufórieKon
om devätnásteho storo£ia ©udia ºili v eufórii v d�sledku úspe
hov vedya te
hniky. Te
hni
ká revolú
ia transformovala nové poznatky do vývoja ro-zli£ný
h strojov a zariadení. Produkty kreatívnej prá
e ved
ov a inºinierovsi na
hádzali 
estu do kaºdodenného ºivota a zvy²ovali jeho kvalitu. Nepred-stavite©né sa stávalo realitou. Nad²enie z úspe
hov viedlo ved
ov k príli²némuoptimizmu, dokon
a k utopisti
kým predstavám o moºnostia
h vedy a te
h-niky. V tomto £ase prevládala kauzálnodeterministi
ká predstava o svete.V²etko, £o sa odohráva, musí ma´ prí£inu a kaºdá prí£ina má jednozna£nedeterminované d�sledky. Re´az
omprí£ina1 ⇒ d�sledok1d�sledok1 = prí£ina2prí£ina2 ⇒ d�sledok2d�sledok2 = prí£ina3prí£ina3 ⇒ . . .
h
eli ved
i vysvetli´ usporiadanie sveta. Verilo sa, ºe ©udia sú s
hopní objav-i´ v²etky prírodné zákonitosti a ºe tieto vedomosti sú posta£ujú
e k porozu-meniu v²etkého. Vo fyzike sa táto eufória prejavila vo viere v takzvaný
h�démonov�, s
hopný
h vypo£íta´, a tým aj predpoveda´ budú
nos´. Fyzi
i uºvtedy vedeli, ºe vesmír je obrovský a ºe pozostáva z ve©kého mnoºstva £astí
.Preto im bolo jasné, ºe ºiaden £lovek nie je s
hopný obsiahnu´ naraz pozí
iu astav v²etký
h £astí
 vo vesmíre, nehovoria
 o v²etký
h i
h moºný
h interak-
iá
h. Fyzi
i teda videli, ºe ani so znalos´ami v²etký
h prírodný
h zákonovnebude £lovek s
hopný predpoveda´ budú
nos´. Preto zaviedli pojem dé-mona ako nad£loveka, ktorý je s
hopný úplne obsiahnu´ sú£asný stav vesmíru(stav v²etký
h £astí
 a interak
ií medzi nimi). So znalos´ami v²etký
h prírod-ný
h zákonov by takto démon mal by´ hypoteti
ky s
hopný vypo£íta´ ¤al²ívývoj a tým predpoveda´ budú
nos´. Ja osobne nepovaºujem tieto predstavy
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vi£ 1.3 KONIEC JEDNEJ EUFÓRIE 17za optimisti
ké, pretoºe i
h ak
eptovanie by znamenalo, ºe budú
nos´ je uºde�nitívne ur£ená. Kde by potom bolo miesto pre na²e aktivity? Nie smes
hopní ni£ ovplyvni´, v najlep²om prípade len predpoveda´? Na²´astie tietopredstavy rozbili samotní fyzi
i. Na jednej strane teória 
haosu a dynami
k-ý
h systémov ukázala, ºe existujú reálne systémy, pri ktorý
h nemerate©nemalé rozdiely vo vý
hodiskovej situá
ii m�ºu vies´ k úplne odli²nému vývo-ju. De�nitívnu bodku za predstavami a existen
ii démonov urobila kvantováfyzika3, ktorá sa stala základom modernej fyziky. K©ú£ovým prin
ípom kvan-tovej me
haniky je existen
ia náhodný
h javov, a tým nepredpovedate©nos´udalostí na úrovni £astí
. Ke¤ ak
eptujeme zákony kvantovej fyziky (doterazsúhlasili v²etky experimentálne výsledky s predpove¤ami zaloºenými na teo-reti
ký
h výpo£to
h), tak neexistuje ºiadna jednozna£ná budú
nos´ a nestrá-
ame priestor pre tvarovanie na²ej budú
nosti.Zaloºenie informatiky súviselo ale s inými utopisti
kými predstavami. DavidHilbert, jeden z najvplyvnej²í
h matematikov svoji
h £ias, veril v existen-
iu metód na rie²enie v²etký
h problémov. Jeho predstavy o existen
ii�perfektnej� matematiky boli nasledovné:(i) Celú matematiku moºno vybudova´ na kone£nom po£te axióm.(ii) Takto vybudovaná matematika bude úplná v tom zmysle, ºe o v²etký
htvrdenia
h formulovate©ný
h v jazyku tejto teórie je moºné rozhodnú´na základe argumentá
ie v tejto teórii, £i sú pravdivé alebo nepravdivé.(iii) Na vytvorenie d�kazov pravdivosti matemati
ký
h tvrdení existuje metó-da, ktorou sa dá táto £innos´ matematikov automatizova´.Ná² záujem teraz sústredíme na pojem metóda. �o vo svojej dobe 
hápalimatemati
i pod týmto pojmom?Metóda na rie²enie nejakej úlohy je opis postupu rie²enia, ktorývedie k správnemu výsledku. Opis pozostáva z postupnosti in²truk-
ií, ktoré dokáºe realizova´ kaºdý (aj nematematik).D�leºité je si pritom uvedomi´, ºe na to, aby nejaká metóda bola apliko-vate©ná nepotrebujeme rozumie´, ako bola objavená a pre£o úspe²ne rie²idanú úlohu. Ako príklad si zoberme úlohu (problém) rie²enia kvadrati
ký
hrovní
 tvaru

x2 + bx + c = 0.Ak b2 − 4c > 0, opisujú formuly (vzor
e)3Podrobnej²ie sa touto témou budeme zaobera´ v kapitolá
h o náhode a kvantový
h po£í-ta£o
h.



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 18 KAPITOLA 1

x1 = −( b
2
) +

√
b2−4c
2

x2 = −( b
2
)−

√
b2−4c
2dve rie²enia tejto kvadrati
kej rovni
e. Vidíme, ºe sme s
hopní vypo£íta´rie²enia x1 a x2 bez toho, aby sme vedeli ako boli odvodené a pre£o uvedenévzor
e vyzerajú práve takto. Úplne sta£í, ak vieme realizova´ aritmeti
ké op-erá
ie. V¤aka tomu m�ºe aj po£íta£ (dokon
a programovate©ná kalkula£ka),stroj bez akéhoko©vek intelektu, rie²i´ touto metódou kvadrati
ké rovni
e.Z tohto d�vodu spájame existen
iu nejakej metódy na rie²enie istého ty-pu úloh s automatizovate©nos´ou rie²enia tý
hto úloh. Dnes sa pojemmetódy na popis postupu rie²enia beºne nepouºíva, pretoºe má v kontexter�zny
h vedný
h oblastí r�zne a ve©mi ²iroké interpretá
ie. Namiesto to-ho pouºívame pojem algoritmus, ktorý je k©ú£ovým pojmom informatiky4.Odborný termín �algoritmus� v¤a£í za svoje meno arabskému matematikoviAl-Chwarizmimu, ktorý v deviatom storo£í napísal v Bagdade knihu o alge-brai
ký
h metóda
h.V zmysle takejto algoritmi
kej interpretá
ie m�ºeme ozna£i´ Hilbertove úsilieza snahu automatizova´ (algoritmizova´) prá
u matematikov. Hilbert h©adaldokonalú matematiku, v ktorej by sme mali algoritmus (metódu) na overovaniepravdivosti sformulovaný
h tvrdení. Takto by bola automatizovate©ná hlavnáúloha matematikov, objavova´ matemati
ké d�kazy. V podstate ide o ner-adostnú predstavu, pod©a ktorej by bolo moºné nahradi´ �hlúpym� strojomjednu z najkreatívnej²í
h intelektuálny
h £inností.Na²´astie v roku 1931 dal Kurt Gödel de�nitívnu bodku za úsilím vytvori´úplnú matematiku. Gödel matemati
ky dokázal, ºe úplná matematika pod©aHilbertový
h predstáv nem�ºe existova´, a teda nemá zmysel sa ju snaºi´ bu-dova´. Najd�leºitej²ie Gödelove výroky pre vedu m�ºeme zhrnú´ bez pouºitiamatemati
ký
h formulá
ií takto:(a) Neexistuje úplná �zmysluplná� matemati
ká teória. V kaºdej korektneja dostato£ne obsiahlej matemati
kej teórii vybudovanej s kone£nýmpo£tom axióm (ako napríklad v dne²nej matematike) je moºné for-mulova´ tvrdenia, ktorý
h korektnos´ nie je moºné dokáza´ v rám
itejto teórie. Na dokázanie alebo vyvrátenie korektnosti tý
hto tvrdeníje nevyhnutné prija´ nové axiómy, a tým roz²íri´ doteraj²iu teóriu.(b) Neexistuje metóda (algoritmus) na automati
ké dokazovanie matemat-i
ký
h viet.4m.w. ho
i je tento pojem relatívne nový, algoritmy, v zmysle metód na rie²enie (£íselný
h)úloh, pouºívame uº tisí
e rokov.
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vi£ 1.3 KONIEC JEDNEJ EUFÓRIE 19Ak Gödelove výsledky správne interpretujeme, uvedomujeme si, ºe jeho ob-javy sú vlastne pozitívne. Budovanie matematiky ako formálneho jazykavedy je nekone£ný pro
es. S kaºdou novou axiómou, a tým aj s kaºdýmnovým pojmom rastie ná² slovník a sila argumentá
ie. V¤aka novým axió-mam a s nimi spojenými pojmami (odbornými termínmi) m�ºeme formulo-va´ výpovede o objekto
h a javo
h, o ktorý
h sme predtým nevedeli hov-ori´. Navy²e m�ºeme skúma´ a overova´ platnos´ tvrdení, ktoré boli predtýmneoverite©né. A nakonie
, pro
es overovania platnosti tvrdení nem�ºeme au-tomatizova´. V tom je ©udská tvorivá £innos´ nenahradite©ná.Gödelove výsledky zmenili ná² poh©ad na vedu. Dnes £oraz vä£²mi 
hápemevývoj jednotlivý
h vedný
h dis
iplín ako pro
es pojmotvorby a vývoja metód.Pre£o ale boli Gödelove výsledky k©ú£ové pre vznik informatiky? Jednodu-
ho preto, ºe pred Gödelovymi objavmi nikto nepo
i´oval potrebu formálnepresne (matemati
ky) de�nova´ pojem metódy. Nikto nepotreboval takú-to de�ní
iu na to, aby mohol prezentova´ nejakú novú metódu na rie²enieistý
h úloh. Posta£ilo intuitívne 
hápanie metódy v zmysle jednodu
hého azrozumite©ného opisu postupu rie²enia. Ale vo 
hvíli, ke¤ vznikla potrebaukáza´, ºe pre isté úlohy neexistujú metódy (algoritmy) na i
h rie²enie, muselived
i najprv presne ²pe
i�kova´, £o pojem metódy (algoritmu) zahr¬uje.Je prakti
ky nemoºné dokáza´ neexisten
iu nejakého objektu, ktorý nie jepresne ²pe
i�kovaný (opísaný). Najprv musíme vedie´ úplne presne v zmyslematemati
kej de�ní
ie, £o je a £o nie je algoritmus (metóda) na rie²enie ne-jakého problému. Len tak máme ²an
u pokú²a´ sa nájs´ d�kaz tvrdenia, ºepre istú konkrétnu úlohu neexistuje ºiadny algoritmus na jej rie²enie. Prvúmatemati
kú de�ní
iu algoritmu (pojmu metóda) sformuloval v roku 1936Alan Turing pomo
ou takzvaného Turingovho stroja. Nesk�r nasledovalimnohé ¤al²ie de�ní
ie. Najd�leºitej²ie je, ºe v²etky rozumné pokusy nájs´formálnu de�ní
iu algoritmu viedli k tomu istému pojmu v zmysle automat-i
ky rie²ite©ného. Ho
i vyjadrené r�znymi matemati
kými formalizmami,zodpovedajú
e de�ní
ie mnoºín algoritmi
ky rie²ite©ný
h úloh ostali stáletie isté. To viedlo nakonie
 k tomu, ºe Turingova de�ní
ia algoritmu bolapridaná k pred
hádzajú
im uº etablovaným axiómam matematiky5.Teraz m�ºeme znova preveri´ na²e 
hápanie axióm. De�ní
iu algoritmu po-vaºujeme za axiómu, pretoºe neexistuje moºnos´ dokáza´ jej správnos´. Akomoºno dokáza´, ºe na²a de�ní
ia automati
kej (algoritmi
kej) rie²ite©nostiskuto£ne zodpovedá na²im intuitívnym predstavám o automati
kej rie²ite©nos-ti? Na druhej strane nem�ºeme vylú£i´ moºnos´, ºe sa ukáºe, ºe táto axiómaje nesprávna. Ako sa to m�ºe sta´? Ak niekto vymyslí na rie²enie nejakého5V²etky axiómy matematiky sú aj axiómy informatiky.
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vi£ 20 KAPITOLA 1problému aplikovate©nú metódu, a táto metóda pod©a na²ej de�ní
ie nie jealgoritmom, potom nie je na²a de�ní
ia dos´ dobrá a potrebuje revíziu. Sku-to£nos´ou ale je, ºe napriek mnohým pokusom sa nikomu nepodarilo vyvráti´Turingovu de�ní
iu z roku 1936. Dnes pokladáme de�ní
iu algoritmu za sta-bilnú axiómu a viera v jej správnos´ je ve©mi silná.Pojem algoritmu je pre informatiku nato©ko k©ú£ový, ºe sa na tomto miestenepokúsime v krátkosti vysvetli´ jeho význam. Vytvoreniu a po
hopeniupojmov algoritmus a program venujeme rad²ej 
elú nasledujú
u kapitolu.1.4 História informatiky a kon
ep
ia knihyPrvá základná otázka informatiky bola:Existujú úlohy, ktoré sa nedajú algoritmi
ky (automati
ky) rie²i´?A ak existujú, ktoré úlohy sú algoritmi
ky rie²ite©né a ktoré niesú?Na²im 
ie©om je nielen da´ odpovede na uvedené otázky, ale aj predvies´ ve©kéúseky výskumný
h 
iest vedú
i
h k i
h zodpovedaniu takým sp�sobom, abyste po ni
h mohli samostatne krá£a´. Vzh©adom na to, ºe táto téma patrímedzi naj´aº²ie v prvý
h dvo
h roko
h univerzitného ²túdia informatiky,budeme postupova´ pomaly, kr�£ik za kr�£ikom. Z toho d�vodu venujemetejto najstar²ej oblasti informatiky 
elé tri kapitoly.Druhá kapitola má názovAlgoritmika, alebo £o má spolo£né programovanie a pe£enie kolá£a?a venuje sa plne budovaniu k©ú£ový
h pojmov algoritmus a program. Abysme získali prvú predstavu o význame tý
hto pojmov, za£neme so známou£innos´ou - pe£ením kolá£a.Piekli ste uº pod©a re
eptu kolá£, alebo ste niekedy varili jedlo bez toho,aby ste vedeli, pre£o sa postupuje práve tak, ako je to napísané v re
epte?Celý £as ste si boli vedomí, ºe korektné vykonávanie jednotlivý
h pokynov jed�leºité pre dosiahnutie dobrej kvality kone£ného produktu. �o ste sa pritomnau£ili? Pomo
ou presne sformulovaný
h pokynov detailne napísaného re-
eptu m�ºeme dospie´ k dobrému jedlu aj bez toho, aby sme boli ku
hárskymimajstrami. Aj ke¤ sa v eufórii z ku
hárskeho úspe
hu m�ºeme na okamihpoklada´ za vynikajú
i
h ku
hárov, nie sme nimi, pokia© nerozumieme do
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vi£ 1.4 HISTÓRIA INFORMATIKY 21h¨bky vplyvu jednotlivý
h úkonov v re
epte na kvalitu kone£ného produktu,a tým pádom nie sme sami s
hopní formulova´ podobné re
epty.Po£íta£ to má e²te ove©a ´aº²ie: Je s
hopný vykonáva´ len zopár jednodu
hý
hin²truk
ií, akými sú v prípade varenia in²truk
ie mie²ania a zohrievania. Narozdiel od nás po£íta£ nemá ºiadnu inteligen
iu, teda nie je s
hopný im-provizova´. Po£íta£ d�sledne vykonáva pokyny svoji
h re
eptov (ktoré sanazývajú programy) bez toho, aby tu²il aké zloºité spra
ovanie informá
iípráve vykonáva.Spolu objavíme, ºe umenie programova´, je umením písa´ re
epty tak, aby vni
h reprezentované metódy a algoritmy boli zrozumite©né pre po£íta£. Pritejto príleºitosti predstavíme aj samotný po£íta£ a ukáºeme, ktoré pokyny(in²truk
ie) je s
hopný vykonáva´ a £o sa v ¬om odohráva pri realizá
ii tý
htoin²truk
ií. Popri tom sa nau£íme aj £o sú algoritmi
ké úlohy (problémy) aaký rozdiel je medzi významom pojmov program a algoritmus.Názov tretej kapitoly jeNie je nekone£no ako nekone£no, alebo pre£o je nekone£no v in-formatike nekone£ne d�leºité?Táto kapitola sa 
elá venuje nekone£nu. Pre£o bolo v pro
ese poznávanianá²ho kone£ného sveta de�novanie pojmu �nekone£no� nielen uºito£né, aledokon
a nevyhnutné?Nám známy vesmír je sí
e obrovský, ale kone£ný. V²etko, £o vidíme, v²etko£oho sa dotýkame a s £ím experimentujeme a v²etko, £o ovplyv¬ujeme jekone£né. Nikto nikdy nemal ni£ do£inenia s nie£ím nekone£ným. A napriektomu bez dne²nej podoby pojmu nekone£no nem�ºe existova´ matematika,fyzika a informatika, a tým ani ostatné vedy. Uº v prvý
h trieda
h základnej²koly stretávame prirodzené £ísla 0,1,2,3,. . . , ktorý
h je nekone£ne ve©a.Na£o je to v�be
 dobré, ke¤ aj po£et v²etký
h elementárny
h £astí
 vo ves-míre je sí
e obrovské, ale stále len kone£né £íslo? Na£o potrebujeme e²tevä£²ie £ísla? �o znamená nekone£no pre informatiku? A pre£o je d�leºiténekone£no pri skúmaní hraní
 automati
kej (algoritmi
kej) rie²ite©nosti?Usilujú
 sa nájs´ odpovede na tieto otázky, zoznámime sa nielen s matemat-i
kou de�ní
iou nekone£na, ale aj po
hopíme uºito£nos´ kon
eptu nekone£nos-ti. Po
hopíme, ºe na prvý poh©ad umelo vyzerajú
e nekone£no sa staloúspe²ným a dokon
a nenahradite©ným nástrojom na skúmanie ná²ho kone£néhosveta.Názov ²tvrtej kapitoly je
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vi£ 22 KAPITOLA 1Vypo£ítate©nos´, alebo pre£o existujú úlohy, ktoré sa nedajú vyrie²i´na programovate©nom po£íta£i?Táto kapitola je nadstavbou získaný
h vedomostí o nekone£ne, ktoré vyuºívana ukázanie existen
ie algoritmi
ky nerie²ite©ný
h úloh.Ako m�ºeme dokáza´ algoritmi
kú nerie²ite©nos´ konkrétny
h úloh z praxe?Na dosiahnutie tohto 
ie©a pouºijeme metódu reduk
ie, ktorá je jedným zozákladný
h a najúspe²nej²í
h prostriedkov matematiky na rie²enie konkrét-ny
h úloh. V istom zmysle umoº¬uje metóda reduk
ie roz²irova´ pozitívnevýsledky, pretoºe transformuje známe algoritmy rie²enia konkrétny
h úloh nanové algoritmy, ktoré rie²ia nové, £asto v²eobe
nej²ie úlohy. My ale modi�ku-jeme metódu reduk
ie tak, aby sa dala pouºi´ na ²írenie negatívny
h výsled-kov, konkrétne na dokazovanie algoritmi
kej (automati
kej) nerie²ite©nostikonkrétny
h úloh. Týmto sp�sobom objavíme konkrétne úlohy z praxe, ktorésa v ºiadnom prípade nedajú automati
ky rie²i´. Naplníme tým ná² prvý 
ie©tejto série predná²ok, zoznámi´ sa s hrani
ou automati
kej rie²ite©nosti.Za£iatkom ²es´desiaty
h rokov 20.st. ved
i úspe²ne vybudovali teóriu, pomo-
ou ktorej klasi�kujeme problémy na automati
ky rie²ite©né a automati
kynerie²ite©né. V tom £ase sa za£ali po£íta£e stále via
 a via
 pouºíva´ ajv 
ivilnom sektore. Pri prakti
kej realizá
ii algoritmov ne²lo ani tak o i
hexisten
iu, ako o i
h výpo£tovú zloºitos´, a tým aj o efektívnos´ výpo£tov.Pojmom a kon
eptom teórie zloºitosti sa venuje piata kapitola s názvomTeória zloºitosti, alebo £o m�ºeme robi´, ke¤ na výpo£et nesta£íenergia 
elého vesmíru?Po pojme algoritmu je pojem zloºitosti druhým najd�leºitej²ím pojmom in-formatiky. Zloºitos´ 
hápeme v informatike v prvom rade ako výpo£tovúzloºitos´, presnej²ie, ako mnoºstvo prá
e, ktoré musí po£íta£ vykona´, aby sadopra
oval k výsledku. Naj£astej²ie meriame zloºitos´ algoritmu ako po£etvykonaný
h operá
ií, alebo ako ve©kos´ pouºívanej pamäti. Pokúsime sa tieºmera´ zloºitos´ problémov ako zloºitos´ najlep²í
h (najrý
hlej²í
h, alebo na-júspornej²í
h pri zaob
hádzaní s pamä´ou) algoritmov, ktoré daný problémrie²ia.Prvoradou úlohou teórie zloºitosti v informatike je klasi�kova´ problémy(výpo£tové úlohy) na ©ahké a ´aºké, vzh©adom na i
h výpo£tovú zloºitos´.Vieme, ºe existujú ©ubovo©ne ´aºké algoritmi
ké problémy a poznáme tisí
eúloh z praxe, pri rie²ení ktorý
h potrebujú uskuto£ni´ aj najlep²ie známealgoritmy podstatne via
 operá
ií, ako je protónov vo vesmíre. Celá ener-gia vesmíru, ani £as trvania vesmíru sú nedostato£né zdroje na i
h rie²enie.Máme v�be
 nejakú ²an
u podniknú´ nie£o v tejto situá
ii?
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vi£ 1.4 HISTÓRIA INFORMATIKY 23Na tomto mieste za£ína nadobúda´ konkrétnu podobu prvý div informatikyv tejto sérii predná²ok. M�ºeme urobi´ ve©a. Pre£o a ako je to moºné, toje pravé umenie algoritmiky. Mnohé ´aºké problémy sú ve©mi �
itlivé� a vnasledujú
om zmysle nestabilné. Malá zmena formulá
ie úlohy, alebo maléoslabenie na²i
h poºiadaviek, m�ºe sp�sobi´ obrovský skok (vo výpo£tovejzloºitosti) z fyzikálne nerealizovate©ného mnoºstva prá
e na výpo£ty, ktoré sadajú zrealizova´ v zlomku sekundy. Témou tejto kapitoly a tieº via
erý
h ponej nasledujú
i
h je, ako sa dajú dosahova´ takéto efekty v¤aka originálnymkon
eptom algoritmiky.Zázrak nastane vtedy, ke¤ sa nám podarí na²e poºiadavky zníºi´ v takejmiere, ºe z prakti
kého h©adiska o reduk
iu poºiadaviek vlastne ani nejde, anapriek tomu d�jde k obrovskej úspore po£íta£ovej prá
e.Najmagi
kej²ie príklady rie²enia zdanlivo bezvý
hodiskový
h situá
ií vznika-jú pri pouºití náhodného riadenia algoritmov a výpo£tový
h systémov. Dosi-ahnutý efekt je nato©ko fas
inujú
i, ºe p�sobí ako skuto£ný zázrak. Pretotejto téme venujeme ²pe
iálnu kapitolu s titulomNáhoda a jej úloha v prírode, alebo náhoda ako zdroj efektívnostiv algoritmike.My²lienka spo£íva v opustení deterministi
kého priebehu programu a dov-olení algoritmu ob£as si hodi´ min
ou. V závislosti od toho £o padne (rubalebo lí
) si algoritmus m�ºe zvoli´ r�zne stratégie ako bude h©ada´ rie²enie.Tým obetujeme absolútnu spo©ahlivos´ v zmysle garan
ie správneho výsled-ku, pretoºe niektoré postupnosti hodov min
ou m�ºu vies´ k neúspe²némuvýpo£tu. Neúspe²ný výpo£et je bu¤ výpo£et, ktorý nevedie k ºiadnemuvýsledku, alebo výpo£et vedú
i dokon
a k zlému výsledku. Ke¤ ale viemezmen²i´ pravdepodobnos´ neúspe²ného výpo£tu na jeden z miliardy, algorit-mus m�ºe by´ ve©mi uºito£ný.Zd�raznime skuto£nos´, ºe v praxi m�ºu by´ randomizované algoritmy smalou pravdepodobnos´ou 
hybného výsledku dokon
a spo©ahlivej²ie akoi
h najlep²ie deterministi
ké náprotivky. �o tým myslíme? Teoreti
ky súv²etky deterministi
ké programy správne a randomizované sa m�ºu mýli´.Podstata tkvie v tom, ºe beh deterministi
kého programu nie je absolútnebez
hybný, pretoºe po£as výpo£tu rastie úmerne s d¨ºkou výpo£tu aj pravde-podobnos´ hardvérovej 
hyby. Preto m�ºe by´ rý
hly randomizovaný algo-ritmus spo©ahlivej²í ako pomalý deterministi
ký. Napríklad, ak randomizo-vaný program vypo£íta výsledok za 10 sekúnd, potom je spo©ahlivej²í akodeterministi
ký program, ktorý vypo£íta výsledok za týºde¬. Vyuºitím ran-domizá
ie získame enormný nárast efektívnosti, ke¤ ak
eptujeme ve©mi malú
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vi£ 24 KAPITOLA 1stratu spo©ahlivosti. Ke¤ ale v¤aka tejto len zdanlivej strate spo©ahlivostivýpo£tov, sp�sobíme skok z fyzikálne nerealizovate©ného mnoºstva prá
e, namnoºstvo prá
e uskuto£nite©né za pár sekúnd na beºnom PC, tak m�ºemehovori´ o naozajstnom zázraku. Bez taký
hto zázrakov informatiky by neex-istovala dne²ná internetová komuniká
ia, elektroni
ké ob
hodovanie a bankovní
t-vo.Okrem apliká
ií náhody v informatike v tejto kapitole diskutujeme aj o prin-
ipiálnej otázke � existen
ii pravej náhody a ukazujeme, ako sa vz´ah knáhode menil v priebehu dejín vedy.Pod názvomKryptogra�a, alebo ako spravi´ zo slabiny prednos´rozprávame v siedmej kapitole dejiny kryptogra�e, ktorá sa stala vedou o²ifrovaní. V priebehu rozprávania sa dozvieme, ako sa kryptogra�a v¤akaalgoritmike a kon
eptom teórie zloºitosti vyvinula z hry na ²ifrovanie naserióznu vednú dis
iplínu. Je ´aºké nájs´ vednú oblas´, ktorá by obsahovalataké mnoºstvo divov, v zmysle výskytu prekvapujú
i
h zvratov a otváraníneuverite©ný
h moºností pri h©adaní rie²ení.Kryptogra�a je starodávna veda o tajný
h písma
h. Jej úlohou je za²ifrova´(zakódova´) zrozumite©né texty tak, aby i
h nemohol de²ifrova´ a teda £íta´nikto, okrem ur£eného adresáta. Klasi
ká kryptogra�a je zaloºená na tajný
h�k©ú£o
h�, ktoré sú spolo£ným tajomstvom odosielate©a a príjem
u.Vo vývoji kryptogra�e informatika zohrala k©ú£ovú úlohu. Najprv umoºni-la na úrovni pojmotvorby po prvýkrát de�nova´ bezpe£nos´ (spo©ahlivos´)kryptosystémov. Kryptosystém je pre uºívate©ov bezpe£ný, ke¤ kaºdý pro-gram, ktorý nepozná k©ú£, vyºaduje na de²ifrovanie textu fyzikálne nereal-izovate©né mnoºstvo výpo£tov. Na základe de�ní
ie kvality kryptosystémuobjavili informati
i také efektívne realizovate©né ²ifrova
ie metódy, ktorý
hde²ifrovanie bez znalosti k©ú£a zodpovedá ´aºkým algoritmi
kým problémom.Na tomto príklade vidíme, ºe existen
ia ´aºký
h problémov neslúºi len nato, aby nám ukázala hrani
e na²i
h te
hni
ký
h moºností, ale aj na to, abynám pomohla rie²i´ kryptogra�
ké úlohy. V¤aka tejto my²lienke sa podarilovyvinú´ takzvané kryptosystémy s verejným (neutajeným) k©ú£om. �ifrova
ík©ú£ a aj 
elý ²ifrova
í me
hanizmus m�ºe by´ zverejnený v telefónnom zoz-name. A to v¤aka tomu, ºe na de²ifrovanie je potrebný e²te jeden tajný k©ú£,ktorý pozná len právoplatný príjem
a. Bez tohto tajomstva nie je s
hopnýºiadny iný subjekt de²ifrova´ za²ifrovaný text v realisti
kom £ase, napriektomu, ºe pozná ²ifrova
iu metódu.
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vi£ 1.4 HISTÓRIA INFORMATIKY 25Nasledovné dve kapitoly sa venujú moºnostiam enormného miniaturizovaniapo£íta£ov. Hlavnou my²lienkou je vykonávanie výpo£tov na úrovni molekúla elementárny
h £astí
.Pod názvomPo£ítanie s DNA molekulami, alebo biopo£íta£ová te
hnológia naobzorepredstavujeme v �smej kapitole bio
hemi
ké te
hnológie, ktoré by sa mohlida´ vyuºi´ na rie²enie ´aºký
h úloh. Na jednodu
hom príklade ´aºkej úlohyukáºeme, ako sa dajú údaje reprezentova´ pomo
ou re´az
ov DNA a ako sadá vypo£íta´ výsledok pomo
ou 
hemi
ký
h operá
ií na tý
hto re´az
o
h.Ak sa detailnej²ie pozrieme na prá
u po£íta£ov, zistíme, ºe nerobia ni£ iné,neº transformujú texty (postupností symbolov) na iné texty. Po£íta£ dostanevstupné údaje opisujú
e problém vo forme postupnosti symbolov (napríkladnúl a jedni£iek), výstup po£íta£a je znova len text v tvare postupnosti znakov.V priebehu výpo£tu sú údaje uloºené v pamäti po£íta£a ako postupnosti núla jedni£iek. Po£íta£ �po£íta� s týmito postupnos´ami.M�ºe nie£o také napodobni´ príroda? Na re´az
e DNA molekúl m�ºeme tieºnazera´ ako na postupnosti ²tyro
h symbolov A,T,C a G a vieme tieº, ºe DNAmolekuly sú nosite©mi informá
ie rovnako, ako dáta v po£íta£i. Rovnakýmsp�sobom, ako po£íta£e realizujú operá
ie nad symboli
kou reprezentá
iouúdajov, umoº¬ujú 
hemi
ké operá
ie meni´ biologi
ké údaje. �o dokáºu po£í-ta£e, zvládnu molekuly ©avou rukou a dokon
a podstatne rý
hlej²ie.V tejto kapitole diskutujeme moºnosti biologi
ký
h te
hnológií v informatike,i
h silné a slabé stránky. Táto oblas´ je plná prekvapení a menia
i
h sanázorov, nik sa dnes neodváºi formulova´ predpovede o moºný
h apliká
iá
htý
hto te
hnológií o 10 rokov.�aºko by sme h©adali okrem fyziky inú vednú dis
iplínu, ktorá by tak výrazneovplyvnila ná² poh©ad na svet v poslednom storo£í. S fyzikou sa spájajúhlboké poznatky a fas
inujú
e objavy. Klenot medzi diamantami je kvantováme
hanika. Význam jej objavu znesie prirovnanie k objavu oh¬a v dobekamennej. Fas
iná
ia kvantovou teóriou spo£íva v tom, ºe zákony správaniasa elementárny
h £astí
 odporujú na²im skúsenostiam z makrosveta. Tátona za£iatku ve©mi kritizovaná a dnes uznávaná fyzikálna teória, umoº¬ujehypoteti
ky nový sp�sob po£ítania na úrovni elementárny
h £astí
. Tejtotéme venujeme deviatu kapitolu s názvomKvantové po£íta£e, alebo po£ítanie v £arovnom svete mikro£astí
.
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vi£ 26 KAPITOLA 1Hne¤ ako ved
i odhalili túto moºnos´, poloºili si otázku, £i e²te platí prváaxióma informatiky. Inými slovami: Dokáºu kvantové po£íta£e nie£o, £oklasi
ké nedokáºu? Rý
hlo sa na²la negatívna odpove¤, takºe kvantové al-goritmy rie²ia tú istú triedu algoritmi
ky rie²ite©ný
h úloh, ktorú sme de�-novali pomo
ou klasi
ký
h algoritmov. V¤aka tomuto poznatku stojí na²aaxióma informatiky na vlastný
h nohá
h e²te pevnej²ie a o jej stabilite sadnes nepo
hybuje. Aké sú potom ale prednosti pouºívania kvantový
h po£í-ta£ov? Existujú konkrétne úlohy, ve©kého prakti
kého významu, ktoré sadajú efektívne rie²i´ na kvantový
h po£íta£o
h, zatia© £o doteraz najlep²ievytvorené klasi
ké algoritmy potrebujú na i
h rie²enie vykona´ nerealizo-vate©né mnoºstvo po£íta£ovej prá
e. V¤aka tomu je kvantová me
hanika prenás ve©mi s©ubnou po£íta£ovou te
hnológiou. Problém je len v tom, ºe zatia©nie sme s
hopní kon²truova´ pouºívate©né kvantové po£íta£e a dosiahnutie to-hto 
ie©a je ve©kou výzvou sú£asného fyzikálneho výskumu. Vzh©adom na to,ºe po
hopenie kvantový
h výpo£tov vyºaduje hlb²ie poznatky z matematiky,nebudeme sa usilova´ do podrobností predvies´ �hlavné my²lienky� kvantovejalgoritmiky. Vysvetlíme len na jednodu
hom príklade, £o v²etko je moºné vosvete elementárny
h £astí
 a ako sa to dá vyuºi´ na realizovanie výpo£tov.Objasníme tieº, pre£o je zostrojenie kvantového po£íta£a takou náro£nouúlohou a aké neuverite©né moºnosti pre bezpe£nú a utajenú komuniká
iu sanám prostrední
tvom kvantovej me
haniky otvárajú v kryptogra�i.Desiata kapitola s názvomAko dospie´ k dobrým rozhodnutiam bez poznania budú
nosti, ale-bo ako prekabáti´ prefíkaného protivníkasa vra
ia spä´ k algoritmike, vede
kému jadru informatiky.V ºivote £asto nastávajú situá
ie, v ktorý
h by sme radi vedeli, £o nám prine-sie budú
nos´. �ia© len zriedka do budú
nosti m�ºeme nahliadnu´, alebo jejvývoj odhadnú´, teda musíme rozhodnutia prijíma´ dnes a bez toho, aby smepoznali budú
nos´. Predstavme si napríklad lekársku pohotovostnú sluºbus mobilnými lekármi. Nikto nevie dopredu, odkia© a kedy príde ties¬ovévolanie. Napriek tomu sa ale m�ºe riadia
a sluºba pokú²a´, efektívne ko-ordinova´ pohyb lekárov. Za 
ie© si m�ºe ur£i´ minimalizá
iu priemerného£asu £akania na pohotovostného lekára, alebo 
elkového po£tu najazdený
hkilometrov.Na splnenie uvedený
h 
ie©ov m�ºe 
entrála vyvinú´ r�zne stratégie. Naprí-klad ur£í, £o má lekár ¤alej podniknú´ po úspe²nom zásahu. Má £aka´ nanasledujú
e ties¬ové volanie tam, kde je? Má sa vráti´ naspä´ do nemo
ni
e,alebo sa má dokon
a presunú´ na nejakú novú, strategi
ky výhodnú vy£ká-
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iu pozí
iu? Ktorého lekára vy²le 
entrála pri aktuálnom ties¬ovom volaní?Prin
ipiálna otázka je, £i pre takéto, takzvané online problémy, v�be
 exis-tuje nejaká rozumná stratégia, ktorá je v istom zmysle úspe²ná, bez oh©aduna to, £o nám prinesie budú
nos´.Celú túto online úlohu si m�ºeme predstavi´ ako hru proti nejakému pre-fíkanému protihrá£ovi. Akonáhle spravíme a zrealizujeme nejaké rozhodnu-tie, protihrá£ nám vytvorí takú budú
nos´, pre ktorú je na²e rozhodnutie £onajnepriaznivej²ie. Máme v takejto hre v�be
 reálnu moºnos´ robi´ rozumnéa úspe²né rozhodnutia? Odpovede na túto otázku m�ºu by´ r�zne a závisiaod konkrétny
h online úloh. Je fas
inujú
e pozorova´, ºe pomo
ou infor-matiky £asto m�ºeme prekabáti´ aj takého silného protihrá£a, ktorý m�ºetvori´ pre nás nepriaznivú budú
nos´.Knihu uzavrieme jedenástou kapitolou s názvomAlgoritmi
ká optimalizá
ia vo fyzike, alebo ako m�ºe ú£inkova´homeopatia.Na rozdiel od pred
hádzajú
i
h kapitol tu opustíme relatívne pevnú p�duuznávaný
h vede
ký
h výsledkov a dovolíme si bra´ váºne zopár vizionársky
hdomnienok, ktoré nám otvoria novú dimenziu nazerania na ºivot, zdravie alie£enie.Z termodynamiky vieme, ºe kaºdý fyzikálny systém sa neprestajne pokú²adosiahnu´ svoj ideálny stav, ktorý nazývame optimum. Napriek tomu, násled-kom silného vonkaj²ieho za´aºenia a r�zny
h vplyvov sa m�ºe od svojho op-tima vz¤a©ova´. Pro
es návratu systému k optimu vedia fyzi
i ve©mi dobresimulova´ pomo
ou takzvaného Metropolisovho algoritmu.Na za£iatku osemdesiaty
h rokov dvadsiateho storo£ia ved
i prekvapujú
oobjavili, ºe algoritmi
kú optimalizá
iu v matematike a v informatike je moºnémodelova´ ako pro
es optimalizá
ie nejakého fyzikálneho systému. Na zák-lade tohto prin
ípu vyvinuli heuristiku �simulovaného ºíhania�, ktorá zazna-menala pri rie²ení ´aºký
h optimaliza£ný
h úloh ve©ké úspe
hy v praxi.Dovo©me si teraz prija´ predpoklad, ºe ºivé systémy (organizmy) sa správajúpodobne ako �neºivá� hmota, v tom zmysle, ºe sa nepretrºite snaºia dosiahnu´svoj ideálny stav. Zdravie povaºujme za optimálny stav a 
horobu za odklonod tohto stavu. Na základe takéhoto poh©adu vytvoríme vizionársku pred-stavu medi
íny budú
nosti, ktorá sa namiesto lokálny
h korektúr a o²etrení,sústredí na povzbudenie a podporu vlastný
h optimaliza£ný
h s
hopností or-ganizmu. Pri takomto ponímaní vyzerajú mnohé alternatívne lie£ebné prak-tiky, ako napríklad homeopatia, prirodzene a realisti
ky. Ukáºeme dokon
a,
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vi£ 28 KAPITOLA 1ºe isté experimentálne pozorovania pro
esu lie£enia po podaní homeopati
k-ý
h prípravkov zodpovedajú priebehu optimalizá
ie opísanej Metropolisovýmalgoritmom.Kniha �Sedem divov informatiky�, ktorú by sme mohli nazva´ aj �Algorit-mi
ké dobrodruºstvá� kon£í jedenástou kapitolou. Ko©ko divov sme ukázalinaozaj, ne
h
eme teraz po£íta´ a ani to nikomu nedoporu£ujeme. Výslednýpo£et závisí od toho, ako de�nujeme pojem div. A uº sme sa nau£ili, akounáro£nou prá
ou je pojmotvorba. Takºe namiesto po£ítania divov, £itate©oviponúkame dva doslovy.Skúsenému £itate©ovi, ktorý úspe²ne v plnom zdraví strávil pred
hádzajú
e´aºké témy, sprostredkuvávame v prvom doslove ná² poh©ad na príspevokinformatiky k v²eobe
nému vzdelaniu. Informatika prirodzeným sp�sobomspája v jednom odbore matemati
ko-prírodovedné myslenie s pragmati
kýmipostupmi inºiniersky
h dis
iplín. Toto spojenie otvára novú dimenziu, ktorázatia© stredným ²kolám 
hýba. Atraktívnos´ informatiky je ve
ou vysokejmiery interdis
iplinarity a prepojenia teórie a experimentov.�o dnes na stredný
h ²kolá
h 
hýba na to, aby bola informatika ak
eptovaná,sú u£ebni
e a u£ebné materiály, ktoré by boli s
hopné sprostredkova´ vy²²ieuvedené hodnoty. Dúfame, ºe touto kniºkou sa nám podarilo ukáza´, ktorýmsmerom sa m�ºeme vybra´ pri tvorbe taký
hto u£ební
.Druhý doslov je manifestom na podporu základného výskumu. Príli² ve©apolitikov, podnikate©ov a manaºérov volá po aplikovanom výskume, ktorýpriná²a zisk v krátkom £ase. Miesto generovania nový
h poznatkov v zák-ladnom výskume sa má výrazne uprednost¬ova´ transformá
ia získanéhopoznania do ziskový
h produktov. �tátna politika �nan
ovania vedy sa másústredi´ namiesto tvorby nový
h poznatkov na spotrebu poznatkov v menepopulisti
ky proklamovaného, zdanlivého rastu ºivotnej úrovne. V tomtomanifeste vysvet©ujeme, pre£o je tento prístup k �nan
ovaniu vedy rovnakoºivotu nebezpe£ný, ako bolo pre ©udí v dobe kamennej, krátkodobé prejedeniea nasýtenie sa, namiesto vytvárania zásob na zimu.1.5 ZhrnutiePre vznik a vývoj vedný
h dis
iplín je ur£ujú
a pojmotvorba. De�novanímpojmu algoritmu dali ved
i pojmu metóda presný význam a poloºili týmzákladný kame¬ novej vedy - informatiky. V¤aka tejto de�ní
ii sme získalijasnú hrani£nú £iaru medzi automati
ky (algoritmi
ky) rie²ite©nými a auto-
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ky nerie²ite©nými úlohami. Potom, ako sa podarilo úspe²ne roztriedi´mnohé úlohy na algoritmi
ky nerie²ite©né a algoritmi
ky rie²ite©né, pri²ielpojem výpo£tovej zloºitosti, ktorý dodnes dominuje základnému výskumuv informatike. Tento pojem umoº¬uje skúma´ hrani
u medzi prakti
kourie²ite©nos´ou a prakti
kou nerie²ite©nos´ou, kryptogra�i poskytol základ prepojem bezpe£ného ²ifrova
ieho systému, a tým umoºnil objavenie moderný
hkryptosystémov s verejným k©ú£om. Hlavne umoºnil skúma´ a porovnáva´výpo£tovú silu determinizmu, nedeterminizmu, náhodného riadenia a kvan-tový
h algoritmov. Takto prispela a prispieva informatika nielen k 
hápaniuv²eobe
ný
h kategórií vedy, akými súdeterminizmus, nedeterminizmus, náhoda, informá
ia, pravda,nepravda, zloºitos´, jazyk, d�kaz, poznatok, komuniká
ia, algo-ritmus, simulá
ia, at¤.,ale dáva via
erým z tý
hto kategórií aj nový význam. Divotvorné objavyinformatiky sú spojené najmä s úsilím rie²i´ ´aºké úlohy. Vznikajú pritom�divy�, ktorým je venovaná táto kniºka.Vzorové rie²enia k vybraným úlohámÚloha 1.3V pravdivostnej tabu©ke na obrázku obr. 1.5 sú len tri prípustné (moºné)situá
ie a to S1, S2 a S8. Spytujeme sa, ktoré impliká
ie platia. Na zodpovedanietejto otázky pouºívame nasledovné pravidlo:Ak vo v²etký
h moºný
h situá
iá
h, v ktorý
h platí X, platí aj Y , takplatí X ⇒ Y . Impliká
ia X ⇒ Y neplatí, ak existuje situá
ia, v ktorej

X platí, ale Y neplatí.Skúmajme najprv platnos´ impliká
ie A⇒ B. Jediné moºné situá
ie, v ktorý
h Aplatí sú S1 a S2. V tý
hto situá
iá
h platí aj B. Teda usúdime, ºe platí A⇒ B.Teraz sa pozrime na B ⇒ A. B platí v S1 a S3 a v tý
h situá
iá
h platí aj A.Takºe platí aj B ⇒ A.Skúmajme, £i platí impliká
ia A ⇒ C. Z moºný
h situá
ií, A platí v S1 a S2. Vsituá
ii S2 ale C neplatí. Teda impliká
ia A⇒ C neplatí.Naopak, ale platí impliká
ia C ⇒ A, pretoºe C platí len v S1 a tam platí aj A.Postupujú
 týmto sp�sobom prídeme k tomu, ºe platia impliká
ie A⇒ B, B ⇒ A,
C ⇒ A a C ⇒ B a ºe neplatia impliká
ie A ⇒ C a C ⇒ B. Impliká
ie A ⇒ A,
B ⇒ B a C ⇒ C platia vºdy, nezávisle od toho, ktoré situá
ie sú moºné.Úloha 1.6 Na£rtnime najprv pravdivostnú tabu©ku pre C a D a skúmajme, kedyplatí C ⇒ D.
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C D C ⇒ D

S1 platí platí
S2 platí neplatí vylú£ené
S3 neplatí platí
S4 neplatí neplatíZ tabu©ky vidíme, ºe sú moºné situá
ie S1, S3 a S4. �o znamená, vzia´ do úvahydodato£nú informá
iu, ºe pri mie²aní nevznikla zelená farba? Ni£ iné, len to, ºe Dneplatí, a teda, ºe platí D. To vylu£uje situá
ie S1 a S3, v ktorý
h platí D. Ostávalen jedna jediná moºná situá
ia a tou je S4. V situá
ii S4 platia D a C, teda platíaj D ⇒ C. Ke¤ºe vieme, ºe mie²aním nevznikla zelená farba (D platí), m�ºemeusúdi´, ºe sme nezmie²ali ºltú a modrú farbu (C platí).Úloha 1.8 Uvaºujme dve tvrdenia. Tvrdenie A znamená, ºe �x2 je párne� atvrdenie B znamená, ºe �x je párne�. Platnos´ A je daná. Na²im 
ie©om je dokáza´,ºe platí tvrdenie B. V nepriamom d�kaze musíme za£a´ s B. Tvrdenie B znamená,ºe �x je nepárne�. Pod©a de�ní
ie nepárny
h £ísel vieme, ºe x m�ºeme vyjadri´ ako

x = 2i + 1,pre nejaké prirodzené £íslo i. Teda platí x = 2i + 1, £o ozna£íme ako tvrdenie
A1. Týmto sme ukázali platnos´ impliká
ie B ⇒ A1. Umo
nením x na druhúdostaneme z A1 nasledujú
e tvrdenie A2:

x2 = (2i + 1)2 = 4i2 + 4i + 1 = 2(2i2 + 2i) + 1 = 2m + 1.Vidíme, ºe pre m = 2i2 + 2i je x2 = 2m + 1 (x2 je nepárne, pretoºe x2 m�ºemevyjadri´ ako dvakrát nejaké prirodzené £íslo plus 1). Dostali sme tvrdenie A, ºe x2je nepárne. Máme nasledujú
u postupnos´ impliká
ií:
B ⇒ A1 ⇒ A2 ⇒ A

x je nepárne⇒ x = 2i + 1⇒ x2 = 2m + 1⇒ x2 je nepárne.Vieme, ºe x2 je párne, teda, ºe neplatí A. V¤aka tomu m�ºeme pod©a s
hémynepriameho d�kazu usúdi´, ºe nem�ºe plati´ B. Preto platí B a na²im 
ie©om bolodokáza´ platnos´ B.
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Dokonalos´ pozostáva z mali£kostí, a pritom dokonalos´nie je v�be
 mali£kos´. Mi
helangelo Buonarotti
Kapitola 2Algoritmika, alebo £o má spolo£néprogramovanie a pe£enie kolá£a?
2.1 �o sa tu dozvieme?Cie©om tejto kapitoly e²te nie je predstavi´ niektorý z divov informatiky.Nem�ºeme £íta´ a vy
hutnáva´ Shakespeara alebo Dostojevského v originálebez toho, aby sme neabsolvovali namáhavú 
estu u£enia sa angli
kého aruského jazyka. Rovnako nem�ºeme po
hopi´ informatiku a obdivova´ jejmy²lienky a objavy bez toho, aby sme sa nau£ili ovláda´ aspo¬ elementárnezáklady jej odborného jazyka.Ako sme sa uº usilovali vysvetli´ v pred
hádzajú
ej kapitole, 
entrálnym po-jmom informatiky je algoritmus. Na²im 
ie©om v tejto kapitole ale nie jeabsolvovanie náro£nej 
esty výuky informati
kej terminológie, ktorá je za-loºená do zna£nej miery na ovládaní jazyka matematiky. Sk�r sa pokúsimesprostredkova´ hravým sp�sobom, bez pouºitia matemati
kého aparátu, intu-itívne, a napriek tomu pomerne presne, £o sú a £o nie sú algoritmy. Za£neme
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ne známou £innos´ou � pe£ením kolá£a a budeme rozmý²©a´ a disku-tova´ o tom, do akej miery a za aký
h okolností m�ºeme re
epty povaºova´za algoritmy.Po tomto úvode prejdeme priamo k po£íta£om a nazrieme na programovanie,ako na pouºívanie jazyka na komuniká
iu so strojmi. Takto predstavímeprogramy ako reprezentá
iu algoritmov zrozumite©nú pre po£íta£e. Na kon
itejto kapitoly budeme nielen 
hápa´, £o znamená programova´, ale budemedokon
a s
hopní samostatne písa´ jednodu
hé programy a získame jasnúpredstavu o tom, £o sa odohráva v po£íta£i pri vykonávaní jednotlivý
h in-²truk
ií (po£íta£ový
h príkazov).Popri tom sa aj nau£íme, £o sú algoritmi
ké úlohy (problémy), ºe na²ouúlohou je vyvinú´ algoritmy, ktoré v kaºdej z poten
iálne nekone£ne mnohý
hsituá
ií pra
ujú správne a o£akávaný výsledok vypo£ítajú v kone£nom £ase.Takto si postavíme most k tretej kapitole, v ktorej 
h
eme ukáza´, nako©koje pre informatiku d�leºité hlboké po
hopenie pojmu nekone£na.2.2 Algoritmi
ké pe£enieV prvej kapitole sme uº získali istú predstavu o tom, £o sa m�ºe skrýva´ podpojmami algoritmus a metóda. Na²a predstava je pribliºne takáto:Algoritmus je dobre zrozumite©ný opis £innosti, ktorý nás privediek stanovenému 
ie©u.Inými slovami, algoritmus (metóda) nám poskytuje jednozna£ne interpreto-vate©né pokyny, ako dospie´ krok za krokom k vytý£enému 
ie©u.To je podobné ako pri re
epto
h na varenie a pe£enie. Re
ept ur£uje presne,£o a v akom poradí treba vykonáva´ a nám neostáva ni£ iné, ako vykonáva´opísanú £innos´ presne krok za krokom.Do akej miery m�ºeme poklada´ re
ept za algoritmus?Odpove¤ na túto otázku nie je jednodu
há, a preto jej venujeme via
 priestoru.Pri h©adaní správnej odpovede po
hopíme presnej²ie, £o sa v skuto£nostiskrýva za slovom algoritmus.Pozrime si najprv nasledujú
i re
ept na pe£enie marhu©ového kolá£a priemeru26 
m.
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£ 2.2 ALGORITMICKÉ PE�ENIE 33Suroviny: 3 vají£kové bielka1 ²tipka soli6 polievkový
h lyºí
 vody100g kry²tálového 
ukru3 vají£kové º¨tka1 £ajová lyºi£ka nastrúhanej 
itrónovejk�ry150g múky1/2 £ajovej lyºi£ky prá²ku na pe£enie400g odk�stkovaný
h a o²úpaný
h marhú©Re
ept:1. Uloºte pergamenový papier do formy na pe£enie!2. Vyhrejte rúru na 180 ◦C!3. Zohrejte 6 lyºi£iek vody!4. Zmie²ajte tri bielka, ²tipku soli a 6 lyºi£iek horú
ej vodya u²©ahajte z ni
h pevný sneh!5. Pridajte postupne 100g 
ukru a tri º¨tka Mie²ajte i
h tak dlho,pokia© nevznikne pevná krémová masa!6. Pridajte do krému 1 £ajovú lyºi£ku nastrúhanej 
itrónovejk�ry a premie²ajte!7. Zmie²ajte 150g múky a polovi
u £ajovej lyºi£ky prá²kuna pe£enie a pridajte k vyhotovenej mase. Premie²ajte masuopatrne ²©aha£om!8. Napl¬te zmie²anou masou formu na pe£enie!9. Umiestnite ozdobne o²úpané polovi
e marhú© na 
esto!10. Pe£te kolá£ pri 160 ◦C 25 aº 30 minút, pokia© nenadobudnesvetlohnedú farbu!11. Vyberte kolá£ z rúry a ne
hajte ho vy
hladnú´!Re
ept je napísaný a my sa spytujeme: Je skuto£ne kaºdý s
hopný pod©atohto re
eptu upie
´ kolá£? Pravdepodobne správna odpove¤ je, ºe úspe
hpredsa len bude do zna£nej miery závisie´ od ku
hárový
h skúseností a ve-domostí.Dospeli sme k bodu, ke¤ je rozumné presnej²ie sformulova´ na²u prvú poºi-adavku na de�ní
iu pojmu algoritmus:
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34 KAPITOLA 2Algoritmy musia poskytova´ taký presný opis £innosti, ºe pod©atohto opisu m�ºe kaºdý vykonáva´ úspe²ne danú £innos´, aj ke¤v�be
 nerozumie d�vody, pre£o vedie presné vykonávanie pokynovalgoritmu k vytý£enému 
ie©u. Pritom opis musí by´ nato©ko jed-nozna£ný, ºe nem�ºe d�js´ k r�znym interpretá
iám jednotlivý
hpokynov (príkazov) algoritmu. Nezávisle od toho, kto algoritmusvykonáva, príslu²ná £innos´ a aj jej výsledok musia by´ tie isté.To znamená, ºe kaºdý pouºívate© algoritmu musí dospie´ k tomuistému výsledku.Teraz by sme mohli za£a´ dlhú diskusiu o tom, ktoré z uvedený
h 11 krokov(príkazov) ná²ho re
eptu moºno poklada´ za zrozumite©né a jednozna£neinterpretovate©né. Napríklad by sme sa mohli za£a´ pýta´:- �o znamená u²©aha´ pevný sneh (krok 4)?- �o znamená opatrne premie²a´ (krok 7)?- �o znamená ozdobne uloºi´ (krok 9)?- �o znamená dosiahnu´ svetlohnedú farbu (krok 10)?Skúsená ku
hárka by mohla poveda´: �V²etko je úplne jasné, jednodu
h²ieto uº ani nemoºno opísa´.� Ale niekto, kto sa prvýkrát v ºivote 
hystá pie
´kolá£, sa e²te stále m�ºe 
íti´ neistý a potrebuje radu a pomo
. A to na-priek tomu, ºe ná² re
ept je opísaný jednodu
h²ie ako vo vä£²ine ku
hársky
hkníh. �o si myslíte o typi
ký
h pokyno
h (príkazo
h) beºný
h re
eptov, akonapríklad
• Zmie²ajte bez otá©ania mierne o
hladenú ºelatinu a kyslé mliekoa dobre i
h premie²ajte!Samozrejme nem�ºeme sa uspokoji´ s tým, ºe ná² re
ept budú povaºova´ zaalgoritmus len skúsení ku
hári a ostatní mu nebudú dostato£ne rozumie´.Dá sa prepísa´ re
ept tak, aby ho vnímali v²et
i ako algoritmus? Uº vieme,ºe algoritmus je postupnos´ taký
h príkazov, ktoré musí by´ s
hopný kaºdýsprávne zrealizova´.To znamená:Najsk�r sa musíme dohodnú´ na nejakom zozname £inností (op-erá
ií), ktoré dokáºe s istotou vykonáva´ kaºdý záujem
a o pe£eniea varenie.Takýto zoznam musí obsahova´ v prvom rade nasledujú
e £innosti (príkazy),ktoré sú také jednodu
hé, ºe i
h dokáºe zvládnu´ aj na tento ú£el skon²truo-
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vi£ 2.2 ALGORITMICKÉ PE�ENIE 35vaný robot, ktorý nemá tu²enia o ku
hárskom umení a nie je s
hopný im-provizá
ie.

• Nalej x lyºi£iek vody (alebo inej tekutiny) do nádoby!
• Rozde© vají£ko na º¨tko a bielko!
• Zohrej rúru na x ◦C
• Pe£ v rúre y minút pri teplote x ◦C!
• Odváº x gramov múky a daj ju do nádoby!
• Nalej x litrov mlieka do konvi
e!
• Var y minút!
• Mie²aj so ²©aha£om x minút!
• Zmie²aj obsah dvo
h nádob.Ur£ite vám príde na um e²te mnoºstvo ¤al²í
h aktivít, ktoré m�ºeme pok-lada´ za tak jednodu
hé, ºe takmer kaºdý, kto 
h
e pie
´ a vari´, je s
hopnýi
h vykonáva´ bez pomo
i. Na²ou nasledujú
ou úlohou je prepísa´ aspo¬ £as´ná²ho re
eptu tak, aby re
ept pozostával len z jednodu
hý
h £inností.Vyskú²ajme to s krokom 4 ná²ho re
eptu. Tento krok prepí²eme na postup-nos´ siedmy
h jednodu
h²í
h krokov.4.1 Daj tri º¨tka do nádoby G!4.2 Daj 1g soli do nádoby G!4.3 Daj 6 lyºi£iek vody do hrn
a T!4.4 Zohrej vodu v hrn
i T na 60 ◦C.4.5 Prelej vodu z hrn
a T do nádoby G!V tomto okamihu ale nie je jasné ako zrealizova´ nasledujú
i príkaz: �U²©ahajz ni
h pevný sneh!�. Na²ou úlohou je mie²a´ dovtedy, pokia© sneh z bieloknebude pevný. Jedna z moºností je, na základe skúseností odhadnú´ £asmie²ania. Ak trvá pribliºne 2 minúty pokým je sneh pevný, tak m�ºemepouºi´ nasledovný príkaz.4.6 Mie²aj obsah nádoby G dve minúty!Takýto príkaz má ale aj svoje riziká. �as vyhotovenia pevného snehu závisíod toho, ako rý
hlo a s akými pomo
nými prostriedkami ku
hár mie²a. Asi bynám bolo mil²ie presta´ mie²a´ pribliºne vtedy, ke¤ obsah nádoby dostato£ne
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vi£ 36 KAPITOLA 2spevnel. �o na to potrebujeme? Okrem s
hopnosti vykonáva´ isté £innosti,musíme by´ s
hopní vykonáva´ aj testy a v závislosti od výsledku testu prija´rozhodnutia, ako v prá
i ¤alej pokra£ova´. Testovanie nám umoºní rozpoz-na´ okamih, ke¤ sa sneh stáva pevným. Ak pri testovaní zistíme, ºe snehnie je dostato£ne pevný, tak budeme e²te istý £as pokra£ova´ v ²©ahaní, apotom znova testova´. Ak pri testovaní zistíme, ºe sneh je dostato£ne pevný,ukon£íme prá
u na realizá
ii kroku 4 a pokra£ujeme s prá
ou na uskuto£nenípríkazu 5.Ako sa dá tento postup zapísa´ ako postupnos´ jednodu
hý
h príkazov?Napríklad nasledovne.4.6 Mie²aj obsah nádoby G po dobu 10s.!4.7 Otestuj, £i je obsah nádoby G pevný!Ak ÁNO, pokra£uj krokom 5!Ak NIE, pokra£uj krokom 4.6!

Nie

4.4

4.5

5

4.6

Je obsah G
tuhý?

Obsah G

šľahaj 10s

Áno

obr. 2.1Pri tomto postupe sa k mie²aniu v 4.6 vra
iame tak dlho, pokia© nedosi-ahneme vytý£ený stav snehovej masy. V odbornej terminológii informatikynazývame £as´ opisu 4.6 a 4.7 
yklom, v ktorom sa opakuje £innos´ 4.6 tak
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vi£ 2.2 ALGORITMICKÉ PE�ENIE 37dlho, pokia© nie je splnená podmienka 4.7. Pre lep²iu predstavu £asto pouºí-vame gra�
kú reprezentá
iu, ako na obrázku 2.1. Gra�
kú reprezentá
iunazývame diagram.Dá sa ale test 4.6 tak ©ahko realizova´? Rovnako ako v prípade jednodu
hý
hak
ií, sa musíme najprv dohodnú´ na starostlivo zvolenom zozname jednodu-
hý
h testov. Test 4.6 sa dá napríklad jednodu
ho zrealizova´ tak, ºe noºomsa pokúsime bielkovú masu rozreza´, ak sa to podarí, sneh uº je pevný. Zajednodu
hé testy m�ºeme povaºova´ napríklad nasledovné overovania:

• Over, £i tekutina v hrn
i má aspo¬ x ◦C!
• Over, £i v mase v nádobe bude �stá´ lyºi£ka�!
• Váºi obsah nádoby práve x g?Úloha 2.1 Vyberte z va²ej ku
hárskej knihy re
ept na zhotovenie vá²ho ob©úbenéhojedla. Zostavte vlastný zoznam jednodu
hý
h £inností a testov a prepí²te Vá² re-
ept tak, aby absolvoval len jednodu
hé aktivity z Vá²ho zoznamu!Úloha 2.2 Va²ou úlohou je zohria´ 1l vody na 90 ◦C. K dispozí
ii máte nasledovnéoperá
ie:
• Postav hrnie
 T na x sekúnd na horú
u plat¬u a potom hoz platne odstav!
• Nalej x litrov vody do hrn
a T!K dispozí
ii máte tieº nasledujú
i test:
• Má voda v hrn
i aspo¬ x ◦C?Napí²te algoritmus na zohriatie 1 litra vody na 90 ◦C len pomo
ou vy²²ie uvedenéhotestu a príkazov! Pritom musíte zabezpe£i´, aby voda po dosiahnutí 90 ◦C neostalastá´ na platni£ke dlh²ie ako 15 sekúnd.�i veríte alebo nie, ak ste vyrie²ili tieto dve úlohy, tak ste uº tro
ha pro-gramovali. To najd�leºitej²ie, £o sme sa nau£ili pri pe£ení marhu©ovéhokolá£a je, ºe o algoritmo
h nem�ºeme hovori´, pokia© najsk�r jednozna£neneur£íme, £o sú základné kamene, z ktorý
h m�ºeme algoritmy vytvára´.Základnými stavebnými prvkami algoritmov sú na jednej strane jednodu
hé£innosti, ktoré je kaºdý bezpo
hyby s
hopný zrealizova´ a na druhej stranejednodu
hé testy, ktoré vie uskuto£ni´ takisto kaºdý.
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vi£ 38 KAPITOLA 22.3 A ako je to s algoritmami pre po£íta£?V tejto £asti bude na²im 
ie©om upresni´ na²e predstavy o tom, £o je algorit-mus prostrední
tvom skúmania podobností a rozdielov medzi algoritmi
kýmvarením a algoritmi
kým po£ítaním na po£íta£i.Presne tak, ako pri varení, musíme sa aj pri po£íta£ový
h algoritmo
h najprvdohodnú´ na nejakom zozname základný
h £inností (operá
ií), ktoré po£íta£evedia vykonáva´. Po£íta£e nemajú inteligen
iu a ani s
hopnos´ improvizo-va´. To zna£ne zjednodu²uje na²u úlohu, pretoºe v¤aka tomu musí by´ re£po£íta£ov ve©mi jednodu
há. Nikto nepo
hybuje o tom, ºe po£íta£e m�ºus£ítava´, od£ítava´, násobi´ a deli´ £ísla a tieº £ísla navzájom porovnáva´. Vprvom prípade zvykneme v informati
kej terminológii hovori´ o aritmeti
k-ý
h operá
iá
h s £íslami, ktoré ovláda v podstate kaºdá kalkula£ka. Tietojednodu
hé operá
ie spolu so s
hopnos´ou £íta´ vstupné údaje a vypisova´výsledky posta£ujú na to, aby sme kaºdý algoritmus dokázali zapísa´ akopostupnos´ taký
hto operá
ií (ak
ií).Pozorujeme teda, ºe ku
hárske algoritmy a aj po£íta£ové algoritmy nie súni£ím iným, ako postupnos´ami jednodu
hý
h úkonov (operá
ií). Medzi re-
eptami a algoritmami v informatike existuje ale jeden podstatný rozdiel. Re-
epty ako algoritmy pe£enia majú ako vstup suroviny a výsledkom je kolá£.Jediný i
h moºný vstup je presný zoznam surovín potrebný
h na pe£eniedaného kolá£a. Pri algoritmi
ký
h problémo
h je to inak. Uº vieme, ºe al-goritmi
ký problém v typi
kom prípade pozostáva z nekone£ného mnoºstvaprípadov daného problému. Príklad algoritmi
kého problému je rie²eniekvadrati
ký
h rovní
 v tvare

ax2 + bx + c = 0.Vstupom sú tri £ísla a, b a c, ktoré jednozna£ne opisujú danú kvadrati
kúrovni
u, a ktoré predstavujú jednotlivé vstupy pre spra
ovanie kvadrati
kejrovni
e. Úlohou je nájs´ v²etky také £ísla x, ktoré túto rovni
u sp¨¬ajú.Konkrétnym prípadom tohto problému je napríklad nasledujú
a kvadrati
károvni
a:
x2 − 5x + 6 = 0.Máme a = 1, b = −5 a c = 6. Rie²eniami tejto rovni
e sú x1 = 2 a x2 = 3.Dosadením m�ºeme ©ahko overi´, ºe

22 − 5 · 2 + 6 = 4− 10 + 6 = 0

32 − 5 · 3 + 6 = 9− 15 + 6 = 0
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vi£ 2.3 A AKO JE TO S ALGORITMAMI PRE PO�ÍTA�? 39a teda, ºe x1 a x2 sú skuto£ne rie²eniami kvadrati
kej rovni
e x2−5x+6 = 0.Pretoºe existuje nekone£ne ve©a £ísel, máme aj nekone£ne ve©a moºností,ako zvoli´ koe�
ienty kvadrati
kej rovni
e a, b a c. Od algoritmov na rie²eniekvadrati
ký
h rovní
 poºadujeme, aby vedeli vypo£íta´ rie²enie pre kaºdé a, ba c, teda pre kaºdú kvadrati
kú rovni
u.Dopra
ovali sme sa k druhej základnej poºiadavke na formulá
iu de�ní
iealgoritmu.Algoritmus na rie²enie výpo£tovej úlohy (problému) musí zaru£o-va´ korektné spra
ovanie kaºdého moºného prípadu problému. Ko-rektné spra
ovanie znamená, ºe algoritmus pre kaºdý vstup vy-po£íta v kone£nom £ase správny výsledok.Uvaºujme teraz nejaký algoritmus na rie²enie kvadrati
ký
h rovní
. Z mate-matiky poznáme nasledovné vzor
e na výpo£et rie²ení:

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
,

x2 =
−b−

√
b2 − 4ac

2a
,ak b2 − 4ac ≥ 0. Ak b2 − 4ac < 0, neexistuje ºiadne reálne1 rie²enie danejrovni
e. Tieto vzor
e poskytujú nasledovnú v²eobe
nú metódu na rie²eniekvadrati
ký
h rovní
.Vstup: �ísla a, b a c reprezentujú
e kvadrati
kú rovni
u ax2 + bx + c = 0.Krok 1: Vypo£ítaj hodnotu b2 − 4ac.Krok 2: Ak b2 − 4ac ≥ 0, tak vypo£ítaj

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
,

x2 =
−b−

√
b2 − 4ac

2a
.Krok 3: Ak b2 − 4ac < 0, napí² �Neexistuje ºiadne reálne rie²enie�.Uverme teraz matematikom, ºe táto metóda skuto£ne funguje. Na to, abysme ju vedeli prepísa´ do formy po£íta£ového algoritmu to aj tak nepotrebu-jeme vedie´.1D�vodom je, ºe nem�ºeme odmo
ni´ záporné £íslo.
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vi£ 40 KAPITOLA 2V skuto£nosti 
h
eme napísa´ túto metódu ako program. Pod pojmom pro-gram rozumieme postupnos´ po£íta£ový
h in²truk
ií, ktoré sú napísané vtvare, ktorý je pre po£íta£ zrozumite©ný. Medzi pojmami �program� a �al-goritmus� existujú dva prin
ipiálne rozdiely.1. Program nemusí by´ reprezentá
iou nejakého algoritmu. Program m�ºeby´ aj nezmyselná postupnos´ in²truk
ií, ktorá nevedie k ºiadnemu
ie©u.2. Algoritmus nemusí by´ vºdy zapísaný vo formálnom jazyku po£íta£a,pod ktorým rozumieme nejaký programova
í jazyk. Algoritmus m�ºemepopísa´ aj v prirodzenom jazyku, alebo v metajazyku matematiky.Napríklad pokyny �vynásob a a b� alebo �vypo£ítaj √c� sú prípust-né pri opise algoritmu, zatia© £o v prípade programu musia by´ tietopokyny zapísané vo formalizme daného programova
ieho jazyka.Poznamenajme, ºe prvý rozdiel je k©ú£ový a poukazuje na to, ºe algorit-mus vºdy spájame s výpo£tovou úlohou, ktorú rie²i. Program nemusí by´nevyhnutne spojený s rie²ením nejakého problému, ide len o postupnos´ ko-rektne zapísaný
h po£íta£ový
h in²truk
ií. Druhý rozdiel je len na²ou do-hodou, ºe algoritmy smieme zapisova´ jednodu
h²ie, aj bez pouºitia formál-ny
h jazykov. V podstate ale vyºadujeme, aby sa dal kaºdý algoritmus for-málne presne napísa´ vo forme programu.Pod programovaním2 rozumieme £innos´, pomo
ou ktorej prepisujeme al-goritmy do formy programov. Aby sme po
hopili, ako pra
uje po£íta£, a abysme tieº videli, ako moºno dosiahnu´ zloºité spra
ovanie informá
ií pomo
oupostupnosti ve©mi jednodu
hý
h operá
ií, budeme teraz tro
hu programova´.Tak ako pri pe£ení a varení, za£neme zostavovaním listiny obsahujú
ej v²etkypovolené základné operá
ie (£innosti). Operá
ie budeme zapisova´ v tvarená²ho programova
ieho jazyka �NÁZORNÝ�, ktorý sme vyvinuli kv�li ná-zornej prezentá
ii. Vysvet©ujú
 význam jednotlivý
h in²truk
ií, ukáºeme, akomoºno jednodu
ho modelova´ po£íta£ a £o presne sa v tomto po£íta£ovommodeli odohráva pri vykonávaní jednotlivý
h in²truk
ií.Po£íta£ si predstavíme do istej miery idealizovane tak, ako je nakreslený naobrázku 2.2.Po£íta£ pozostáva z nasledujú
i
h £astí:2V ²ir²om zmysle m�ºeme pod programovaním rozumie´ nielen implementá
iu algoritmu,ale i vývoj algoritmu na rie²enie úlohy spolu s jeho implementá
iou v danom programova-
om jazyku.
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vi£ 2.3 A AKO JE TO S ALGORITMAMI PRE PO�ÍTA�? 41

Pamäť

Register(0) Register(1)

Register(2)

Register(3)

Register(4)

Register(5)

Register(6)

1
2

m
:
.

:
.

program zapísaný
v riadkoch

Vykonávanie

inštrukcií

CPU

zapisovanie/tlač

POČÍTAČčítanie vstupu

vstupné hodnoty
zoradené v rade

obr. 2.2
• Pamä´, ktorá pozostáva z ve©kého po£tu pamä´ový
h jednotiek. Tietopamä´ové jednotky nazývame registre. Registre sú o£íslované klad-nými 
elými £íslami (obr. 2.2). Kaºdý register m�ºe by´ pouºitý nazapamätanie jedného £ísla. Na za£iatku výpo£tu obsahujú v²etky reg-istre £íslo 0. Poradové £íslo registra nazývame jeho adresou. Napríklad£íslo 112 je adresou registra Register(112). M�ºeme si to predstavi´ako uli
u s postupne o£íslovanými domami len na jednej strane.
• �pe
iálny register Register(0), ktorý obsahuje £íslo riadku programu,ktorý sa práve spra
ováva, alebo sa má práve za£a´ spra
ováva´.
• �pe
iálna pamä´ na zapamätanie programu. Program pozostáva z ri-adkov a kaºdý riadok obsahuje práve jednu po£íta£ovú in²truk
iu.
• Centrálna pro
esorová jednotka, nazývaná CPU. CPU je prepojená ko-munika£nými kanálmi so v²etkými £as´ami po£íta£a. CPU pra
uje vtakzvaný
h CPU 
yklo
h. Na za£iatku 
yklu si najprv pre£íta aktuál-ny riadok programu, ktorého poradové £íslo je v registri Register(0).Potom si ne
há posla´ údaje (pamä´ové obsahy) tý
h registrov, ktoré sú
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vi£ 42 KAPITOLA 2argumentami v danej operá
ii. Na zaslaný
h údajo
h vykoná danú op-erá
iu a uloºí výsledok do vyzna£eného registra. Nakonie
 zmení obsahregistra Register(0) tak, aby obsahoval £íslo toho riadku programu,ktorý sa má vykona´ v nasledujú
om 
ykle.Okrem toho je po£íta£ spojený so svojim okolím. Vstupné údaje (£ísla)£akajú v rade a po£íta£ si m�ºe vºdy pre£íta´ prvý údaj (£íslo) v rade azapamäta´ ho v nejakom registri. Po£íta£ má tieº takzvanú výstupnú pásku,na ktorú m�ºe vypisova´ výsledky.Pozrime sa e²te raz na podobnos´ s ku
hynskými re
eptami. Hardware po£í-ta£a je ku
hy¬a. Registre pamäte sú nádoby ©ubovo©ného druhu: hrn
e,misky, poháre, taniere, at¤. Kaºdá nádoba má svoje jednozna£né meno, rov-nako ako majú registre svoje adresy. Takºe je vºdy jasné, o ktorej nádobe sahovorí. Pamä´ s programom je stránka papiera, na ktorom je napísaný re
ept.CPU sme my, alebo ku
hynský robot so v²etkými zariadeniami a nástrojmi,ako rúra, ²©aha£, mikrovlnka, platni£ky, at¤., ktoré sú k dispozí
ii. Obsahregistra Register(0) je pre nás aktuálna poznámka o tom, kde sa práve privykonávaní re
eptu na
hádzame. Vstupy leºia v 
hladni£ke, mrazni£ke, alebov ²pajzi. V beºnom prípade sí
e suroviny nie sú usporiadané do radu, akona²e vstupy. Ale ni£ nám nebráni pred varením povybera´ v²etky suroviny apostavi´ i
h do radu pod©a poradia, v ktorom i
h budeme potrebova´. Výst-up nezapí²eme na pásku, ale poloºíme na jedálenský st�l.Pri pe£ení a varení sme sa nau£ili, ºe prvým a zárove¬ hlavným krokom k²pe
i�ká
ii pojmu algoritmus je dohodnú´ sa na zozname realizovate©ný
hin²truk
ií (pokynov, £inností, operá
ií). O i
h vykonate©nosti musíme by´v²et
i presved£ení. V nasledujú
om budeme zo v²etký
h uvedený
h synonýmuprednost¬ova´ pojem in²truk
ie.Po£íta£ové in²truk
ie opí²eme rad²ej v prirodzenom jazyku ako v jazyku po£í-ta£a v takzvanom po£íta£ovom kóde. Za£nime s operá
iami £ítania.(1) Na£ítaj do Register(n).Realizova´ túto operá
iu, znamená zapamäta´ si v n-tom registri prvé£íslo zo vstupného radu. Pritom sa toto £íslo zo vstupného radu vymaºea na prvú pozí
iu v rade sa dostane doteraz druhé £íslo vstupného radu.Príklad 2.1 V rade £akajú tri £ísla 114, -67 a 1. (pozri obr 2.3). V pamätiobsahujú v²etky registre £íslo 0. Register(0) obsahuje £íslo 3. Teraz idemerealizova´ nasledovnú in²truk
iuNa£ítaj do Register(3)
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vi£ 2.3 A AKO JE TO S ALGORITMAMI PRE PO�ÍTA�? 43z tretieho riadku programu. Po jej zrealizovaní obsahuje Register(3) £íslo114, ktoré stálo prvé vo vstupnom rade. Vo vstupnom rade £akajú e²te -67a 1. Obsah registra Register(0) sa zvý²i o 1 na 4, pretoºe po vykonaníin²truk
ie tretieho riadku má po£íta£ pokra£ova´ vykonávaním in²truk
ie vnasledujú
om, ²tvrtom riadku.Priebeh vykonávania tejto in²truk
ie je znázornený na obrázku obr. 2.3. Natomto obrázku neznázor¬ujeme 
elý po£íta£, ale sústredíme sa len na pamä´a vstupný rad, ktorý
h obsahy sa menia v priebehu vykonávania in²truk
ie£ítania.

Register(0)

Register(1)

Register(2)

Register(3)

Register(4)

Register(5)

..
.

..
.

3

0

0

0

0

0

1

−67
114

(a) (b)

Register(0)

Register(1)

Register(2)

Register(3)

Register(4)

Register(5)

..
.

..
.

4

0

0

114

0

0

1

−67

obr. 2.3
2Nasledujú
a in²truk
ia nám umoº¬uje uloºi´ do registrov konkrétne £ísla beztoho, aby sme i
h museli £íta´ zo vstupného radu.(2) Register(n) ← kTento príkaz poºaduje, aby sme si v n-tom registri zapamätali (do n-tého registra uloºili) £íslo k. Pri realizá
ii tejto in²truk
ie sa p�vodnýobsah n-tého registra vymaºe. Vstupný rad sa nemení.
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vi£ 44 KAPITOLA 2Príklad 2.2 Register Register(50) obsahuje £íslo 100. Po vykonaní in-²truk
ie Register(50) ← 22obsahuje Register(50) £íslo 22. Bývalý obsah 50-teho registra, hodnota 100,sa vymaºe bez toho, aby sa niekde inde zapamätal. Jeho p�vodný obsah sade�nitívne stratí.Ak je nasledujú
a in²truk
iaNa£ítaj do Register(50)a ako prvé je vo vstupnej rade £íslo 7, tak vykonaním tejto in²truk
ie prepí²eme£íslo 22 v 50-tom registri na £íslo 7. 2Úloha 2.3 Vo vstupnom rade sú £ísla 11, 12, a 13. Obsah registra Register(0)je 1. Register(2) obsahuje £íslo 1117 a Register(3) obsahuje £íslo 21. V²etkyostatné registre obsahujú £íslo 0.a) Na£rtnite túto situá
iu (stav po£íta£a) podobne ako na obrázku obr. 2.3.b) Vykonajte nasledujú
i program:1 Na£ítaj do Register(1)2 Register(2) ← 1003 Na£ítaj do Register(3)4 Na£ítaj do Register(2)Vypí²te obsahy v²etký
h registrov a vstupnej rady po vykonaní jednotlivý
h in-²truk
ií.Teraz predstavíme aritmeti
ké operá
ie, ktoré je s
hopný vykonáva´ ná² po£í-ta£ový model.(3) Register(n) ← Register(j) + Register(i)Jej význam je takýto. Spo£ítaj obsahy registrov Register(i) a Regi-ster(j) a výsledný sú£et uloº do registra Register(n). Pri vykoná-vaní tejto in²truk
ie sa p�vodný obsah n-tého registra prepí²e výsled-kom s£ítania. Ostatné registre nemenia svoj obsah. Výnimkou je lenRegister(0), ktorého obsah sa zvý²i o 1, £o znamená, ºe vykonávanieprogramu pokra£uje v nasledujú
om riadku. Vstupný rad zostáva tak-isto nezmenený.Príklad 2.3 Uvaºujme situá
iu, v ktorej máme £íslo 5 v registri Register(0)a kaºdý Register(i) obsahuje £íslo i pre i = 1, 2, 3, 4, 5 (obr. 2.4a). V²etky
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vi£ 2.3 A AKO JE TO S ALGORITMAMI PRE PO�ÍTA�? 45ostatné registre obsahujú £íslo 0. Piaty riadok programu obsahuje nasledu-jú
u in²truk
iu:Register(7) ← Register(1) + Register(4)Obrázok 2.4b ukazuje situá
iu, ktorá nastane po vykonaní tejto operá
ii s£í-tania.

Register(0)

Register(1)

Register(2)

Register(3)

Register(4)

Register(5)

Register(6)

1

3

4

5

0

5

...

Register(0)

Register(1)

Register(2)

Register(3)

Register(4)

Register(5)

Register(6)

1

2

3

4

5

0

6

...
2

Register(7) 0 Register(7) 5

(a) (b)obr. 2.4�íslo 1 z prvého registra a £íslo 4 zo ²tvrtého registra sa s£ítajú (1+4=5) ado siedmeho registra sa uloºí výsledok 5. Obsahy registrov Register(1) aRegister(4) sa pritom nezmenia. Obsah 0-tého registra sa zvý²i z 5 na 6.Predstavme si situá
iu, ke¤ je v ²iestom riadku programu nasledujú
a in-²truk
ia: Register(7) ← Register(1) + Register(7).Obsah prvého registra je 1 a obsah siedmeho registra je 5. To znamená, ºepo£íta£ spo£íta 1+5=6 a do siedmeho registra uloºí £íslo 6. Tým pádom savymaºe p�vodný obsah 5 siedmeho registra. Na tomto príklade vidíme, ºevýsledok s£ítavania smieme uloºi´ tieº do jedného z tý
h registrov, v ktorý
h
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46 KAPITOLA 2sa p�vodne na
hádzali s£ítan
e. Pritom samozrejme stratíme p�vodnú hod-notu jedného zo s£ítan
ov. 2Úloha 2.4 Uvaºujme situá
iu po vykonaní prvého s£ítania (piateho riadku) v prík-lade 2.3. Táto situá
ia je znázornená na obrázku obr. 2.4b. Na£rtnite zodpoveda-jú
u situá
iu po vykonaní druhého s£ítania v ²iestom riadku programu. Potomvykonajte nasledujú
e tri operá
ie:7 Register(3) ← 1018 Register(3) ← Register(3) + Register(3)9 Register(3) ← Register(7) + Register(3)Vypí²te stav pamäte, aký bude na kon
i, po vykonaní v²etký
h tý
hto in²truk
ií.Podobne ako sú£et m�ºeme realizova´ aj nasledujú
e aritmeti
ké operá
ie:(4) Register(n) ← Register(j) - Register(i)Vykonanie tejto operá
ie znamená, ºe sa od£íta obsah i-teho registraod obsahu j-teho registra a výsledok sa uloºí do n-tého registra.(5) Register(n) ← Register(j) ∗ Register(i)Obsah registrov Register(j) a Register(i) sa vynásobí a výsledoksa uloºí do n-tého registra.(6) Register(n) ← Register(j) / Register(i)Obsah j-teho registra sa vydelí obsahom i-teho registra a výsledok sazapamätá v n-tom registri.(7) Register(n) ←√Register(n)Vypo£íta sa odmo
nina £ísla uloºeného v n-tom registri a výsledok sauloºí do n-tého registra.3Úloha 2.5 Vo v²etký
h registro
h okrem registra Register(0) je uloºené £íslo 0.Register(0) obsahuje £íslo 1. Vo vstupnom rade stoja dve £ísla a a b. Vysvetlitevlastnými slovami, aký výsledok je uloºený v tre´om registri po vykonaní nasledu-jú
eho programu.3Vypo£ítanie odmo
niny nepatrí medzi beºné základné po£íta£ové operá
ie. My juzahrnieme do ná²ho základného zoznamu operá
ií, pretoºe ju potrebujeme pre výpo£etrie²ení kvadrati
ký
h rovní
. Samozrejme, ºe po£íta£ je s
hopný vypo£íta´ odmo
ninudaného £ísla. Tento výpo£et sa ale realizuje pomo
ou programu, ktorý je zostavený len zozákladný
h aritmeti
ký
h operá
ií.
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vi£ 2.3 A AKO JE TO S ALGORITMAMI PRE PO�ÍTA�? 471 Na£ítaj do Register(1)2 Register(1) ← Register(1) ∗ Register(1)3 Na£ítaj do Register(2)4 Register(2) ← Register(2) ∗ Register(2)5 Register(3) ← Register(1) + Register(2)Podobne ako v ku
hársky
h re
epto
h, ani v po£íta£ový
h algoritmo
h, neb-ude sta£i´ len vykonávanie istý
h £inností, akými sú v po£íta£i napríklad arit-meti
ké operá
ie. Potrebujeme tieº moºnos´ testova´ a na základe výsledkovtestu ur£i´ ¤al²í postup. V podstate nám sta£ia nasledovné dva základnétesty:(8) Ak Register(n) = 0, tak pokra£uj v riadku jAk sa obsah n-tého registra rovná 0, tak po£íta£ uloºí do 0-tého registra£íslo j, a tým pádom pokra£uje vykonávaním in²truk
ie v j-tom riadku.Ak je obsah n-tého registra r�zny od nuly, po£íta£ k obsahu 0-téhoregistra pripo£íta jednotku, a tým pádom pokra£uje v nasledujú
omriadku.(9) Ak Register(n) ≤ Register(m), tak pokra£uj v riadku jAk obsah n-tého registra nie je vä£²í ako obsah m-tého registra, takdo 0-tého registra uloºíme £íslo j a po£íta£ pokra£uje vykonávanímin²truk
ie v j-tom riadku. V opa£nom prípade program pokra£ujevykonávaním in²truk
ie v nasledujú
om riadku.In²truk
ia(10) Pokra£uj v riadku jje bezpodmiene£ným príkazom na pokra£ovanie vykonávania programuv j-tom riadku.Okrem pred
hádzajú
i
h in²truk
ií potrebujeme e²te príkazy na vypisovanievýsledkov.(11) Výstup ← Register(j)Obsah j-teho registra sa vypí²e na výstupné médium.(12) Výstup ← �Text�Na výstupné médium sa vypí²e Text v úvodzovká
h. Napríklad príkazVýstup ← �Ahoj�
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vi£ 48 KAPITOLA 2sp�sobí, ºe sa na výstupné médium napí²e �Ahoj� (na výstupnej páskesa objaví text �Ahoj�).Posledná operá
ia je(13) EndTáto operá
ia znamená de�nitívne ukon£enie prá
e po£íta£a na vykonávanípríkazov daného programu.Uº sme pokro£ili dos´ ¤aleko na to, aby sme mohli naprogramova´ algoritmusna rie²enie kvadrati
ký
h rovní
. Informá
iu o zmená
h obsahu jednotlivý
hregistrov kv�li preh©adnosti uvádzame v ku£eravý
h zátvorká
h.Vstup: �ísla a, b, cProgram:1 Na£ítaj do Register(1){Register(1) obsahuje a}2 Na£ítaj do Register(2){Register(2) obsahuje b}3 Na£ítaj do Register(3){Register(3) obsahuje c}4 Register(4) ← 25 Register(5) ← 46 Register(6) ← -1{Stav pamäti je znázornený na obrázku obr. 2.5}7 Register(7) ← Register(2) * Register(2){Register(7) teraz obsahuje b2}8 Register(8) ← Register(5) * Register(1){Register(8) obsahuje 4a}9 Register(8) ← Register(8) * Register(3){Register(8) obsahuje 4ac}10 Register(8) ← Register(7) - Register(8){Register(8) teraz obsahuje b2 − 4ac a tým je ukon£ené vykonávanieprvého kroku metódy na rie²enie kvadrati
ký
h rovní
.}11 Ak Register(9) ≤ Register(8), tak pokra£uj v riadku 14{Register(9) nebol zatia© pouºitý. Pretoºe doposia© nepouºité registreobsahujú vºdy £íslo 0, v prípade (ke¤ má kvadrati
ká rovni
a rie²enie)
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vi£ 2.3 A AKO JE TO S ALGORITMAMI PRE PO�ÍTA�? 49

Register(0)

Register(1)

Register(2)

Register(3)

Register(4)

Register(5)

Register(6)

a

b

c

2

4

−1

7

... obr. 2.5
b2 − 4ac ≥ 0 sa presúva vykonávanie programu do riadku 14. Ke¤
b2−4ca < 0 (ke¤ kvadrati
ká rovni
a nemá ºiadne rie²enie), pokra£ujevýpo£et vykonávaním in²truk
ie v nasledujú
om dvanástom riadku.}12 Výstup ← �Neexistuje ºiadne rie²enie.�13 End{Po oznámení neexisten
ie rie²enia ukon£í program svoju prá
u.}14 Register(8) ←√Register(8){Register(8) obsahuje teraz £íslo √b2 − 4ac.}15 Register(7) ← Register(2) * Register(6){Teraz obsahuje Register(7) £íslo −b. Pred
hádzajú
i obsah b2 tohtoregistra sa pritom vymazal.}16 Register(6) ← Register(1) * Register(4){Situá
ia je nakreslená na obrázku obr. 2.6.}17 Register(11) ← Register(7) + Register(8)18 Register(11) ← Register(11) / Register(6){Teraz obsahuje Register(11) prvé rie²enie x1 = −b+

√
b2−4ac

2a
.}19 Výstup ← Register(11)20 Register(12) ← Register(7) - Register(8)
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50 KAPITOLA 2
Register(0)

Register(1)

Register(2)

Register(3)

Register(4)

Register(5)

Register(6)

a

b

c

2

4

√
b2 − 4ac

17

...

Register(7)

Register(8)

Register(9)

2a

−b

0obr. 2.621 Register(12) ← Register(12) / Register(6){Teraz obsahuje Register(12) druhé rie²enie x2 = −b−
√

b2−4ac
2a

.}22 Výstup ← Register(12)23 End.Gra�
ké znázornenie tohto programu nájdeme na obrázku obr. 2.7.Úloha 2.6 Ur£ite obsah v²etký
h registrov po ukon£ení programu.Úloha 2.7 Ak platí b2 − 4ac = 0, tak existuje len jedno rie²enie kvadrati
kejrovni
e a teda x1 = x2. Upravte program tak, aby v tomto prípade vypísal text�Existuje len jedno rie²enie a to� a príslu²né £íslo x1. V prípade b2 − 4ac > 0
h
eme, aby program dodato£ne vypísal text �Existujú dve rie²enia�.Úloha 2.8 Vysvetlite vlastnými slovami, £o po£íta nasledovný program.1 Na£ítaj do Register(1)2 Na£ítaj do Register(2)3 Na£ítaj do Register(3)4 Register(4) ← Register(1) + Register(2)5 Register(4) ← Register(3) + Register(4)
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Výstup ← �Rie²enieneexistuje� Register(8) ←√Register(8)Register(7) ← Register(2)*Register(6)Register(6) ← Register(1)*Register(4)Register(11) ← Register(7)+Register(8)Register(11) ← Register(11)/Register(6)Výstup ← Register(11)Register(12) ← Register(7)-Register(8)Register(12) ← Register(12)/Register(6)Výstup ← Register(12) End
End
NIE ÁNORegister(9)≤Register(8)Register(8) ← Register(5)∗Register(1)Register(8) ← Register(8)∗Register(3)Register(8) ← Register(7)-Register(8)Register(7) ← Register(2)∗Register(2)Register(4) ← 2Register(5) ← 4Register(6) ← −1

Na£ítaj do Register(1)Na£ítaj do Register(2)Na£ítaj do Register(3)

obr. 2.76 Register(5) ← 37 Register(6) ← Register(4) / Register(5)8 Výstup ← Register(6)9 EndUr£ite a v tabu©ke znázornite vývoj obsahov jednotlivý
h registrov po kaºdomkroku programu.Úloha 2.9 Napí²te program, ktorý pre dané £íslo x vypo£íta nasledovnú hodnotu:
3x2 − 7x + 11.
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vi£ 52 KAPITOLA 2Úloha 2.10 Napí²te program, ktorý pre dané 4 £ísla a, b, c, x vypo£íta hodnotu

ax2 + bx + c.Úloha 2.11 Napí²te program, ktorý pre dané 4 £ísla a, b, c, d vo vstupnom radeur£í i
h maximum (najvä£²iu z tý
hto 4 hodn�t).Nie je nevyhnutnos´ou zapísa´ kaºdý algoritmus vo forme programu, len kv�litomu aby sme sa presved£ili, ºe ide skuto£ne o algoritmus. Napríklad, ke¤je na prvý poh©ad zrejmé, ºe metóda na rie²enie kvadrati
ký
h rovní
 sa dárealizova´ pomo
ou aritmeti
ký
h operá
ií a testov na porovnávanie £ísiel, aºe táto metóda rie²i kaºdý prípad tejto úlohy, tak ju m�ºeme poklada´ zaalgoritmus.Napísanie zodpovedajú
eho programu (naprogramovanie algoritmu) povaºu-jeme za transformá
iu zápisu algoritmu do re£i po£íta£a. Z formálneho ma-temati
kého h©adiska ale moºno povaºova´ túto transformá
iu prezentá
iealgoritmu za d�kaz strojovej (automati
kej) realizovate©nosti daného algorit-mu.2.4 Ako neúmyselne zaklia´ program na ve£nébezvýsledné po£ítanie?Jednou z najd�leºitej²í
h poºiadaviek na de�ní
iu algoritmu na rie²enie ne-jakého problému (úlohy) je, aby algoritmus vºdy svoju prá
u ukon£il v ko-ne£nom £ase a na výstup dal výsledok. V odbornej informati
kej terminológiihovoríme o zastavení. Ak algoritmus A pra
uje na vstupe x kone£ne dlhoa potom svoju prá
u na x de�nitívne ukon£í, tak hovoríme, ºe algoritmusA zastaví na prípade problému x. Ak algoritmus A zastaví na kaºdommoºnom vstupe, tak hovoríme, ºe algoritmus A zastaví vºdy. Vyjadrenéslovami informatiky, od kaºdého algoritmu vyºadujeme, aby vºdy zastavil.Prirodzene m�ºete s po£udovaním namieta´: �To je predsa samozrejmé. Ktoby uº len vyvíjal programy, ktoré pra
ujú nekone£ne dlho, d�sledkom £ohonikdy nedajú ºiadny výstup?� Potrebujeme sa tým v�be
 zaobera´? Problémje ale v tom, ºe nie je ve©ké umenie vyvinú´ neúmyselne program, ktorýpre nejaké ²pe
iálne, ale moºné vstupy za£ne do nekone£na opakova´ nejaký
yklus. Ako sa m�ºe nie£o také sta´ profesionálnemu programátorovi? Ve©mi©ahko. Napríklad sta£í ak zabudne zobra´ do úvahy nejaké ²pe
iálne situá
ie,ktoré m�ºu, sí
e zriedkavo, ale predsa len za istý
h okolností, nasta´. Aby
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vi£ 2.4 NEÚMYSELNÁ NEKONE�NÁ �INNOS� 53sme videli, ako ©ahko sa nám £osi také m�ºe pritra�´, vrá´me sa k na²imku
hárskym algoritmom.Na²ím 
ie©om je, aby voda zovrela, a potom ju pouºi´ na prípravu £aju. Prit-om 
h
eme zaob
hádza´ opatrne s energiou a nene
ha´ vodu vrie´ zbyto£nedlh²ie ako 20 sekúnd. Na tento ú£el m�ºeme navrhnú´ program znázornenýna obrázku obr. 2.8. Vodu v nádobezohrievaj 10s

Dosiahlateplota vody
100◦C ?ÁNO

NIE

Zavar vodou £aj
Endobr. 2.8Na prvý poh©ad sa nám zdá, ºe je v²etko v poriadku a algoritmus pokladámeza funk£ný. Ale len dovtedy, pokia© sa nerozhodne tento re
ept na varenie£aju pouºi´ nejaký horoleze
 na vr
hole Matterhornu. V tejto nadmorskejvý²ke je niº²í tlak, a teda voda vrie pri niº²ej teplote a pri danom tlakunem�ºe dosiahnu´ teplotu 100◦C. Takºe test ná²ho programu nikdy nebudesplnený. Samozrejme, ºe horoleze
 nebude v pravom slova zmysle vari´ £ajdonekone£na, lebo bu¤ sa mu minie palivo, alebo sa vyparí voda z hrn
a.V²et
i vidíme, kde sa stala 
hyba. Jednodu
ho sme pri písaní re
eptu ne-mysleli na túto ²pe
iálnu situá
iu. A presne to isté sa m�ºe sta´ kaºdémuprogramátorovi, ak nemyslí neustále na v²etky prípady danej úlohy a nav²etky moºné ²pe
iálne situá
ie, ktoré m�ºu v priebehu výpo£tov nasta´. Zpodobný
h d�vodov spadla uº aj jedna raketa, lebo programátori nerátali stým, ºe pri výpo£to
h i
h programov m�ºu vzniknú´ také ve©ké £ísla, ktorésa nezmestia do 32-bitového registra. Na ukáºku ale uvedieme jednodu
h²ípríklad.
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vi£ 54 KAPITOLA 2Príklad 2.4 Na za£iatku obsahuje Register(0) £íslo 1 a v²etky ostatné reg-istre obsahujú £íslo 0. Vo vstupnom rade £akajú £ísla a a b. Naprogramovalisme nasledujú
i program.1 Na£ítaj do Register(1)2 Na£ítaj do Register(2)3 Register(3) ← -14 Ak Register(1) = 0, tak pokra£uj v riadku 85 Register(1) ← Register(1) + Register(3)6 Register(4) ← Register(4) + Register(2)7 Pokra£uj v riadku 48 Výstup ← Register(4)9 EndZodpovedajú
e gra�
ké znázornenie programu na
hádzame na obrázku obr. 2.9.Na£ítaj do Register(1)Na£ítaj do Register(2)Register(3) ← −1

Register(1)= 0NIEÁNO Register(1) ← Register(1) + Register(3)Register(4) ← Register(4) + Register(2)Výstup ← Register(4)End obr. 2.9Úlohou algoritmu je vypo£íta´ sú£in a ∗ b len pomo
ou s£ítania a od£ítania.V podstate ná² program po£íta
b + b + b + . . . + b
︸ ︷︷ ︸

a krát ,t.j. spo£ítava a-krát hodnotu b.
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vi£ 2.4 NEÚMYSELNÁ NEKONE�NÁ �INNOS� 55Úloha 2.12 Uvaºujme konkrétne vstupy a = 3 a b = 7. Vykonajte výpo£etprogramu na tomto vstupe. Zostavte tabu©ku, ktorá ukazuje po kaºdom krokuvýpo£tu (po vykonaní kaºdej in²truk
ie) stavy v²etký
h registrov.Ak a = 0, tak výsledok má by´ a ∗ b = 0 ∗ b = 0. To sa aj naozaj stane, lebo

a sa na£íta do prvého registra a test vo ²tvrtom riadku potom vedie priamodo �smeho riadku, v ktorom program dá na výstup obsah ²tvrtého registra,£o je v tomto prípade £íslo 0.Ak a > 1, pripo£ítame v ²iestom riadku programu £íslo b k obsahu ²tvrtéhoregistra, v ktorom má na kon
i osta´ de�nitívny výsledok. V piatom riadkuprogramu pritom zmen²íme obsah prvého registra o hodnotu 1. V prvomregistri bolo p�vodne uloºené £íslo a, a tak po i opakovania
h 
yklu pre i < aje v prvom registri £íslo a− i a vo ²tvrtom registri je uloºené £íslo
b + b + . . . + b
︸ ︷︷ ︸

i krát = i · b.Ak �Register(1) = 0�, tak po opustení 
yklu vieme, ºe 
yklus sme realizovalipráve a-krát a teda Register(4) obsahuje h©adanú hodnotu:
b + b + b + . . . + b
︸ ︷︷ ︸

a krát = a · b.Takºe vidíme, ºe sa nám podarilo vyvinú´ program, ktorý dokáºe násobi´ dve£ísla bez pouºitia operá
ie násobenia zo zoznamu na²i
h základný
h operá
ií.To znamená, ºe ke¤ z ná²ho zoznamu operá
ií vyne
háme operá
iu násobe-nia, neoslabíme s
hopnosti po£íta£a, a teda ani ná²ho pojmu algoritmus.Program na obrázku obr. 2.9 má ale predsa jeden zádrhe©. Na za£iatku smepovedali, ºe a a b sú 
elé £ísla. �o sa stane, ak je jedno z £ísiel, alebo obe£ísla a, b záporné? Ak je b záporné a a je kladné, 
yklus sa zopakuje presne
a-krát a dostaneme správny výsledok. Ak je ale a záporné, bude programdonekone£na vykonáva´ 
yklus. Pre£o? Register(1) bude obsahova´ na za-£iatku záporné £íslo. V priebehu 
yklu sa toto £íslo bude vºdy o jednotkuzmen²ova´, a teda obsah prvého registra sa nem�ºe nikdy zvä£²i´ na hodnotu
0. 2Úloha 2.13 Ako moºno upravi´ program z obrázku obr. 2.9 tak, aby korektnevynásobil dve £ísla a a b pomo
ou s£ítania a od£ítania, aj v prípade, ke¤ je £íslo azáporné?Úloha 2.14 Pokúste sa napísa´ program, ktorý vypo£íta pre dve kladné 
elé £ísla
a a b sú£et a + b, len pomo
ou nasledujú
i
h operá
ií
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56 KAPITOLA 2Register(i) ← Register(i)+1Register(j) ← Register(j)-1,ktoré zvä£²ujú alebo zmen²ujú obsah registrov o jedna. Okrem tý
hto dvo
h in-²truk
ií nie sú v programe dovolené ºiadne iné aritmeti
ké operá
ie.Nakonie
 vidíme, ºe v²etky algoritmy sa dajú prepísa´ do programu, ktorýpouºíva len testovanie obsahu registra na 0, pripo£ítanie a odpo£ítanie jed-notky a vstupno-výstupné operá
ie. Z tohto uhla poh©adu nemoºno ma´ºiadne po
hybnosti o tom, ºe to, £o ozna£ujeme za algoritmy, moºno naozajautomati
ky realizova´ na po£íta£i.Zvy²ok tejto kapitoly je venovaný len tým, ktorý by radi presnej²ie vedeli,ako vyzerá skuto£ný repertoár príkazov po£íta£a. Na za£iatok upozornímena to, ºe z ná²ho doteraj²ieho zoznamu treba vyne
ha´ operá
iu po£ítaniaodmo
niny. Na vypo£ítanie odmo
niny nejakého £ísla je nevyhnutné napísa´program, ktorý ju vypo£íta len pomo
ou základný
h aritmeti
ký
h operá
ií
+,−, ∗ a /. Takýto program nebudeme písa´, pretoºe to vyºaduje via
 prá
e,ako by sa na prvý poh©ad mohlo zda´.Na druhej strane nám ale 
hýba e²te zopár in²truk
ií, ktoré na realizá
iuistý
h úloh dokon
a nevyhnutne potrebujeme. Uvaºujme nasledujú
u úlohu.Ako vstup dostaneme postupnos´ 
elý
h £ísiel. Vopred ale nevieme ko©ko£ísiel sa na
hádza v tejto postupnosti. Konie
 postupnosti rozpoznáme lenv¤aka dohode, ºe v²etky £ísla v postupnosti sú r�zne od nuly a samotné £íslo0 ozna£uje konie
 postupnosti. Na²ou úlohou je v²etky £ísla tejto postupnos-ti na£íta´ a postupne uloºi´ do registrov Register(100), Register(101),Register(102), at¤. To znamená, ºe i-te £íslo postupnosti máme uloºi´ doregistra s adresou 100 + i − 1. Tento pro
es máme ukon£i´, ak na£ítame£íslo 0. Pri písaní zodpovedajú
eho programu by sme mohli vyskú²a´ za£a´nasledovným sp�sobom.1 Na£ítaj do Register(1)2 Ak Register(1) = 0, tak pokra£uj v riadku �3 Register(100) ← Register(1)4 Na£ítaj do Register(1)5 Ak Register(1) = 0, tak pokra£uj v riadku �6 Register(101) ← Register(1)7 Na£ítaj do Register(1)
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vi£ 2.4 NEÚMYSELNÁ NEKONE�NÁ �INNOS� 578 Ak Register(1) = 0, tak pokra£uj v riadku �9 Register(102) ← Register(1)...Na²a stratégia bude takáto. Nasledujú
e £íslo zo vstupného radu vºdy pre£í-tame do Register(1) a ke¤ je toto £íslo r�zne od nuly, tak ho uloºíme donajbliº²ieho vo©ného registra od adresy 100 smerom nahor. Jedinou otázkouje, ako pokra£ova´ ¤alej. Ke¤ je vstupná postupnos´ 17,−6, 0, musíme prá
uukon£i´. Ak má ale vstupná postupnos´ 10000 £ísiel, mal by ma´ ná² program30000 riadkov. Nevieme ale, kedy máme ukon£i´ písanie programu, a teda aninevieme, do ktorého riadku máme napísa´ in²truk
iu END. Preto sme pouºiliv programe ozna£enie �, lebo sme jednodu
ho nevedeli, do ktorého riadkum�ºeme END uloºi´. Jedno je ale jasné. Nem�ºeme napísa´ nekone£ný pro-gram. Vý
hodiskom by mohlo by´ pouºitie 
yklu znázorneného na obrázkuobr. 2.10. Na£ítaj do Register(1)

Register(1)= 0NIEÁNO Register(∆) ← Register(1)End Na£ítaj do Register(1)obr. 2.10Problém je len v tom, ºe nevieme, v ktorom registri Register(△) mámeuloºi´ práve na£ítané £íslo. Adresa △ nem�ºe by´ stále tá istá, pretoºe si
h
eme zapamäta´ v²etky £ísla postupnosti, teda kaºdé £íslo na inú adresu.V podstate máme v i-tom pre
hode 
yklom uloºi´ naposledy pre£ítané £íslodo registra s adresou 100 + i− 1. To ale nem�ºeme zrealizova´, pretoºe na²ein²truk
ie nám umoº¬ujú nahradi´ symbol△ len jedným konkrétnym £íslom,ktoré sa nemení.Z tý
hto d�vodov majú po£íta£e v základnom vybavení in²truk
ie takzvanejnepriamej adresá
ie. Vykonanie in²truk
ie
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vi£ 58 KAPITOLA 2(14) Register(Register(i)) ← Register(j)pre adresy i a j sp�sobí, ºe sa obsah j-tého registra uloºí do registra, ktoréhoadresa je obsahom i-teho registra.Je to komplikované? Pozrime sa na to na konkrétnom príklade. Ne
h obsahregistra Register(3) je 112 a obsah siedmeho registra je 24. Po£íta£ mávykona´ príkaz.Register(Register(3)) ← Register(7).Najprv si po£íta£ pozrie obsah tretieho registra a zistí, ºe tento obsah je 112.Potom uº len vykoná nám známy príkaz.Register(112) ← Register(7).Takºe £íslo 24, ktoré je obsahom siedmeho registra sa zapamätá v registriRegister(112). Okrem nového obsahu 24 v 112-tom registri sa nemeníobsah ºiadneho registra okrem nultého, ktorého hodnota sa ako zvy£ajnezvý²i o 1.Úloha 2.15 Pre vä£²inu doteraz predstavený
h po£íta£ový
h in²truk
ií existujevariant s nepriamou adresá
iou. Pokúste sa sami vysvetli´ význam nasledujú
i
hpríkazov:a) Register(k) ← Register(Register(m))b) Register(Register(i)) ← Register(l)*Register(j).Pomo
ou nepriamej adresá
ie sa dá vyrie²i´ aj ná² problém, ke¤ si 
h
emezapamäta´ neznámy po£et údajov. Rie²ením je program na obrázku 2.11. Vdruhom registri máme stále uloºenú aktuálnu adresu, na ktorú 
h
eme uloºi´nasledujú
e £íslo zo vstupného radu. Na za£iatku do druhého registra uloºímeadresu 100 a po kaºdom zapamätaní ¤al²ieho £ísla, zvý²ime o jednotku obsahdruhého registra. �íslo 1 je po 
elý £as uloºené v tre´om registri.Úloha 2.16 Vo vstupnom rade £akajú £ísla 113,-2,20,8,0. Simulujte krok po krokuprogram na obrázku 2.11 a na£rtnite pritom aktuálne obsahy registrov s adresami0, 1, 2, 3, 100, 101, 102, 103, 104 a 105. Predpokladáme, ºe za£iatku v²etky registreobsahujú £íslo 0.2.5 Zhrnutie, alebo £o sme sa tu nau£ili�i mi to veríte, alebo nie, ak ste úspe²ne vyrie²ili sformulované úlohy, tak steuº aj tro
hu programovali, a teda ste si aj vybudovali akú-takú predstavu
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vi£ 2.5 ZHRNUTIE 59

Na£ítaj do Register(1)
Register(1)= 0NIEÁNO Register(Register(2)) ← Register(1)End

Na£ítaj do Register(1)

Register(2) ← 101

Register(3) ← 1

Register(2) ← Register(2) + Register(3)obr. 2.11o tom, £o to znamená pra
ova´ ako programátor. To ale nebolo hlavným
ie©om tejto kapitoly.Na²ím 
ie©om bolo ujasni´ si význam pojmu algoritmus v zmysle formalizá
iepojmu metódy. Po
hopili sme, ºe na²e o£akávania na de�ní
iu tohto pojmuzodpovedajú nasledujú
im poºiadavkám:1. Metóda ako algoritmus na rie²enie nejakého problému sa musí da´úspe²ne aplikova´ aj ke¤ jej uºívate© nie je expertom na rie²enie danéhoproblému. Jednodu
ho netreba rozumie´ pre£o algoritmus dosiahnestanovený 
ie©. Sta£í, ak vieme vykonáva´ jednodu
hé £innosti, z ktorý
hje algoritmus zostavený. V de�ní
ii algoritmu musia by´ uvedené v zoz-name in²truk
ií a musí plati´ v²eobe
ný konsenzus o tom, ºe kaºdá ztý
hto in²truk
ií (£inností) je taká jednodu
há, ºe sa dá vykonáva´ au-tomati
ky (strojom).2. Algoritmus nenavrhujeme s 
ie©om vyrie²i´ nejaký ²pe
i�
ký prípadproblému. Algoritmus na rie²enie daného problému musí by´ s
hop-ný úspe²ne rie²i´ v²etky moºné prípady problému, ktorý
h je beºnenekone£ne ve©a. (Na zopakovanie: Problém je v²eobe
ne postavenáúloha, ako triedenie £ísiel, alebo rie²enie kvadrati
ký
h rovní
. Prípad
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vi£ 60 KAPITOLA 2problému je konkrétna úloha ako �Usporiadaj vzostupne £ísla 1, 7, 3, 2, 8�alebo �Nájdi rie²enie kvadrati
kej rovni
e 2x2 − 3x + 5 = 0�.)3. Pre algoritmus na rie²enie daného problému musíme ma´ istotu, ºe ten-to algoritmus opisuje úspe²nú 
estu rie²enia kaºdého prípadu problému.To znamená, ºe algoritmus ukon£í prá
u na kaºdom vstupe v kone£nom£ase a jeho výstup vºdy zodpovedá správnemu výsledku.Kaºdý algoritmus sa dá zapísa´ ako program v nejakom programova
omjazyku. Program je takým opisom algoritmu, ktorý je zrozumite©ný pre po£í-ta£. Pritom pojem program nie je synonymom pojmu algoritmus. Programnie je ni£ iné, ako postupnos´ in²truk
ií. Táto postupnos´ in²truk
ií nemusídáva´ ºiadny zmysel. Napríklad vykonávanie nejakého programu m�ºe vies´k nezmyselným výpo£tom, ktoré nerie²ia ºiadny problém, alebo k nekone£né-mu opakovaniu jednej a tej istej £innosti.Vzorové rie²enia k vybraným úlohámÚloha 2.2 Ku
hársky algoritmus na zohriatie 1 litra vody na aspo¬ 90◦C m�ºemeopísa´ takto:1 Nalej 1 liter vody do hrn
a H.2 Postav hrnie
 H na 15 sekúnd na horú
u platni£kua potom ho z platni£ky zodvihni.3 Ak teplota vody dosiahla aspo¬ 90◦C, ukon£i prá
u.Ak nie, pokra£uj v prá
i £innos´ou 2.Úloha 2.3 Stav pamäti po vykonávaní jednotlivý
h in²truk
ií názorne priblíºimepomo
ou nasledujú
ej tabu©ky. 1 2 3 4 5Vstup 11, 12, 13 12, 13 12, 13 13Register(0) 1 2 3 4 5Register(1) 0 11 11 11 11Register(2) 1117 1117 100 100 13Register(3) 21 21 21 12 12Register(4) 0 0 0 0 0Prvý st¨pe
 tabu©ky zodpovedá situá
ii pred ²tartom programu. St¨pe
 i+1 opisujestav pamäti a vstupného radu tesne po vykonaní i-tej in²truk
ie programu, tedapred vykonávaním (i + 1)-tej in²truk
ie.
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vi£ 2.5 ZHRNUTIE 61Úloha 2.8 Daný program najprv na£íta tri hodnoty zo vstupného radu (in²truk
iev riadko
h 1, 2, a 3). Potom vypo£íta i
h sú£et a uloºí ho do ²tvrtého regis-tra (riadky 4 a 5). V riadko
h 6 a 7 sa vypo£íta priemer na£ítaný
h hodn�t avýsledok sa uloºí do ²iesteho registra. Príkaz v �smom riadku vypí²e vypo£ítanýpriemer na výstup. Nasledujú
a tabu©ka, podobne ako tabu©ka v úlohe 2.3, ukazujevývoj situá
ie po vykonaní jednotlivý
h in²truk
ií. Aby sme zvý²ili preh©adnos´,uvádzame hodnoty registrov len vtedy, ak sa zmenil v tomto kroku výpo£tu i
hobsah.Vstup a, b, c b, c cRegister(0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Register(1) 0 aRegister(2) 0 bRegister(3) 0 cRegister(4) 0 a + b a + b + cRegister(5) 0 3Register(6) 0 a+b+c

3Výstup a+b+c
3
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£ Ve©a by sa toho vo svete neudialo, keby sme sa neustáleiba stra
hovali aké d�sledky bude ma´ na²e úsilie.Georg Christoph Li
htenberg

Kapitola 3Nie je nekone£no ako nekone£no, alebopre£o je nekone£no v informatikenekone£ne d�leºité?
3.1 Pre£o potrebujeme nekone£no?Nám známy vesmír je kone£ný a vä£²ina fyzikálny
h teórií je zaloºená napredstave kone£ného vesmíru. V²etko to, £o vidíme, £oho sa dotýkame a s£ím pri
hádzame do kontaktu je kone£né.Na £o je potom dobré nekone£no?Je nekone£no nie£o neprirodzené a vykon²truované, jednodu
hohra£ka matematiky?Napriek moºným po
hybnostiam pri prvom stretnutí s kon
eptom nekone£na,dovolíme si tvrdi´, ºe nekone£no je úspe²ný nástroj na skúmanie reálnehokone£ného sveta. Na²e prvé stretnutie s nekone£nom absolvujeme vä£²inouuº na prvom stupni základnej ²koly, kde sa zoznamujeme s mnoºinou v²etký
hprirodzený
h £ísiel

N = {0, 1, 2, 3, . . .}.Základný prin
íp de�novania tejto mnoºiny je jednodu
hý:
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vi£ 64 KAPITOLA 3Pre kaºdé prirodzené £íslo i existuje o jednotku vä£²ie prirodzené£íslo i + 1.Vyjadrené inými slovami, neexistuje najvä£²ie £íslo (ktoré by bolo vä£²ie akov²etky ostatné), pretoºe pre kaºdé £íslo existujú od neho vä£²ie £ísla. �o toznamená? Jednodu
ho nie je moºné zapísa´ v²etky prirodzené £ísla jednoza druhým, pretoºe nezávisle od toho, ko©ko £ísiel sme uº zapísali, stálenasledujú ¤al²ie a ¤al²ie. Tak m�ºeme pokra£ova´ bez toho, aby sme skon£ili,a preto hovoríme o poten
iálnom nekone£ne alebo o neobmedzenompo£te prirodzený
h £ísel. Podobne je to s priamkou v geometrii. Priamka jepoten
iálne nekone£ná a teda má nekone£nú d¨ºku, pretoºe m�ºeme po nejpo
hodova´ neobmedzene dlho. Na jej konie
 nikdy neprídeme a je jedno,kde sa na nej na
hádzame, vºdy m�ºeme v 
h�dzi pokra£ova´ ¤alej v tomistom smere.Hlavný problém s kon
eptom nekone£na je v na²ej nes
hopnosti, si nekone£nopredstavi´. Aktuálne nekone£no nem�ºeme jednodu
ho vidie´ naraz 
elé.Chápeme, ºe máme nekone£ne ve©a (neobmedzene ve©a) prirodzený
h £ísiel,ale nie sme s
hopní vidie´ naraz v²etky prirodzené £ísla. Presne tak isto, akonem�ºeme naraz vidie´ 
elú nekone£nú priamku. Sme s
hopní pozorova´ vºdylen nejaký kone£ný zlomok (kone£nú £as´) uvaºovaného nekone£ného objektu.Napriek tomu ozna£ujme nekone£né objekty pomo
ou symbolov a potompra
ujeme s týmito symbolmi ako s kone£nými reprezentá
iami nekone£ný
hobjektov.Na tomto mieste by niekto mohol navrhnú´ nahradi´ kon
ept nekone£na po-mo
ou jedného obrovského, ale kone£ného ohrani£enia. Napríklad, m�ºemesa rozhodnú´ de�nova´ ako najvä£²ie prirodzené £íslo po£et1 protónov v zná-mom vesmíre. Takto ohrani£ené mnoºstvo £ísiel nám vo vä£²ine po£tový
húkonov a úvah bude aj sta£i´. Ale v okamihu, ke¤ sa budeme snaºi´ vypo£íta´energiu 
elého vesmíru, alebo sa budeme 
h
ie´ zaobera´ v²etkými moºnýmivz´ahmi medzi elementárnymi £asti
ami, nám takto ohrani£ené £ísla nebudústa£i´. Je jedno, ako ve©ké £íslo si zvolíme ako moºné ohrani£enie po£tu £ísiel,vºdy sa nájdu zmysluplné situá
ie, ktorý
h ²túdium si vyºaduje prá
u s e²tevä£²ími £íslami. Navy²e nejde len o to, ºe si vieme ku kaºdému £íslu pred-stavi´ od neho e²te vä£²ie £íslo. Toto vä£²ie £íslo m�ºeme dokon
a vºdy ajzapísa´, a teda nepo
hybujeme o jeho existen
ii. Pre£o by sme si mali potomzakazova´ nie£o, £o existuje a prípadne to m�ºeme dokon
a aj potrebova´?Ak ale 
h
eme £itate©a presved£i´ o uºito£nosti kon
eptu nekone£na, potrebu-jeme predloºi´ via
 argumentov ako len prirodzenú existen
iu poten
iálneho1Toto £íslo pozostáva zo 79 de
imálny
h £ísli
.
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vi£ 3.1 PRE�O POTREBUJEME NEKONE�NO? 65nekone£na. Dovolíme si tvrdi´, ºe v¤aka kon
eptu nekone£na dokáºeme ná²kone£ný svet úspe²nej²ie skúma´ a lep²ie 
hápa´. Nekone£no nám neumoº¬u-je uvaºova´ len o nekone£ný
h ve©kostia
h. M�ºeme uvaºova´ aj o nekone£nemalý
h objekto
h.Ktoré £íslo je najmen²ie kladné ra
ionálne £íslo? Inými slovami:�Ktorý zlomok je najmen²í zlomok vä£²í od nuly?�Za£nime s príkladom zlomku 1/1000. Ten m�ºeme deli´ dvomi a dostanemezlomok 1/2000, ktorý je men²í ako 1/1000. Zlomok 1/2000 m�ºeme znovavydeli´ dvomi a dostaneme zlomok 1/4000. Je jedno nako©ko malý kladnýzlomok

1

xvezmeme, vºdy ho m�ºeme vydeli´ dvomi a dostaneme kladný zlomok
1

2x
,ktorý je e²te men²í ako 1/x a pritom stále vä£²í ako 0. Vidíme, ºe tento príbehje bez kon
a. Ku kaºdému kladnému ra
ionálnemu £íslu existuje men²iekladné ra
ionálne £íslo, at¤.David Hilbert (1862�1943), jeden z najslávnej²í
h matematikov svojej doby,povedal:�V istom zmysle nie je matemati
ká analýza ni£ím iným, akosymfóniou na tému nekone£na.�A my k tomu pridávame, ºe bez pojmu nekone£na by nemohla existova´ani fyzika, tak ako ju poznáme. K©ú£ové kon
epty matematiky ako limita,derivá
ia, integrál, spojitos´ a diferen
iálne rovni
e sú vybudované na po-jme nekone£na a nem�ºu bez neho existova´. A bez tý
hto kon
eptov nie jefyzika s
hopná modelova´ ná² svet. Problémy by nastali uº pri de�ní
ii zák-ladný
h fyzikálny
h pojmov. Ako by sme bez tý
hto matemati
ký
h pojmova kon
eptov de�novali napríklad pojem zrý
hlenia? Mnohé z tý
hto pojmovvznikli práve preto, ºe i
h fyzika potrebovala pre vlastný vývoj.D�sledkom na²i
h úvah je, ºe bez pojmu nekone£na by zmizli ve©ké £astimatematiky. Vzh©adom na to, ºe matematika je formálny jazyk 
elej vedy amy dnes spájame istý stupe¬ �zrelosti� vedný
h dis
iplín so stup¬om pouºí-vania tohto jazyka, vrhlo by vymazanie pojmu nekone£na 
elú vedu stáro£ianazad.Rovnako to platí aj pre informatiku. Potrebujeme rozli²ova´ programy (ktorépripú²´ajú nekone£né výpo£ty) od algoritmov (ktoré garantujú ukon£enie
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vi£ 66 KAPITOLA 3výpo£tov v kone£nom £ase). Navia
 existuje nekone£ne ve©a programov anekone£ne ve©a r�zny
h výpo£tový
h úloh. Typi
ké výpo£tové problémy po-zostávajú z nekone£ného po£tu prípadov problému. Nekone£no je v infor-matike neodmyslite©né.Cie©om tejto kapitoly nie je len ukáza´, ºe kon
ept nekone£na je úspe²nýmnástrojom výskumu v informatike. Ako keby nám nesta£ilo, ºe sa musímetrápi´ s po
hopením poten
iálneho a aktuálneho nekone£na, ktoré sme nikdynevideli a ani neuvidíme, za´aºíme £itate©a e²te náro£nej²ou otázkou:�Existuje len jedno nekone£no, alebo existuje via
 r�zne ve©ký
hnekone£ien?�Neprehá¬ame to tro
hu a nehráme sa na ved
ov, ktorí uº od dobroty nevedia,£o by mohli robi´ a venujú sa nezmyselným umelým kon²truk
iám? Nie. Tátovysoko abstraktná otázka má pre vedu neuverite©ne ve©kú hodnotu. Na²ím
ie©om je predstavi´ jeden z najd�leºitej²í
h objavov o nekone£ne a ukáza´,ºe existujú prinajmen²om dve2 r�zne ve©ké nekone£ná. �o tým získame?V¤aka tomuto objavu m�ºeme ukáza´, ºe po£et r�zny
h algoritmi
ký
h úlohje vä£²í ako po£et v²etký
h programov. Takto dostaneme prvý základnývýsledok informatiky, ktorý má �lozo�
kú h¨bku a je k©ú£ovým príspevkompre 
elú vedu.Nie v²etko je automatizovate©né, pretoºe existujú úlohy, ktoré sanedajú rie²i´ pomo
ou ºiadny
h algoritmov.V¤aka tomuto prvému existen£nému kroku nájdeme v nasledujú
ej kapitolekonkrétne zmysluplné problémy z praxe, ktoré sa nedajú rie²i´ algoritmi
ky,teda automati
ky s pomo
ou výpo£tovej te
hniky. Je to nádherný príkladtoho, ako kon
ept nejakého v realite neexistujú
eho objektu m�ºe vies´ kobjavu, ktorý má nemalý vplyv na prax. Moºno ste prekvapení, ale nez-abúdajme na nasledujú
e. Cesta k vede
kým poznatkom 
ez hypoteti
kékon
epty vo fyzikálnej realite neexistujú
i
h abstraktný
h objektov je sk�rtypi
ká neº výnimo£ná. A najd�leºitej²ie, £o sa ráta, je to, £i sme dosiahliná² výskumný 
ie©. To zodpovedá presne tomu, £o sme sa v prvej kapi-tole nau£ili od Gödela. Potrebujeme nové pojmy, aby sme mohli skúma´ adokazova´ pravdivos´ vede
ký
h tvrdení, ktoré s týmito pojmami vo svojejformulá
ii nemajú ni£ spolo£né.2Existuje nekone£ne ve©a r�zne ve©ký
h nekone£ien.
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h) £ísiel je ve©mi jednodu
hé. V²etky £ísla leºia nareálnej osi a z dvo
h £ísiel je vºdy men²ie to, ktoré sa na
hádza v©avo odtoho druhého (obr. 3.1). 2 7... ...obr. 3.1Takºe 2 je men²ie ako 7, pretoºe £íslo 2 sa na
hádza v©avo od £ísla 7. Toale nie je kon
ep
ia na porovnávanie £ísiel, pretoºe a priori ukladáme £íslana hypoteti
kú reálnu os tak, aby i
h hodnoty rástli v smere z©ava dopravaa klesali v smere sprava do©ava. Ale na osi leºia len kone£ne ve©ké £ísla.Je jedno, ktoré miesto (bod) reálnej osi uvaºujeme, vºdy na ¬om leºí jednokonkrétne kone£ne ve©ké £íslo. A to platí napriek nekone£nosti reálnej osiv obo
h smero
h. Toto je kon
ep
ia poten
iálneho nekone£na. Na tejtoosi m�ºeme ís´ ©ubovo©ne ¤aleko doprava, alebo do©ava a jedno na akommieste sa zastavíme, vºdy tam nájdeme jedno konkrétne kone£ne ve©ké £íslo.Nekone£né £ísla na osi nenájdeme. V matematike pouºívame pre ozna£enienekone£na symbol

∞�leºatá osmi£ka�, ktorý je odvodený od hebrejského symbolu aleph. Ak aleve©kos´ v²etký
h nekone£ien budeme ozna£ova´ jedným symbolom ∞, neb-udeme ma´ moºnos´ ve©kosti r�zny
h nekone£ien porovnáva´.�o robi´?V tejto situá
ii potrebujeme novú reprezentá
iu £ísiel a na to potrebujemepojem mnoºiny. Mnoºina je kolek
ia (zbierka, súbor) r�zny
h objektov, ktorénazývame prvkami mnoºiny. Napríklad {2, 3, 7} je mnoºina, ktorá obsahujetri £ísla 2, 3 a 7. Pri ozna£ovaní mnoºín pouºívame zloºené zátvorky { a
}. Mnoºina {Janko, Ani£ka, Peter, Paula} obsahuje ²tyri objekty (prvky)Janko, Ani£ka, Peter a Paula. Pre kaºdú mnoºinu A ozna£ujeme pomo
ousymbolu

|A|po£et prvkov v A a hovoríme o mohutnosti (kardinalite) mnoºiny A.Napríklad
|{2, 3, 7}| = 3 a |{Janko, Ani£ka, Peter, Paula}| = 4.
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ou mohutností mnoºín. Takºe mohutnos´mnoºiny {2, 3, 7} reprezentuje £íslo 3. O£ividne takýmto sp�sobom získavamepre kaºdé kladné 
elé £íslo nekone£ne ve©a reprezentá
ií. Napríklad

|{1, 2}| , |{7, 11}| , |{Peter, Paula}| , |{�,©}|sú v²etko reprezentá
ie £ísla 2. Nie je to tro
ha prehnané a zbyto£ne kom-plikované? Takto p�vodne reprezentovali £ísla na²i prapredkovia. �o smezískali touto reprezentá
iou, okrem návratu do dávnej minulosti?Pre porovnávanie kone£ne ve©ký
h £ísiel je táto reprezentá
ia £ísiel moºnoskuto£ne ar
hai
ká a neprakti
ká. Ale výhodou tejto reprezentá
ie je, ºemoºeme porovnáva´ nekone£né ve©kosti. �íslo pre ve©kos´ N = {0, 1, 2, . . .}je nekone£ne ve©ké £íslo, ktoré reprezentuje po£et v²etký
h prirodzený
h £ísel.Ke¤ pomo
ou Q+ ozna£íme mnoºinu v²etký
h kladný
h ra
ionálny
h £ísiel,potom je £íslo
∣
∣Q+

∣
∣nekone£ne ve©ké £íslo, ktoré reprezentuje po£et v²etký
h kladný
h ra
ionál-ny
h £ísiel (kladný
h zlomkov). Podobne ozna£uje

|R|po£et reálny
h £ísiel, ke¤ predpokladáme, ºe R reprezentuje mnoºinu reál-ny
h £ísiel. Teraz 
hápeme prednosti uvedenej reprezentá
ie £ísiel. Odrazumáme moºnos´ pýta´ sa:�Je |N| men²ie ako |R| ?�alebo �Je |Q+| rovnako ve©ké ako |R| ?�V¤aka tejto reprezentá
ii £ísiel m�ºeme po prvýkrát sformulova´ otázku, £ije nejaké nekone£no vä£²ie ako iné nekone£no.V tomto okamihu sa nám podarilo zredukova´ ná² problém porovnávania£ísiel na porovnávanie ve©kosti (mohutnosti) mnoºín. Ako ale porovna´ mo-hutnos´ dvo
h mnoºín? Ak sú obe mnoºiny kone£né, je to jednodu
hé. Spo£í-tame po£et prvkov v obo
h mnoºiná
h a porovnáme beºným sp�sobom zod-povedajú
e £ísla. V prípade nekone£ný
h mnoºín tento postup ale nevediek výsledku. Ak skúsime spo£íta´ po£et prvkov nejakej nekone£nej mnoºiny,po£ítanie nikdy neskon£íme, a k porovnávaniu sa ani nedostaneme. To zna-mená, ºe potrebujeme novú v²eobe
nú metódu, ktorú by sme mohli apliko-va´ na porovnávanie mohutnosti mnoºín, bez oh©adu na to, £i sú to mnoºiny
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obr. 3.2kone£né, alebo nekone£né. Takto sa znova na
hádzame na tej najhlb²ej ax-iomati
kej úrovni vedy. Na²ou úlohou je de�nova´ pojem �nekone£na� ada´ presný význam vz´ahu �men²í alebo rovnako ve©ký ako� pre mohutnostidvo
h mnoºín.Tu sa ne
háme pou£i´ ba£om. Nemusíme sa za to hanbi´, matemati
i tourobili tieº a okrem toho spája´ múdros´ len so vzdelaním, by bolo ve©kou
hybou.Ná² ba£a má po£etnú £riedu ovie
, v ktorej je ve©a biely
h a ve©a £ierny
hovie
. Ba£a ne
hodil nikdy do ²koly, a preto, napriek svojej múdrosti (ktoráho drºí vysoko v horá
h ¤aleko od hekti
kej 
ivilizá
ie), vie po£íta´ len dotro
h. Ba£a 
h
e zisti´, £i má via
 £ierny
h ako biely
h ovie
, alebo £i je tonaopak (obr. 3.2).Ako to m�ºe zisti´ bez toho, aby ov
e spo£ítal? Jednodu
ho. Vezme jednubielu a jednu £iernu ov
u a vytvorí z ni
h jeden pár.
(biela ov
a, £ierna ov
a).Tento pár po²le z lúky do ko²iara. Potom vytvorí ¤al²í pár (biela ov
a,£ierna ov
a) a po²le ho tieº do ko²iara (obr. 3.3). Takto ba£a pokra£ujedovtedy, pokia© na pasienku neostanú len ov
e jedného druhu, alebo ºiadne
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obr. 3.3ov
e. To znamená, ºe ba£a ukon£í vytváranie párov, ke¤ uº na pasienkunem�ºe vytvori´ ºiadny pár z jednej bielej a jednej £iernej ov
e. Teraz uvaºujeba£a nasledujú
o:(i) Ak na pasienku neostala ºiadna ov
a, mám presne to©ko biely
h ovie
ko©ko £ierny
h.(ii) Ak mi na pasienku ostali len biele ov
e, mám via
 biely
h ako £ierny
hovie
 (obr. 3.3).(iii) Ak mi na pasienku ostali len £ierne ov
e, mám via
 £ierny
h ako biely
hovie
.Ba£ov záver (i) a párovanie ov
í si matemati
i zvolili za základný kon
ept naporovnávanie mohutnosti mnoºín.De�ní
ia 3.1 Ne
h A a B sú dve mnoºiny. Párovanie mnoºín A a B jevytvorenie párov (a, b) tak, ºe platí:(i) a patrí do A (a ∈ A) a b patrí do B (b ∈ B).(ii) kaºdý prvok z A sa na
hádza práve v jednom páre párovania (ºiadnyprvok z A sa nena
hádza v dvo
h, alebo via
erý
h páro
h a nijaký zprvkov neostal nezaradený do páru (neostal na o
ot)),(iii) kaºdý prvok z B je druhým prvkom práve jedného páru v párovaní.Pre kaºdý pár (a, b) hovoríme, ºe a a b sú spolu zosobá²ení. Hovoríme, ºe
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|A|= |B | ,ak existuje nejaké párovanie mnoºín A a B. Hovoríme, ºe A a B sú r�zneve©ké a pí²eme
|A| 6= |B | ,ak neexistuje ºiadne párovanie mnoºín A a B.Uvaºujme napríklad mnoºiny A = {2, 3, 4, 5} a B = {2, 5, 7, 11} na obr. 3.4.

2 ◦

3 ◦

4 ◦

5 ◦

◦ 2

◦ 5

◦ 7

◦ 11

A Bobr. 3.4Obrázok 3.4 znázor¬uje párovanie
(2, 2), (3, 5), (4, 7), (5, 11).Kaºdý prvok z A je práve v jednom páre ako prvý prvok (napríklad 4 z A je vtre´om páre) a kaºdý prvok páru z B je práve v jednom páre ako druhý prvokpáru (napríklad 5 z B je v druhom páre). Inými slovami, kaºdý prvok z A jezosobá²ený práve s jedným prvkom z B, kaºdý prvok B je zosobá²ený práves jedným prvkom z A a teda ºiadny prvok z A, alebo B neostal slobodný.V¤aka tomu m�ºeme usúdi´, ºe platí
|{2, 3, 4, 5}| = |{2, 5, 7, 11}| .Samozrejme medzi A a B m�ºeme navrhnú´ aj iné párovanie. Príklad inéhomoºného párovania je
(2, 11), (3, 7), (4, 5), (5, 2).Úloha 3.1 a) Napí²te dve iné párovania mnoºín A = {2, 3, 4, 5} a B = {2, 5, 7, 11}.
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vi£ 72 KAPITOLA 3b) Pre£o nie je (2, 2), (4, 5), (5, 11), (2, 7) párovaním mnoºín A a B?Pod©a tohto kon
eptu sú mnoºina A ºien a mnoºina B muºov rovnako mo-hutné, ak m�ºeme vyda´ v²etky ºeny a oºeni´ v²etký
h muºov tak, ºe niktoneostane na o
ot3.Medzi mnoºinamiC = {1, 2, 3} a D = {2, 4, 6, 8} neexistuje ºiadne párovanie,pretoºe kaºdý pokus o párovanie sa skon£í tým, ºe v mnoºine D ostane je-den prvok navia
. To znamená, ºe |D| 6= |C|. Obrázok 3.5 ukazuje jedenneúspe²ný pokus o párovanie.

1 ◦

2 ◦

3 ◦

◦ 2

◦ 4

◦ 6

◦ 8

C Dobr. 3.5
1 ◦

2 ◦

3 ◦

◦ 2

◦ 4

◦ 6

◦ 8

C Dobr. 3.6Obrázok 3.6 ukazuje iný neúspe²ný pokus o párovanie mnoºín C a D. Tentopokus nevedie ku korektnému párovaniu, pretoºe prvok 3 z C je v dvo
hpáro
h (3, 4) a (3, 8) a teda je dvakrát ºenatý.3Uvaºujme len svadby párov s r�znym pohlavím.
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ept párovania sme ale nezaviedli na to, aby sme porovnávali kone£némnoºiny. To sme vedeli robi´ uº predtým aj bez tohto komplikovaného prís-tupu. Teraz sme si len overili, ºe v kone£nom svete ná² kon
ept fungujesprávne. Keby to nebolo tak, bol by to 
hybný kon
ept a nemohli by smeho pouºíva´. Pokúsme sa ho teraz aplikova´ na nekone£né mnoºiny. Uvaºu-jme najprv mnoºinu v²etký
h párny
h £ísiel a mnoºinu v²etký
h nepárny
hprirodzený
h £ísiel. Tieto mnoºiny sa zdajú by´ rovnako ve©ké, takºe sato pokúsime na²ím kon
eptom porovnávania ve©kosti mnoºín aj zd�vodni´.Budeme párova´ kaºdé párne £íslo 2i s o jednotku vä£²ím nepárnym £íslom

2i + 1.Na obrázku 3.7 vidíme, ºe takto dostávame nasledovný
h nekone£ne ve©apárov:
(0, 1), (2, 3), (4, 5), (6, 7), . . . , (2i, 2i + 1), . . . .

0 ◦

2 ◦

◦ 1

◦ 3

◦ 5

◦ 7

Npár Nnepár

4 ◦

6 ◦

2i ◦

2i + 2 ◦

◦ 2i + 1

◦ 2i + 3

::
::

::::
obr. 3.7Presved£me sa o tom, ºe táto postupnos´ párov je korektným párovanímmnoºín Npár a Nnepár. �iadny prvok z Npár alebo Nnepár nie je prvkom dvo
halebo via
erý
h párov (nie je via
násobne ºenatý). �alej vidíme, ºe ºiadnyprvok neostane slobodný. Pre kaºdé párne £íslo 2k z Npár je toto £íslo v páre

(2k, 2k + 1). Pre kaºdé nepárne £íslo 2m + 1 z mnoºiny Nnepár existuje vpárovaní pár (2m, 2m + 1). Pod©a ná²ho kon
eptu teda m�ºeme poveda´, ºe
|Npár| = |Nnepár|.Úloha 3.2 Dokáºte, ºe |Z+| = |Z−|, pri£om Z+ = {1, 2, 3, 4, . . .} a Z− = {−1,
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−2, −3, −4, . . .}. Na£rtnite párovanie aj gra�
ky, podobne ako sme to urobili naobrázku 3.7.Doteraz prebiehalo v²etko pod©a o£akávania a na²a argumentá
ia bola sku-to£ne priezra£ná. Teraz pri
hádza nie£o, £o nie je aº tak jednodu
ho na prvýpokus strávite©né. Uvaºujme mnoºiny
N = {0, 1, 2, 3, . . .} a Z+ = {1, 2, 3, 4, . . .} .V²etky prvky mnoºiny Z+ sú v N, a teda platí

Z+ ⊆ N,£o znamená, ºe Z+ je podmnoºinou mnoºiny N. Okrem toho platí, ºeprvok 0 je v N, ale nie je v Z+. V takomto prípade hovoríme, ºe Z+ jevlastná podmnoºina mnoºiny N a pí²eme Z+ ⊂ N. Pojem �A je vlastnápodmnoºina B� znamená, ºe A je £as´ou B, ale nie 
elým B. Názorne tútosituá
iu vidíme pre
Z+ ⊂ N.na obrázku 3.8. Mnoºina Z je v N úplne obsiahnutá, ale nie je to 
elá mnoºina

N, lebo 0 ∈ N a 0 /∈ Z+.
0 1 2 3 4 ...◦ ◦ ◦ ◦ ◦

Z
+

Nobr. 3.8Napriek tomu teraz tvrdíme, ºe platí
|N| =

∣
∣Z+

∣
∣ ,teda, ºe tieto dve nekone£ná |N| a |Z+| sú rovnako ve©ké. Od�vodníme tonasledujú
im párovaním

(0, 1), (1, 2), (2, 3), . . . , (i, i + 1), . . . ,ktoré je znázornené na obrázku 3.9.
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0 ◦

1 ◦

◦ 1

◦ 2

◦ 3

◦ 4

N Z
+

2 ◦

3 ◦

4 ◦

i ◦

◦ 5

◦ i + 1

:::: ::::
obr. 3.9Jasne vidíme, ºe prvky z mnoºín N a Z+ sú korektne popárované (zosobá²ené).�iadny prvok neostal na o
ot (slobodný). To znamená, ºe N nie je vä£²ie ako

Z+, aj ke¤ o£ividne má N via
ej prvkov ako Z+. Ná² výsledok hovorí vpodstate, ºe platí
∞+ 1 =∞.Inými slovami, pripo£ítanie jednotky k nekone£nu nevedie k vzniku vä£²iehonekone£ného £ísla. V tejto formulá
ii to uº nie je aº také prekvapujú
e. �oºeje 1 v porovnaní s nekone£nom? Také mali£ké ni£, ktoré smieme prehliadnu´.Táto zdanlivo prekvapujú
a kombiná
ia vlastností mnoºín

Z+ ⊂ N (obr. 3.8) a ∣∣Z+
∣
∣ = |N| (obr. 3.9)je základom, na ktorom m�ºeme postavi´ de�ní
iu nekone£na. Na objave-nie tejto de�ní
ie matemati
i potrebovali stáro£ia a na jej po
hopenie a ak-
eptovanie desa´ro£ia. Táto de�ní
ia poskytuje presne to, £o sa od de�ní
ienekone£na o£akáva. Na základe tejto de�ní
ie sme s
hopní rozli²ova´ kone£némnoºiny od nekone£ný
h mnoºín.De�ní
ia 3.2 Mnoºina A je nekone£ná vtedy a len vtedy, ak obsahujevlastnú podmnoºinu B takú, ºe platí

|A| = |B| .Inými slovami to m�ºeme sformulova´ takto:�Nejaký objekt je nekone£ný práve vtedy, ak obsahuje nejakú vlast-nú £as´, ktorá je rovnako ve©ká ako 
elý objekt. �
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vi£ 76 KAPITOLA 3Teraz m�ºete namieta´: �Toto za²lo uº pri¤aleko. S takýmto nie£ím nem�ºemsúhlasi´. Ako m�ºe by´ nejaká vlastná £as´ nejakého 
elku rovnako ve©ká akosamotný 
elok? Také da£o predsa neexistuje!�Te²í ma, ºe takto rozmý²©ate. Práve preto je táto de�ní
ia vhodná. V reál-nom svete, v ktorom je v²etko kone£né, nem�ºe by´ ºiadna £as´ 
elku rovnakove©ká, ako samotný 
elok. Na tomto sa asi zhodneme. Teda ºiadny reálny(kone£ný) objekt túto zvlá²tnu vlastnos´ nemá. Takºe v súlade s de�ní-
iou 3.2 nie sú tieto objekty nekone£né, teda sú kone£né. Ale v hypoteti
k-om svete nekone£na je nielen moºné, ale je dokon
a povinnos´ou ma´ tútozvlá²tnu vlastnos´. A táto vlastnos´ je presne to, £o potrebujeme na odlí²enienekone£na od kone£ný
h objektov. Objekt, ktorý má vlastnos´ pod©a de�ní-
ie 3.2 je nekone£ný, a objekty, ktoré túto vlastnos´ nemajú, sú kone£né.Takto pomo
ou de�ní
ie 3.2 m�ºeme triedi´ objekty na kone£né a nekone£néa to je práve to, kv�li £omu sme sa snaºili nájs´ de�ní
iu nekone£na.Aby sme lep²ie po
hopili túto £udesnú a pritom predsa len 
harakteristi
kúvlastnos´ nekone£ný
h objektov, uvádzame nasledujú
e dva príklady.Príklad 3.1 Hotel HilbertHilbertov hotel4 je rozprávkový hotel. Má nekone£ne ve©a jednoposte©ový
hizieb. Tieto izby sú o£íslované resp. pomenované takto:

Z(0), Z(1), Z(2), Z(3), . . . , Z(i), . . . .V okamihu prí
hodu nového hos´a sú v²etky izby obsadené, v kaºdej bý-va práve jeden hos´. Nový hos´ sa pýta re
ep£ného: �Máte pre m¬a vo©núizbu?� �Samozrejme�, odpovedá re
ep£ný a ubytuje nového hos´a nasledu-jú
im sp�sobom. Poºiada kaºdého hos´a v hoteli, aby sa pres´ahoval do izbys o jednotku vy²²ím poradovým £íslom. Hos´ z izby Z(0) sa takto pres´ahujedo izby Z(1), hos´ z izby Z(1) sa ubytuje v izbe Z(2) a tak ¤alej. Vo v²eobe
-nosti m�ºeme poveda´, ºe hos´ z izby Z(i) sa pres´ahuje do izby Z(i + 1).Týmto sp�sobom sa uvo©ní izba Z(0) a re
ep£ný túto izbu dá novému hos´ovi(obr. 3.10).Vidíme, ºe po takomto pres´ahovaní je izba Z(0) vo©ná a kaºdý z hotelový
hhostí má pre seba vlastnú izbu. Matemati
i by od�vodnili toto tvrdenie takto.Pretoºe hos´ z izby Z(0) sa ods´ahoval, je o£ividné, ºe táto izba sa uvo©nilaa ostala po s´ahovaní prázdna. Potrebujeme e²te ukáza´, ºe po s´ahovaní mákaºdý hos´ vlastnú izbu. Ne
h H je ©ubovo©ný hos´. Tento hos´ býval pred4Tento rozprávkový hotel nesie meno Davida Hilberta, jedného z najslávnej²í
h matem-atikov v²etký
h £ias.
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Z(0) Z(1) Z(2) Z(3) Z(i) Z(i + 1) Z(i + 2)
......... .........

nový hos´ obr. 3.10s´ahovaním v konkrétnej izbe. Ne
h Z(n) je izba hos´a H pred s´ahovaním.Pod©a pokynu re
ep£ného opustí H izbu Z(n) a pres´ahuje sa do izby Z(n+1).To H m�ºe urobi´, pretoºe p�vodný obyvate© izby Z(n+1) sa pres´ahoval doizby Z(n+2). V¤aka tomu je po s´ahovaní hos´ H jediným obyvate©om izby
Z(n + 1). Pretoºe táto úvaha platí pre kaºdého hos´a ubytovaného v hoteli,sú po s´ahovaní v²et
i hostia vo vlastný
h jednoposte©ový
h izbá
h.Toto rie²enie ukazuje, pre£o bolo aktuálne nekone£no dlhý £as v matematikeparadoxom5. Nekone£ný Hilbertov Hotel je aktuálne nekone£no. Také nie£omoºno znázorni´ len znázornením kone£nej £asti a troma bodkami. Pretonie je moºné naraz sledova´ úspe²né s´ahovanie nekone£ne ve©a hostí. Alekaºdého jedného hos´a m�ºeme pozorova´ jednotlivo a presved£i´ sa, ºe s´a-hovanie funguje.Tento paradox sa podarilo rozrie²i´6 aº ke¤ ved
i rozpoznali, ºe sa kone£né odnekone£ného odli²uje práve v tom, ºe nekone£né objekty majú £asti rovnakove©ké ako 
elok. D�leºitý je v²imnú´ si, ºe s´ahovanie v Hilbertovom hotelizodpovedá párovaniu mnoºiny N predstavujú
ej mnoºinu hostí a mnoºiny Z+predstavujú
ej mnoºinu izieb, za£ínajú
 izbou Z(1). 2Úloha 3.3 a) Do Hilbertovho hotela prídu traja noví hostia. Tak ako predtýmje hotel plne obsadený. Prevezmite rolu re
ep£ného a ubytujte nový
h tro
hhostí bez toho, aby ste niektorého uº z ubytovaný
h hostí poslali pre£. Pod©amoºnosti ale neºiadajte bývajú
i
h hostí, aby sa pres´ahovali trikrát. Usilujtesa vyrie²i´ situá
iu jedným s´ahovaním kaºdého z hostí.b) Do plne obsadeného Hilbertovho hotela pri
hádza nový hos´ a bezpodmie-ne£ne poºaduje izbu Z(7). Ako mu m�ºe re
ep£ný vyhovie´?Nasledujú
i príklad po
hádza z fyziky. Vymysleli si ho fyzi
i, ako liek nalie£enie depresií, ktoré sp�sobili sami tým, ºe vypo£ítali aká mali£ká a bezvýz-namná je na²a zemegu©a (a v tom istom zmysle aj ©udstvo) v porovnaní s5zdanlivo rozporuplná alebo nevysvetlite©ná situá
ia6teda uº nie je via
 paradoxom
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vi£ 78 KAPITOLA 3obrovským vesmírom.Príklad 3.2 Predstavme si zemegu©u ako nekone£nú mnoºinu bodov, ktorénemajú ºiadny rozmer (ve©kos´), teda m�ºu leºa´ ©ubovo©ne blízko ved©a se-ba. Tak isto, ako mnoºinu bodov si m�ºeme predstavi´ aj vesmír. Kv�lizjednodu²eniu budeme v²etko znázor¬ova´ dvojrozmerne namiesto trojroz-merne. Vesmír je ©ubovo©ne ve©ký list papiera a zemegu©a je malý kruhna papieri (obr. 3.11). Keby mal niekto problém s tým, predstavi´ si ze-megu©u ako nekone£nú mnoºinu bodov, poznamenajme, ºe uº len kone£náúse£ka medzi 0 a 1 na reálnej osi obsahuje nekone£ný po£et bodov. Kaºdéra
ionálne £íslo (zlomok) medzi £íslami 0 a 1 si m�ºeme predstavi´ ako bodna úse£ke medzi £íslami 0 a 1. A uº vieme, ºe medzi nulou a jednotkou exis-tuje nekone£ne ve©a r�zny
h ra
ionálny
h £ísiel. Ukázali sme to tým, ºe smegenerovali nekone£né postupnosti men²í
h a men²í
h kladný
h ra
ionálny
h£ísiel pri neúspe²nom pokuse nájs´ najmen²ie kladné ra
ionálne £íslo. Inéod�vodnenie nekone£ného po£tu £ísiel medzi nulou a jednotkou je zaloºenéna d�kaze nasledujú
eho tvrdenia.Medzi ©ubovo©nými dvoma r�znymi ra
ionálnymi £íslami a a b,

a < b, leºí nekone£ne ve©a ra
ionálny
h £ísiel.Ako prvé £íslo medzi a a b uvaºujeme £íslo c1 = a+b
2
, ktoré je priemernouhodnotou a a b. Ako druhé vezmeme £íslo c2 = c1+b

2
, £o je priemer medzi c1a b. Vo v²eobe
nosti £íslo

ci =
ci−1 + b

2je priemernou hodnotou £ísiel ci−1 a b. A teda leºí medzi a = 0 a b = 1.je zrejmé, ºe takéto generovanie £ísiel medzi a a b sa nikdy neskon£í. Akzvolíme konkrétne a = 0 a b = 1, tak dostávame nekone£nú postupnos´
1

2
,

3

4
,

7

8
,

15

16
, . . .r�zny
h zlomkov medzi nulou a jednotkou.Po¤me ale kone£ne k tomu, £o nám 
h
eli poveda´ fyzi
i. Fyzi
i mali vý£itkysvedomia, ºe ukázali aká je zemegu©a mali£ká v porovnaní s obrovským ves-mírom. Predstava o ni£otnosti ©udstva v tomto porovnaní sp�sobovala mno-hým ©u¤om depresívne stavy. V snahe za
hráni´ situá
iu dokázali fyzi
itakéto tvrdenie: V²etky body vesmíru mimo zemegule sa dajú spárova´ sbodmi vo vnútri zemegule. Toto tvrdenie má hne¤ dve pozitívne optimi-sti
ké interpretá
ie:(i) Po£et bodov zemegule je rovný po£tu bodov vesmíru okolo zemegule.
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vi£ 3.2 KANTOROVA METÓDA 79(ii) V²etko, £o sa odohráva v obrovskom vesmíre sa dá zobrazi´ na zemeguli,teda odzrkadli´ to v zmen²enom merítku.Poh©adajme teraz párovanie bodov vnútri a mimo zemegule. Kaºdému bo-du PU mimo zemegule priradíme bod PE vo vnútri zemegule nasledujú
imsp�sobom.

M PU

AP

BP

t1

t2

obr. 3.11Najprv spojme priamkou bod PU so stredom zemegule M (obr. 3.11). Na²ím
ie©om je ur£i´ vo vnútri zemegule na tejto priamke bod PE a tak vytvori´pár (PU , PE). Aby sme to dosiahli, z bodu PU narysujeme doty£ni
e zeme
t1 a t2. Doty£ni
a kruºni
e je priamka, ktorá sa kruºni
e dotýka práve vjednom bode. Body, v ktorý
h t1 a t2 sa dotýkajú zemegule ozna£íme AP a
PB (obr. 3.11). Teraz spojíme body AP a BP priamkou a dostaneme úse£ku
AP BP (obr. 3.12). Úse£ky MPU a APBP sa pretínajú práve v jednom bodea to je nami h©adaný bod PE (obr. 3.12). Takto sme vytvorili pár bodu PUz vesmíru s bodom zemegule PE.

M PU

AP

BP

t1

t2

PE

obr. 3.12Teraz e²te musíme ukáza´, ºe takýmto sp�sobom párovania vºdy priradíme
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vi£ 80 KAPITOLA 3dvom r�znym bodom vesmíru mimo zemegule PU a P

′

U dva r�zne body ze-megule. Týmto dokáºeme, ºe skuto£ne ide o korektné párovanie.Budeme rozli²ova´ dve moºnosti.(i) Body M , PU a P
′

U neleºia na tej istej priamke. Situá
ia je znázornenána obrázku obr. 3.13. Vieme, ºe PE musí leºa´ na úse£ke MPU a P
′

Ena úse£ke MP
′

U . Vzh©adom na to, ºe tieto úse£ky nemajú okrem bodu
M ºiaden iný spolo£ný bod a bod M nie je priradený ºiadnemu bodumimo zemegule, body PE a P

′

E sú r�zne bez oh©adu na to, kde naúse£ká
h MPU a MP
′

U leºia.
M PU

P ′U

AU

A′U

obr. 3.13: EU leºí na MAU a E
′

U leºí na MA
′

U , a preto sú body EU a E
′

U rozdielne.
M

PU

P ′U
EUE′U

obr. 3.14(ii) V²etky tri body M , PU a P
′

U leºia na jednej priamke (obr. 3.14). Takºena jednej priamke musia leºa´ aj body EU a E
′

U . V tomto prípade real-izujeme kon²truk
iu bodov PU a P
′

U tak isto ako na obrázku obr. 3.12.Na obrázku obr. 3.14 priamo vidíme, ºe body EU a E
′

U sú r�zne.Ukázali sme, ºe bez oh©adu na to, ko©kokrát je vesmír vä£²í neº na²a mali£kázemegu©a, po£et bodov zemegule a vesmíru je rovnaký. 2Úloha 3.4 Dopl¬te obrázok 3.13 tak, ºe ur£íte presne polohu bodov PE a P
′

E .
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u na obrázku 3.15 a úse£ku AB, ktorej d¨ºka jerovnako ve©ká ako priemer kruºni
e. Geometri
ky a prípadne aj pomo
ou súradní
7zd�vodnite, pre£o má úse£ka AB presne to©ko isto bodov, ako zobrazená polkruºni-
a.

A M Bobr. 3.15Úloha 3.6 Uvaºujme graf funk
ie F na obrázku 3.16 a úse£ku AB. Pre£o má graffunk
ie a úse£ka AB presne taký istý po£et bodov?
A B

F

obr. 3.16Ak je vám pri pokuse ak
eptova´ prezentovaný kon
ept nekone£nosti e²testále nevo©no, nene
hajte sa tým príli² znepokoji´. Svetoznámi matemati
idevätnásteho storo£ia potrebovali dlhé roky nielen na objavenie tohto kon-
eptu, ale i na jeho uznanie v matemati
kej ob
i. Niektorí známi matemati-
i aº do svojej smrti odmietali predstavenú de�ní
iu nekone£na a porovná-vanie ve©kosti nekone£ien. Niektorí dokon
a ozna£ovali tieto my²lienky prematematiku za �ka
írske� a bojovali proti i
h publikovaniu aj prostriedkami,ktoré do vedy nepatria. Preto si k©udne doºi£te £as a opakovane sa s de�ní-
iou nekone£na konfrontujte. Len po opakovanom konfrontovaní dokáºemepo
hopi´, pre£o bola matematikmi prijatá ako axióma práve táto de�ní
ianekone£na a pre£o ju dnes matemati
i pokladajú nielen ºe za d�veryhodnú,ale ani si dokon
a nevedia predstavi´ ak
eptovate©nú alternatívu k de�nova-niu a k zaob
hádzaniu s nekone£nom.7Kaºdému bodu na obrázku 3.15 m�ºeme priradi´ súradni
e pod©a zvoleného súradni
ovéhosystému.
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eptom porovnáva-nia nekone£ien, ktorý ob£as poslu
há£i pri prvom stretnutí s nekone£nomnavrhujú ako prijate©nej²iu moºnos´. Ak platí

A ⊂ B(t.j. ak A je vlastná podmnoºina mnoºiny B), tak platí
|A| < |B| .Tento pokus o£ividne odmieta k©ú£ovú de�ní
iu nekone£na, ktorá poºaduje,aby nejaká £as´ 
elku bola rovnako ve©ká, ako samotný 
elok. Ale tento pokusmá dve slabiny. Po prvé umoº¬uje porovnáva´ len také dve mnoºiny, kde jed-na je podmnoºinou druhej. Takºe tento prístup nám neumoº¬uje porovná-va´ r�zne mnoºiny, napríklad Z− = {−1,−2,−3, . . .} a Z+ = {1, 2, 3, . . .}.Musíme teda h©ada´ a poskytnú´ aj nejakú moºnos´ na porovnávanie r�zny
hmnoºín. Poslu
há£i vä£²inou navrhnú zobrazi´ jednu z tý
hto mnoºín pomo-
ou párovania na nejakú podmnoºinu tej druhej mnoºiny a potom realizova´porovnanie. Teraz vám ukáºeme, ºe tento prístup si nem�ºeme dovoli´, pre-toºe vedie k sporu, lep²ie povedané k evidentne nezmyselnému tvrdeniu. Tonezmyselné tvrdenie je
|N| < |N|,teda ºe N je men²ie ako samotné N. Ukáºeme, ºe tento nezmysel je d�sledkomnavrhovaného alternatívneho kon
eptu porovnávania nekone£ien. Pomo
oupárovania sme ukázali, ºe platí
|N| = |Z+|. (3.1)Pretoºe Z+ ⊂ N, platí pod©a alternatívneho kon
eptu porovnávania nekone£ien
|Z+| < |N|. (3.2)Ak napí²eme vz´ahy (3.1) a (3.2) za sebou, dostávame

|N| = |Z+| < |N|a teda |N| < |N|. Takto vidíme, ºe kon
ept porovnávania ve©kosti mnoºín po-mo
ou párovania nie je zlú£ite©ný s predstavou, ºe kaºdá vlastná podmnoºinamusí by´ men²ia ako 
elá mnoºina.Úloha 3.7 (tvrdý orie²ok) Predstavte si, ºe vám niekto navrhne nasledujú
ude�ní
iu na porovnávanie mohutností dvo
h mnoºín A a B.
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vi£ 3.2 KANTOROVA METÓDA 83Mohutnos´ mnoºiny A je men²ia ako mohutnos´ mnoºiny B, |A| < |B|, práve vtedyak existuje nejaká vlastná podmnoºina C mnoºiny B (C ⊂ B), ºe prvky mnoºín

A a C moºno popárova´ (existuje korektné párovanie medzi A a C).Ukáºte, ºe táto de�ní
ia vedie k sporu (ako d�sledok tejto de�ní
ie dostanete |N| <
|N|).Pre£o o tejto axióme matematiky to©ko diskutujeme a venujeme to©ké úsiliena sprostredkovanie jej po
hopenia? Ako uº asi tu²íte, jednodu
ho preto, ºetáto axióma je len prvým prekvapením na na²ej 
este na hrani
u automati
kyrie²ite©ného, ktorým ideme konkurova´ Ali
i v krajine zázrakov. Práve smev istom zmysle dokázali8, ºe ∞ = ∞ + 1 a v podstate aj nazna£ili, ºe pre©ubovo©né kone£né £íslo c platí∞ =∞+c. Príklad 3.2 a za ním nasledujú
e
vi£enia uº dokon
a nazna£ujú, ºe pre ©ubovo©né kone£né £íslo (©ubovo©núkon²tantu) c platí

∞ = c · ∞.Porovnajme ve©kosti mnoºiny N a mnoºiny
Npár = {0, 2, 4, 6, . . .} = {2i | i ∈ N}v²etký
h párny
h prirodzený
h £ísel. Na prvý poh©ad by sme odhadli, ºe Nobsahuje dvakrát to©ko £ísel, ako Npár. Napriek tomu (obr. 3.17) m�ºemeprvky mnoºín N a Npár popárova´ nasledujú
im sp�sobom:

(0, 0), (1, 2), (2, 4), (3, 6), . . . , (i, 2i), . . . .Pozorujeme, ºe kaºdý prvok obo
h mnoºín je zosobá²ený práve raz. Akod�sledok dostávame
|N| = |Npár|.Tento prekvapujú
i výsledok hovoria
i, ºe
2 · ∞ =∞si m�ºeme opätovne potvrdi´ príbehom z Hilbertovho hotela.Príklad 3.3 Uvaºujme znova Hilbertov hotel s nekone£ne ve©a izbami

Z(0), Z(1), Z(2), . . . ,8Ak ∞ ozna£uje |N|.
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0 ◦

1 ◦

◦ 0

◦ 2

◦ 4

◦ 6

2 ◦

3 ◦

4 ◦

i ◦

◦ 8

◦ 2i

:::: ::::obr. 3.17ktoré sú v²etky obsadené. V tejto situá
ii príde nekone£ný autobus s mies-tami na sedenie
B(0), B(1), B(2), . . . ,ktoré sú v²etky obsadené9. Vodi£ autobusu sa pýta re
ep£ného, £i je moºnéubytova´ v²etký
h pasaºierov autobusu. Re
ep£ný, ako zvy£ajne odpovedá:�To nie je ºiadny problém� a urobí nasledujú
e:Poºiada kaºdého hos´a, aby sa pres´ahoval zo svojej izby Z(i) do izby Z(2i),ako je to znázornené v hornej £asti obrázku 3.18. Po pres´ahovaní má zno-va kaºdý hos´ vlastnú izbu a v²etky izby Z(2i + 1) s nepárnymi £íslami

1, 3, 5, 7, . . . , 2i + 1, . . . sú vo©né. Teraz má re
ep£ný uº len úlohu nájs´párovanie medzi vo©nými izbami a sedadlami v autobuse. Hos´ovi zo sedadla
B(0) pridelí izbu Z(1), hos´ovi zo sedadla B(1) izbu Z(3), at¤. Vo v²eobe
-nosti pridelí pasaºierovi sedia
emu na mieste B(i) izbu Z(2i + 1), ako je toznázornené na obrázku 3.18. Takto dostávame párovanie

(B(0), Z(1)), (B(1), Z(3)), (B(2), Z(5)), . . . , (B(i), Z(2i + 1)), . . .medzi uvo©nenými izbami s nepárnymi £íslami a sedadlami nekone£ného au-tobusu.
2Úloha 3.8 a) Hilbertov hotel je poloprázdny. V²etky izby s párnymi £íslami

Z(0), Z(2), Z(4), . . . sú obsadené a v²etky izby s nepárnymi £íslami sú vo©né.9Na kaºdom sedadle sedí práve jeden pasaºier.
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Z(5)

Z(1) Z(2) Z(4)

nekone£ný autobus

Z(3)

Z(7)

B(2)

Z(0)

Z(8)

B(3)

Z(6)

B(0) B(1) ...
......
......
...

obr. 3.18V tejto situá
ii prídu dva nekone£ne dlhé autobusy B1 a B2, ktorý
h miesta(sedadlá) sú ozna£ené takto:
B1(0), B1(1), B1(2), B1(3), . . .

B2(0), B2(1), B2(2), B2(3), . . . .Ako m�ºe postupova´ re
ep£ný, aby poskytol ubytovanie v²etkým pasaºieromv tý
hto dvo
h autobuso
h?b) Hilbertov hotel je plne obsadený a prídu tri nekone£né autobusy, ktorý
hsedadlá sú o£íslované postupne v²etkými prirodzenými £íslami. Ako moºnoubytova´ v²etký
h 
estujú
i
h?Úloha 3.9 Ukáºte pomo
ou párovania, ºe platí
|Z| = |N|,pri£om Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} je mnoºina v²etký
h 
elý
h £ísel.Úloha 3.10 (tvrdý orie²ok) Ne
h [a, b] ozna£uje mnoºinu v²etký
h bodov (v²et-ký
h reálny
h £ísel) na reálnej osi medzi £íslami a a b.a) Ukáºte platnos´ rovnosti
|[0, 1]| = |[1, 10]|.Vyskú²ajte to geometri
ky podobne ako v príklade 3.2.b) Ukáºte aritmeti
ky platnos´ rovnosti
|[0, 1]| = |[0, 100]|,
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iu f takú, aby pre i ∈ [0, 100] bolo (f(i), i) párovanímmnoºín

|[0, 1]| = |[0, 100]|.Úloha 3.11 (tvrdý orie²ok) Predstavme si, ºe Hilbertov hotel je úplne prázdny,teda v ¬om nie je nik ubytovaný. Vzh©adom na to, ºe pred
hádzajú
e stratégie uby-továvania hostí vyºadovali neustále s´ahovanie sa z izby do izby, hrozí, ºe záujemo ubytovanie v hoteli výrazne poklesne. Nikto nemá záujem, pri kaºdom prí
hodenového hos´a meni´ izbu. Evidentne re
ep£ný potrebuje nejakú novú ubytová-va
iu stratégiu, pomo
ou ktorej m�ºe ubytováva´ hostí bez toho, aby sa £o lenjeden niekedy pres´ahoval. Toto ubytovanie musí fungova´ bez oh©adu na to, ko©kokone£ný
h alebo nekone£ný
h autobusov, kedy a v akom poradí príde do hotela.Viete re
ep£nému pom�
´?Pozorujeme, ºe dokáza´ pre nejakú mnoºinu A rovnos´
|N| = |A|neznamená ni£ iné, neº o£íslova´ v²etky prvky mnoºiny A. Párovanie medzi Na A priradí jednodu
ho kaºdému prvku z A nejaké prirodzené £íslo (poradie) z

N. Toto £íslo m�ºeme poklada´ za poradové £íslo prvku z A. Ak je napríklad(3,Jan) pár z nejakého párovania medzi N a A, tak m�ºeme prvok Jan zmnoºiny A ozna£i´ za tretí prvok tejto mnoºiny. Naopak, kaºdé o£íslovanieprvkov nejakej mnoºiny A nám poskytne párovanie medzi N a A. Pármi vpárovaní sú
(poradie prvku a, a),pre kaºdý prvok a z A. Pojem o£íslovania nám pre ©ubovo©nú mnoºinu Aponúka názornú argumentá
iu na dokazovanie rovnosti |N| = |A|, to znamenádokazovanie skuto£nosti, ºe A má rovnako ve©a prvkov, ako |N|.Pomo
ou párovania

(0, 0), (1, 1), (2,−1), (3, 2), (4,−2), (5, 3), (6,−3), . . .mnoºín N a Z prira¤ujeme prvkom mnoºiny Z poradie
0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . . .Takto je 0 0-tým prvkom, 1 je prvým prvkom, -1 je druhým prvkom v Z,at¤. Vidíme, ºe usporiadanie prvkov Z do radu, dané nejakým párovaníma jemu zodpovedajú
im o£íslovaním, nemá ni£ spolo£né s významom alebohodnotou prvkov zo Z. Hodnoty prvkov zo Z v na²om poradí nie sú anirastú
e, ani klesajú
e. R�zne párovania mnoºín N a A m�ºu vies´ k r�znymo£íslovaniam prvkov z A, a tým aj k r�znym poradiam.
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vi£ 3.2 KANTOROVA METÓDA 87Úloha 3.12 Nájdite nejaké iné párovanie medzi mnoºinami N a Z, ktoré vedie kinému usporiadaniu prvkov Z do radu.Úloha 3.13 Dokáºte platnos´ rovnosti

|N| = |Nquad|,kde Nquad = {i2 | i ∈ N} = {0, 1, 4, 9, 16, 25, . . .} je mnoºina v²etký
h ²tvor-
ov prirodzený
h £ísiel. Aké poradie prvkov z Nquad dostanete na základe vaminavrhnutého párovania mnoºín N a Nquad?Zodpovedanie nasledujú
ej otázky zvý²i stupe¬ ob´aºnos´ na²i
h úvah. Vakom vz´ahu sú nekone£ná |N| a |Q+|?
Q+ =

{
p

q
| p, q ∈ Z+

}je mnoºina v²etký
h kladný
h ra
ionálny
h £ísiel (kladný
h zlomkov). Uºv pred
hádzajú
om texte sme videli, ºe nekone£ne ve©a ra
ionálny
h £ísielm�ºeme nájs´ pomo
ou opakovaného po£ítania priemeru medzi ©ubovo©ný-mi dvoma r�znymi ra
ionálnymi £íslami a a b, a < b. Ak rozdelíme kladnúreálnu polos na nekone£ne ve©a £astí [0, 1], [1, 2], [2, 3], . . . , ako na obrázku3.19, vyzerá, ºe mohutnos´ |Q+| je
∞ ·∞ =∞2,pretoºe kaºdá z tý
h nekone£ne ve©a £astí osi obsahuje nekone£ne ve©a ra
ionál-ny
h £ísiel.

0 1 2 3 4 5

...nekone£nemnoho nekone£nemnoho nekone£nemnoho nekone£nemnoho nekone£nemnoho
obr. 3.19Z tohto poh©adu nevyzerá ve©mi s©ubné o£akáva´ platnos´ rovnosti |N| =

|Q+|, a tak sk�r typujeme, ºe |Q+| je vä£²ie nekone£no, neº nekone£no |N|.Prirodzené £ísla 0, 1, 2, 3, . . . leºia na kladnej polose ve©mi riedko a medzikaºdými dvoma £íslami i a i + 1, leºí nekone£ne ve©a ra
ionálny
h £ísiel.Navia
, uvedomujeme si, ºe existen
ia párovania medzi mnoºinami N a Q+,by automati
ky znamenala existen
iu o£íslovania prvkov mnoºiny Q+, a tým
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h usporiadania do radu. �ísla z Q+ pod©a ve©kosti ur£ite nem�ºemezoradi´, pretoºe (ako sme uº uviedli) neexistuje najmen²ie kladné ra
ionálne£íslo10.Napriek tomuto prvému dojmu ukáºeme, ºe platí,

|N| = |Q+|a tak, ºe v istom zmysle platí
∞ ·∞ =∞.Najprv si pripomenieme, ºe v mnoºine Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}tieº neexistuje najmen²ie £íslo, a napriek tomu sa prvky z Z dajú o£íslova´v poradí

0,−1, 1,−2, 2,−3, 3, . . . .My²lienka ako párova´ mnoºiny N a Q+ je zaloºená na napísaní si v²etký
hkladný
h £ísel (zlomkov) na, v obo
h rozmero
h, nekone£ný list papiera.Matemati
i medzi nami by povedali, ºe zobrazíme v²etky prvky Q+ na pozí
ienekone£nej dvojrozmernej mati
e znázornenej na obrázku 3.20. Vieme, ºekaºdé kladné ra
ionálne £íslo m�ºeme zapísa´ v tvare zlomku ako
p

q
,pri£om p a q sú kladné 
elé £ísla. Nekone£ný list papiera rozde©me nanekone£ne ve©a st¨p
ov a o£íslujeme riadky zhora nadol a st¨p
e z©ava dopra-va £íslami

1, 2, 3, 4, 5, . . . .Na pozí
iu nekone£ného listu papiera, kde sa pretína i-ty riadok a j-ty st¨pe
,napí²eme zlomok
i

j
.Kone£ná £as´ takto popísaného nekone£ného listu papiera (nekone£nej mat-i
e) je na obrázku 3.20.Nepo
hybujeme o tom, ºe na tomto nekone£nom liste papiera sa na
hádzajúv²etky kladné zlomky (ra
ionálne £ísla). Ak h©adáme ©ubovo©ný zlomok p/q,okamºite vieme, ºe tento zlomok sa na
hádza na priese£níku p-teho riadku10Pre ©ubovo©né malé kladné ra
ionálne £íslo a m�ºeme pomo
ou delenia dvomi vytvori´zlomok a/2, ktorý je men²í ako a.



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 3.2 KANTOROVA METÓDA 89

1 2 3 4 ...1234
...
.........

... ... ... ... ... ... ......

5 6

56
1

1

1

2

1

3

1

4

1

5

1

6

2

1

2

2

2

3

2

4
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4
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1

5
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5

4

5

5

5

6

6

1

6

2

6

3

6

4

6

5

6

6
...obr. 3.20a j-tého st¨p
a. Máme sk�r iný problém. Niektoré11 kladné zlomky sa vtabu©ke na
hádzajú via
krát, dokon
a nekone£ne ve©a krát. Napríklad £íslo1 sa dá zapísa´, ako

1

1
,

2

2
,

3

3
,

4

4
, . . . ,teda na na²om nekone£nom liste sa na
hádza nekone£ne ve©a krát na v²etký
hpozí
iá
h diagonály. �íslo 1/2 tu nájdeme zapísané tieº nekone£ne ve©akrát, pretoºe jednu polovi
u moºno zapísa´ v tvare zlomku nasledujú
iminekone£ne mnohými sp�sobmi:

1

2
,

2

4
,

3

6
,

4

8
, . . . .Úloha 3.14 Ako sa dá v tvare zlomku nekone£ne ve©a sp�sobmi zapísa´ ra
ionálne£íslo 3

7?Ale na²ím 
ie©om je, ma´ na tomto liste papiera zapísané kaºdé kladnéra
ionálne £íslo práve raz. Preto vezmeme vºdy len zlomky p/q, ktoré sauº nedajú kráti´12. �íslo 1 je takto reprezentované zlomkom 1
1
, jedna polovi-
a je reprezentovaná zlomkom 1

2
, pretoºe v²etky iné zlomkové reprezentá
ietý
hto £ísiel sa dajú kráti´. Na na²om nekone£nom liste papiera vygumujmev²etky zlomky, ktoré sa dajú kráti´. Niektoré priese£níky riadkov a st¨p
ovostanú prázdne (obr. 3.21), ale to nám nebude vadi´.V²etky zlomky na obrázku 3.21 
h
eme o£íslova´ ako prvý, druhý, tretí at¤.Je o£ividné, ºe o£íslovanie prvkov na liste papiera nem�ºeme dosiahnu´ tak,11V podstate v²etky.12Najvä£²í spolo£ný delite© 
elý
h £ísel p a q je 1.



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 90 KAPITOLA 3

1 2 3 4 ...1234
...
.........

... ... ... ... ... ... ......

5 6

56
1

1

1

2

1

3

1

4

1

5

1

6

2

1

2

3

2

5

3

1

3

2

3

4

3

5

4

1

4

3

4

5 ...5
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6

1

6

5
...obr. 3.21ºe by sme o£íslovali najprv £ísla v prvom riadku, potom v druhom riadku,tre´om riadku, at¤. D�vod, pre£o to nejde je, ºe v prvom riadku je nekone£neve©a prvkov (zlomkov). Pokus o£íslova´ prvky na papieri týmto sp�sobomzlyhá, pretoºe pri tomto postupe nikdy neza£neme £íslova´ prvky v druhomriadku. Prvý riadok jednodu
ho spotrebuje na svoje o£íslovanie v²etky £ísla z

N. Z podobného d�vodu sa nedajú prvky nekone£ného listu papiera o£íslova´st¨pe
 po st¨p
i. Ako máme teda postupova´? O£íslujeme £ísla na na²om listepapiera diagonálu po diagonále. k-ta diagonála nekone£ného listu papieraobsahuje v²etky pozí
ie (obr. 3.22), pre ktoré platí, ºe sú£et £ísla riadku i a£ísla st¨p
a j dáva £íslo k + 1 (i + j = k + 1).
1 2 3 41234

...

...
...

5 6
56

²iestadiagonála
obr. 3.22Takto prvá diagonála obsahuje len jeden prvok 1

1
. Druhá diagonála obsahuje
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1
a 1

2
, tretia obsahuje dva prvky 3

1
a 1

3
a ²tvrtá diagonála obsahujezlomky 4

1
, 3

2
, 2

3
, 1

4
. Vo v²eobe
nosti obsahuje k-ta diagonála presne k pozí
ií,teda nanajvý² k zlomkov.13Teraz o£íslujeme pozí
ie nekone£ného listu papiera a tým aj v²etky kladnézlomky v poradí znázornenom na obrázku 3.23.

1 2 3 41234
...

...
...

5 6
56 obr. 3.23Pri tomto o£íslovaní usporiadame diagonály zhora nadol a v rám
i danejdiagonály postupujeme z©ava doprava. Pod©a tejto stratégie £íslovania apozí
ie zlomkov na obrázku 3.21, dostávame nasledujú
e o£íslovanie kladný
hra
ionálny
h £ísel:

1

1
,
2

1
,
1

2
,
3

1
,
1

3
,
4

1
,
3

2
,
2

3
,
1

4
,
5

1
,
1

5
,
6

1
,
5

2
,
4

3
,
3

4
,
2

5
,
1

6
, . . .Vzh©adom na dohodnuté ozna£ovanie je napríklad 1/1 nulté ra
ionálne £íslo,

2/1 je prvé ra
ionálne £íslo, 3 je tretie ra
ionálne £íslo, 1/3 je ²tvrté a 5/2 jedvanáste ra
ionálne £íslo.Úloha 3.15 Roz²írte kone£nú £as´ nekone£nej mati
e z obrázku 3.21 o ¤al²ie dvariadky a ¤al²ie dva st¨p
e. Zistite, ktoré zlomky v na²om o£íslovaní ra
ionálny
h£ísel budú ma´ poradové £ísla 17, 18, 19, . . . , 26, 27.Pre zd�vodnenie korektnosti na²eho £íslovania je najd�leºitej²ie v²imnú´ si, ºekaºdý zlomok (kaºdé ra
ionálne £íslo) dostal svoje poradové £íslo. Samotnýd�kaz tejto skuto£nosti je jednodu
hý. Ne
h p/q je ©ubovo©ný zlomok, ktorýsa nedá kráti´. Tento zlomok sa na
hádza na polí£ku, kde sa pretína p-ty13Spome¬te si, ºe niektoré pozí
ie m�ºu by´ prázdne.
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, teda leºí na diagonále p+q−1. Pretoºe kaºdá diagonálaobsahuje kone£ný po£et pozí
ií, podarí sa nám postupne o£íslova´ prvkydiagonál 1, 2, 3, . . ., p + q − 1, takºe d�jde aj k o£íslovaniu prvkov diagonály

p+q−1. Preto p/q tieº získa poradové £íslo. Pretoºe i-ta diagonála obsahujenanajvý² i ra
ionálny
h £ísel, poradové £íslo zlomku p/q je nanajvý²
1 + 2 + 3 + 4 + . . . + (p + q − 1).Z toho plynie platnos´ rovnosti

|Q+| = |N|.Úloha 3.16 Obrázok 3.24 ukazuje iné o£íslovanie zlomkov, ktoré je ale tieº za-loºené na postupnom o£íslovaní prvkov diagonál. Napí²te prvý
h 20 ra
ionálny
h£ísiel pod©a tohto o£íslovania. Aké poradové £íslo dostane ra
ionálne £íslo 7/3? Aképoradové £íslo má ra
ionálne £íslo 7/3 v na²om £íslovaní znázornenom na obrázku3.23?
1 2 3 41234

...

...

5 6
56 obr. 3.24Úloha 3.17 Hilbertov hotel je úplne vy©udnený, ako sa to niekedy mimo sezónystáva. Naraz vypukne sezóna a príde nekone£ne ve©a nekone£ný
h autobusov. Au-tobusy sú o£íslované v poradí

B0, B1, B2, B3, . . . ,a je i
h teda rovnako ve©a ako |N|. Pre kaºdé i je v autobuse Bi nekone£ne ve©amiest
Bi(0), Bi(1), Bi(2), B1(3), . . .
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estujú
i. Ako re
ep£ný dokáºe ubytova´v²etký
h pasaºierov zo v²etký
h tý
hto autobusov?Úloha 3.18 (tvrdý orie²ok) Dokáºte rovnos´ |Q| = |N|.Úloha 3.19 (tvrdý orie²ok) De�nujme

N3 = {(i, j, k) | i, j, k ∈ N},ako mnoºinu v²etký
h trojí
 (i, j, k), kde prvky trojí
 i, j a k sú prirodzené £ísla.Na kaºdej pozí
ii tejto troji
e sa m�ºe na
hádza´ ©ubovo©né £íslo z nekone£nejmnoºiny N. Mohli by sme poveda´, ºe |N3| = ∞ ·∞ · ∞ = ∞3. Ukáºte, ºe platí
|N3| = |N|, a teda aj ∞ =∞3.3.3 Existujú r�zne ve©ké nekone£ná, alebopre£o je reálny
h £ísiel via
 akoprirodzený
h?V pred
hádzajú
ej £asti sme sa zoznámili s Cantorovou kon
ep
iou na porovná-vanie mohutnosti mnoºín. S prekvapením sme zistili, ºe nekone£no sa odli²ujeod kone£ný
h objektov tým, ºe obsahuje £asti, ktoré sú rovnako ve©ké, akosám 
elok. Pri h©adaní nekone£na, ktoré by bolo vä£²ie ako |N|, sme ne-mali úspe
h. Zistili sme, ºe dokon
a platí |Q+| = |N|, i ke¤ ra
ionálne £íslasa na
hádzajú na reálnej osi nekone£ne hustej²ie ako prirodzené £ísla. Sku-to£nos´ je e²te prekvapujú
ej²ia. Dá sa ukáza´, ºe pre kaºdé 
elé £íslo k platí,ºe

|N| · |N| · . . . · |N|
︸ ︷︷ ︸

k krát =∞ ·∞ · . . . · ∞
︸ ︷︷ ︸

k krát =∞kje zase len |N| =∞.Nezistíme nakonie
, ºe v²etky nekone£né mnoºiny sú rovnako ve©ké? Na²ím
ie©om je ukáza´ pravý opak tým, ºe ukáºeme
|R+| > |N|.Tento výsledok sme moºno na za£iatku povaºovali za moºný, ale po absolvo-vaní £asti 3.2 m�ºeme po
hybova´ o tom, £i táto nerovnos´ platí. Reálne £íslamajú podobné vlastnosti ako ra
ionálne £ísla. Neexistuje ºiadne najmen²iepozitívne reálne £íslo a medzi ©ubovo©nými dvoma r�znymi reálnymi £íslami
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hádza nekone£ne ve©a reálny
h £ísel. Pretoºe |N| = |Q+|, znamenalaby nerovnos´ |R+| > |N| automati
ky tieº platnos´ nerovnosti

|R+| > |Q+|.Nebolo by to prekvapujú
e? V nasledujú
ej kapitole po
hopíme lep²ie k©ú£ovýrozdiel medzi mnoºinami R a Q. Ukáºeme dokon
a e²te silnej²í výsledok. Oz-na£me pomo
ou [0, 1] mnoºinu v²etký
h reálny
h £ísiel medzi 0 a 1, vrátanenuly a jednotky. Ukáºeme, ºe platí
|[0, 1]| 6= |N|.Ako sa dá ukáza´ nerovnos´ mohutnosti dvo
h mnoºín? Na d�kaz rovnostinám sta£í nájs´ vhodné párovanie. To nemusí by´ vºdy jednodu
hé, ale vistom zmysle to nie je aº také ´aºké, lebo je to kon²truktívna úloha. Skon²tru-ujete vhodné párovanie, a tým je jednodu
ho prá
a ukon£ená. Pre nerovnos´

|A| 6= |B| potrebujeme dokáza´, ºe neexistuje ºiadne párovanie medzi
A a B. Problém je v tom, ºe poten
iálne m�ºe existova´ nekone£ne ve©astratégií na kon²truk
iu h©adaného párovania. Ako sa dá vylú£i´ moºnos´úspe
hu pri v²etký
h moºný
h postupo
h na kon²truk
iu vhodného párova-nia? Nem�ºeme jednu po druhej preveri´ nekone£ne ve©a stratégií. Ke¤
h
eme ukáza´, ºe nie£o neexistuje, hovoríme o d�kazo
h neexisten
ie.Zd�vodni´ nemoºnos´ existen
ie nejakého objektu s istými vlast-nos´ami, alebo vylú£i´ moºnos´ nejakého javu sú naj´aº²ie úlohy,aké si v prírodný
h vedá
h m�ºeme zada´.Slovo �nemoºné� nem�ºeme takmer vyslovi´ a ak uº ho predsa pouºijeme,musíme ve©mi starostlivo upresni´ jeho význam. Jeden známy fyzik mi razrozprával, ºe existuje moºnos´ spätne vytvori´ vají£ko v p�vodnom stave zvolského oka upe£eného na panvi
i. Táto moºnos´ je zaloºená na moºnosti�obráti´ 
hod £asu� fyzikálny
h pro
esov a ne
ha´ i
h beºa´ spä´ do p�vod-ného stavu. Fyzi
i vraj dokáºu vypo£íta´ pravdepodobnos´, s akou sa podarízrealizova´ spätný beh pro
esu od volského oka k vají£ku. Pravdepodobnos´úspe
hu takého pokusu je tak nízka, ºe jeho úspe
h moºno poklada´ temer zazázrak, ale podstatné je, ºe táto pravdepodobnos´ je vä£²ia ako nula, a tedatáto moºnos´ existuje. Je ve©a ve
í a situá
ií, ktoré sa nám na prvý poh©adm�ºu zda´ nemoºné a napriek tomu m�ºu nasta´.V matematike pra
ujeme v umelom svete abstraktný
h matemati
ký
h ob-jektov a v¤aka tomu v matematike m�ºeme úspe²ne vytvára´ d�kazy o ne-existen
ii matemati
ký
h objektov. To ale ni£ nemení na skuto£nosti, ºeaj tu patria d�kazy neexisten
ie k naj´aº²ím úlohám z h©adiska korektnejargumentá
ie.
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vi£ 3.3 RÔZNE VE�KÉ NEKONE�NÁ 95Pokúsme sa najprv ukáza´, ºe nie je moºné o£íslova´ reálne £íslo z intervalu

[1, 0] a teda, ºe platí |[0, 1]| 6= |N|. Ako sme uº nazna£ili, na d�kaz neexis-ten
ie o£íslovania £ísiel v [0, 1] pouºijeme metódu nepriameho dokazovania.To znamená, ºe predpokladáme opak toho, £o 
h
eme dokáza´. Takºe pred-pokladáme, ºe existuje o£íslovanie reálny
h £ísiel z intervalu [0, 1] a pomo
outohto predpokladu sa snaºíme dosta´ k sporu14.Ak existuje o£íslovanie mnoºiny [0, 1], m�ºeme v²etky reálne £ísla z [0, 1]zapísa´ do postupnosti znázornenej v tabu©ke na obrázku 3.25.
0 1 2 3 4 ...1234...
0.0.0.0.

a11

a21

a31

a41
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a22

a32

a42

a13

a23

a33

a43

a14

a24

a34

a44
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............ ... ... ... ...... ... ... ... ... ... ...i 0. ai1 ai2 ai3 ai4 ......
... i............
... ... ...

a1i

a2i

a3i

a4i

aiiobr. 3.25To znamená, ºe £íslo
0.a11a12a13a14 . . .je prvým £íslom v na²om o£íslovaní £ísiel z [0, 1]. Symboly a11, a12, a13, . . . súde
imálne 
ifry. Takºe a11 je prvá de
imálna 
ifra za desatinnou £iarkou, a12je druhá 
ifra, a13 je tretia 
ifra za desatinnou £iarkou, at¤. Vo v²eobe
nostije
0.ai1ai2ai3ai4 . . .

i-te reálne £íslo z intervalu [0, 1] v poradí ná²ho £íslovania. Na²a tabu©ka jenekone£ná v dvo
h rozmero
h. Po£et riadkov je |N| a po£et st¨p
ov je tieº
|N|. St¨pe
 j obsahuje j-te 
ifry za desatinnou £iarkou v²etký
h reálny
h14V prípade potreby sa m�ºeme najprv vráti´ k opisu metódy nepriamej argumentá
ie v prvejkapitole. S
héma nepriameho dokazovania hovorí, ºe ak je moºné z nejakého tvrdenia Zodvodi´ postupnos´ou impliká
ií nejaké o£ividne neplatné tvrdenie, tak tvrdenie Z neplatí,a teda platí opak tvrdenia Z.



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 96 KAPITOLA 3£ísiel v na²om o£íslovaní. Po£et st¨p
ov musí by´ tieº nekone£ný, pretoºevä£²inu reálny
h £ísiel nie je moºné zapísa´ pomo
ou kone£ného po£tu 
i�erza desatinnou £iarkou. Napríklad na zapísanie zlomku

1

3
= 0.3 = 0.33333 . . .potrebujeme nekone£ne ve©a miest za desatinnou £iarkou i ke¤ táto reprezen-tá
ia je periodi
ká. �ísla ako √2/2 alebo π/4 nie sú periodi
ké a na i
h pres-ný zápis v tomto tvare de
imálneho zápisu sa nem�ºeme vyhnú´ pouºitiunekone£ného po£tu desatinný
h miest v i
h presnom zápise.Aby sme zvý²ili názornos´ uvedenej tabu©ky predstavíme si hypoteti
kú konkrét-nu tabu©ku ako na obrázku 3.26, kde sú namiesto symbolov aij konkrétnede
imálne 
ifry. V tejto hypoteti
kej tabu©ke sú o£íslované reálne £ísla zintervalu [0, 1].

0 1 2 3 4 5 6 ...123456...

0.0.0.0.0.0.
709233

309351
208404

101
010

100751
008237

...

.................. ... ... ... ... ... ...... ... ... ... ... ... ... ... ...i 0. 7 6 5 0 0 1 ......obr. 3.26Na prvom mieste je £íslo 0.732110 . . ., na druhom mieste 0.000000 . . ., natre´om mieste 0.998103 . . ., at¤.Teraz aplikujeme takzvanú diagonaliza£nú metódu na kon²truk
iu reál-neho £ísla z intervalu [0, 1], ktoré sa ur£ite v tabu©ke nena
hádza (obr. 3.25).Táto skuto£nos´ je ale v spore s na²ím predpokladom, ºe v tabu©ke mámeo£íslovanie reálny
h £ísiel z [0, 1] a teda nie je moºné, aby tam nejaké £íslo
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hýbalo. To znamená, ºe na²a tabu©ka neposkytuje o£íslovanie reálny
h £ísielz intervalu [0, 1] a teda, ºe neexistuje ºiadne o£íslovanie £ísiel z [0, 1].Na²ím 
ie©om je teda skon²truova´ nejaké £íslo c z intervalu [0, 1], ktoré saur£ite nena
hádza v ºiadnom riadku tabu©ky na obr. 3.25. �íslo c budemekon²truova´ postupne, jedno desatinné miesto po druhom. �íslo c zapí²emeako

c = 0.c1c2c3c4 . . . ci . . . .Vo v²eobe
nosti zvolíme de
imálnu 
ifru c1 = a11 − 1, ak a11 6= 0 a poloºíme
c1 = 1, ak a11 = 0. Konkrétne na obrázku 3.26 to znamená, ºe by smezvolili c1 = 6, pretoºe a11 = 7. V¤aka tejto vo©be 
ifry c1 vieme uº sistotou, ºe kon²truované £íslo c sa nena
hádza v prvom riadku tabu©ky naobr. 3.25 (obr. 3.26). Na druhé miesto za desatinnou £iarkou £ísla c vezmeme
ifru c2 = a22 − 1 ak a22 6= 0 a v prípade, ke¤ a22 = 0 zvolíme c2 = 1.Pre o£íslovanie na obrázku 3.26 to znamená, ºe zvolíme c2 = 1, pretoºe
a22 = 0. V¤aka tejto vo©be sa £íslo c s istotou odli²uje od £ísla v druhomriadku tabu©ky. �alej zvolíme c3 tak, aby c3 bolo r�zne od a33 a tým pádomkon²truované £íslo c neleºalo v tre´om riadku tabu©ky (nebolo tretím £íslomv hypoteti
kom o£íslovaní).Úplne v²eobe
ne zvolíme ci = aii − 1 pre aii 6= 0 a ci = 1 pre aii = 0. V¤akatejto vo©be neleºí c v i-tom riadku tabu©ky (c sa odli²uje od £ísla v i-tomriadku tabu©ky minimálne na i-tom desatinnom mieste). Týmto postupomzískame po ²iesti
h kroko
h kon²truk
ie pre konkrétnu tabu©ku z obrázku3.26 £íslo

0.617106 . . . .�ahko zistíme, ºe toto £íslo je r�zne od v²etký
h £ísel v prvý
h ²iesti
h riad-ko
h tabu©ky (obr. 3.26).Vo v²eobe
nosti vidíme, ºe sa £íslo c odli²uje od kaºdého £ísla v tabu©ke (vna²om hypoteti
kom o£íslovaní) a to minimálne na i-tom desatinnom miesteod i-teho £ísla tabu©ky (o£íslovania). To ale znamená, ºe tabu©ka na obrázku3.25 nie je o£íslovaním mnoºiny [0, 1], pretoºe o£íslovanie mnoºiny [0, 1] zna-mená uvies´ v poradí bezpodmiene£ne v²etky prvky z [0, 1], a my vidíme,ºe c tam 
hýba. Takºe bol ná² predpoklad existen
ie o£íslovania mnoºiny
[0, 1] 
hybný a na základe s
hémy nepriameho d�kazu m�ºeme uzavrie´ na²eúvahy tvrdením, ºeNeexistuje ºiadne o£íslovanie mnoºiny [0, 1], a teda neexistuje anipárovanie medzi N a [0, 1].Úloha 3.20 Na£rtnite za£iatok tabu©ky (podobne ako na obrázku 3.26) hypotet-i
kého o£íslovania reálny
h £ísel z [0, 1], v ktorej na za£iatku leºia £ísla 1/4, 1/8,
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√
2/2, 0, 1, π/4, 3/7. K tejto tabu©ke ur£ite 
ifry c1, c2, c3, c4, c5, c6 a c7 z c, takaby bolo zaru£ené, ºe sa c odli²uje od v²etký
h tý
hto siedmy
h £ísel.Úloha 3.21 V hypoteti
kom o£íslovaní leºí v 100. riadku £íslo 2/3. Ktorú 
ifru£ísla c a akým sp�sobom zvolí v tomto prípade diagonaliza£ná metóda?Úloha 3.22 Ur£ite prvý
h 7 
i�er £ísla c za desatinnou £iarkou pre hypoteti
kéo£íslovanie mnoºiny [0, 1] v tabu©ke na obrázku 3.27.

0 1 2 3 4 5 6 7 ...1234567...

0.0.0.0.0.0.0.

2111111

0766666

0343333

113
0111

7737778
88888
3
9

044444
3

...

..................... ... ... ... ... ... ... ... ...obr. 3.27�o sme práve dokázali a aká bola na²a argumentá
ia? Predpokladajme, ºenám niekto povie, ºe má o£íslovanie mnoºiny [0, 1]. Vyvinuli sme te
hniku(nazývanú diagonaliza£ná metóda), pomo
ou ktorej sme s
hopní kaºdému je-ho návrh o£íslovania vráti´ s tým, ºe jeho o£íslovanie nie je úplné, pretoºe v¬om 
hýba aspo¬ jedno £íslo z [0, 1]. Vzh©adom na to, ºe sme to s
hopní uro-bi´ pre kaºdé hypoteti
ké o£íslovanie, neexistuje ºiadne korektné o£íslovanieprvkov mnoºiny [0, 1].Iný sp�sob nahliadnutia na na²u argumentá
iu je zaloºený na s
héme nepri-ameho d�kazu, ktorú sme sa nau£ili v prvej kapitole. Na²im 
ie©om bo-lo dokáza´ tvrdenie Z, ºe neexistuje o£íslovanie reálny
h £ísiel z intervalu
[0, 1]. Na²a s
héma za£ína s tvrdením Z, £o je opakom Z a odvodí zo Znejaký nezmysel (nie£o nemoºné). V¤aka tomu vieme pod©a metódy nepri-ameho d�kazu, ºe Z nem�ºe plati´ a musí plati´ Z. Takto dosiahneme ná²
ie©, dokázanie platnosti Z. Tvrdenie Z (opak Z) je, ºe existuje o£íslovanie
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 platnos´ Z dospejeme k záveru, ºe v tomtohypoteti
kom o£íslovaní prvkov mnoºiny [0, 1] jeden prvok (£íslo) c 
hýba.To je ale nezmysel, pretoºe v o£íslovaní mnoºiny [0, 1] nem�ºe 
hýba´ ºiadnyprvok z [0, 1] a z tohto d�vodu neexistuje ºiadne o£íslovanie mnoºiny [0, 1].Vzh©adom na to, ºe nie je moºné o£íslova´ £ísla z intervalu [0, 1] (nie je moºnépopárova´ i
h s prirodzenými £íslami z N) a ºe [0, 1] ⊂ R+, je o£ividné, ºenem�ºeme o£íslova´ ani prvky z R+.Úloha 3.23 Od�vodnite vlastnými slovami, pre£o z neexisten
ie o£íslovania mnoºiny

[0, 1] vyplýva tieº neexisten
ia o£íslovania mnoºiny R+.[Rada: M�ºete sa pokúsi´ vysvetli´, ako by sa z kaºdého o£íslovania mnoºiny R+dalo získa´ o£íslovanie mnoºiny [0, 1]. Pre£o je takáto argumentá
ia korektná?℄.Pretoºe N ⊂ R+ a neexistuje ºiadne párovanie medzi N a R+, smieme tvrdi´,ºe platí
|N| < |R+|.Teda existujú dve r�zne ve©ké nekone£ná a to |N| a |R+|. Moºno dokon
aukáza´, ºe existuje nekone£ne ve©a r�zne ve©ký
h nekone£ien. Tu ale up-ustíme od prezentá
ie a dokazovania tý
hto te
hni
ký
h výsledkov, pretoºei
h nepotrebujeme na dosiahnutie ná²ho hlavného 
ie©a. Na²ím hlavným
ie©om je v nasledujú
ej kapitole ukáza´, ºe existuje via
 výpo£tový
h prob-lémov (úloh) ako algoritmov, a preto existujú úlohy, ktoré sa algoritmi
ky ateda automati
ky pomo
ou po£íta£ov nedajú rie²i´.Úloha 3.24 Pozme¬me tro
ha metódu diagonalizá
ie vzh©adom na tabu©ku prezen-tovanú na obr. 3.25. Zvo©me ci = ai,2i− 1 ak ai,2i 6= 0 a zvo©me ci = 1 ak ai,2i = 0.a) M�ºeme potom znova tvrdi´, ºe £íslo c = 0.c1c2c3c4 . . . sa v tabu©ke ne-na
hádza? Od�vodnite Va²e tvrdenie.b) Zarám£ekujte prvky ai,2i tabu©ky na obrázku 3.25!
) Aké budú 
ifry c1, c2 a c3 pri tejto stratégii, ak budeme uvaºova´ konkrétnutabu©ku na obr. 3.27? Zd�vodnite, pre£o sa takto vygenerované £íslo c =

0.c1c2c3 . . . ur£ite nena
hádza v prvý
h tro
h riadko
h tabu©ky (obr. 3.27).3.4 Najd�leºitej²ie my²lienky v krátkostiDve nekone£ná m�ºeme porovnáva´, ak i
h reprezentujeme pomo
ou mnoºín.Na tomto základe Cantor postavil svoj kon
ept na porovnávanie ve©kosti(mohutnosti) mnoºín. Pritom vyuºil nasledujú
u ba£ovskú metódu. Dve
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h mnoºín spárova´. Nejakánekone£ná mnoºina A je rovnako ve©ká ako N, ak je moºné o£íslova´ prvky Aa tak i
h usporiada´ ako prvý, druhý, tretí, at¤. O£íslovanie mnoºiny A nieje ni£ iné ako párovanie A a N. Na na²e prekvapenie m�ºeme párova´ N a Zi ke¤ N je vlastná podmnoºina Z. Na základe tohto a podobný
h výsledkovsme spoznali, ºe vlastnos´obsahova´ vlastnú £as´, ktorá je rovnako ve©ká ako 
elok,je presne tou vlastnos´ou, ktorá odli²uje kone£né od nekone£ného. Kone£némnoºiny nem�ºu ma´ túto vlastnos´. Pre nekone£né mnoºiny je nevyhnutnéma´ túto vlastnos´.Napriek tomu, ºe medzi dvoma prirodzenými £íslami i a i + 1 leºí vºdynekone£ne ve©a ra
ionálny
h £ísiel, o£íslovali sme ²ikovným sp�sobom ra-
ionálne £ísla (nie pod©a ve©kosti) a tým sme ukázali, ºe platí |N| = |Q+|.D�sledkom je, ºe prirodzený
h £ísiel je rovnako ve©a ako kladný
h ra
ionál-ny
h £ísiel.�alej sme pomo
ou nepriameho d�kazu ukázali, ºe neexistuje ºiadne o£íslo-vanie reálny
h £ísiel a teda, ºe platí

|N| < |R+|.D�sledkom je, ºe existujú minimálne dve r�zne ve©ké nekone£ná. Cie©omnasledujú
ej kapitoly je ukáza´, ºe po£et r�zny
h programov sa rovná |N|,a ºe po£et r�zny
h algoritmi
ký
h úloh sa rovná |R+|. D�sledkom budeexisten
ia úloh, pre ktoré neexistujú ºiadne algoritmy na i
h rie²enie.Zatia© sme e²te neukázali ºiadny div informatiky. Zato sme ale spoznalipodstatu nekone£na a metódu na porovnávanie nekone£ný
h ve©kostí a týmsme predstavili matemati
ký div, ktorý je jedným z najfas
inujú
ej²í
h dra-hokamov vedy. Drahokamy leºia len zriedkavo pohodené na uli
i. V typi
k-om prípade je potrebné vynaloºi´ nemalé úsilie na i
h získanie. Preto smesa aj poriadne zapotili, kým sme boli s
hopní zvládnu´ prá
u s nekone£nom.Preto nás nesmie prekvapi´, ºe 
esta k divom informatiky je tieº náro£ná.Ale trpezlivos´ sa vyplá
a. Vydrºte e²te dve kapitoly a potom zaºijete di-vy informatiky jeden za druhým. Neo£akávané a elegantné rie²enia zdanlivobezvý
hodiskový
h situá
ií zvý²ia tep kaºdého priate©a vedy. Len s trpe-zlivos´ou a usilovnos´ou dosiahneme poznanie, ktoré má skuto£nú h¨bku ave©kú 
enu.
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vi£ 3.4 ZHRNUTIE 101Vzorové rie²enia k vybraným úlohámÚloha 3.1 Pre mnoºiny A = {2, 3, 4, 5} a B = {2, 5, 7, 11} existuje 4! = 24 r�zny
hpárovaní. Príklad párovania je

(2, 11), (3, 2), (4, 5), (5, 7),alebo
(2, 11), (3, 7), (4, 5), (5, 2).Postupnos´ dvojí
 (2, 2), (4, 5), (5, 11), (2, 7) nie je párovanie mnoºín A a B, pretoºeprvok 2 z A sa na
hádza v dvo
h páro
h (2, 2) a (2, 7) a prvok 3 z A ostal vo©ný(nena
hádza sa v ºiadnom páre).Úloha 3.7 (tvrdý orie²ok)De�nujme vz´ah |A| < |B| pre dve nekone£né mnoºiny

A a B tak, ºe |A| < |B| práve vtedy, ak existuje vlastná podmnoºina C mnoºiny
B (C ⊂ B), ktorú moºno popárova´ s mnoºinou A. Na²ím 
ie©om je ukáza´, ºepomo
ou tejto de�ní
ie moºno dospie´ k nezmyselnému výsledku |N| < |N|. Týmukáºeme, ºe táto de�ní
ia relá
ie men²í nie je vhodná na porovnávanie nekone£ný
hmnoºín.Zvo©me si v tejto de�ní
ii A = N a B = N. Ako C si zvolíme Z+. O£ividne je
C = Z+ vlastná podmnoºina mnoºiny B = N (C ⊂ B), pretoºe Z+ ⊂ N. Párovaniemedzi mnoºinami C = Z+ a B = N sme uº ukázali. Tým sú splnené v²etkypodmienky de�ní
ie a teda musí plati´ |A| < |B|. Pretoºe sme zvolili A = N = B,dostávame |N| < |N|.Úloha 3.9 Párovanie medzi mnoºinami N a Z m�ºeme nájs´ pomo
ou nasledu-jú
eho o£íslovania prvkov zo Z (usporiadania do poradia nultý, prvý, druhý, tretí,. . . ):

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, . . . , i,−i, . . . .Z tohto o£íslovania prvkov zo Z dostaneme párovanie mnoºín N a Z tak, ºe kaºdému£íslu mnoºiny Z priradíme jeho poradie v o£íslovaní. Za£iatok ná²ho párovaniavyzerá takto:
(0, 0), (1, 1), (2,−1), (3, 2), (4,−2), (5, 3), (6,−3), . . . .Vo v²eobe
nosti vytvárame dvoji
e

(0, 0), (2i − 1, i) a (2i,−i)pre v²etky kladné 
elé £ísla i.Úloha 3.11 (tvrdý orie²ok) Re
ep£ný sa pri
hystá na hostí takto: najprv rozdelíizby na nekone£ne ve©a skupín nekone£nej ve©kosti. Vºdy ke¤ príde nejaká skupinahostí (je jedno £i kone£ná alebo nekone£ná), pouºije pre nový
h hostí nasledujú
ue²te nepouºitú skupinu vo©ný
h izieb.
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ep£ný má dobré matemati
ké vzdelanie (£o je v Hilbertovom hoteli pre kaºdéhozamestnan
a nevyhnutným predpokladom na prijatie do zamestnania) a vie, ºeexistuje nekone£ne ve©a prvo£ísiel

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, . . . .Ne
h pi je i-te prvo£íslo v tejto rastú
ej postupnosti prvo£ísiel. Pomo
ou pi ur£íme
i-tu nekone£ne ve©kú skupinu izieb akoSkupina(i) = {pi, p

2
i , p

3
i , p

4
i , . . . , (pi)

j , . . .} .Napríklad Skupina(2)= {3, 9, 27, 81, . . .}. Re
ep£ný vie tieº (v¤aka znalosti základ-nej vety aritmetiky), ºe ºiadne £íslo z N sa nena
hádza vo via
 ako jednej skupineizieb. To znamená, ºe aj ke¤ postupne príde nekone£ne ve©a skupín hostí, m�ºere
ep£ný pride©ova´ izby bez toho, aby musel pres´ahováva´ uº ubytovaný
h hostí.Nezáleºí na tom, £i i-ta skupina hostí je kone£ná alebo nekone£ná, skupina iziebSkupina(i) je pre ni
h zarezervovaná. Ak ozna£íme hostí i-tej skupiny ako
Gi,1, Gi,2, Gi,3, . . . , Gi,j , . . .tak hos´ Gi,1 dostane izbu pi, hos´ Gi,2 izbu p2

i at¤. Vo v²eobe
nosti dostane hos´
Gi,j izbu (pi)

j.�itate© mohol nájs´ aj iné správne rie²enie ako sme uviedli.Úloha 3.13 Postupnos´ dvojí

(0, 0), (1, 1), (2, 4), (3, 9), (4, 16), . . . , (i, i2), . . .je párovaním medzi N a Nquad. O£ividne je kaºdý prvok z N práve v jednom párea analogi
ky sa vyskytuje kaºdé £íslo z Nquad práve jedenkrát ako druhý prvoknejakej dvoji
e.Úloha 3.21 De
imálna reprezentá
ia £ísla 2/3 je

0.6 = 0.666666 . . . .Takºe na stom mieste za desatinnou £iarkou je 
ifra 6. Pod©a metódy diagonalizá
iezvolíme c100 = 6− 1 = 5.Úloha 3.22 Pre hypoteti
ké o£íslovanie mnoºiny [0, 1] z tabu©ky obr. 3.27 dostanemeaplikovaním metódy diagonalizá
ie
c = 0.1631783 . . . .Úloha 3.23 Úlohu vyrie²ime pomo
ou s
hémy nepriameho d�kazu z prvej kapitoly.Vieme, ºe neexistuje ºiadne o£íslovanie prvkov mnoºiny [0, 1]. Na²ou úlohou je
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vi£ 3.4 ZHRNUTIE 103ukáza´, ºe neexistuje ºiadne o£íslovanie prvkov z R+.Predpokladajme opak ná²ho 
ie©a, t.j., ºe máme nejaké o£íslovanie mnoºiny R+.Zoberme toto o£íslovanie ako postupnos´ £ísiel a ²krtneme (vygumujeme) v²etky£ísla, ktoré nie sú z intervalu [0, 1]. �o ostane, je postupnos´ (o£íslovanie) v²etký
h£ísiel z [0, 1]. Uº ale vieme, ºe neexistuje o£íslovanie mnoºiny [0, 1], a teda musíplati´ opak ná²ho predpokladu. Opak ná²ho predpokladu (ºe existuje o£íslovanie

R+) je ná² 
ie© (neexistuje o£íslovanie mnoºiny R+).
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hyby,ale preboha myslite,aj ke¤ 
hybne, ale samostatne.Gotthold Ephraim Lessing

Kapitola 4Vypo£ítate©nos´, alebo pre£o existujúúlohy, ktoré sa nedajú vyrie²i´ naprogramovate©nom po£íta£i
4.1 CieleV tretej kapitole sme objavili, ºe existujú r�zne ve©ké nekone£ná. Naprík-lad, po£et reálny
h £ísiel je vä£²í ako po£et prirodzený
h £ísiel. Nekone£námnoºina je presne rovnako ve©ká ako N, ke¤ jej prvky m�ºeme o£íslova´ akoprvý, druhý, tretí, at¤.Na²ím 
ie©om v tejto kapitole je ukáza´, ºe existujú problémy (úlohy), ktorénemoºno rie²i´ pomo
ou ºiadny
h algoritmov. Hlavná my²lienka je ve©mijednodu
há. Ukáºeme, ºe existuje via
 problémov ako je po£et v²etký
h pro-gramov. To znamená, ºe musia existova´ úlohy, ktoré sa nedajú rie²i´ algorit-mi
ky a teda ani automati
ky pomo
ou výpo£tovej te
hniky. No neuspoko-jíme sa ale len s d�kazom, ºe existujú algoritmi
ky nerie²ite©né úlohy. Mohliby sme si myslie´, ºe v²etky algoritmi
ky nerie²ite©né úlohy sú nato©ko ne-prirodzené, ºe i
h rie²enie aj tak nikoho nezaujíma. Preto sa pousilujemeukáza´, ºe existujú zaujímavé prakti
ké úlohy, ktoré sa algoritmi
ky nedajú
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vi£ 106 KAPITOLA 4rie²i´.Táto kapitola je naj´aº²ou v 
elej knihe, preto sa neznepokojujte ani neb-u¤te frustrovaní, ak sa vám nepodarí v²etko po
hopi´. Ani mnohí absol-venti univerzitného ²túdia informatiky 
elkom neovládajú túto matemati
kynáro£nú £as´ ²túdia. Úspe
hom je uº len to, ke¤ po
hopíte prezentované ob-javy informatiky a i
h význam. Po
hopi´ detailne 
elú 
estu k týmto zásad-ným objavom informatiky si vyºaduje zvy£ajne via
násobné £ítanie textu apremý²©anie o hlavný
h my²lienka
h d�kazov. Je na vás, ko©kokrát budeteo
hotní opakovane sa zaobera´ touto témou.Je d�leºité vedie´, ºe kaºdý m�ºe £íta´ bez problémov v²etky nasledujú
ekapitoly aj v prípade, ºe nepo
hopil d�kazy v tejto kapitole.4.2 Ko©ko r�zny
h programov moºno napísa´?Ko©ko programov existuje? Prvá jednodu
há odpove¤ je: �Nekone£ne ve©a�.Nepo
hybne pre kaºdý program máme nejaký iný program, ktorý je o jedenriadok (jeden príkaz) dlh²í, teda existuje dokon
a nekone£ne ve©a moºný
hd¨ºok programov. Najvia
 nás ale zaujíma odpove¤ na otázku, £i je po£etr�zny
h programov rovný |N|. Ukáºeme, ºe po£et r�zny
h programov jerovnaký, ako po£et prirodzený
h £ísel. Urobíme to tak, ºe o£íslujeme v²etkyprogramy.Za£nime uvaºova´ o po£te v²etký
h textov, ktoré moºno napísa´ na po£íta£ialebo písa
om stroji. Pod textom rozumieme postupnos´ symbolov pouºí-vanej klávesni
e. V²etky malé a ve©ké písmená latinskej abe
edy 
hápemeako symboly. Okrem ni
h mnoºstvo ¤al²í
h symbolov ako?, !, ·, $, /, +, *, at¤.,ktoré m�ºeme tieº pouºíva´. Na d�vaºok máme e²te klávesni
u pre �prázd-ny symbol�, pomo
ou ktorej vkladáme medzeru medzi dve slová alebo dvevety. Aby sme nazna£ili výskyt medzery ako prázdneho symbolu, pouºívamenamiesto medzery symbol  . D�leºité je si uvedomi´, ºe medzera má v texteistý význam a preto je rozumné s ¬ou narába´ ako so symbolom. Takºe zatexty pokladáme nielen slová ako�Janko� a �mama�s jasným významom, ale i nezmyselné postupnosti symbolov ako:xyz*-+?!abe/
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vi£ 4.2 KO�KO RÔZNYCH PROGRAMOV MO�NO NAPÍSA�? 107Od textu, v zmysle pred
hádzajú
eho odseku, neo£akávame ºiadny význam.Je to jednodu
ho postupnos´ symbolov, ktorá nemusí ma´ sémanti
kú inter-pretá
iu. V informatike nazývame mnoºinu pouºitý
h symbolov abe
edoua hovoríme o texto
h nad abe
edou, ak sú texty zostavené zo symbolovtejto abe
edy.Pretoºe aj medzeru povaºujeme za symbol, m�ºeme obsah 
elej knihy1 (naprík-lad tejto) povaºova´ za text. Dopra
ovali sme sa k nasledovnému postrehu:Kaºdý text je kone£ný, ale texty m�ºu by´ ©ubovo©ne dlhé, tedaexistuje nekone£ne ve©a r�zny
h textov.Pozrime sa teraz na podobnos´ medzi textami a prirodzenými £íslami. Kaºdéprirodzené £íslo moºno reprezentova´ kone£ným sp�sobom pomo
ou symbol-ov (
i�er) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 v desiatkovej £íselnej sústave. Ve©kos´(d¨ºka) reprezentá
ie rastie s hodnotou £ísla a tým pádom m�ºu by´ zápisy£ísiel ©ubovo©ne dlhé2.M�ºeme teda poveda´:�Po£et v²etký
h textov nad abe
edou po£íta£ovej klávesni
e sa rovná

|N|.�Je to naozaj tak a zd�vodníme to pomo
ou o£íslovania textov. Sta£í ukáza´,ako sa v²etky texty dajú usporiada´ do nekone£ného telefónneho zoznamu.Nedá sa to ale spravi´ rovnakým sp�sobom, aký sa pouºíva pri zostaveníslovníkov. Pod©a pravidiel usporiadania v slovníko
h najprv zoberieme doúvahy slová a, aa, aaa, aaaa, at¤. a nikdy sa nedostaneme k o£íslovaniu slovs inýmmi písmenami neº a, pretoºe je nekone£ne ve©a textov, ktoré obsahujúlen písmeno a. Preto musíme pri o£íslovaní textov postupova´ inak. Pouºi-jeme nasledujú
e pravidlo:Krat²ie texty pred
hádzajú dlh²ím textom.To znamená, ºe v na²ej nekone£nej knihe sú na za£iatku v²etky texty d¨ºky 1,potom v²etky texty d¨ºky 2, potom v²etky texty d¨ºky 3, at¤. E²te musímeur£i´ poradie pre texty rovnakej d¨ºky. Ak by sme mali k dispozí
ii lenpísmená latinskej abe
edy, mohli by sme texty rovnakej d¨ºky usporiada´rovnako ako v slovníku. Teda najprv v²etky texty za£ínajú
e sa symboloma, at¤. Vzh©adom na to, ºe máme aj ²pe
iálne symboly ako ?, !, *,+, at¤.,1aº na ilustrá
ie2To znamená, ºe nem�ºeme zhora ohrani£i´ d¨ºku zápisu nejakou kon²tantou (pevným£íslom). Ak by bola d¨ºka najvia
 n, tak by sme mali k dispozí
ii nanajvý² 10n r�zny
hreprezentá
ií £ísiel, teda by sme mohli reprezentova´ (zapísa´) len kone£ne ve©a £ísiel.
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vi£ 108 KAPITOLA 4musíme sa najprv dohodnú´ na poradí v²etký
h symbolov �abe
edy kláves-ni
e�. Poradie symbolov si m�ºeme zvoli´ sami a nie je d�leºité, ktoré sivyberieme. Potomusporiadame texty rovnakej d¨ºky rovnako ako v slovníku1 2 3 . . . 25 26 27 28 . . . 51 52 53 54 . . . 61 62a b 
 . . . y z A B . . . Y Z l 2 . . . 9 063 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 . . . 167+ " * ç & ! . : , ; ? $ ? . . .  obr. 4.1To znamená, ºe najprv sú texty, ktoré sa za£ínajú prvým symbolom v na²omporadí. Ak sme napríklad usporiadali symboly abe
edy klávesni
e do poradiaako na obr. 4.2, za£ína na²e o£íslovanie textov1 a2 b3 
...Texty d¨ºky 5 sú usporiadané nasledujú
o:aaaaaaaaabaaaa
...aaaa aaabaaaabbaaab
...Pre£o sme sa zapodievali textami?�Kaºdý program je text nad abe
edou klávesni
e.�Takºe programy sú ²pe
iálne texty, ktoré sú zrozumite©né pre po£íta£. Po£etprogramov nie je teda vä£²í ako po£et textov, a preto m�ºeme tvrdi´:
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vi£ 4.2 KO�KO RÔZNYCH PROGRAMOV MO�NO NAPÍSA�? 109�Po£et programov sa rovná |N|.�Ukázali sme, ºe po£et programov je nekone£ný a nie vä£²í neº |N|. To, ºe

|N| a po£et programov sú rovnako ve©ké, vyplýva zo skuto£nosti, ºe |N| jenajmen²ie nekone£no. Toto sme ale nedokázali. Ke¤ 
h
eme na²e tvrde-nie dokáza´ úplne £isto, bez pouºitia nedokázaného tvrdenia, potrebujemevytvori´ párovanie medzi £íslami a programami. Ako uº vieme, o£íslovanieje párovanie.Programy o£íslujeme tak, ºe z nekone£nej knihy v²etký
h textovvytvorený
h nad abe
edou klávesni
e, vymaºeme tie, ktoré nepred-stavujú program.Je d�leºité v²imnú´ si, ºe vymazanie sa dá urobi´ automati
ky. Dajú sanapísa´ programy, ktoré pre zadaný vstupný text rozhodnú, £i zodpovedáprogramu v nejakom uvaºovanom programova
om jazyku. Takéto kontrolu-jú
e programy nazývame kompilátory. Treba zd�razni´, ºekompilátor skontroluje len, £i je program syntakti
ky správny, alenie, £i je sémanti
ky správny.To znamená, ºe kompilátor skontroluje presne, £i je text korektne zapísanoupostupnos´ou príkazov pre po£íta£, teda £i je programom. Kompilátor nekon-troluje, £i je program algoritmom, teda, £i program po£íta nie£o zmysluplné,alebo £i sa nem�ºe sta´, ºe by beºal v 
ykle do nekone£na.V ¤al²om si teda m�ºeme dovoli´ uvies´ nekone£ný zoznam v²etký
h pro-gramov
P0, P1, P2, P3, . . ., Pi, . . .,pri£om Pi ozna£uje i-ty program.Pre£o bolo také d�leºité, ukáza´, ºe po£et programov, a tým sú£asne aj al-goritmov, nie je vä£²í neº |N|? Odpove¤ je, ºe po£et v²etký
h moºný
hproblémov je vä£²í neº |N|, teda existuje via
 r�zny
h problémov, neº pro-gramov. Z toho vyplýva, ºe existujú problémy, pre ktoré neexistujú algoritmy(metódy na i
h rie²enie).Uº pred
hádzajú
ej kapitole sme nazna£ili, ºe existuje príli² ve©a problémov.Pre kaºdé reálne £íslo m�ºeme uvaºova´ nasledujú
i problém Problem(c).Problem(c)Vstup: prirodzené £íslo nVýstup: £íslo c s presnos´ou na n desatinný
h miest za desatinou bodkou
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vi£ 110 KAPITOLA 4Hovoríme, ºe algoritmus Ac rie²i problém Problem(c) alebo, ºe Acgeneruje £íslo c, ke¤ pre ©ubovo©né zadané £íslo n vypo£íta v desiatkovejsústave 
elú £as´ £ísla c a n desatinný
h miest za desatinou bodkou.Napríklad,

• pre c = 4
3
, musí A 4

3
pre vstup n = 5 vypo£íta´ výsledok 1.33333.

• pre c =
√

2 musí A√2 pre vstup n = 4 vypo£íta´ £íslo 1.4142.
• pre c = π musí Aπ pre vstup n = 6 vypo£íta´ 3.141592.Úloha 4.1 �o je výstupom algoritmu A 17

6
, ktorý pre vstup n = 12 generuje 17

6 ?�o sú výsledky algoritmu Aπ, ktorý generuje π, pre vstupy n = 2, n = 0, n = 7 a
n = 9?Úloha 4.2 (tvrdý orie²ok) Viete vymyslie´ metódu na ur£enie (generovanie) ©u-bovo©ného po£tu desatinný
h miest £ísla π? Vysvetlite ju!V kapitole 3 sme dokázali, ºe po£et reálny
h £ísiel je vä£²í neº |N|, to znamená,ºe |R| > |N|. Pretoºe po£et algoritmov nie je vä£²í neº |N|, je via
 reálny
h£ísiel neº algoritmov. Pretoexistujú reálne £ísla c, pre ktoré nie je Problem(c) algoritmi
kyrie²ite©ný.Dokázali sme, ºe sú reálne £ísla, ktoré sa nedajú algoritmi
ky generova´.Rozumieme ale presne, pre£o je to tak? Pokúsime sa vytvori´ si základy intuí-
ie, a tak demaskova´ sivú eminen
iu v pozadí. Prirodzené £ísla, ra
ionálne£ísla, texty, programy, re
epty a algoritmy majú d�leºitú spolo£nú vlastnos´.�V²etky tieto objekty sa dajú reprezentova´ kone£ným sp�sobom.�Pre reálne £ísla to ale neplatí. Ke¤ je zápis reálneho £ísla kone£ný, m�ºemeho 
hápa´ ako text. Po£et textov je ale men²í neº po£et reálny
h £ísiel, pretoexistujú reálne £ísla, ktoré nemajú kone£ný zápis.�o to presne znamená? Kon²truktívne opísa´ reálne £íslo m znamená, ºena základe opisu sme s
hopní získa´ kompletné £íslo m, 
ifru po 
ifre. Ajv prípade, ke¤ má £íslo m za desatinnou bodkou nekone£ne ve©a miest, nazáklade opisu vieme jednozna£ne ur£i´ 
ifru na ©ubovo©nom desatinnom mi-este £ísla m. V tomto zmysle je kone£ný opis £ísla m úplný. Teda na základekone£ného opisu m máme algoritmus na generovanie tohto £ísla. Napríklad√

2 je kone£ná reprezentá
ia ira
ionálneho £ísla m =
√

2 a vieme ho vypo£íta´s ©ubovo©nou presnos´ou, ktorú si ur£íme. Preto platí:
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vi£ 4.3 ÁNO ALEBO NIE, TO JE OTÁZKA 111Reálne £ísla, ktoré sa dajú reprezentova´ kone£ným sp�sobom súpresne tie reálne £ísla, ktoré sa dajú algoritmi
ky generova´. Mámeaj reálne £ísla, ktoré sa nedajú kone£ným sp�sobom reprezentova´,a preto sa nedajú ani algoritmi
ky generova´.Úloha 4.3 �o myslíte? �oho je via
? Reálny
h £ísiel s kone£nou reprezentá-
iu, alebo reálny
h £ísiel, ktoré nemajú kone£nú reprezentá
iu. Zd�vodnite Va²etvrdenie!Teraz vidíme, ºe sú úlohy, na ktorý
h rie²enie neexistuje algoritmus. S tým-to poznaním sa ale neuspokojíme. Koho zaujíma úloha generova´ £íslo m,ktorého reprezentá
ia aj tak nie je kone£ná? Ako v�be
 formulova´ takútoúlohu kone£ným sp�sobom? A okrem toho, ak sú toto jediné úlohy, ktorénie sú algoritmi
ky rie²ite©né, tak m�ºeme spokojne zabudnú´ na 
elú takú-to �umelú� teóriu a venova´ sa úlohám, ktoré sa vyskytujú v praxi. Takºe£itate©ovi musí by´ zrejmé, ºe s takýmto poznaním sa nem�ºeme uspoko-ji´. Musíme pokra£ova´ v na²om skúmaní, aby sme zistili, £i existujú ajzaujímavé úlohy, ktoré sa dajú sformulova´ kone£ným sp�sobom a ktoré saalgoritmi
ky nedajú rie²i´.4.3 ÁNO alebo NIE, to je otázka, alebo:metóda diagonalizá
ie tro
hu inakNajjednodu
h²ie problémy, ktorými sa zaoberá informatika sú takzvané roz-hodova
ie problémy. Rozhodova
í problém je o rozhodnutí, £i daný ob-jekt (alebo dané objekty) má (majú) ur£itú skúmanú vlastnos´. Napríkladdostaneme digitálnu fotogra�u a máme rozhodnú´, £i sa na nej na
hádzastoli£ka. Alebo, £i je na fotogra�i £lovek, alebo e²te konkrétnej²ie, £i je toAurel Stodola. Odpove¤ musí by´ jednozna£né �ÁNO� alebo �NIE�. Inéodpovede nie sú povolené. Prirodzene o£akávame, ºe odpove¤ bude správna.V ¤al²om budeme uvaºova´ o ve©mi jednodu
hý
h rozhodova
í
h problé-mo
h. Ne
h je M ©ubovo©ná podmnoºina N. Je to teda mnoºina obsahujú
aprirodzené £ísla. �pe
i�kujme rozhodova
í problém (N, M) takto:Vstup: prirodzené £íslo n z N.Výstup:�ÁNO� v prípade, ºe n je z M ,�NIE� v prípade, ºe n nie je z M .
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vi£ 112 KAPITOLA 4Ako M m�ºeme zobra´ PRIM, kdePRIM = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, . . .}je nekone£ná mnoºina v²etký
h prvo£ísiel. V takom prípade je (N, PRIM)rozhodova
í problém, £i dané £íslo n je, alebo nie je prvo£íslo. Problém(N,Npar) ozna£uje rozhodova
í problém, £i dané £íslo je párne alebo nepárne.Pre kaºdú podmnoºinu M mnoºiny N, hovoríme, ºe algoritmusA rozpoznámnoºinu M alebo, ºe A rie²i rozhodova
í problém (N, M), ke¤ prekaºdý vstup n algoritmus A(i) dá výsledok �ÁNO�, ak n patrí do M a(ii) dá výsledok �NIE�, ak n nepatrí do M .Niekedy pouºívame namiesto �ÁNO� 
ifru �1� a namiesto �NIE� 
ifru �0�.V prípade, ºe A pre vstup n odpovie �ÁNO�, hovoríme, ºe algoritmus ak-
eptuje £íslo n. Ak pre n odpovie �NIE�, hovoríme, ºe algoritmus Azamietne £íslo n.Ke¤ pre rozhodova
í problém (N, M) máme algoritmus, potom vravíme, ºe(N, M) je algoritmi
ky rie²ite©ný alebo, ºe(N, M) je rozhodnute©ný.Je o£ividné, ºe problém (N, Npar) je rozhodnute©ný; sta£í preveri´, £i jezadané prirodzené £íslo párne alebo nepárne. Problém (N, PRIM) je tieºrozhodnute©ný, lebo vieme, ako sa presved£íme, £i prirodzené £íslo je pr-vo£íslo a na základe tohto sp�sobu nie je ´aºké vytvori´ algoritmus.Úloha 4.4 Najjednodu
h²í sp�sob preverenia, £i £íslo n je prvo£íslo, je vyskú²a´vydeli´ £íslo n v²etkými £íslami od 2 po n − 1. V prípade, ºe ºiadne z tý
hto£ísiel nedelí n, je n prvo£íslo. Takéto preverenie je ve©mi nákladné. Ak 
h
emepreveri´ £íslo 1000003, musíme vyskú²a´ miliónkrát delite©nos´. Viete iný sp�sobpreverenia, pri ktorom je po£et delení podstatne men²í?Úloha 4.5 (tvrdý orie²ok) Vo formalizme z kapitoly 2 napí²te program, ktorýrozhodne problém (N, QUAD), pri£omQUAD = {1, 4, 9, 16, 25, . . .}je mnoºina ²tvor
ov v²etký
h kladný
h £ísiel (t.j. i2, pre i = 1, 2, 3, . . .).Ch
eme ukáza´, ºe existujú rozhodova
ie problémy, pre ktoré neexistujú al-goritmy. Takéto rozhodova
ie problémy nazývame
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vi£ 4.3 ÁNO ALEBO NIE, TO JE OTÁZKA 113nerozhodnute©né alebo algoritmi
ky nerie²ite©né.Uº sme sa dozvedeli, ºe m�ºeme vypísa´ v²etky programy P0, P1, P2, . . . vpevnom poradí jeden za druhým. Nesk�r sa dozvieme, ºe sa to dá urobi´dokon
a algoritmi
ky. Vypísa´ algoritmi
ky algoritmy ale nie je také ©ahké.Z tohto d�vodu za£neme na²e úsilie tým, ºe dokáºeme dokon
a nie£o ´aº²ie.Ukáºeme, ºe sú rozhodova
ie problémy, ktoré sa nedajú vyrie²i´ nijakýmprogramom. �o to znamená presne? Kde je rozdiel medzi algoritmi
kourie²ite©nos´ou a rie²ite©nos´ou pomo
ou programu?Na pripomenutie: kaºdý algoritmus vieme prepísa´ ako program, ale niekaºdý program je algoritmus. Program m�ºe vykonáva´ nezmyselnú £innos´ apre niektoré vstupy pra
ova´ nekone£ne dlho, zatia© £o algoritmus beºí vºdylen kone£ný £as a vypo£íta korektný výsledok.Ne
h je M podmnoºina N. Hovoríme, ºe program P ak
eptuje mnoºinu

M , ke¤ pre kaºdé zadané prirodzené £íslo n(i) P odpovie �ÁNO�, ke¤ n patrí do M a(ii) P odpovie �NIE� alebo pra
uje nekone£ne dlho, ke¤ n nepatrí do M .V ¤al²om texte bude ozna£ova´ M(P ) mnoºinu M , ktorú ak
eptuje P .Teda P m�ºeme 
hápa´ aj ako kone£nú reprezentá
iu poten
iálne nekone£nejmnoºiny M(P ).Okamºite vidíme rozdiel medzi rozpoznaním mnoºiny M algoritmom alebojej ak
eptovaním programom. Pre vstupy z M musia oba pra
ova´ korektnea v kone£nom £ase doda´ správnu odpove¤ �ÁNO� (bod (i)). Pre £ísla, ktorénepatria do M , smie program na rozdiel od algoritmu pra
ova´ nekone£nedlho bez toho, aby dal nejakú odpove¤. V tomto zmysle sú programy nadm-noºina algoritmov3. Preto ke¤ ukáºeme, ºe pre mnoºinu M neexistuje pro-gram, nebude pre M existova´ ani algoritmus, a teda problém (N, M) jenerozhodnute©ný.Aby sme skon²truovali takúto �´aºkú� podmnoºinu prirodzený
h £ísiel, pouºi-jeme opä´ diagonaliza£nú metódu z kapitoly 3. Potrebujeme na to, nasledu-jú
u reprezentá
iu podmnoºín prirodzený
h £ísiel (obr. 4.2).0 1 2 3 4 . . . i i + 1 . . .

M 0 1 0 0 1 . . . 1 0 . . .obr. 4.23Inak povedané, algoritmy sú ²pe
iálne programy.
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vi£ 114 KAPITOLA 4

M reprezentujeme ako nekone£nú postupnos´ binárny
h 
i�er. Postupnos´za£ína 0-tou pozí
iou a na i-tom mieste je 1, ke¤ i patrí do M . V prípade,ºe i nepatrí do M , napí²eme na i-te miesto v postupnosti 0. Mnoºina M naobr. 4.2 teda obsahuje £ísla 1, 4 a i. Prvky 0, 2, 3 a i + 1 nepatria do M .Pre Npar vyzerá reprezentá
ia nasledujú
o:101010101010101010 . . .Pre PRIM je reprezentá
ia0011010100010100 . . .Úloha 4.6 Ur£ite prvý
h 17 miest v binárnej reprezentá
ii mnoºiny QUAD.Vytvorme teraz opä´ dvojrozmernú tabu©ku, ktorá je v obo
h rozmero
hnekone£ná. St¨p
e tabu©ky ozna£me postupnos´ou
0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . , i, . . .v²etký
h prirodzený
h £ísiel. Riadky ozna£me postupnos´ou
P0, P1, P2, P3, . . ., Pi, . . .v²etký
h programov, ktoré pre£ítajú jediné £íslo a ako odpove¤ m�ºu vypísa´len �ÁNO� alebo �NIE�. Takéto programy sa dajú rozpozna´ pod©a toho,ºe obsahujú jediný príkaz �na£ítaj� a príkazy výstupu smú vytla£i´ len text�ÁNO� alebo �NIE�. Kaºdý takýto program Pi de�nuje jednozna£ne mnoºinu

M(Pi) v²etký
h prirodzený
h £ísiel, pre ktoré program skon£í s odpove¤ou�ÁNO�. V²etky £ísla, pre ktoré program neodpovie, alebo dá odpove¤ �NIE�,nepatria do M(Pi).Teraz sú riadky tabu©ky binárnymi zápismi mnoºín M(Pi). j-ty riadok (pozriobr. 4.3) obsahuje binárnu reprezentá
iu mnoºiny M(Pj), ktorá je ak
epto-vaná programom Pj . Polí£ko v i-tom riadku a j-tom st¨p
i obsahuje jednotku,ke¤ i-ty program ak
eptuje £íslo j (pre vstup j skon£í s �ÁNO�). Nula jena polí£ku v i-tom riadku a j-tom st¨p
i, ke¤ Pi pre vstup j odpovie �NIE�,alebo neodpovie v�be
.Takto dostávame nekone£nú tabu©ku, v ktorej riadko
h sú reprezen-tá
ie v²etký
h podmnoºín, ktoré m�ºu by´ ak
eptované nejakýmprogramom.Teraz 
h
eme ukáza´, ºe je aspo¬ jedna podmnoºina N, ktorej nezodpovedáºiaden riadok v nekone£nej tabu©ke (obr. 4.3). Ukáºeme to tak, ºe skon²truu-jeme nekone£nú postupnos´ DIAG núl a jednotiek, ktorá sa istotne v tabu©ke
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M(P0) 0 1 1 0 0 1 0 1 0
M(P1) 0 1 0 0 0 1 1 0 0
M(P2) 1 1 1 0 0 1 0 1 1
M(P3) 1 0 1 0 1 0 1 1 0
M(P4) 0 0 0 1 1 0 1 0 1
M(P5) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
M(P6) 1 0 1 0 0 0 1 0 1... · · ·
M(Pi) 0 1 1 0 0 1 0 1... · · ·
M(Pj) 1 0 1 0 1 1 1 0... ...obr. 4.30 1 2 3 4 5 6 · · · i · · · j · · ·DIAG 1 0 0 1 0 0 0 0 1 · · ·obr. 4.4nebude na
hádza´. Kon²truk
iu DIAG a aj tomu zodpovedajú
ej mnoºiny

M(DIAG) uskuto£níme diagonaliza£nou metódou.Pozrieme sa na polí£ko a00, kde sa pretína 0-tý riadok a 0-tý st¨pe
. Ke¤
a00 = 0 (obr. 4.3), to znamená, ºe 0 nepatrí do M(P0), dáme na 0-té miesto
d0 do DIAG 1 (takºe do M(DIAG) zahrnieme 0). V prípade, ºe a00 = 1(£iºe ak 0 patrí do M(P0)), dáme na 0-té miesto d0 do DIAG hodnotu 0(teda 0 nezahrnieme do M(DIAG)). V prvom kroku sme ur£ili iba prvý £lenpostupnosti DIAG a máme istotu, ºe DIAG sa lí²i od 0-tého riadku tabu©ky(teda od M(P0)) v aspo¬ v 0-tom prvku.Rovnakým sp�sobom postupujeme v druhom kroku. Uvaºujeme druhé polí£kona uhloprie£ke (diagonále) a11, kde sa pretína prvý riadok s prvým st¨p-
om. Na²im 
ie©om je zvoli´ hodnotu d1 na prvej pozí
ii v DIAG tak, aby sa
M(DIAG) aspo¬ na tejto pozí
ii lí²ila od postupnosti M(P1). Preto poloºíme
d1 rovné 0 (1 nezaradíme do M(DIAG)), ke¤ a11 = 1 (1 patrí do M(P1)). Vprípade, ºe a11 = 0 (1 nepatrí do M(P1)), poloºíme d1 rovné 1 (1 zaradímedo M(DIAG)).Pre binárnu 
ifru aij z polí£ka kde sa pretína i-ty st¨pe
 a j-ty riadok pred-



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 116 KAPITOLA 4stavuje āij obrátenú hodnotu (obrátenie 1 je 1̄ = 0 a obrátenie 0 je 0̄ = 1).Na obr. 4.5 znázornená situá
ia, ktorú sme dosiahli pri vytváraní DIAG podvo
h kroko
h. 0 1 2 3 4 · · · i i + 1 · · ·DIAG ā00 ā11 ? ? ? · · · ? ? · · ·obr. 4.5Prvé dva prvky v DIAG sú ā00 a ā11, takºe M(DIAG) sa lí²i od M(P0) aj od

M(P1). Zvy²né miesta v DIAG e²te nie sú ur£ené a 
h
eme i
h ur£i´ tak, abysa DIAG lí²il od kaºdého riadku z tabu©ky na obr. 4.3 a teda sa v ºiadnomz jej riadkov nena
hádza.Vo v²eobe
nosti zaru£íme aby sa DIAG lí²il od i-teho riadku v tabu©kena obr. 4.3 nasledujú
im sp�sobom. Ke¤ polí£ko aii, na
hádzajú
e sa napriese£níku i-teho riadku a i-teho st¨p
a, obsahuje 1 (i patrí do M(Pi)), po-tom poloºíme i-ty prvok di v DIAG rovný 0 (i nezaradíme do M(DIAG)). Vprípade, ºe aii = 0 (i nepatrí do M(Pi)), potom poloºíme di = 1 (i zaradímedo M(DIAG)). Teda M(DIAG) sa lí²i od M(Pi).Takýmto sp�sobom vytvoríme postupnos´ DIAG tak, ºe sa nevyskytuje vºiadnom z riadkov v tabu©ke. Pre konkrétnu tabu©ku na obr. 4.3 je na obr. 4.4zodpovedajú
a postupnos´ DIAG. Vo v²eobe
nosti m�ºeme DIAG predstavi´ako na obr. 4.6. 0 1 2 3 4 · · · i · · ·DIAG ā00 ā11 ā22 ā33 ā44 · · · āii · · ·obr. 4.6Takºe platí, ºeM(DIAG) neak
eptuje ºiaden program, a preto sa rozhodova
íproblém (N, M(DIAG)) nedá rozhodnú´ ºiadnym algoritmom.De�ní
iu M(DIAG) m�ºeme vyjadri´ nasledujú
im stru£ným sp�sobom:
M(DIAG) = {n ∈ N | n nepatrí do M(Pn)}= mnoºina v²etký
h prirodzený
h £ísiel n taký
h,ºe n nie je ak
eptované n-tým programom Pn).
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vi£ 4.3 ÁNO ALEBO NIE, TO JE OTÁZKA 117Úloha 4.7 Predstavte si, ºe prvý
h 10 riadkov a prvý
h 10 st¨p
ov tabu©ky v²etký
hprogramov vyzerá ako na obr. 4.7. Ur£ite zodpovedajú
i
h prvý
h desa´ pozí
ií vDIAG. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 · · ·

M(P0) 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1
M(P1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
M(P2) 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0
M(P3) 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0
M(P4) 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0
M(P5) 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0
M(P6) 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0
M(P7) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
M(P8) 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
M(P9) 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
M(P10) 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1... . . .obr. 4.7Úloha 4.8 (tvrdý orie²ok) Skúmajme

M(2-DIAG) = mnoºina v²etký
h párny
h £ísiel 2i, taký
h, ºe 2i nepa-trí do M(Pi).Je alebo nie je algoritmi
ky rozhodnute©ný problém (N, M(2-DIAG))? Zd�vodniteva²u odpove¤. Nakreslite si k tomu aj obrázky analogi
ké k obr. 4.3 a k obr. 4.4.Úloha 4.9 (tvrdý orie²ok) Pom�ºe vám rie²enie pred
hádzajú
ej úlohy (4.8) pride�novaní dvo
h ¤al²í
h algoritmi
ky nerozpoznate©ný
h podmnoºín N? Ko©koalgoritmi
ky nerie²ite©ný
h problémov sa dá vytvori´ metódou diagonalizá
ie?Úloha 4.10 (tvrdý orie²ok) De�nujme
M(DIAG2) ako mnoºinu v²etký
h párny
h prirodzený
h £ísiel 2i, taký
h,ºe 2i nepatrí do L(P2i).Vieme poveda´ nie£o o rozhodnute©nosti (N, M(DIAG2))?Uº máme rozhodova
í problém (N, M(DIAG)), o ktorom vieme, ºe nie jealgoritmi
ky rie²ite©ný. Ale e²te stále nie sme spokojní. Problém sa sí
e dá
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vi£ 118 KAPITOLA 4opísa´ kone£ným sp�sobom (ho
i najprv sme ho predstavili ako nekone£núpostupnos´), ale nie je to algoritmi
ký návod na kon²truk
iu M(DIAG), leboako uvidíme nesk�r, tabu©ka na obr. 4.3 sí
e existuje, ale nedá sa algorit-mi
ky (automati
ky) vygenerova´. Okrem toho (N, M(DIAG)) nezodpovedáºiadnemu prirodzenému prakti
kému problému.4.4 Metóda reduk
ie, alebo ako vyuºi´úspe²nú metódu rie²enia problémov nadokazovanie nerie²ite©nostiUº vieme, ºe nerie²ite©né problémy vieme opísa´ prostrední
tvom diago-naliza£nej metódy. Je to dobrá vý
hodisková pozí
ia. V tomto odsekup�jde o to, ako roz²íri´ d�kazy algoritmi
kej nerie²ite©nosti na ¤al²ie prob-lémy. Hlavná my²lienka je zavies´ relá
iu �©ah²í, alebo rovnako ´aºký�vzh©adom na algoritmi
kú rie²ite©nos´.Ne
h sú U1 a U2 dva problémy. Hovoríme

U1 je ©ah²í, alebo rovnako ´aºký neº U2,alebo
U2 nie je ©ah²í neº U1vzh©adom na algoritmi
kú rie²ite©nos´ a zapisujeme

U1 ≤Alg U2,ak algoritmi
ká rie²ite©nos´ U2 zaru£í algoritmi
kú rie²ite©nos´ U1.�o to presne znamená? Ke¤ máme
U1 ≤Alg U2,sú moºné nasledujú
e situá
ie:

• U1 a U2 sú oba algoritmi
ky rie²ite©né.
• U1 je algoritmi
ky rie²ite©ný a U2 je algoritmi
ky nerie²ite©ný.
• U1 a U2 sú oba algoritmi
ky nerie²ite©né.Jediná situá
ia, ktorá je pre U1 ≤Alg U2 vylú£ená, je nasledujú
a
• U2 je algoritmi
ky rie²ite©ný a U1 je algoritmi
ky nerie²ite©ný.
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vi£ 4.4 METÓDA REDUKCIE 119Predstavte si, ºe ste dokázali sériu

U1 ≤Alg U2 ≤Alg U3 ≤Alg . . . ≤Alg Ukvz´ahov medzi k problémami U1, U2, . . . , Uk. Predpokladajme ¤alej, ºe diag-onaliza£nou metódou sme s
hopní ukáza´, ºe
U1 je algoritmi
ky nerie²ite©ný.�o z toho vieme usúdi´? Pretoºe U1 je naj©ah²í zo v²etký
h problémov vsérii, sú ostatné problémy U2, U3, . . . , Uk v sérii aspo¬ také ´aºké, ako U1,a pretosú problémy U2, U3, . . . , Uk algoritmi
ky nerie²ite©né.Presne takýmto sp�sobom 
h
eme vies´ d�kaz algoritmi
kej nerie²ite©nosti.V¤aka diagonaliza£nej metóde máme uº ²tartova
í nerie²ite©ný problém U1.Je to diagonaliza£ný problém (N, M(DIAG)). Otázkou ostáva, ako sa dáukáza´ vz´ah U1 ≤Alg U2 medzi dvoma problémami?Na tento ú£el pouºijeme metódu reduk
ie, vyvinutú v matematike na to, abysa rie²enie nový
h problémov dalo nájs´ ²ikovne pomo
ou metód na rie²enieiný
h, uº vyrie²ený
h problémov. Metódu reduk
ie ilustrujeme na dvo
hpríklado
h.Príklad 4.1 Predpokladajme, ºe máme metódu rie²enia pre �normované�kvadrati
ké rovni
e tvaru

x2 + px + q = 0,to znamená, pre kvadrati
ké rovni
e s koe�
ientom 1 pri x2. Metóda rie²eniaje daná prostrední
tvom p-q-vzor
a.
x1 = −p

2
+

√
(p

2

)2

− q

x2 = −p

2
−
√
(p

2

)2

− q.Ke¤ platí (p
2

)2 − q < 0, nemá rovni
a rie²enie v reálny
h £ísla
h.Teraz 
h
eme vyvinú´ metódu na rie²enie ©ubovo©nej kvadrati
kej rovni
e
ax2 + bx + c = 0.
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vi£ 120 KAPITOLA 4Namiesto odvodenia nového vzor
a4, redukujeme problém rie²enia v²eobe
nejkvadrati
kej rovni
e na rie²enie normovanej kvadrati
kej rovni
e.Vieme, ºe rie²enie ho
iakej rovni
e sa nezmení, ke¤ obe strany rovni
e vyná-sobíme rovnakým £íslom (r�znym od 0). Vynásobme teda obe strany kvadrat-i
kej rovni
e £íslom 1

a
.

ax2 + bx + c = 0 | · 1
a

a · 1
a
· x2 + b · 1

a
x + c · 1

a
= 0 · 1

a

x2 +
b

a
x +

c

a
= 0.Tým sme dostali normovanú kvadrati
kú rovni
u a tú vyrie²ime uº danouznámou metódou.Algoritmi
ky je znázornená reduk
ia na obr. 4.8.

Algoritmus Cna rie²eniev²eobe
nejkvadrati
kejrovni
e
ax2 + bx + c = 0Vyrie² kvadrati
kúrovni
upomo
ou p-q-vzor
a

p := b
a

q := c
a

AReduk
ia
B

a, b, c, kde a 6= 0

p q

x2 + px + q = 0

(x1, x2) alebo �nemá rie²enie�obr. 4.8�as´ A je algoritmus zodpovedajú
i algoritmi
kej reduk
ii. Vypo£ítame v nejkoe�
ienty p a q ekvivalentnej normovanej kvadrati
kej rovni
e. Koe�
ienty pa q sú vstupom pre algoritmus B, ktorý rie²i normovanú kvadrati
kú rovni
utvaru x2 + px + q = 0. B úlohu vyrie²i. Výstup B sú dve rie²enia x1 a x2,4Taký vzore
 sme videli a programovali uº v kapitole 2.
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vi£ 4.4 METÓDA REDUKCIE 121alebo odpove¤ �Nemá rie²enie�, ktoré m�ºeme priamo prevzia´ ako výstupalgoritmu C, ktorý rie²i v²eobe
nú kvadrati
kú rovni
u. 2Úloha 4.11 Predpokladajme, ºe máme algoritmus B na rie²enie lineárny
h rovní
tvaru

ax + b = 0.Vytvorte pomo
ou reduk
ie algoritmus na rie²enie lineárny
h rovní
 tvaru
cx + d = nx + m,kde c, d, n a m sú dané £ísla a x je neznáma. Znázornite reduk
iu analogi
ky ks
héme na obr. 4.8.Reduk
iu z príkladu 4.1 nazývame 1-1-reduk
ia (reduk
ia jedna k jednej).Je to najjednodu
h²ia moºná reduk
ia, pri ktorej vstup pre problém U1(v²eobe
ná kvadrati
ká rovni
a) priamo prerobíme na vstup pre problém

U2 (normovaná kvadrati
ká rovni
a) a výsledok algoritmu pre U1 je �jedna kjednej� prebraný výsledok pre U2. Takto dostávame, ºe platí
U1 ≤Alg U2. (4.1)Znamená to, ºe U1 nie je algoritmi
ky ´aº²ie vyrie²i´ neº U2, lebo algoritmus

B pre U2 m�ºeme prerobi´ prostrední
tvom reduk
ie na algoritmus C pre U1(obr. 4.8), a teda rie²ite©nos´ problému U2 implikuje rie²ite©nos´ problému
U1.V na²om prípade si e²te m�ºeme v²imnú´, ºe U2 (rie²enie normovanej kvadrat-i
kej rovni
e) je ²pe
iálnym prípadom U1 (rie²enie v²eobe
nej kvadrati
kejrovni
e). Teda kaºdý algoritmus pre U1 je automati
ky aj algoritmom pre
U2. To znamená, ºe platí

U2 ≤Alg U1. (4.2)Na základe uvedeného m�ºeme tvrdi´ (z (4.1) a (4.2)), ºe U1 a U2 sú algo-ritmi
ky rovnako ´aºké, £o znamená, ºe bu¤ sú oba algoritmi
ky rie²ite©né,alebo oba algoritmi
ky nerie²ite©né. Prirodzene v tomto ²pe
iálnom prípadekvadrati
ký
h rovní
 platí prvá moºnos´.Nie vºdy musia by´ reduk
ie takéto jednodu
hé. Na to aby sme ukázali, ºeplatí
U1 ≤Alg U2,m�ºe by´ nevyhnutné, aby sme pouºili via
krát algoritmus B, ktorý rie²i U2,alebo aby sme e²te ¤alej spra
ovávali výsledky B. Ilustrujeme to na príklade4.2 a za ním nasledujú
ej úlohe.
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vi£ 122 KAPITOLA 4Príklad 4.2 V²et
i poznáme Pytagorovu vetu, ktorá vraví, ºe v pravouhlomtrojuholníku (obr. 4.9) platí

c2 = a2 + b2,alebo presnej²ie slovami:Obsah ²tvor
a nad preponou (najdlh²ou stranou) pravouhlého tro-juholníka sa rovná sú£tu obsahov ²tvor
ov nad oboma odvesnami(krat²ími stranami).Teda máme algoritmus B△, ktorý pre zadané dve d¨ºky strán pravouhléhotrojuholníka vypo£íta d¨ºku tretej strany. Napríklad ke¤ poznáme a a b,vypo£ítame c takto
c =
√

a2 + b2.Ke¤ poznáme a a c, vypo£ítame b nasledujú
o
b =
√

c2 − a2.Ozna£me U△ problém výpo£tu ve©kosti 
hýbajú
ej strany pravouhlého tro-juholníka.
a

b

c

obr. 4.9Uvaºujme teraz novú úlohu UP l. Daný je rovnostranný trojuholník (obr. 4.10)so stranami d¨ºky m. Úloha je vypo£íta´ plo
hu tohto trojuholníka. Jeo£ividné (obr. 4.10), ºe plo
ha trojuholníka je
m

2
· h,pri£om h je vý²ka trojuholníka (obr. 4.10).Vieme ukáza´, ºe

UP l ≤Alg U△,teda redukova´ rie²enie UP l na rie²enie U△. Ako sa to dá urobi´, ukazujemena obr. 4.11.
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A B

C

h

m
2

m m

Dobr. 4.10
Algoritmus Cvypo£ítaplo
hurovnostrannéhotrojuholníka

a := m
2

c := m
A

a c

Plo
ha

m

APl

Vypo£ítaj
b :=

√
c2 − a2

B∆rie²i U∆

b

h := bPlo
ha := 1
2h ·m

C

m

obr. 4.11Na rie²enie UP l vytvoríme algoritmus AP l za predpokladu, ºe máme algorit-mus B△ na rie²enie U△ (výpo£et d¨ºky 
hýbajú
ej strany pravouhlého tro-juholníka). Na obr. 4.11 vidíme, ºe na výpo£et plo
hy potrebujeme vý²ku htrojuholníka. Ve©kos´ h je d¨ºka strany CD pravouhlého trojuholníka DBC.Vidíme, ºe d¨ºka a strany DB sa rovná m/2 a je zrejmé, ºe d¨ºka c pre-pony v trojuholníku DBC je m. Teda algoritmus A nastaví zodpovedajú
o(obr. 4.11) hodnoty a a c. Potom pouºijeme algoritmus B△ pre U△, aby
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vi£ 124 KAPITOLA 4sme vypo£ítali 
hýbajú
u ve©kos´ h = b. Nakonie
 vypo£íta algoritmus C nazáklade hodn�t m a b plo
hu △ABC. 2Úloha 4.12 Uvaºujeme úlohu UPyr, v ktorej vypo£ítame vý²ku pyramídy so ²tvor-
ovou základ¬ou ve©kosti m×m a d¨ºkami hrán m (obr. 4.12). Vyrie²te úlohu tak,

h

m

m

m

m

obr. 4.12ºe ukáºete UPyr ≤Alg U△. Nakreslite analogi
kú reduk
iu ako je na obr. 4.11.[Návod: V²imnite si, ºe pri reduk
ii musíte pouºi´ dvakrát algoritmus B△ na rie²e-nie U△.℄Úloha 4.13 (tvrdý orie²ok) Ne
h je U2lin problém rie²enia systému dvo
h lineárny
hrovní

a11x + a12y = b1

a21x + a22y = b2s dvomi neznámymi x a y. Ne
h U3lin je problém rie²enia systému tro
h lineárny
hrovní

a11x + a12y + a13z = b1

a21x + a22y + a23z = b2

a31x + a32y + a33z = b3s tromi neznámymi x, y a z. Ukáºte, ºe U3lin ≤Alg U2lin.Videli sme ako sa dajú vyvinú´ prostrední
tvom metódy reduk
ie ur£itý
hproblémov metódy rie²enia iný
h problémov. Takºe reduk
ia slúºi na ²íreniealgoritmi
kej rie²ite©nosti.My ale ne
h
eme teraz pouºíva´ reduk
iu ako pom�
ku na vývoj algoritmov.Prostrední
tvom reduk
ie 
h
eme ²íri´ algoritmi
kú nerie²ite©nos´ (negatívne
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vi£ 4.4 METÓDA REDUKCIE 125správy). Ako sa dá obráti´ zmysel pouºívania metódy zo získavania poz-itívny
h výsledkov na získavanie negatívny
h výsledkov? Nazna£ili sme touº na za£iatku tejto kapitoly. Ke¤ prostrední
tvom reduk
ie vieme dokáza´,ºe

U1 ≤Alg U2a vieme, ºe U1 je algoritmi
ky nerie²ite©ný, potom musí by´ algoritmi
kynerie²ite©ný aj U2.Je malý rozdiel v d�kaze
U1 ≤Alg U2za ú£elom ²írenia algoritmi
kej rie²ite©nosti alebo za ú£elom ²írenia algorit-mi
kej nerie²ite©nosti. Pri pozitívny
h výsledko
h sme mali nejaký algorit-mus pre U2 a nie£o sme naprogramovali, aby sme dostali algoritmus pre U1.Pri ²írení negatívny
h výsledkov o nerie²ite©nosti, prirodzene nemáme ºiadenalgoritmus pre U2. Iba predpokladáme, ºe nejaký existuje. A ke¤ ho máme,potom s jeho pomo
ou vytvoríme algoritmus pre U1. To znamená, ºe musímepra
ova´ s hypoteti
kou existen
iou algoritmu A2 pre U2, aby sme mohli akod�sledok usúdi´, ºe existuje algoritmus A1 pre U1.Pouºitie reduk
ie pre d�kaz algoritmi
kej rie²ite©nosti zodpovedá priamemud�kazu (priamej argumentá
ii), ktorú sme predstavili v kapitole 1. Pouºitiereduk
ie na d�kaz neexisten
ie algoritmu pre uvaºovanú úlohu zodpovedápresne nepriamemu d�kazu, ako sme ho uviedli v kapitole 2.2. Aby sme saopreli o nie£o známe, uvedieme najprv príklad z matematiky a aº potomprejdeme k algoritmike.Príklad 4.3 Vieme, ºe sa nedá rozdeli´ uhol na tri rovnako ve©ké £asti lens pomo
ou kruºidla a pravítka. Teda neexistuje metóda v tvare postupnostijednodu
hý
h krokov (jednodu
hého pouºitia pravítka a kruºidla), ktorouby sa dal ©ubovo©ný uhol geometri
ky rozdeli´ na tri rovnako ve©ké £asti.D�kaz nie je zrejmý a ostaneme rad²ej pri tom, ºe toto tvrdenie matematikomuveríme.Na druhej strane zo ²koly vieme, ºe pravítkom a kruºidlom vieme uhol zdvoj-násobi´ alebo rozdeli´ na rovnaké polovi
e.Na obr. 4.13 ukáºeme príklad, ako sa dá zdvojnásobi´ uhol ∠ab, ktorý zvie-rajú priamky a a b. KP-algoritmus (kruºidlo-pravítko-algoritmus) na zdvoj-násobenie uhla pra
uje nasledujú
o:1. Zober do kruºidla ©ubovo©nú vzdialenos´ r a nakresli kruºni
u kMso stredom M (priese£ník a a b) a polomerom r.
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M

kM

A

B

C

kB
a

b

obr. 4.13: Zdvojnásobenie uhla2. Ozna£ ako A priese£ník kruºni
e kM a priamky a, priese£ník kM a bozna£ B.3. Do kruºni
e zober vzdialenos´ AB medzi A a B a nakresli kruºni
u kBso stredom v bode B a polomerom AB.4. Ozna£íme ako C priese£ník kM a kB, ktorý je r�zny od A.5. Spoj pravítkom body M a C.Teraz vieme, ºe uhol ∠AMC medzi priamkou a a priamkou, ktorá vedie 
ezbody M a C je dvakrát taký ve©ký, ako p�vodný uhol ∠ab = ∠AMB.To bolo len na pripomenutie. Na²a úloha je ukáza´, ºe neexistuje KP-algoritmus, ktorý by ©ubovo©ný uhol rozdelil na ²estiny (na ²es´ rovnakove©ký
h uhlov). Zd�vodni´ nie£o také pravdepodobne nebude o ni£ ©ah²ie,ako dokáza´ neexisten
iu algoritmu na rozdelenie uhla na tretiny. Nemusímeale ís´ touto ´aºkou 
estou, ke¤ vieme, ºe s pravítkom a kruºidlom sa uholnedá rozdeli´ na tretiny. Túto skuto£nos´ m�ºeme vyuºi´ pri na²om d�kaze.Ako budeme postupova´? Zoberme si opak toho, £o 
h
eme dokáza´ (viemerozdeli´ uhol na ²es´ rovnako ve©ký
h uhlov) a ukáºeme, ºe s takéhoto pred-pokladu vieme uhol rozdeli´ aj na tretiny, £o ale odporuje uº známej sku-to£nosti. Presnej²ie povedané predpokladáme, ºe máme KP-algoritmus A6na rozdelenie uhla na ²estiny a pomo
ou A6 vytvoríme KP-algoritmus A3 narozdelenie uhla na tretiny. Pretoºe A3 neexistuje, usúdime, ºe ani A6 nem�ºeexistova´.Opí²eme reduk
iu rozdelenia uhla na ²estiny na rozdelenie uhla na tretinynasledujú
o (obr. 4.14). Predpokladáme, ºe existuje KP-algoritmus A6 narozdelenie uhla na ²estiny. Najprv pouºijeme A6 aby sme daný uhol Wrozdelili na ²estiny. Dostaneme 6 rovnako ve©ký
h uhlov w1, w2, w3, w4, w5, w6(pozri obr. 4.15). Potom spojíme dva susedné uhly, po£ínajú
 s w1 a w2 a
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vi£ 4.4 METÓDA REDUKCIE 127dostaneme tri rovnako ve©ké uhly w12, w34, w56 (obr. 4.15). Rozdelenie W natieto tri uhly zodpovedá jeho rozdeleniu na tretiny.

Algoritmusna rozdelenie W

KP -Algoritmus A6
A6

uhol W

A3rozdelí W na 6 rov-nako ve©ký
h uhlov
w1, w2, w3, w4, w5, w6. na tri rovnakodelí Wna 6
w1, w2, w3, w4, w5, w6Spoj w1 a w2 do w12!Spoj w3 a w4 do w34!Spoj w5 a w6 do w56!

w12, w34, w56

£astí ve©ké uhly

obr. 4.14V re£i nepriamej argumentá
ie (nepriameho d�kazu) hovorí reduk
ia na obr. 4.14o nasledujú
om d�sledku:�Ke¤ sa kaºdý uhol dá KP-algoritmom rozdeli´ na ²estiny, potomsa dá KP-algoritmom kaºdý uhol rozdeli´ aj na tretiny.�Pod©a de�ní
ie impliká
ie platnos´ dokázanej impliká
ie vylu£uje druhú moºnos´zo ²tyro
h moºný
h prípadov na obr. 4.16. Ak zoberieme do úvahy e²teskuto£nos´, ºe rozdelenie na tretiny sa nedá uskuto£ni´, musíme vylú£i´ ajsituá
ie £. 1 a 3, pre ktoré platí, ºe �rozdelenie na tretiny sa dá uskuto£ni´�.Jediná moºná situá
ia, ktorá ostala, je £. 4 a tá obsahuje �rozdelenie na
w1

w2

w3

w4

w5

w6

w12

w34

w56

obr. 4.15
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vi£ 128 KAPITOLA 4moºnos´ rozdelenie na ²estiny rozdelenie na tretiny1 dá sa dá sa2 dá sa nedá sa3 nedá sa dá sa4 nedá sa nedá saobr. 4.16²estiny sa nedá uskuto£ni´� a teda m�ºeme uzavrie´, ºe ©ubovo©ný uhol sanedá rozdeli´ ºiadnym KP-algoritmom na ²estiny. 2Úloha 4.14 Problém delenia na tretiny si m�ºeme predstavi´ aj v zjednodu²enomtvare. Úlohou je pre ©ubovo©ný uhol W skon²truova´ pravítkom a kruºidlom uhol

V tak, ºe W je trikrát vä£²í neº V . Dá sa dokáza´, ºe aj takéto zjednodu²enie for-mulá
ie ni£ nezmení na KP-nerie²ite©nosti. Urobte podobný d�kaz aj s obrázkom,ako je obr. 4.14. Ukáºte, ºe ºiadnym KP-algoritmom sa nedá skon²truova´ uhol(i) ve©kosti 1
6 ,(ii) ve©kosti 1
9 ,©ubovo©ného daného uhla.Vrá´me sa zo sveta KP-algoritmov naspä´ do sveta v²eobe
ný
h algorit-mov. Ná² problém diagonalizá
ie tu má podobné miesto, ako delenie uhlana tretiny pri KP-algoritmo
h. Z jeho algoritmi
kej nerie²ite©nosti 
h
emeusúdi´ algoritmi
kú nerie²ite©nos´ ¤al²í
h problémov.S
héma reduk
ie pre U1 ≤Alg U2 je znázornená na obr. 4.17.Algoritmus A1 na rie²enie U1 je vytvorený nasledovne. Vstup pre U1 najprvspra
uje algoritmus B. Algoritmus B vie pre vstup generova´ prípady x prob-lému U2 pre A2. Predpokladáme, ºe A2 vypo£íta pre x správne rie²enie. Akovidíme na obr. 4.17, A2 m�ºeme pri tom pouºi´ via
krát. Nakonie
 spra
ujealgoritmus C v²etky získané medzivýsledky a vypo£íta de�nitívny výsledokpre prípad y problému U1. Pri tom je d�leºité v²imnú´ si, ºe podprogramy

A2, B a C sú algoritmy, a preto výsledok vºdy vypo£ítajú v kone£nom £ase.
A2 smie pouºi´ B len kone£ne ve©a krát, preto sa aj 
yklus obsahujú
i B a
A2 vykoná tieº len kone£ne ve©a krát. Takºe m�ºeme usúdi´, ºe A1 je tieºalgoritmus, pretoºe pre kaºdý vstup v kone£nom £ase korektne odpovie.Teraz si predstavíme dva nové rozhodova
ie problémy, ktoré majú význampri vývoji a obzvlá²´ pri testovaní softvéru.
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Algoritmusna rie²enieAlgoritmus B

Vstup y

A1problému U1
x

A2 rie²i U2 preprípad x
A2

Algoritmus C

Výstup obr. 4.17UNIV (univerzálny problém)Vstup: program P a vstup i ∈ N pre PVýstup: ÁNO, v prípade, ºe P ak
eptuje vstup i, to znamená, ºe i patrído M(P )NIE, v prípade, ºe P neak
eptuje vstup i(to znamená, ºe bu¤ P skon£í a zamietne vstup i, alebo
P pra
uje pre vstup i nekone£ne dlho).HALT (problém zastavenia)Vstup: program P a prirodzené £íslo iVýstup:ÁNO, v prípade, ºe P sa zastaví pre vstup i(to znamená, ºe P pra
uje pre i kone£ne dlho).NIE, v prípade, ºe P sa nezastaví pre vstup i(to znamená, ºe P sa dostane pri prá
i so vstupom ido nekone£ného 
yklu).Je zrejmé, ºe problém zastavenia je základnou otázkou pri testovaní soft-véru. Vieme, ºe za algoritmy m�ºeme povaºova´ len také programy, ktorénebudú pra
ova´ nekone£ne dlho. Preto sa kaºdý nový program, v rám
itestovania jeho správnosti, preveruje, £i je vºdy (pre kaºdý vstup) zaru£ené,ºe program v kone£nom £ase vypo£íta výsledok. Problém zastavenia HALTje najjednodu
h²ou formou testovania. Pýtame sa len, £i sa program P zas-taví pre konkrétny vstup i (skuto£ná otázka je, £i zastane pre v²etky vstupy).
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vi£ 130 KAPITOLA 4Nesk�r sa dozvieme, ºe uº aj takto zjednodu²ená otázka sa algoritmi
ky nedázodpoveda´.Univerzálny problém súvisí priamo s kontrolou správnosti programu P prerozhodova
í problém. Testujeme, £i P pre vstup i odpovie správne ÁNOalebo NIE. Teraz by ho
ikto mohol poveda´, to predsa vieme ©ahko urobi´:Simulujme prá
u P pre i a pozrime sa, £i P odpovie ÁNO alebo NIE. Toby sme skuto£ne mohli urobi´, keby sme mali zaru£ené, ºe P je algoritmus(to znamená, ºe P na svojom vstupe i zastane). To ale nemáme zaru£ené.Ke¤ P bude na vstupe i pra
ova´ nekone£ne dlho, simulovali by sme prá
u

P na vstupe i nekone£ne dlho a nedostaneme odpove¤ na otázku, £i P £íslo
i ak
eptuje alebo nie. My ale 
h
eme navrhnú´ algoritmus pre univerzálnyproblém, tento algoritmus nesmie po£íta´ nekone£ne dlho, teda sa nem�ºerealizova´ nekone£ná simulá
ia.Uvedené úvahy ukazujú, ºe problém zastavenia a univerzálny problém súvzájomne silne previazané. Naozaj, ukáºeme, ºe sú rovnako ´aºké.Najprv ukáºeme, ºe platíUNIV ≤Alg HALT,to znamená, ºevzh©adom na algoritmi
kú rie²ite©nos´ nie je UNIV ´aº²í neº HALT.�o musíme teraz ukáza´? Musíme ukáza´, ºe existen
ia algoritmu pre HALTzaru£uje algoritmus na rie²enie UNIV. Predpokladajme teda, ºe máme algo-ritmus AHALT pre HALT. Vytvoríme algoritmus B pre UNIV (obr. 4.18).Algoritmus B pra
uje pre vstup (P, i) nasledujú
im sp�sobom.1. B odovzdá svoj vstup (P, i) bez zmeny algoritmu AHALT.2. Algoritmus AHALT rozhodne (v kone£nom £ase), £i P pre i zastanealebo nie. AHALT odpovie ÁNO, v prípade, ºe P pre i zastane. V inomprípade odpovie AHALT NIE.3. V prípade, ºe AHALT odpovie NIE, vie B s ur£itos´ou, ºe P neak
eptuje£íslo i (lebo P pre i pra
uje nekone£ne dlho) a odpovie NIE. (�i nepatrído M(P )�).4. V prípade, ºe AHALT odpovie ÁNO, simuluje B podprogramom S (obr. 4.18)kone£nú prá
u P pre i. Touto kone£nou simulá
iou B zistí, £i P ak-
eptuje £íslo i, alebo nie a tento výsledok preberie za svoj vlastný(obr. 4.18).
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Algoritmus B

BrozhodneAlgoritmus, ktorýrozhodneproblém zastavenia AHALT UNIV
Simuluje kone£nývýpo£et
P na vstupe i

S

P i

ÁNO
P i

i P
NIE

P odpovieNIE na i

P odpovieÁNO na iNIE ÁNOobr. 4.18Na základe kon²truk
ie, priamo vidíme, ºe B rozhodne správne, £i i patrí do
M(P ) alebo nie. E²te musíme overi´, £i B pra
uje vºdy len kone£ne dlho.Pod©a predpokladov je AHALT algoritmus, a preto AHALT odpovie v kone£nom£ase, to znamená, ºe v £asti AHALT sa nem�ºe B dosta´ do nekone£néhovýpo£tu. Takºe B vºdy zastane, a teda B je algoritmus na rie²enie uni-verzálneho problému.Práve sme ukázali, ºe UNIV je ©ah²í alebo rovnako ´aº²í neº HALT. Ch
emeukáza´, ºe oba problémy sú rovnako ´aºké. Z tohto d�vodu musíme e²teukáza´ aj obrátený vz´ahHALT ≤Alg UNIV.To znamená, ºe na základe algoritmi
kej rie²ite©nosti UNIV 
h
eme usúdi´ naalgoritmi
kú rie²ite©nos´ HALT. Ne
h AUNIV je algoritmus, ktorý rozhodneUNIV. Vytvoríme algoritmus D pre problém HALT, ktorý pre kaºdý vstup
(P, i) pra
uje nasledujú
o (obr. 4.19):1. D odovzdá P podprogramu C, ktorý P prerobí na P ′ nasledujú
imsp�sobom. C nájde v P v²etky príkazy, ktorými sa dáva odpove¤�NIE� a text �NIE� v ni
h nahradí textom �ÁNO�. Takºe P ′ nikdynedá odpove¤ NIE a platí:�Kaºdý kone£ný výpo£et P ′ skon£í s odpove¤ou ÁNO a P ′
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D rozhodneDAlgoritmus£i P zastanena vstupe i

P i

NIEÁNO

Prerob P na P
′tak, ºe v P v²etkyodpovede NIEzame¬ naodpovede ÁNO.

P ′ nikdy neodpovie C

AUNIV

iP
′

AUNIV rozhodne,£i i patrí do M(P ′)alebo nieÁNO NIE
NIE.

obr. 4.19ak
eptuje presne tie £ísla i, pre ktoré P pra
oval kone£nedlho.�2. D odovzdá P ′ a druhú £as´ svojho vstupu i algoritmu AUNIV (obr. 4.19).
AUNIV rozhodne, £i i patrí do M(P ′) alebo nie.3. D prevezme od AUNIV odpove¤ ÁNO alebo NIE a vyhlási ju za svojuvlastnú odpove¤.Úloha 4.15 Vysvetlite £o najpodrobnej²ie, pre£o je D algoritmus na rie²enie prob-lému zastavenia.Úloha 4.16 (tvrdý orie²ok) Reduk
ia UNIV ≤Alg HALT na obr. 4.18 a reduk-
ia HALT ≤Alg UNIV (obr. 4.19) nevyzerajú rovnako. �asto uprednost¬ujemedruh reduk
ie znázornený na obr. 4.19, ktorý zodpovedá typi
kej reduk
ii v matem-atike. Vstup (prípad problému) (P, i) pre HALT zmeníme na (P ′, i) pre UNIV tak,ºe rie²enie pre (P ′, i) problému AUNIV m�ºeme priamo prebra´, ako rie²enie prí-padu problému (P, i) pre HALT. S
héma tejto reduk
ie je zobrazená na obr. 4.8 aobr. 4.19. Nájdite podobne jednodu
hú reduk
iu na dokázanie toho, ºe UNIV ≤AlgHALT. To znamená, ºe musíte algoritmi
ky premeni´ vstup (P, i) prípadu problémuUNIV na vstup (P ′, i) problému HALT takým sp�sobom, ºe budete m�
´ priamoprebra´ odpove¤ AHALT pre (P ′, i) (rie²enie (P ′, i) pre problém zastavenia) akorie²enie pípadu problému (P, i) pre UNIV.
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kú rie²ite©nos´ sú univerzálny prob-lém a problém zastavenia rovnako ´aºké. To znamená, ºe bu¤ sú oba prob-lémy algoritmi
ky rie²ite©né, alebo sú oba algoritmi
ky nerie²ite©né. Ako smeuº oznámili, máme v úmysle dokáza´ i
h nerie²ite©nos´. Na to sta£í ukáza´,ºe jeden z ni
h sa nedá vyrie²i´ ©ah²ie neº (N, M(DIAG)). Ukáºeme, ºe

(N, M(DIAG)) ≤Alg UNIV.Predpokladajme, ºe máme algoritmus AUNIV na rie²enie UNIV a s jeho pomo-
ou vytvoríme algoritmus ADIAG na rozhodnutie (N, M(DIAG)). Algoritmus
ADIAG pre kaºdé prirodzené £íslo i odpovie ÁNO v prípade, ºe i-ty program
Pi neak
eptuje £íslo i a odpovie NIE v prípade, ºe Pi ak
eptuje £íslo i. ADIAGpra
uje pre kaºdý vstup i nasledujú
im sp�sobom:

práve vtedy,ADIAGak
eptuje ike¤ i-typrogram Pi

i

NIEÁNO

AUNIV
neak
eptujeAUNIV rozhodne, £i ipatrí do M(Pi) alebo nieÁNO NIE £íslo i

Agen
Agen vygeneruje
i-ty program Pi

i

i Pi

ÁNO NIE
obr. 4.201. ADIAG po²le vstup i podprogramu Agen, ktorý vytvorí i-ty program Pia dá ho ako svoj výstup.2. ADIAG zoberie i a Pi a oba dá ako vstup AUNIV. AUNIV rozhodne, £i

Pi ak
eptuje £íslo i (odpove¤ �ÁNO�), alebo ho neak
eptuje (odpove¤�NIE�).3. ADIAG odpovede AUNIV navzájom vymení. V prípade, ºe AUNIV odpovedal�ÁNO� (i patrí do M(Pi)), potom i nepatrí do M(DIAG) a ADIAG
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vi£ 134 KAPITOLA 4správne odpovie �NIE�. V prípade, ºe AUNIV odpovedal �NIE� (i nepa-trí do M(Pi)), potom i patrí do M(DIAG) a ADIAG musí odpoveda´�ÁNO�.Z opisu prá
e ADIAG pre i ihne¤ vidíme, ºe ADIAG pra
uje správne, ke¤pra
ujú správne AUNIV a Agen. To, ºe AUNIV je algoritmus pre UNIV, smepredpokladali v rám
i reduk
ie. Ostáva otázka, £i skuto£ne vieme vytvori´algoritmus Agen, ktorý pre ©ubovo©né £íslo i vytvorí v kone£nom £ase text

i-teho programu Pi. Agen m�ºe pra
ova´ nasledujú
im sp�sobom. Vytvárapo sebe idú
e texty vzh©adom na o£íslovanie uvedené na za£iatku kapitoly.Na kaºdý text aplikuje kompilátor, ktorý preverí, £i text predstavuje alebonepredstavuje program. Pri tom si Agen eviduje po£et kladný
h odpovedí.V okamihu, ke¤ dosiahne i kladný
h odpovedí, vie, ºe posledný vytvorenýprogram predstavuje i-ty program Pi. S
héma (vývojový diagram) programu
Agen je na obr. 4.21.Úloha 4.17 Ukáºte, (N,M(DIAG)) ≤Alg HALT vyuºitím reduk
ie (N,M(DIAG))na HALT.Úloha 4.18 Ne
h M(DIAG) je mnoºina v²etký
h prirodzený
h £ísiel taký
h, ºe
Pi ak
eptuje £íslo i. Teda M(DIAG) obsahuje presne tie prirodzené £ísla, ktorénie sú v M(DIAG). Ukáºte prostrední
tvom reduk
ie, ºe (N,M(DIAG)) ≤Alg

(N,M(DIAG)) a (N,M(DIAG)) ≤Alg (N,M(DIAG)).Ukázali sme, ºe rozhodova
í problém (N, M(DIAG)), univerzálny problémUNIV a problém zastavenia HALT nie sú algoritmi
ky rie²ite©né. Pri tomsú problémy UNIV a HALT d�leºité pri testovaní programov, a teda majúprakti
ký význam. �ia© informati
i vedia dokáza´ aj tvrdenia, ktoré nássklamú, ºe v²etky d�leºité problémy testovania programov nie sú rie²ite©né.Je to dokon
a také zlé, ºe ani nasledujú
a, na prvý poh©ad ©ahká úloha, nieje algoritmi
ky rie²ite©ná.Ne
h je f0 funk
ia na prirodzený
h £ísla
h, ktorej výsledok je 0 pre kaºdývstup i. Takéto funk
ie nazývame kon²tantné funk
ie, pretoºe výsledok jeúplne nezávislý od vstupu (argumentov). Nasledujú
i program0 Výstup ← �0�1 End,ktorý sa v�be
 na vstup i nepozrie (nepre£íta ho), po£íta funk
iu f0. Na-priek tomu, neexistuje algoritmus, ktorý rozhodne, £i zadaný program Ppo£íta funk
iu f0
5. Musíme tomu rozumie´ tak, ºe v tomto rozhodova
om5Teda rovnakú, ako predtým uvedený program.
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Vygeneruj text nasledujú
iza TEXT a uloº ho do TEXT
Na£ítaj i do I

K ← 0TEXT ← "0"

END
ÁNO

NIE

Vypí² TEXTNIE K
?
= I

K ← K + 1

Je TEXTprogram? Odpove¤ získamekompilátorom

obr. 4.21probléme m�ºeme dosta´ ako vstup aj ve©mi dlhé programy, ktoré robia mno-ho zbyto£ného alebo dokon
a aj nezmyselného. Otázka ale je, £i na konie
neodpovedia predsa len správny výsledok �0�.Úloha 4.19 (tvrdý orie²ok) Ne
h jeM0 mnoºina v²etký
h programov P , taký
h,ºe M(P ) = ∅. Inak povedanéM0 obsahuje v²etky programy, ktoré na kaºdý vstupodpovedia �NIE� (�0�), alebo po£ítajú nekone£ne dlho. Dokáºte, ºe nie je algorit-mi
ky rozhodnute©né, £i daný program patrí alebo nepatrí do M0 (teda, £i danýprogram neak
eptuje ºiaden vstup).V tejto kapitole sme sa nau£ili nie£o d�leºité. Otázky oh©adom syntaxe aproblémy typu �Je daný text programom?� sú algoritmi
ky rie²ite©né. Predané prirodzené £íslo i dokon
a vieme skon²truova´ program Pi. Otázkyoh©adom sémantiky, zis´ujú
e význam a správnos´ programov sú algoritmi
kynerie²ite©né.
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vi£ 136 KAPITOLA 44.5 Zhrnutie, alebo £o z toho, £o sme objavili,bolo najd�leºitej²ie?Zmarili sme nádej zo za£iatku dvadsiateho storo£ia, ºe sa v²etko dá autom-atizova´. Zistili sme, ºe existujú problémy, ktoré sa nedajú rie²i´ pomo
oustrojov pra
ujú
i
h na základe algoritmov. Toto tvrdenie platí nezávisle odsú£asný
h alebo budú
i
h po£íta£ový
h te
hnológií.K algoritmi
ky nerie²ite©ným problémom patria mnohé úlohy z praxe, akonapríklad:

• Je program korektný (po£íta to, na £o bol vyvinutý)?
• Vykonáva program nekone£ný výpo£et (nekone£né opakovanie 
yklu)?V informatike vznikajú ve©ké výskumné tímy, ktoré nerobia ni£ iné, neºskúmajú moºnosti testovania programov6. Ukazuje sa, ºia©, ºe aj ve©mijednodu
hé úlohy testovania programov, ako napríklad �Po£íta program kon²-tantnú funk
iu?� sú algoritmi
ky nerie²ite©né. Výskumní
i v tejto oblastisú radi, ke¤ sú s
hopní vytvori´ programy na testovanie aspo¬ £iasto£nejsprávnosti programov. Pritom ide o testovanie obmedzený
h programov,ktoré sú ²pe
iálnym sp�sobom reprezentované, alebo o �vy
hytanie� typ-i
ký
h programátorský
h 
hýb, bez akejko©vek záruky, ºe objavíme v²etky
hyby.Pri algoritmi
ký
h úlohá
h alebo programo
h rozli²ujeme syntakti
ké a sé-manti
ké problémy. Syntakti
ké úlohy sa zaoberajú formálnou správnos´ouzápisu programov v danom programova
om jazyku a vä£²inou sú algoritmi
kyrie²ite©né. Sémanti
ké otázky sa zaoberajú významom programu. Napríklad:
• ��o po£íta daný program?�
• �Rie²i vytvorený program daný problém?�
• �Skon£í program pre zadaný vstup?�V²etky netriviálne sémanti
ké problémy týkajú
e sa programov sú algorit-mi
ky nerie²ite©né.Aby sme získali tieto vedomosti, nau£ili sme sa dve metódy pouºívané navýskum a dokazovanie. Prvá z ni
h bola metóda diagonalizá
ie, ktorú smevyuºili uº pri skúmaní nekone£nosti. Touto metódou sme ukázali, ºe je vi-a
 problémov neº programov, a preto musia existova´ problémy, ktoré sú6To potvrdzuje d�leºitos´ testovania programov v praxi.



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 4.5 ZHRNUTIE 137algoritmi
ky nerie²ite©né. Ná² prvý algoritmi
ky nerie²ite©ný problém bolrozhodova
í problém (N, M(DIAG)), teda rozhodnutie príslu²nosti k mnoºinetvorenej prvkami na uhloprie£ke (diagonále). Na roz²írenie algoritmi
kej ner-ie²ite©nosti na ¤al²ie problémy sme pouºili metódu reduk
ie. Vyuºívala sa uºdlho na dosiahnutie pozitívneho 
ie©a, prená²anie rie²ite©nosti úloh na ¤al²ieúlohy. Hlavnou my²lienkou je, ºeproblém P1 nie je ´aº²í neº problém P2, P1 ≤Alg P2,ke¤ pomo
ou algoritmu na rie²enie P2 vieme vytvori´ aj algoritmus na rie²e-nie P1. Vtedy hovoríme, ºe P1 je redukovate©ný na P2.V pozitívnom smere potom P1 ≤Alg P2 implikuje výsledok, ºe z algoritmi
kejrie²ite©nosti P2 vyplýva algoritmi
ká rie²ite©nos´ P1. V negatívnom smere,ktorý sme pouºili, znamená P1 ≤Alg P2, ºe z algoritmi
kej nerie²ite©nosti

P1 vyplýva algoritmi
ká nerie²ite©nos´ P2. Metódu reduk
ie sme pouºívali vnegatívnom zmysle, z algoritmi
kej nerie²ite©nosti (N, M(DIAG)) sme ukázalialgoritmi
kú nerie²ite©nos´ problému zastavenia a univerzálneho problému.Návody rie²enia vybraný
h úlohÚloha 4.3 Reálny
h £ísiel s kone£nou reprezentá
iou je presne |N| . Vieme, ºe
|N| · 2 = |N| a aj, ºe |N| · |N| = |N|. Pretoºe platí |R| > |N|, znamená to tieº, ºe

|R| > |N| · |N| .Z tohto d�vodu, je jasné, ºe po£et reálny
h £ísiel s kone£nou reprezentá
iou tvoríiba nekone£ne men²í zlomok mnoºiny v²etký
h reálny
h £ísiel.Úloha 4.6 Prvý
h 17 miest binárnej reprezentá
ie QUAD m�ºeme znázorni´ na-jlep²ie v nasledujú
ej tabu©ke.0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17QUAD 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0Uvedenú tabu©ku m�ºete roz²íri´ na ©ubovo©ne ve©a miest.Úloha 4.7 Prvý
h 10 pozí
ií DIAG pre hypoteti
kú tabu©ku na obr. 4.7 je
DIAG = 0101000011.Úloha 4.8 Ch
eme ukáza´, ºe

M(2-DIAG) = mnoºina v²etký
h párny
h £ísiel 2i, taký
h, ºe 2i nepa-trí do M(Pi)
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vi£ 138 KAPITOLA 4je nerozpoznate©ná. Hlavná my²lienka je ve©mi podobná diagonalizá
ii na obr. 4.3.Vytvoríme 2-DIAG tak, ºe sa bude odli²ova´ od kaºdého riadku tabu©ky. Jedinýrozdiel oproti DIAG je, ºe 2-DIAG sa lí²i od i-teho riadku na mieste 2i (namiesto

i-teho, ako je to v DIAG). Najlep²ie to m�ºeme znázorni´ nasledujú
ou tabu©kouna obr. 4.22. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 · · ·M(P0) 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0M(P1) 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0M(P2) 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0M(P3) 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0M(P4) 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1M(P5) 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1M(P6) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·... ... . . .obr. 4.22Pozí
ie v rám£eku ozna£ujú priese£ník i-teho riadku a 2i-teho st¨p
a, to znamenápozí
ie, v ktorý
h sa 2-DIAG odli²uje od jednotlivý
h riadkov tabu©ky. Tedaprvý
h 13 pozí
ií 2-DIAG je uvedený
h v tabu©ke na obr. 4.22:2-DIAG = 1000001000101 . . .Vidíme, ºe na kaºdej nepárnej pozí
ii sú v 2-DIAG nuly, ktoré nehrajú pri rozpoz-nate©nosti 2-DIAG ºiadnu úlohu. Pod£iarknuté párne pozí
ie (za£íname nultoupozí
iou) zodpovedajú orám£ekovaným pozí
iam na obr. 4.22. Takºe 1 na za£i-atku zaru£uje, ºe 2-DIAG neleºí v nultom riadku, 0 na druhej pozí
ii zaru£uje, ºe2-DIAG neleºí v prvom riadku, at¤. Jednotka na 12. pozí
ii v 2-DIAG zaru£uje,ºe 2-DIAG neleºí v ²iestom riadku tabu©ky.Úloha 4.17 Máme ukáza´, ºe s hypoteti
kým algoritmom AHALT pre HALT sadá rozpozna´ diagonálna mnoºina M(DIAG). Za£neme podobne ako na obr. 4.20pri reduk
ii (N,M(DIAG)) ≤Alg UNIV. Pre zadané £íslo i musíme rozhodnú´, £i
i ∈M(DIAG), to znamená, £i Pi neak
eptuje £íslo i. Takºe najprv prostrední
tvom
Agen vytvoríme program Pi a algoritmom AHALT sa spýtame, £i sa Pi pre vstup izastaví alebo nezastaví (obr. 4.23).Ke¤ sa Pi pre vstup i nezastaví, potom i nepatrí do M(Pi) a s istotou vieme, ºe
i /∈M(Pi) (Pi neak
eptuje i), správna odpove¤ je teda ÁNO (i ∈M(DIAG)). Ke¤sa Pi pre i zastaví, potom postupujeme podobne ako na obr. 4.18. Simulujemevýpo£et Pi pre vstup i a upravíme výsledok simulá
ie. Ke¤ Pi neak
eptuje i,ak
eptujeme i. Ke¤ Pi ak
eptuje i, neak
eptujeme £íslo i (obr. 4.23).
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práve vtedy,ADIAGak
eptuje ike¤ i-typrogram Pi

i

NIEÁNO

AHALT
neak
eptujeAHALT rozhodne, £i

Pi zastane na i alebo nieÁNO £íslo i

Agen
Agen generuje
i-ty program Pi

i

i Pi

S

Simuluj kone£nývýpo£et Pi na iNIEneak
eptuj ak
eptuj
obr. 4.23



Final Version

Internal Use

opyright 2009 - Juraj Hromkovi£



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ Niet vä£²ej ²kody ako stratený £asMi
helangelo Buonarotti

Kapitola 5Teória zloºitosti, alebo £o m�ºeme robi´,ke¤ na výpo£et nesta£í energia 
eléhovesmíru?
5.1 Nie je rie²ite©né ako rie²ite©né, alebo:úvod do teórie zloºitostiV kapitole 4 sme zistili, ºe sú zaujímavé úlohy, ktoré algoritmi
ky neviemerie²i´. Dokon
a sme sa nau£ili, ako sa dá ukáza´, ºe niektoré problémy sú valgoritmi
kom zmysle nerie²ite©né. Na za£iatku ²es´desiaty
h rokov domino-vala v základnom výskume klasi�ká
ia (rozdelenie) algoritmi
ký
h problémovna algoritmi
ky rie²ite©né a algoritmi
ky nerie²ite©né. Situá
ia sa postup-ne menila s £oraz ²ir²ím nasadením po£íta£ov v 
ivilný
h oblastia
h. Stále£astej²ie sa po£íta£e pouºívali na plánovanie, optimalizá
iu pra
ovný
h pro-
esov a simulovanie drahý
h výskumný
h experimentov. Prví programátoria návrhári algoritmov museli £eli´ tvrdej realite. Napísali programy, zadalii
h do po£íta£a a v²et
i v miestnosti sa potili, pretoºe po£íta£ sa v pravomzmysle slova zahrieval a 
hladenie bolo v tý
h £aso
h problém. Len výsledkovsa nie a nie do£ka´. Na po£íta£o
h sa musela £asto robi´ údrºba1, a tak sa dalopo£íta´ len medzi dvoma údrºbami. Tento £as nesta£il na úspe²né dokon£enie1nezriedka aj denne
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i nedokázali vyrie²i´ predkladané úlohy, napriek tomu,ºe tieto boli o£ividne algoritmi
ky rie²ite©né. Vyvinuli predsa algoritmy narie²enie zadaný
h úloh, ktoré premenili na programy. Boli potrebné pred-povede, ko©ko £asu budú algoritmy vyºadova´ na prá
u. Tak pri²iel na radopä´ najd�leºitej²í pro
es - tvorba pojmov. Vznikli pojmy výpo£tová zloºi-tos´ a v ur£itom zmysle aj zloºitos´ algoritmi
ký
h problémov. �oskoro smerozpoznali, £o znamená po£íta´ efektívne. Mnohé algoritmy sa nedali pouºi´a to nie preto, ºe na vypo£ítanie výsledku nesta£ilo zopár dní. Na uskuto£-nenie výpo£tu by nám nesta£ili ani miliardy rokov. Takºe takéto algoritmyneboli prakti
ky pouºite©né. Niekto by mohol poveda´: �V poriadku, po¤meh©ada´ teda pre dané problémy efektívnej²ie algoritmy.� Lenºe máme stovkyproblémov (úloh), pre ktoré sa aj napriek ve©kej vynaloºenej námahe nepo-darilo nájs´ efektívne algoritmy. Opä´ sa vynárajú prin
ipiálne otázky:Je to len na²a nes
hopnos´ a nedostatok vedomostí o algoritmike,pre ktorú nevieme nájs´ efektívny sp�sob rie²enia niektorý
h prob-lémovAlebo existujú algoritmi
ky rie²ite©né problémy, na ktorý
h rie²e-nie nie je ºiaden efektívny algoritmus (existujú problémy, ktorénie sú prakti
ky rie²ite©né, napriek tomu, ºe sú algoritmi
ky rie²ite©né)?Tieto otázky viedli k rozvoju teórie zloºitosti, ktorá sa v prvom rade pokú²amera´ stupe¬ ob´aºnosti algoritmi
ký
h úloh vzh©adom na i
h výpo£tovúzloºitos´. Jej hlavným 
ie©om je rozdelenie algoritmi
ky rie²ite©ný
h úloh naprakti
ky (efektívne) rie²ite©né a na prakti
ky nerie²ite©né. Teória zloºitostiukazuje, ºe sú problémy, pri ktorý
h by nesta£ila na výpo£et i
h rie²enia (nauskuto£nenie potrebný
h výpo£tov) ani 
elá energia vesmíru.Algoritmi
ky (automati
ky) rie²ite©né neznamená teda e²te prak-ti
ky rie²ite©né.Rozpozna´, £o je prakti
ky rie²ite©né a vývoj efektívny
h algoritmov, jedodnes naj´aº²ie a najd�leºitej²ie jadro výskumu v teoreti
kej informatike.D�kazy a argumentá
ia sú v tejto oblasti £asto také ob´aºné, ºe v²etko, s£ím sme sa doteraz oboznámili, je oproti tomu ako detská hra. Preto sanepokúsime v tejto kapitole uvies´ podrobne te
hni
ké detaily. Na²´astie i
hnepotrebujeme na po
hopenie divov, ktoré predstavíme neskor²ie. Jediné,£o k tomu budeme potrebova´, je po
hopi´ jednotlivé kon
epty a výdobytkyteórie zloºitosti a s
hopnos´ správne si vysvetli´ i
h význam. Tomuto 
ie©usa venuje táto kapitola.
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vi£ 5.2 AKO MERIAME ZLO�ITOS� VÝPO�TOV? 1435.2 Ako meriame zloºitos´ výpo£tov?Pojem zloºitosti v zmysle mnoºstva výpo£tovej prá
e je pre výpo£tové vedy
entrálny a v rebrí£ku d�leºitosti informati
ký
h pojmov ur£ite nasledu-je hne¤ po uº sk�r zavedený
h pojmo
h, akými sú program a algoritmus.Ke¤ postupujeme matemati
ky (presne), mali by sme sa najprv dohodnú´na matemati
kom modeli algoritmov, a potom m�ºeme mera´ vynaloºenúvýpo£tovú prá
u, ako po£et vykonaný
h operá
ií v tomto modeli. Na²´astieje presný sp�sob merania zloºitosti zvä£²a potrebný len pri odvodení kvanti-tatívny
h zákonov spra
ovania informá
ií, ktorým sa tu nebudeme zaobera´,kv�li vysokému stup¬u ob´aºnosti. Pri beºnej prá
i (návrhu a implementá
ii)algoritmov nám £asto sta£í nasledujú
i jednodu
hý sp�sob merania zloºitosti,ktorým vo vä£²ine prípadov dostaneme vierohodné výsledky.Ako sa dá jednodu
ho mera´ zloºitos´ algoritmu? Ne
h je A algoritmus narie²enie nejakého problému (úlohy) U . Najprv musíme poveda´, £o je tozloºitos´ A pre prípad I problému U . Najjednodu
h²í sp�sob merania jede�nova´ zloºitos´ algoritmu A pre prípad I problému U akopo£et vykonaný
h operá
ií po£íta£a pri výpo£te A na I.Pretoºe predpokladáme, ºe sa operá
ie vykonávajú jedna po druhej, hov-oríme presnej²ie o £asovej zloºitosti algoritmu A pre prípad I . Ke¤ºe£asová zloºitos´ je pre nás najd�leºitej²ou mierou na meranie a posúdenieefektívnosti algoritmov, £asto pre ¬u pouºívame len skrátené ozna£enie zloºi-tos´. Druhou najd�leºitej²ou mierou zloºitosti je pre nás pamä´ová zloºi-tos´ algoritmu A pre prípad I , ktorá ozna£ujepo£et pouºitý
h premenný
h, teda po£et pamä´ový
h miest (reg-istrov) pri výpo£te A na I.Uvaºujeme napríklad úlohu vypo£íta´ hodnotu kvadrati
kého polynómu

a · x2 + b · x + cpre zadané £ísla
a = 3, b = 4, c = 5 a x = 7.Naivný algoritmus m�ºe po£íta´ nasledovne

L← b · x{vynásob b s x a výsledok uloº do premennej (na pamä´ové miesto,ktorého meno je) L}
X ← x · x
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Y ← a ·X{teraz je v Y uloºená hodnota ax2}
D ← L + c{teraz je v D uloºená hodnota b · x + c}
R← Y + D{teraz je v R uloºený výsledok ax2 + bx + c}Hne¤ vidíme, ºe pre zadané £ísla a, b, c a x sa zrealizuje nasledujú
i
h pä´aritmeti
ký
h operá
ií.

b · x→ L x · x→ X a ·X → Y L + c→ D Y + D → R

4 · 7 = 28 7 · 7 = 49 3 · 49 = 147 28 + 5 = 33 147 + 33 = 180Takºe £asová zloºitos´ A pre I = (a = 3, b = 4, c = 5, x = 7) je presne5. Ke¤ sa sústredíme na pamätanie si hodn�t pre a, b, c, x, I, X, Y, D a R,vidíme, ºe pamä´ová zloºitos´ je presne 9. V²imnite si, ºe konkrétne hodnotypremenný
h a, b, c a x nemali ºiaden vplyv na zloºitos´ algoritmu. Pretohovoríme, ºe £asová zloºitos´ A je presne 5 pre kaºdý prípad problému (prekaºdý kvadrati
ký polynóm).Úloha 5.1 Zapí²te algoritmus A v programova
om jazyku z 2. kapitoly, ktorýposkytuje iba jednodu
hé strojové in²truk
ie. Myslite aj na na£ítanie hodn�t pre
a, b, c a x.a) Aká je £asová zloºitos´ A v tejto konkrétnej implementá
ii?b) Ste s
hopní prepísa´ program tak, aby ste v ¬om pouºili menej neº 9 reg-istrov?Postup algoritmuA m�ºeme znázorni´ aj nasledovnou reprezentá
iou polynó-mu:

a · x · x + b · x + c .Hne¤ vidíme tri násobenia a dve s£ítania, ktoré musíme vykona´. Pokúsimesa algoritmus vylep²i´. Pod©a známeho distributívneho zákona platí
a · x · x + b · x = (a · x + b) · x,s jeho pomo
ou dostaneme nasledujú
u reprezentá
iu kvadrati
kého polynó-mu:
ax2 + bx + c = (ax + b) · x + c .V novej reprezentá
ii musíme vykona´ len dve násobenia a dve s£ítania, takºezloºitos´ výsledného vylep²eného algoritmu je 4.
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vi£ 5.2 AKO MERIAME ZLO�ITOS� VÝPO�TOV? 145Úloha 5.2 Uvaºujeme polynóm ²tvrtého stup¬a:

f(x) = a4 · x4 + a3 · x3 + a2 · x2 + a1 · x + a0 .Vysvetlite, ako sa dá vypo£íta´ hodnota polynómu len s pouºitím ²tyro
h násobenía ²tyro
h s£ítaní.Úloha 5.3 (tvrdý orie²ok) Navrhnite algoritmus, ktorý spo£íta pre zadané hod-noty a0, . . . , an a x, hodnotu kaºdého polynómu n-tého stup¬a
an · xn + an−1 · xn−1 + . . . + a2 · x2 + a1 · x + a0s pouºitím najvia
 n násobení a n s£ítaní.Vidíme, ºe mnoºstvo prá
e, ktorú musíme vykona´, závisí od na²ej ²ikovnostipri návrhu algoritmu. E²te presved£ivej²ím príkladom je výpo£et hodnoty

x16 pre dané x. Ke¤ rozpí²eme x16 ako
x · x · x · x · x · x · x · x · x · x · x · x · x · x · x · x,vidíme, ºe na výpo£et hodnoty x16 týmto sp�sobom potrebujeme 15 operá
ií.Nasledujú
e vyjadrenie

x16 = (((x2)2)2)2nám dáva efektívnej²iu metódu
x2 = x · x x4 = x2 · x2 x8 = x4 · x4 x16 = x8 · x8

L← x · x L← L · L L← L · L L← L · Lvýpo£tu x16, ktorej sta£ia len 4 násobenia.Úloha 5.4 Vypo£ítajtea) x6 s 3 násobeniami,b) x64 so 6 násobeniami,
) x18 s 5 násobeniami,d) x45 s 8 násobeniami.Dá sa spo£íta´ x45 s menej neº 8 násobeniami?Ale situá
ia, ktorá bola pri výpo£te hodnoty kvadrati
kého polynómu, ºezloºitos´ je rovnaká pre kaºdý prípad polynómu, je dos´ netypi
ká. Nasta-la preto, lebo problém je jednodu
hý a v ur£itom zmysle sme merali ve©mi
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vi£ 146 KAPITOLA 5hrubo. Na²e meranie zloºitosti je v poriadku, v prípade ke¤ sú v²etky vstup-né hodnoty a, b, c a x £ísla, z ktorý
h sa kaºdé dá bez problémov zapamäta´v jednom 16 alebo 32 bitovom registri. �o sa ale stane, ak majú £ísla ve©kos´nieko©ko sto bitov? V takom prípade nem�ºeme povaºova´ mnoºstvo prá
ena vykonanie aritmeti
kej operá
ie s obrovským £íslom za také isté, aké súnevyhnutné na vykonanie operá
ie so 16-bitovým £íslom, ktorá je k dispozí
iiv hardvéri po£íta£a. V niektorý
h apliká
iá
h sa naozaj pouºívajú také ve©ké£ísla, vtedy je nevyhnutné napísa´ program, ktorý po£íta operá
ie s ve©ký-mi £íslami a vyuºíva pri tom len operá
ie s £íslami beºnej ve©kosti, ktoré súk dispozí
ii. �itate©a nebudeme za´aºova´ týmto te
hni
kým problémom abudeme predpoklada´, ºe na²e £ísla neprekro£ia rozumnú ve©kos´. Na zák-lade takéhoto predpokladu budeme mera´ £asovú zloºitos´ ako po£et arit-meti
ký
h operá
ií, operá
ií porovnávania a podobný
h základný
h operá
iípo£íta£a alebo programova
ieho jazyka.Aj pri takomto predpoklade nie je typi
ké, ºe algoritmus pre v²etky vstupy(prípady problému) vyºaduje stále rovnaké mnoºstvo prá
e. Ke¤ mámeutriedi´ pod©a abe
edy telefónny zoznam ob
e s 3000 obyvate©mi a mestas 500000 obyvate©mi, bude mnoºstvo prá
e o£ividne ve©mi r�zne. To nie jeni£ prekvapujú
e, ale dostávame sa tým k jadru ve
i. O£akávame, ºe zloºitos´bude závisie´ od ve©kosti vstupu. �o je to ve©kos´ vstupu, lep²ie povedanéako ju meriame, je na nás. Pri triedení to m�ºe by´ napríklad po£et (3000 ale-bo 500000 mien obyvate©ov) objektov, ktoré máme usporiada´. Pri výpo£tehodnoty ©ubovo©ného polynómu, m�ºeme bra´ ako ve©kos´ vstupu stupe¬polynómu (teda maximálny moºný po£et koe�
ientov mínus 1). V tomtoprípade je polynóm

anxn + an−1x
n−1 + . . . + a2x

2 + a1x + a0reprezentovaný ako vstup n + 2 £íslami
(an, an−1, an−2, . . . , a2, a1, a0, x)a povieme, ºe tento prípad problému má ve©kos´ n. Naivný algoritmus Apo£íta hodnotu polynómu stup¬a n nasledujú
im sp�sobom.
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x · x = x2
︸ ︷︷ ︸

1.násobenie x · x2 = x3
︸ ︷︷ ︸

2. násobenie · · · x · xn−1 = xn
︸ ︷︷ ︸

(n−1)-vé násobenie
a1 · x
︸ ︷︷ ︸

n-té násobenie a2 · x2

︸ ︷︷ ︸

(n+1)-vé násobenie · · · an · xn

︸ ︷︷ ︸

(2n−1)-vé násobeniea potom
a0 + a1x + · · · + anxn

↑ ↑ ↑1. s£ítanie 2. s£ítanie n-té s£ítanieTakºe £asová zloºitos´ A je funk
ia�asA(n) = 2n− 1
︸ ︷︷ ︸násobení + n

︸︷︷︸s£ítaní = 3n− 1 .Teda £asová zloºitos´ �asA algoritmu A jefunk
ia ve©kosti vstupu, ktorá ur£uje po£et �asA(n) operá
ií al-goritmu A nevyhnutný
h a posta£ujú
i
h na vyrie²enie kaºdéhoprípadu problému ve©kosti n.M�ºe sa sta´, ºe r�zne vstupy rovnakej ve©kosti vyºadujú r�zne náklady. Vtakom prípade zoberieme �asA(n) ako £asovú zloºitos´ na naj´aº²om vstupeve©kosti n, teda ako maximum zloºitostí A pre v²etky vstupy ve©kosti n. Asme v su
hu, a preto sa pre túto de�ní
iu rozhodli aj výskumní
i. Taktomáme hodnotou �asA(n) zaru£ené, ºe algoritmus A úspe²ne zvládne vyrie²i´pomo
ou �asA(n) operá
ií kaºdý prípad problému ve©kosti n, a ºe existujeaspo¬ jedenvstup ve©kosti n, pre ktorý A vykoná presne �asA(n) operá
ií.5.3 Na£o slúºi meranie zloºitosti algoritmov?Rovnako ako aj v iný
h vede
ký
h dis
iplína
h slúºia nadobudnuté vedomostiaj na predpovedanie vývoja v r�zny
h situá
iá
h a £innostia
h, ktoré nászaujímajú. Ke¤ prostrední
tvom takzvanej analýzy zloºitosti ur£íme £asovúzloºitos´ algoritmu, vieme pre zadané prípady problému vopred odhadnú´£as prá
e algoritmu bez toho, aby sme ho na ni
h ne
hali beºa´. Okrem tohotakýmto sp�sobom m�ºeme porovnáva´ aké sú dobré (efektívne) dva alebo aj
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2 4 6 8
2040
60

ve©kos´ vstupu

n2

3n− 2£asovázloº
itos´

0 0 obr. 5.1via
 algoritmov pre tú istú úlohu. Vä£²inou to robíme tak, ºe si nakreslímei
h funk
ie zloºitosti (£asovej alebo pamä´ovej).Na obr. 5.1 sú v súradni
ovej sústave nakreslené dve funk
ie 3n − 2 a n2.Na x-ovej osi je ve©kos´ vstupu a na y-ovej osi analyzovaná £asová zloºitos´.Ihne¤ vidíme, ºe pre v²etky vstupy vä£²ie neº 3, je algoritmus s £asovouzloºitos´ou 3n − 2 efektívnej²í neº algoritmus so zloºitos´ou n2. Výpo£tom©ahko dokáºeme, ºe
3n− 2 < n2je pre v²etky prirodzené £ísla vä£²ie neº 2.Pozrime sa na iný príklad. Ne
h sú A a B dva algoritmy pre problém U s�asA(n) = 2n2 a �asB(n) = 40n + 7000 .Pretoºe lineárne funk
ie ako �asB(n) rastú pomal²ie neº kvadrati
ké funk
ieakou je �asA(n), natíska sa otázka, od akej ve©kosti vstupu je pre nás výhod-nej²í algoritmus B neº algoritmus A. Odpovieme výpo£tom. Otázka je teda,pre aké kladné 
elé £íslo platí

2n2 > 40n + 7000.Táto otázka je ekvivalentná s otázkou (od obo
h strán odpo£ítame 
elé £íslo
40n + 7000), ke¤ platí

2n2 − 40n− 7000 > 0.Ke¤ nerovni
u vydelíme 2 (obe strany zmen²íme na polovi
u), dostaneme
n2 − 20n− 3500 > 0 . (5.1)
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vi£ 5.3 ZLO�ITOS� ALGORITMOV 149Teraz m�ºeme známou metódou rie²enia kvadrati
ký
h rovní
 nájs´ rie²eniarovni
e n2 − 20n− 3500 = 0, alebo si jednodu
ho v²imneme, ºe

(n + 50) · (n− 70) = n2 − 20n− 3500 .V obo
h prípado
h dostaneme rie²enia (takzvané korene) −50 a 70 a vidíme,ºe (5.1) platí pre n < −50 a n > 70. Pretoºe nás zaujímajú len kladné 
elé£ísla, skon£íme s výsledkom:(i) B je výhodnej²í neº A pre prípady problémov, ktoré sú vä£²ie neº 70.(ii) A a B sú rovnako dobré pre vstupy ve©kosti n = 70.(iii) A je priaznivej²í neº B pre vstupy ve©kosti 1 aº 69.Úloha 5.5 Uvaºujte tri algoritmy A,B a C, ktoré rie²ia rovnakú úlohu. Ne
hsú �asA(n) = n3/2 + 1, �asB(n) = n2 + 7 a �asC(n) = 5n + 140. Pokúste sazisti´ výpo£tom a na£rtnutím grafu funk
ií, ktorý z uvedený
h tro
h algoritmov jenajlep²í, pre ktoré ve©kosti vstupov.Iný druh otázok je nasledujú
i. Pouºívate© vie 
elkom presne, ºe na výsledokm�ºe £aka´ najvia
 ur£itý £as. Pre interaktívnu apliká
iu m�ºe by´ hrani
auº krátky
h 10s. Ke¤ máme dobrý po£íta£, ktorý je s
hopný vykona´ zasekundu 109 operá
ií, m�ºeme vykona´ výpo£ty vyºadujú
e najvia
 10·109 =
1010 operá
ií. Pouºívate©ovi ponúkneme algoritmus so zloºitos´ou 5n3. Onsi spo£íta:

5n3 < 1010 | : 5

n3 < 2 · 109 | 3
√ obo
h strán

n ≤ 1250Pouºívate© týmto vie, ºe algoritmus m�ºe úspe²ne pouºi´ na vstupy ve©kostido 1250. Pouºívate© zvy£ajne vie vstupy aký
h ve©kostí sa typi
ky vyskytujúa m�ºe sa hne¤ rozhodnú´, £i ne
há algoritmus implementova´, alebo budepoºadova´ rý
hlej²í algoritmus.Teraz predpokladajme, ºe máme optimaliza£nú úlohu, pri ktorej máme vy-bra´ najlep²ie z ve©kého mnoºstva rie²ení. Pri tom ide o ve©ké investí-
ie, ako napríklad výstavba 
estnej alebo ºelezni£nej siete, alebo o umiest-nenie vysiela£ov na nejakom území. Pretoºe sa 
h
eme dobre rozhodnú´,sme o
hotní venova´ výpo£tu ve©a £asu a pouºi´ drahú výpo£tovú te
h-niku. Takýmto sp�sobom prídeme ve©mi rý
hlo na hrani
e uskuto£nite©ného,povedzme 1016 operá
ií. Vizuálne si hrani
u m�ºeme znázorni´ ako na obr. 5.2.
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vi£ 150 KAPITOLA 5Na²a hrani
a je vodorovná priamka y = 1016. Tam, kde dosiahne £asovázloºitos´ �asA(n) algoritmu A na²u hrani
u, m�ºeme na x-ovej osi pre£íta´ve©kos´ vstupu nA. Takto vieme, pre ktoré ve©kosti vstupov je pouºite©nýalgoritmus A a pretoºe je známa ve©kos´ zadaného problému, ihne¤ vieme ajrozhodnú´, £i je algoritmus pre nás vhodný.

1016 �asA(n) �asB(n) �asC(n)

£asovázloº
itos´

nA nB nCobr. 5.2Aby sme si ukázali d�leºitos´ efektívnosti algoritmu, analyzujeme situá
iuv prípade nieko©ký
h £asový
h funk
ií. Ne
h �asA(n) = 3n − 2. Potomspo£ítame
3n− 2 ≤ 1016 |+ 2 k obom stranám

3n ≤ 1016 + 2 | vydelíme 3
n ≤ 1

3
(1016 + 2) = nA.Vidíme, ºe o takom ve©kom vstupe neuvaºujeme, teda algoritmus A m�ºemevºdy pouºi´. Pre algoritmus B so zloºitos´ou �asB(n) = n4 dostaneme

n4 ≤ 1016 | 4
√ obo
h strán

n ≤ (1016)1/4 = 104 = 10000.Takºe B je pouºite©ný pre vstupy do ve©kosti nB = 10000. Pretoºe typi
kyve©kos´ vstupu pre vä£²inu (ale nie v²etky) vstupy nedosiahne nB, B sa dápovaºova´ za dobrý algoritmus.Zoberme, ºe platí �asC(n) = 10n. Potom to vyzerá nasledovne£o je zlé. Napriek obrovskému po£tu operá
ií, ktorý máme k dispozí
ii viemeúlohu vyrie²i´ len pre malé prípady. Ke¤ si v²imneme exponen
iálnu funk
iu
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10n ≤ 1016 | log10 obo
h strán
n ≤ 16,

f(n) = 2n, vidíme, ºe
2n+1 = 2 · 2n,takºe zvä£²enie ve©kosti vstupu o 1 má za následok zdvojnásobenie výpo£-tový
h nákladov. Z toho m�ºeme usúdi´, ºe algoritmy s exponen
iálnou£asovou zloºitos´ou majú len ve©mi obmedzené pouºitie.Úloha 5.6 Predpokladajme, ºe informati
i vylep²ili algoritmus C so zloºitos´ou�asC(n) = 10n na algoritmus D so zloºitos´ou �asD(n) = 4 · (1.2)n. Ako sa zvä£²írozsah problémov, ktoré m�ºeme spra
ova´, ke¤ uvaºujeme £asovú hrani
u 1016?Úloha 5.7 Predpokladajme, ºe máme k dispozí
ii po£íta£, ktorý vie vykona´ 109operá
ií za sekundu. Po£et sekúnd, ktoré uplynuli od ve©kého tresku je men²í neº

1018. Sme pripravení £aka´ 1018 sekúnd. Aké ve©ké problémy vieme spra
ova´algoritmom A, ke¤(i) �asA(n) = 10 · n2 ?(ii) �asA(n) = 50 · n3 ?(iii) �asA(n) = 2n ?(iv)* �asA(n) = n! = n · n(n− 1) · (n− 2) · . . . · 2 · 1 ? (tvrdý orie²ok)5.4 Hrani
e prakti
kej rie²ite©nostiV pred
hádzajú
ej £asti sme videli ako vplýva £asová zloºitos´ algoritmov nai
h pouºite©nos´. Ná² 
ie© je ale tro
ha náro£nej²í. Ch
eme mera´ ob´aºnos´algoritmi
ký
h problémov, aby sme vedeli rozhodnú´, £i sú alebo nie sú prak-ti
ky rie²ite©né. Na jednej strane sa zdá, ºe 
esta od merania zloºitosti al-goritmov k meraniu zloºitosti problémov bude krátka a jasná. Ponúka sanasledujú
a de�ní
ia:Zloºitos´ problému U je zloºitos´ najlep²ieho (optimálneho vzh©adomna £asovú zloºitos´) algoritmu pre U .Ho
i de�ní
ia vyzerá rozumne, nie je v²eobe
ne poºite©ná. Výskumní
iukázali, ºe sú úlohy, pre ktoré sa nedá ur£i´ najlep²í algoritmus. Pre takútoúlohu U sa dá kaºdý algoritmus pre U podstatne2 vylep²i´.2pre nekone£ne ve©a vstupov
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vi£ 152 KAPITOLA 5Pretoºe vo v²eobe
nosti sa nedá zloºitos´ kaºdého problému U identi�kova´s (najlep²ím) algoritmom pre U , hovoríme v informatike o hornom a dolnomodhade zloºitosti problému.De�ní
ia 5.1 Ne
h je U problém a ne
h A je algoritmus, ktorý rie²i U . Po-tom hovoríme, ºe £asová zloºitos´ �asA(n) algoritmuA je horným odhadom£asovej zloºitosti preU . O funk
ii f hovoríme, ºe f(n) je dolným odhadom£asovej zloºitosti pre U , ke¤ neexistuje algoritmus B pre U , pre ktorý�asB(n) ≤ f(n)pre skoro v²etky3 n.Táto de�ní
ia ob´aºnosti problémov sta£í na objavenie niektorý
h d�leºitý
hskuto£ností. Napríklad, ºe existujú ©ubovo©ne ´aºké algoritmi
ké problémy.Presnej²ie povedané, pre ©ubovo©ne rý
hlo rastú
u funk
iu ako napríklad

2n, n!, ba aj 22n sa dajú nájs´ problémy, ktoré sú rie²ite©né s takouto zloºi-tos´ou, ale s men²ou nie. Takéto extrémne ´aºké (prakti
ky nerie²ite©né)problémy sa na²li náro£ným pouºitím diagonaliza£nej metódy, teda vä£²inousú to umelo vytvorené problémy.Pre prakti
ké problémy je ur£enie zloºitosti ove©a zloºitej²ie. Poznáme tisí
eúloh, s exponen
iálnymi hornými odhadmi, napríklad 2n (lebo najlep²ie známealgoritmy na i
h rie²enie potrebujú obrovské mnoºstvo po£íta£ovej prá
e).Na druhej strane nie sme s
hopní ukáza´, ºe poºiadavky na výpo£tovú zloºi-tos´ i
h rie²enia sú vy²²ie ako lineárne (teda nemáme dolný odhad tvarunapr. n · log n alebo n2). Inými slovami, máme h¯bu problémov s obrovsk-ou medzerou medzi i
h dolným c · n a horným odhadom ako 2n a nie smes
hopní i
h zloºitos´ ur£i´ presnej²ie. Informati
i a matemati
i majú za se-bou vy²e ²tyridsa´ rokov neúspe²ný
h pokusov, pri£om problém je o£ividnev ob´aºnosti ur£i´ dolný odhad zloºitosti konkrétny
h úloh.Dnes povaºujeme d�kaz dolného odhadu, a tým aj neexisten
ie efektívne-ho algoritmu, za najtvrd²ie jadro 
elej informatiky. Je dokázané, ºe niek-toré dolné odhady, ktoré by sme si ºelali vedie´ sa dne²nými matemati
kýmimetódami ani nedajú dokáza´. Teda je potrebný podstatný pokrok v rozvo-ji metód dokazovania v matematike, aby sme vedeli presnej²ie ur£i´ vy²²iedolné odhady zloºitosti konkrétny
h algoritmi
ký
h úloh.Výskum zloºitosti algoritmov a problémov nastolilo novú a v sú£asnostihlavnú otázku algoritmiky:3pre v²etky aº na kone£ne ve©a
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ké problémy sú prakti
ky rie²ite©né?Kde sú hrani
e algoritmi
kej rie²ite©nosti?Ke¤ sa pozrieme na na²e skúmanie v £asti 5.3 a tabu©ku 5.1, vidíme, ºeexponen
iálne algoritmy v ºiadnom prípade nem�ºeme ozna£i´ ako prakti
ké.V tabu©ke 5.1 uvádzame po£et operá
ií pre 5 funk
í ur£ujú
i
h zloºitos´ 10n,

2n2, n3, 2n a n! a pre vstupy 4 ve©kostí 10, 50, 100 a 200.
n 10 50 100 300

f(n)

10n 100 500 1000 3000
2n2 200 5000 20000 180000
n3 1000 125000 1000000 27000000
2n 1024 16 
i�er 31 
i�er 91 
i�er
n! ≈ 3.6 · 106 65 
i�er 158 
i�er 615 
i�erTabu©ka 5.1Ke¤ je po£et operá
ií prive©ký, pí²eme namiesto £ísla len po£et jeho de-siatkový
h 
i�er. Okamºite vidíme, ºe exponen
iálne rý
hlo rastú
e funk
iezloºitosti ako 2n a n! sú prakti
ky nepouºite©né uº pre vstupy malého rozsahunad 50.Po mnohý
h roko
h uvaºovania sa informati
i dohodli na nasledujú
ej 
harak-terizá
ii prakti
kej rie²ite©nosti:Algoritmus A, ktorého �asA(n) ≤ c · nd pre nejaké kon²tanty(konkrétne £ísla) c a d nazývame polynomiálny algoritmus.Kaºdý problém, ktorý vieme vyrie²i´ polynomiálnym algoritmom,povaºujeme za prakti
ky rie²ite©ný. Písmenom P ozna£ujemetriedu v²etký
h rozhodova
í
h problémov4, ktoré sú rie²ite©né vpolynomiálnom £ase.Nebolo v�be
 jednodu
hé v²eobe
ne ak
eptova´ túto de�ní
iu. Dnes ju nepo-vaºujeme, a tým ani polynomiálnu £asovú zloºitos´, ako ostrú hrani
u medziprakti
ky rie²ite©ným a prakti
ky nerie²ite©ným, ale len ako priblíºenie sa kna²emu prvému pokusu ju ur£i´. K ak
eptovaniu tejto hrani
e nás vedú dva
elkom odli²né d�vody � prakti
ký a teoreti
ký.1. Prakti
ký d�vod4Na pripomenutie: rozhodova
ie problémy majú výsledok ÁNO alebo NIE. Rozhodne sateda, £i vstup má, alebo nemá poºadovanú vlastnos´. (pozri kapitolu 4.3)
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h z vývoja algoritmov. Neprakti
kos´ ex-ponen
iálny
h algoritmov bola kaºdému jasná. Analýzy a prax násnau£ili, ºe algoritmy s £asovou zloºitos´ou do n3 a za ur£itý
h pod-mienok aº do n6 sú pouºite©né. Ale algoritmus s £asovou zloºitos´ou

n100 je pre vstupy reálny
h ve©kostí e²te menej prakti
ky pouºite©nýneº algoritmus s £asovou zloºitos´ou 2n, pretoºe n100 > 2n, pre tak-mer v²etky rozumné ve©kosti vstupu n. M�ºeme teda nazva´ prob-lém, pre ktorý najlep²í algoritmus beºí v £ase n100 prakti
ky rie²ite©ný?Skúsenosti s reálnymi problémami ukazujú, ºe takéto problémy sa v pra-xi nevyskytujú. Ke¤ sa na²iel polynomiálny algoritmus, pri£om bol stu-pe¬ polynómu vysoký, potom sa takmer vºdy podarilo nájs´ na rie²enierovnakého problému iný algoritmus, ktorý pra
oval v £ase men²om neº
c·n6, alebo e²te £astej²ie v men²om neº c·n3, pre nejakú kon²tantu c. Jelen málo výnimiek problémov rie²ite©ný
h v polynomiálnom £ase, ktorénie sú prakti
ky rie²ite©né. Preto nie je z prakti
kého poh©adu trieda
P príli² ve©ká a problémy z P sú povaºované za prakti
ky rie²ite©né.2. Teoreti
ký d�vodDe�ní
ia d�leºitej triedy, akou sú prakti
ky rie²ite©né problémy, musíby´ robustná v tom zmysle, ºe bude nezávislá od de�ní
ie pouºitéhovýpo£tového modelu. Nesmie sa sta´, ºe problém je prakti
ky rie²ite©nýz poh©adu programova
ieho jazyka JAVA, ale nie z poh©adu iného mod-elu, alebo iného programova
ieho jazyka. To by bol prípad, keby sme sapokúsili de�nova´ triedu prakti
ky rie²ite©ný
h problémov, ako taký
h,ktorý
h horný odhad £asovej zloºitosti je c · n6. V teórii pouºívanévýpo£tové modely £asto majú na simulá
iu programu v beºnom pro-gramova
om jazyku n2 krát vy²²ie nároky na £as. Takºe problém sam�ºe da´ v jazyku JAVA vyrie²i´ v £ase n3 a v nejakom inom modeli bypotreboval £as n5. Pojem polynomiálneho algoritmu, a tým aj triedy
P , je ale dostato£ne robustný. Trieda polynomiálne rie²ite©ný
h prob-lémov je rovnaká pre v²etky rozumné modely. Teda d�kaz príslu²nosti,alebo nepríslu²nosti do triedy P je od výpo£tového modelu nezávis-lý, a teda v²eobe
ne platný a m�ºe slúºi´ z teoreti
kého h©adiska naklasi�ká
iu problémov na rie²ite©né a prakti
ky nerie²ite©né.5.5 Ako rozoznáme ´aºký problém?Hlavnou úlohou teórie zloºitosti je klasi�ká
ia konkrétny
h algoritmi
ký
hproblémov vzh©adom na i
h výpo£tovú zloºitos´. Návrhom algoritmov dostá-
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vi£ 5.5 AKO ROZOZNÁME �A�KÝ PROBLÉM? 155vame horné odhady zloºitosti problémov, ale týmto sp�sobom nie sme s
hopníodvodi´ dolný odhad zloºitosti konkrétny
h problémov. Ako i
h teda m�ºemeklasi�kova´? V skuto£nosti to v absolútnom zmysle nem�ºeme. Robíme to,£o oby£ajne robia ved
i a ©udia zo zdravým sedlia
kym rozumom v podob-ný
h situá
iá
h. Nep�jdeme hlavou proti múru a namiesto ur£ovania presnejzloºitosti znovu a znovu pre kaºdý prípad problému, uspokojíme sa s hod-noverným, ho
i aj nie stoper
entným odhadom zloºitosti.�o znamená �hodnoverne� od�vodni´, ºe neexistuje polynomiálny algoritmus,ktorý rie²i daný problém? Dnes je známy
h vy²e 4000 zaujímavý
h úloh, prektoré sa napriek ve©kej námahe nena²iel ºiaden polynomiálny algoritmus.Neúspe²ná námaha v prípade jednotlivý
h problémov ale nie je e²te dosta-to£ný d�vod na to, aby sme i
h vyhlásili za prakti
ky nerie²ite©né. Boloby to aj nesprávne. Pre problémy lineárneho programovania a testovaniaprvo£íselnosti sme sa neúspe²ne pokú²ali mnoho rokov5 nájs´ polynomiálnealgoritmy. A bolo obrovskou udalos´ou, ke¤ sa pre ne na²li polynomiálne al-goritmy. A ho
i na základe skúseností sme sk�r verili, ºe existujú, ukazuje tojednozna£ne, aké by mohlo by´ nebezpe£né, vyhlási´ i
h za ´aºké (prakti
kynerie²ite©né) na základe roky trvajú
i
h neúspe²ný
h pokusov i
h efektívnerie²i´.Na za£iatku sedemdesiaty
h rokov, na základe opakovaný
h negatívny
hskúseností s mnohými problémami, formulovali nezávisle na sebe S.A. Cooka L.A. Levin nasledovnú hodnovernú de�ní
iuProblém U je ´aºký (nie je v P , alebo je prakti
ky nerie²ite©ný),ke¤ existen
ia polynomiálneho algoritmu pre U by sú£asne zname-nala existen
iu polynomiálny
h algoritmov pre tisí
e problémov,doteraz povaºovaný
h za ´aºké (pre ktoré nie sme s
hopní nájs´efektívny algoritmus).Celé si to m�ºeme dobre predstavi´ pomo
ou obr. 5.3. V©avo je trieda P poly-nomiálne rie²ite©ný
h problémov. Vpravo je trieda s tisí
kami problémov, prektoré sme nena²li ºiaden polynomiálny algoritmus. Teraz si predstavte, ºesme na²li efektívny algoritmus pre jeden problém U z tejto triedy. V d�sled-ku na²ej de�ní
ie ´aºký
h problémov by to znamenalo efektívne vyrie²eniev²etký
h problémov z tejto triedy.Teraz je o mnoho uverite©nej²ie, ºe problém U je naozaj ´aºký. Na základedoteraj²í
h skúseností takmer nik dnes neverí, ºe problémy, ktoré povaºu-jeme pod©a na²ej de�ní
ie za ´aºké, by sa dali efektívne vyrie²i´. Neviemesi predstavi´, ºe by sme boli takí hlúpi a napriek mnohým pokusom by sme5V prípade testov prvo£íselnosti dokon
a tisí
e rokov.
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?
P

U

NP-´aºképroblémy
obr. 5.3nenevedeli nájs´ efektívne rie²enie ºiadneho z mnoho tisí
 problémov, ho
ipre v²etky takéto rie²enia existujú.Odborní
i nazývajú tieto problémy, ktorý
h efektívne rie²enie by automat-i
ky znamenalo efektívne rie²enie ¤al²í
h tisí
ov problémov, ktoré povaºu-jeme za ´aºké, NP-´aºké problémy. Otázkou ostáva:�Ako ukáºeme, ºe nejaký konkrétny problém je NP-´aºký?�Opä´ nám pom�ºe metóda reduk
ie. Pouºívali sme ju, aby sme ukázali, ºealgoritmi
ká rie²ite©nos´ jedného problému znamená algoritmi
kú rie²ite©nos´iného problému. V tomto prípade sta£í nahradi´ vlastnos´ �algoritmi
ky�vlastnos´ou �efektívne algoritmi
ky�. To vieme dosiahnu´ prostrední
tvommodelu efektívnej reduk
ie. Ako vidíme na obr. 5.4, problém U1 efektívneredukujeme na problém U2 tak, ºe nájdeme efektívny algoritmus R, ktorýkaºdý prípad problému U1 prevedie na ekvivalentný prípad R(I) problému

U2.Pod ekvivalentným tu rozumieme, ºe rie²enie prípadu R(I) problému U2,je rovnaké ako prípadu I problému U1. Teda výsledok B(R(I)) výpo£tu Bpre R(I) m�ºeme automati
ky prevzia´ ako výsledok pre I. Príklad takejtoreduk
ie sme uviedli uº na obr. 4.8 v 4. kapitole. Redukovali sme tam efek-tívne problém rie²enia kvadrati
kej rovni
e na problém rie²enia normovanejkvadrati
kej rovni
e. D�sledok bol, ºe efektívne rie²enie normovanej kvadrat-i
kej rovni
e znamenalo efektívne rie²enie v²eobe
nej kvadrati
kej rovni
e.Hovoríme, ºe algoritmus R na obr. 5.4 je polynomiálna reduk
ia U1 na
U2 , ke¤ je R polynomiálny algoritmus s vlastnos´ou:Pre v²etky prípady I problému U1 je rie²enie I problému U1 zárove¬rie²ením prípadu R(I) pre U2.
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Arie²iefektívne
IReduk
ia R efektívnetransformuje kaºdúin²tan
iu I problému U1na in²tan
iu R(I)problému U2

R

B efektívne rie²i U2

R(I)

B

B(R(I))

U1

obr. 5.4Ke¤ sú U1 aj U2 rozhodova
ie problémy, znamená to, ºe bu¤ je pre oba prí-pady I a R(I) správna odpove¤ ÁNO, alebo je pre obe správna odpove¤ NIE.V tomto prípade hovoríme tieº, ºe prípad R(I) problému U2 je ekvivalentnýs prípadom I problému U1.Ke¤ máme polynomiálnu reduk
iu R problému U1 na U2, hovoríme tieº, ºe
U1 je redukovate©ný v polynomiálnom £ase na U2a pí²eme

U1 ≤pol U2.Podobne ako pri v²eobe
nej reduk
ii, znamená U1 ≤pol U2, ºe U2 nie je ©ah²ieako U1 vzh©adom na rie²ite©nos´ v polynomiálnom £ase. Teda bu¤ sú oba
U1 aj U2 rovnako ´aºké (oba sa dajú efektívne rie²i´, alebo sa ani jeden nedáefektívne rie²i´), alebo je U1 efektívne rie²ite©ný a U2 nie je. Vylú£ená jejedine situá
ia, ºe by bol U2 efektívne rie²ite©ný a U1 by nebol.Úloha 5.8 Ukáºte, ºe úloha vypo£íta´ vý²ku rovnostranného trojuholníka so zná-mou d¨ºkou strany sa dá polynomiálne redukova´ na úlohu vypo£íta´ d¨ºku stranyv pravouhlom trojuholníku (Pytagorova veta).Úloha 5.9 Ne
h je U2 úloha vyrie²i´ lineárnu rovni
u tvaru a + bx = 0. Ne
h je
U1 úloha vyrie²i´ lineárnu rovni
u tvaru a + bx = c + dx. Ukáºte, ºe U1 ≤pol U2.Pojem polynomiálnej redukovate©nosti sa ve©mi rý
hlo stal úspe²ným nástro-jom na klasi�ká
iu problémov. Dnes poznáme tisí
e problémov, ktoré sa dajú
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h smero
h vzájomne jeden na druhý redukova´. A U1 ≤pol U2 a sú£asne

U2 ≤pol U1 znamená, ºe U1 a U2 sú oba rovnako ´aºké v zmysle, ºe bu¤ súoba rie²ite©né v polynomiálnom £ase, alebo sa ani jeden nedá efektívne rie²i´.Na základe metódy reduk
ie poznáme tisí
e algoritmi
ký
h problémov, ktorésú bu¤ v²etky efektívne rie²ite©né, alebo sa nedá efektívne rie²i´ ani jeden zni
h a tieto problémy nazývame NP-´aºké6.Príklady reduk
ií, ktoré sme doteraz uviedli, neilustrovali dostato£ne pouºitiereduk£nej metódy, pretoºe ²lo o£ividne o ©ahké úlohy. Teraz si preto ukáºemereduk
iu medzi dvoma NP-´aºkými problémami.Ako problém U1 si zoberieme problém stráºenia, ktorý sa v odbornej re£inazýva problém pokrytia vr
holov a ozna£uje saVC. Máme danú sie´ ulí
 s nkriºovatkami (odborne sa nazývajú �vr
holy�) a s ulí
 spájajú
i
h kriºovatky7(obr. 5.5).
K3

K6

K4 K5

K1

K2

obr. 5.5Kriºovatky sme na obr. 5.5 nakreslili ako £ierne body, ozna£ili sme i
h K1,
K2, K3, K4, K5 a K6. �iary medzi bodmi sú uli
e. Na obr. 5.5 je 7 ulí
. Uli
em�ºeme tieº ozna£i´. Uli
u medzi K1 a K2 ozna£íme Ulica(K1, K2). Pre-toºe uli
e nemajú predpísaný smer, ozna£uje Ulica(K2, K1) rovnakú uli
uako Ulica(K1, K2). Na kriºovatku m�ºeme umiestni´ pozorovate©a. Pred-pokladáme, ºe pozorovate© je s
hopný stráºi´ v²etky uli
e vy
hádzajú
e ztejto kriºovatky, pri£om kaºdú uli
u vidí aº po susednú kriºovatku. Takºepozorovate© z K3 dokáºe stráºi´ tri uli
e Ulica(K3, K1), Ulica(K3,K2) a
Ulica(K3, K6). Na obr. 5.6 sú preru²ovanou £iarou nakreslené uli
e, ktoréje vidno z K3.6Neuvádzame formálnu de�ní
iu NP-´aºkého problému, pretoºe vyuºíva kon
epty, ktorésme nezaviedli.7Konie
 slepej uli
e povaºujeme tieº za kriºovatku (K5 na obr. 5.5).
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K3

K6

K4 K5

K1

K2

obr. 5.6Sú£as´ou úlohy je e²te zadané £íslo m. Otázka je, £i na doh©ad nad v²etký-mi uli
ami posta£uje m pozorovate©ov. Presnej²ie, dá sa rozmiestni´ m po-zorovate©ov na kriºovatky tak, aby boli v²etky uli
e pod doh©adom? Pre 
est-nú sie´ na obr. 5.5 sta£ia dvaja pozorovatelia. Ke¤ je pozorovate© na K4, prez-erá ²tyri uli
e Ulica(K4, K1), Ulica(K4, K2), Ulica(K4, K5) a Ulica(K4, K6).Pozorovate© na K3 prezerá zvy²né tri uli
e.Úloha 5.10 Predpokladajme, ºe v 
estnej sieti na obr. 5.5 nesmieme da´ po-zorovate©a na K4. Ko©ko pozorovate©ov potrebujeme v tomto prípade?Úloha 5.11 Uvaºujte 
estnú sie´ na obr. 5.7. Sta£ia traja pozorovatelia na to,aby sme mali pod doh©adom v²etky uli
e?Úloha 5.12 Do obr. 5.7 dokreslite novú uli
u Ulica(K1,K2) medzi K1 a K2.Ko©ko pozorovate©ov potrebujeme v tomto prípade, aby sme mali pod doh©adom
elú sie´?
K1 K2 K3 K4

K5 K6 K7obr. 5.7Úloha 5.13 K 
estnej sieti na obr. 5.5 pripojte dve uli
e Ulica(K5,K6) a Ulica(K2,K5).Sta£ia 3 pozorovatelia na doh©ad nad 
elou sie´ou?
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vi£ 160 KAPITOLA 5Ako druhý problém U2 zoberme úlohu LIN(0,1) £o je ur£enie, £i existujerie²enie systému lineárny
h nerovní
 nad booleovskými premennými. Naprík-lad

x1 + 2x2 − 3x3 + 7x4 ≥ 3je lineárna nerovni
a so 4 neznámymi x1, x2, x3 a x4. Hovoríme, ºe ide onerovnos´ nad booleovskými premennými, ke¤ neznáme x1, x2, x3 a x4 m�ºuma´ hodnoty len 0 a 1. Prípad problému LIN(0,1) je napríklad
x1 + 2x2 + x3 + x4 ≥ 3

x1 + x4 ≥ 0

2x1 + x2 − x3 ≥ 1.To je systém 3 lineárny
h nerovní
 so 4 neznámymi. Úlohou je rozhodnú´ presystém lineárny
h nerovní
, £i existuje taká vo©ba hodn�t 0 a 1 pre neznáme,ºe v²etky nerovni
e budú sú£asne splnené. V na²om prípade sta£í napríkladzvoli´ x1 a x2 rovné 1 (x1 = x2 = 1) a x3 a x4 rovné 0 (x3 = x4 = 0). Vidíme,ºe
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 1 + 2 · 1 + 0 + 0 = 3 ≥ 3

x1 + x4 = 1 + 0 = 1 ≥ 0

2x1 + x2 − x3 = 2 · 1 + 1− 0 = 3 ≥ 1,teda v²etky nerovni
e sú splnenéÚloha 5.14 Nájdite iné booleovské hodnoty premenný
h x1, x2, x3 a x4 ná²hosystému tak, aby boli splnené v²etky tri nerovni
e.Úloha 5.15 Má rie²enie nasledujú
i systém lineárny
h nerovní
?
x1 + x2 − 3x3 ≥ 2

x1 − 2x2 − x4 ≥ 0

x1 + x3 + x4 ≥ 2Teraz ukáºeme, ºe platí
VC ≤pol LIN(0, 1),teda, ºe sa dá problém pozorovate©ov VC polynomiálne redukova´ na problémlineárny
h nerovní
 s booleovskými premennými.Nato musíme efektívne skon²truova´ pre kaºdý prípad problému VC �ekviva-lentný� prípad problému LIN(0,1). Vysvetlíme postup reduk
ie na príklade
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estnej siete N na obr. 5.5. Ne
h je (N, 3) prípad problému VC, ktorý zod-povedá otázke, £i na pozorovanie siete N na obr. 5.5 sta£ia 3 pozorovatelia.Aby sme túto otázku premenili na otázku o lineárny
h nerovni
ia
h zvolímesi 6 booleovský
h premenný
h x1, x2, x3, x4, x5 a x6. Premennú xi priradímeku kriºovatke Ki a bude ma´ nasledujú
i význam:

xi = 1 znamená, ºe na Ki je pozorovate©,
xi = 0 znamená, ºe na Ki sa nena
hádza pozorovate©.Napríklad hodnoty x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 0, x5 = 1, x6 = 0 znamenajú,ºe máme tro
h pozorovate©ov, ktorí sa na
hádzajú na kriºovatká
h K1, K3 a

K5 a na kriºovatká
h K2, K4 a K6 nemáme pozorovate©ov.Ako prvú vyjadríme prostrední
tvom lineárnej nerovni
e
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 ≤ 3skuto£nos´, ºe m�ºeme ma´ najvia
 tro
h pozorovate©ov. V prípade, ºe sie´

N je pod kontrolou pozorovate©ov, je pod doh©adom kaºdá uli
a. Aby smeto zabezpe£ili, musí by´ na kaºdej uli
i Ulica(Ki, Kj), spájajú
ej kriºovatky
Ki a Kj, pozorovate© aspo¬ na jednej z kriºovatiek Ki a Kj. Pre uli
u
Ulica(K1, K4) musí by´ aspo¬ jeden pozorovate© na kriºovatke K1 alebo K4.To vyjadríme lineárnou nerovni
ou

x1 + x4 ≥ 1.Táto nerovnos´ je splnená, ke¤ x1 = 1 alebo x4 = 1 a to je presne rie²e-nie, ktoré potrebujeme. Ke¤ zoberieme do úvahy v²etký
h 7 ulí
 (K1, K3),
(K1, K4), (K2, K3), (K2, K4), (K3, K6), (K4, K5), (K4, K6) siete N , dostanemenasledujú
i systém 8 lineárny
h nerovní
 L1:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 ≤ 3 {najvia
 3 pozorovatelia}
x1 + x3 ≥ 1 {Ulica(K1, K3) pod doh©adom}
x1 + x4 ≥ 1 {Ulica(K1, K4) pod doh©adom}
x2 + x3 ≥ 1 {Ulica(K2, K3) pod doh©adom}
x2 + x4 ≥ 1 {Ulica(K2, K4) pod doh©adom}
x3 + x6 ≥ 1 {Ulica(K3, K6) pod doh©adom}
x4 + x5 ≥ 1 {Ulica(K4, K5) pod doh©adom}
x4 + x6 ≥ 1 {Ulica(K4, K6) pod doh©adom}



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 162 KAPITOLA 5Teraz platí: Systém L1 má rie²enie presne vtedy, ke¤ existuje rie²enie prí-padu (N, 3) problému stráºenia (teda ke¤ traja pozorovatelia sta£ia na do-h©ad nad 
elou sie´ou N). Platí dokon
a via
: Kaºdé rie²enie L1 dáva rie²enie

(N, 3). Napríklad rie²ením pre L1 je
x1 = 0, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 1, x5 = 0, x6 = 0,lebo máme len tro
h pozorovate©ov (prvá nerovnos´), x2 = 1 garantuje splne-nie ²tvrtej a piatej nerovni
e, x3 = 1 garantuje splnenie druhej, ²tvrtej a²iestej nerovnosti a x4 = 1 garantuje splnenie tretej, piatej, siedmej a �smejnerovnosti. Tým je splnený
h v²etký
h 8 nerovností. Zárove¬ hne¤ vidíme,ºe traja pozorovatelia umiestnení na kriºovatká
h K2, K3 a K4 majú poddoh©adom 
elú sie´ N .Úloha 5.16a) Nájdite v²etky rie²enia systému L1 (priradenia hodn�t 0 a 1 premenným

x1, x2, . . . , x6) a im zodpovedajú
e rie²enia pre (N, 3).b) Existuje rie²enie, pri ktorom x4 = 0 (na kriºovatke K4 nie je pozorovate©)?Vysvetlite, pre£o je to tak.
) Roz²írte sie´ N o uli
u Ulica(K3,K4). Novú sie´ ozna£me N ′. Má (N ′, 2)rie²enie?V²eobe
ný opis reduk
ie VC na LIN(0,1) je na obr. 5.8.
Aefektívnerie²i

I = (N, m)

vytvor u + 1 lineárny
hnerovností
x1 + x2 + · · ·+ xk ≤ ma xi + xj ≥ 1 pre kaºdúuli
u Ulica(Ki, Kj)

R

B efektívne rie²i LIN(0, 1)

R(I)

B

B(R(I))

N má k kriºovatiek a u ulí

redukujeVC na

A(I) = B(R(I))

VCLIN(0, 1)

obr. 5.8Vidíme, ºe reduk
ia R sa dá ve©mi jednodu
ho realizova´ programom. Efek-tívnos´ R garantuje, ºe z existen
ie efektívneho algoritmu B pre LIN(0,1)vyplýva existen
ia efektívneho algoritmu pre VC.
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vi£ 5.5 AKO ROZOZNÁME �A�KÝ PROBLÉM? 163Úloha 5.17 Uvaºujte prípad (N, 3) problému VC pre sie´ na obr. 5.7. Vyuºitevy²²ie opísanú reduk
iu R na to, aby ste vytvorili ekvivalentný systém lineárny
hrovní
. Nájdite v²etky rie²enia systému lineárny
h rovní
, a tým aj zodpovedajú
erie²enia (N, 3).Úloha 5.18 Zostrojte sie´ N ′ tak, ºe sie´ N na obr. 5.7 roz²írite o dve uli
e

Ulica(K2,K3) a Ulica(K5,K6). Ako vyzerá systém lineárny
h rovní
 pre (N ′, 4)?Má rie²enie?Ukázali sme, ºe VC ≤pol LIN(0, 1). Dá sa ukáza´ aj LIN(0, 1) ≤pol VC. Tátoreduk
ia je ale príli² te
hni
ká, preto ju nebudeme vysvetlova´.Takºe VC a LIN(0,1) sú rovnako ´aºké v tom zmysle, ºe existen
ia poly-nomiálneho algoritmu pre jeden z problémov znamená existen
iu polynomiál-neho algoritmu pre druhý z ni
h. Dnes je známy
h vy²e 4000 taký
hto rov-nako ´aºký
h problémov a pre ºiaden z ni
h nepoznáme efektívny algoritmus.Z tohto d�vodu veríme, ºe ide ozaj o ´aºké problémy a redukovate©nos´ v poly-nomiálnom £ase pouºívame na klasi�ká
iu problémov na ©ahké (rie²ite©né vpolynomiálnom £ase) a ´aºké (nerie²ite©né v polynomiálnom £ase). Aby smenový problém U povaºovali za ´aºký, sta£í ukáza´, ºe
U ′ ≤pol Upre niektorý problém U ′ z ´aºkej triedy. Lebo ke¤ platí U ′ ≤pol U , efektívnyalgoritmus pre U by znamenal automati
ky, ºe máme efektívne algoritmy ajpre tisí
e problémov, ktoré doteraz boli povaºované za ´aºké.Informati
i zvolili túto 
estu ako základ pre ur£enie ob´aºnosti konkrétny
halgoritmi
ký
h problémov, pretoºe neboli s
hopní dokazova´ dolné odhadyi
h zloºitosti. Nedá sa 
elkom vylú£i´, ºe raz niekto príde s geniálnym ná-padom a efektívne vyrie²i v²etky NP-´aºké problémy. Odvolávajú
 sa nave©ké skúsenosti a presved£enie vä£²iny bádate©ov, smieme teda veri´, ºe sútieto problémy naozaj ´aºké? Je na to pragmati
ká odpove¤. Aj keby exis-tovali efektívne algoritmy na rie²enie NP-´aºký
h problémov, tieto problémybudú pre nás ´aºké aº dovtedy, kým niekto tieto algoritmy neobjaví. Takºeje jedno, ako to v skuto£nosti naozaj je, v sú£asnosti nemáme pre tieto prob-lémy efektívne metódy, a preto i
h povaºujeme za ´aºké. Teoreti
i v oblastivýpo£tovej zloºitosti ale majú ¤al²ie závaºné argumenty, ktoré podporujúi
h vieru o ob´aºnosti NP-´aºký
h problémov. Dokázali, ºe efektívne metódyrie²enia NP-´aºký
h problémov by znamenali, ºe objavenie d�kazov matem-ati
ký
h tvrdení je rovnako ´aºké ako preverenie, £i sú dané d�kazy korektné.A dnes nik neverí, ºe vytváranie d�kazov (jedna z naj´aº²í
h intelektuálny
h
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vi£ 164 KAPITOLA 5£inností matematika) nie je ´aº²ie, neº kontrola správnosti uº existujú
ehod�kazu.Teraz by sa mohol £itate© ve
ne spýta´: Ke¤ sú informati
i takí presved£enío tom, ºe pre NP-´aºké problémy neexistujú polynomiálne algoritmy, pre£oto jednodu
ho nevyhlásia za novú axiómu informatiky? Odpove¤ je jed-nozna£ná: nesmú to urobi´. Za axiómy m�ºeme postulova´ len tvrdenia ade�ní
ie, ktoré nie sú dokázate©né. Ako sme vysvetlili v 1. kapitole, ne-existuje moºnos´ dokazova´ axiómy, tie moºno len vyvráti´. Ke¤ vyviniemete
hniky na dokazovanie dolný
h odhadov zloºitosti, m�ºe sa sta´, ºe budemevedie´ dokáza´ skuto£nú ob´aºnos´ NP-´aºký
h problémov. Preto slepo nev-eríme v ob´aºnos´ NP-´aºký
h problémov a venujeme mnoho úsilia aby smeju zd�vodnili. Tento problém patrí nielen k nemnohým ústredným problé-mom informati
kého výskumu, ale aj mnohí matemati
i ho vidia ako jednuz hlavný
h a naj´aº²í
h výskumný
h úloh matematiky.5.6 Pomo
, mám ´aºký problém...Volanie o pomo
 v nadpise by sme nemali pod
e¬ova´. Najlep²ie známe al-goritmy pre NP-´aºké problémy vyºadujú pre vstupy prakti
kej ve©kosti via
výpo£tovej prá
e, ako je moºné v tomto vesmíre vykona´. Nie je to dosta-to£ný d�vod na volanie o pomo
? Najmä ke¤ je rie²enie tý
hto problémovspojené s otázkami bezpe£nosti alebo s ve©kými �nan£nými investí
iami.No má volanie o pomo
 zmysel? Je niekto, kto by mohol pom�
´ pri poly-nomiálne nerie²ite©ný
h úlohá
h? Áno, existuje zá
hrana. Pom�
´ m�ºuiba algoritmi
i. Sú ozajstnými umel
ami a divotvor
ami pri h©adaní rie²eniaproblémov. Mnohé problémy sú nestabilné (
itlivé) v nasledujú
om zmysle.Ve©mi malá zmena zadania problému alebo poºiadaviek na h©adané rie²eniem�ºe zaprí£ini´ obrovskú zmenu mnoºstva výpo£tovej prá
e, potrebnej nanájdenie rie²enia. Zmiernenie (zoslabenie) jedinej podmienky kladenej narie²enie problému, ktorá je pre prax okrajová, m�ºe znamena´ skok z mil-iardy rokov trvajú
eho výpo£tu na nieko©ko sekundový výpo£et. To isté sam�ºe sta´, ke¤ poºadujeme namiesto optimálneho rie²enia optimaliza£néhoproblému len rie²enie, ktoré je blízko optimálneho. Blízko optimálneho m�ºeznamena´, ºe sa odmeraná kvalita vypo£ítaného rie²enia lí²i od optimálnehonajvia
 o 1%. Takéto algoritmy, ktoré po£ítajú rie²enie blízke optimálnemuvoláme aproxima£né algoritmy. Iná moºnos´ sú randomizované algoritmy,ktoré si volia náhodne stratégiu na h©adanie rie²enia. Ke¤ si pre daný prípadproblému zvolia náhodou zlú stratégiu, m�ºu vypo£íta´ nesprávne výsled-
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£ 5.6 POMOC, MÁM �A�KÝ PROBLÉM... 165ky alebo výpo£et m�ºe trva´ ve©mi dlho. Ke¤ si vyberú vhodnú stratégiu,vypo£ítajú rý
hlo správne výsledky. V mnohý
h apliká
iá
h sme spokojní,ºe s vysokou pravdepodobnos´ou efektívne vypo£ítame správny výsledok.Aby sme tomu dobre rozumeli, pouºívaním algoritmov vyuºívajú
i
h náho-du u²etríme výpo£tové náklady v¤aka zmierneniu (zoslabeniu) poºiadavky,ºe pri kaºdom výpo£te vºdy vypo£ítame správny výsledok. Existuje via
ero¤al²í
h moºností, ktoré sa dajú aj navzájom kombinova´. Je umením algo-ritmikov objavova´, kde sú slabiny ´aºký
h problémov. I
h úlohou je zaplati´£o najmenej (z©avi´ z na²i
h poºiadaviek tak málo ako sa len dá) za moºnýskok od nerealizovate©ného mnoºstva prá
e po£íta£a k realizovate©ným nák-ladom. V niektorý
h prípado
h za tento skok z©avíme z na²i
h poºiadaviektak málo, ºe sa to zdá aº neuverite©né a dá sa vravie´ o skuto£nom zázraku.Takýto div náhodného riadenia predstavíme v nasledujú
ej kapitole.Uvedieme iba malý príklad ako efektívne vypo£íta´ namiesto optimálneholen relatívne �dobré� rie²enie. V odseku 5.5 sme predstavili problém po-zorovate©ov VC ako rozhodova
í problém. Jeho optimaliza£ná verzia MIN-VC h©adá pre 
estnú sie´ minimálny po£et pozorovate©ov, ktorí sta£ia nadoh©ad nad 
elou sie´ou. Pre sie´ na obr. 5.5 sú to dvaja pozorovatelia.Úloha 5.19 Aký je minimálny po£et pozorovate©ov na doh©ad na sie´ou na obr. 5.7?Zd�vodnite svoju odpove¤!Aby sme boli názorní a nepre´aºili ne²pe
ialistov, vysvetlíme len, ako nájdemeefektívne rie²enie, ktoré bude v najhor²om prípade vyºadova´ dvakrát to©kopozorovate©ov ako by bolo nevyhnutne treba. Ho
i by sa výsledok moholzda´ ©ahko dosiahnute©ný, v sie´a
h s desa´tisí
mi kriºovatiek £lovek m�ºe´aºko zaru£i´ kvalitnej²ie ad-ho
 rie²enie.My²lienka h©ada´ rie²enie, ktoré bude v najhor²om prípade vyºadova´ dvo-jnásobný8 po£et pozorovate©ov, je zaloºené na tom, ºe kaºdá uli
a Ulica(K1, K2)medzi dvomi kriºovatkami K1 a K2 sa dá pozorova´ len z K1 alebo K2. Takºeaspo¬ na jednu z kriºovatiek K1 alebo K2 musíme umiestni´ pozorovate©a.Z toho sa dá vytvori´ nasledujú
a stratégia, ktorá ur£ite nájde prípustné9rie²enie.Algoritmus: App-VCVstup: Sie´ N8v porovnaní s optimálnym rie²ením9rie²enie, ktoré garantuje doh©ad nad sie´ou
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vi£ 166 KAPITOLA 5Postup:1 Zvo© 10 si ©ubovo©nú uli
u Ulica(K1, K2). Umiestni pozorovate©ov naobidve kriºovatky K1 a K2. Vytvor men²iu 
estnú sie´ N ′, v ktorejodstráni² v²etky uli
e, ktoré sú pod doh©adom pozorovate©ov na K1 a K2(odstránime tým v²etky uli
e vy
hádzajú
e s K1 a K2, teda aj Ulica(K1, K2)).2 Rovnakou stratégou pokra£uj so sie´ou N ′.3 Pokra£uj v prá
i, pokým nie sú zo siete odstránené v²etky uli
e, £oznamená, ºe v²etky sú pod doh©adom.Vykonajme algoritmus App-VC pre sie´ na obr. 5.9(a) s 8 kriºovatkami

a, b, c, d, e, f, g a h.
b

a

c

e f

d h

g

b

a

c

e f

d h

g

(a) (b)

b

a

c

e f

d h

g

b

a

c

e f

d h

g

(c) (d)obr. 5.9Predpokladajme, ºe App-VC vyberie ako prvú uli
u Ulica(b, c). Ozna£mena obr. 5.9(b) túto vo©bu dvojitou £iarou. Teraz odstránime v²etky uli
e,ktoré sa kon£ia na kriºovatká
h b alebo c. Na obr. 5.9(b) sú znázornenépreru²ovanými £iarami. Plné £iary predstavujú 6 ulí
, ktoré ostali v si-eti. Predpokladajme, ºe nasledujú
u uli
u by App-VC vybral Ulica(e, f)(obr. 5.9(
)). Ako vidíme na obr. 5.9(
), umiestnenie pozorovate©ov na e a f ,sp�sobí odstránenie ulí
 Ulica(e, f), Ulica(e, d) a Ulica(f, d). V sieti ostalilen tri uli
e Ulica(d, g), Ulica(d, h) a Ulica(h, g). Ke¤ si teraz App-VC vy-berie uli
u Ulica(d, g), pridáme dvo
h pozorovate©ov na d a g a tým sú pod10m�ºe by´ aj náhodne
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vi£ 5.6 POMOC, MÁM �A�KÝ PROBLÉM... 167doh©adom aj v²etky tri zvy²né uli
e. Uvedené pouºitie App-VC nás priviedlok rozmiestneniu 6 pozorovate©ov na kriºovatká
h b, c, e, f, d a g.V²imnime si, ºe výsledky App-VC m�ºu by´ rozli£né, v závislosti od náhodnejvo©by ulí
, ktoré e²te nie sú pod doh©adom.Úloha 5.20 Ko©ko pozorovate©ov sta£í, aby bola pod doh©adom sie´ na obr. 5.9(a)?Nájdite takú �ne²´astnú� vo©bu ulí
, ºe vo výslednom rie²ení App-VC budú po-zorovatelia umiestnení na v²etký
h 8 kriºovatká
h. Existuje taká vo©ba ulí
 App-VC, ktorej výsledkom bude menej ako 6 pozorovate©ov?Úloha 5.21 Pouºite algoritmus App-VC na rozmiestnenie pozorovate©ov v sie´a
hna obr. 5.5 a na obr. 5.7.Nakonie
 by sme 
h
eli e²te zd�vodni´, pre£o rie²enia, ktoré dostaneme pouºitímApp-VC, nie sú ove©a hor²ie ako optimálne. V²imnime si uli
e pod doh©adompozorovate©ov, na obr. 5.9 sme i
h ozna£ili dvojitými £iarami. �iadne dve zni
h sa nestretávajú na niektorej kriºovatke. Je to preto, lebo po vybraní uli
e

Ulica(K1, K2) sme odstránili v²etky uli
e vy
hádzajú
e z K1 a K2. Takºeºiadna z nesk�r vybraný
h ulí
 nem�ºe vies´ do K1 alebo K2. Ke¤ si v²im-neme tieto vybrané uli
e v nejakej sieti (obr. 5.10), vidíme, ºe sú to izolovanéuli
e, ktoré sa nestretávajú na ºiadnej kriºovatke (pozri aj obr. 5.9(d)).

estná sie´obr. 5.10Rie²enie úlohy pozorovate©ov vyºaduje, aby boli v²etky uli
e pod doh©adom.Ke¤ºe vybrané uli
e sú sú£as´ou siete, musia aj ony by´ pod doh©adom. Pre-toºe sú izolované, jeden pozorovate© m�ºe ma´ doh©ad najvia
 nad jednouz ni
h. Preto musí ma´ kaºdé prípustné rie²enie k dispozí
ii aspo¬ to©kopozorovate©ov, ko©ko je tý
hto izolovaný
h ulí
. Rie²enie nájdené App-VCumiestni pozorovate©a na v²etky kon
e (kriºovatky) vybraný
h ulí
. Taktodostaneme, ºe App-VC nikdy nevypo£íta rie²enie, ktoré má via
 ako dvojná-sobný po£et nevyhnutný
h pozorovate©ov.Záruka kvality App-VC na nás isto nespravila ve©ký dojem. Je ale via
eronáro£nej²í
h príkladov efektívny
h algoritmov, ktoré vypo£ítajú rie²enie pre
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vi£ 168 KAPITOLA 5NP-´aºké optimaliza£né problémy a kvalita rie²enia sa lí²i od optimálnehomenej neº 1h. A v tý
hto prípado
h uº m�ºeme vravie´ o zázraku algorit-miky.5.7 ZhrnutiePopri pojmo
h algoritmus a program je pojem výpo£tová zloºitos´ v infor-matike najd�leºitej²í a jeho význam preniká £oraz via
 do ¤al²í
h vede
ký
hdis
iplín. �asová zloºitos´ je najd�leºitej²ia výpo£tová zloºitos´, ktorá meriamnoºstvo prá
e (po£et vykonaný
h výpo£tový
h operá
ií) algoritmu. �asovúzloºitos´ algoritmu 
hápeme ako zvy£ajne rastú
u funk
iu, ktorej argumen-tom je ve©kos´ vstupu.Hlavná úloha teórie zloºitosti je klasi�ká
ia algoritmi
ký
h problémov vzh©a-dom na nevyhnutnú a posta£ujú
u výpo£tovú zloºitos´ na i
h rie²enie a týmaj na rozdelenie algoritmi
ky rie²ite©ný
h problémov na prakti
ky rie²ite©néa prakti
ky nerie²ite©né. Je ´aºké presne ur£i´ hrani
u medzi prakti
kyrie²ite©nými a prakti
ky nerie²ite©nými problémami. V prvom priblíºení sanavrhuje táto hrani
a tak, ºe problémy, ktoré sa dajú rie²i´ v polynomiálnom£ase, sú prakti
ky rie²ite©né. Problémy, na ktorý
h rie²enie neexistujú poly-nomiálne algoritmy, povaºujeme za ´aºké (prakti
ky nerie²ite©né). Teóriazloºitosti nás u£í, ºe existujú ©ubovo©ne ´aºké výpo£tové problémy, naprík-lad také, ktoré sa dajú rie²i´ iba algoritmami s £asovou zloºitos´ou aspo¬

22n

..Ústrednou a naj´aº²ou úlohou základného výskumu v informatike je doka-zovanie neexisten
ie efektívny
h algoritmov pre rie²enie konkrétny
h problé-mov. Na tento ú£el nám zatia© 
hýbajú matemati
ké prostriedky, preto sauspokojíme s neúplnými argumentmi na zd�vodnenie ob´aºnosti konkrétny
hproblémov. Metóda reduk
ie sa zasa vyuºíva, aby sa efektívnou reduk
iou vpolynomiálnom £ase ukázalo, ºe tisí
e problémov sú vzh©adom na prakti
kúrie²ite©nos´ rovnako ´aºké. Nazývame i
h NP-´aºké problémy. Pre nijakýNP-´aºký problém nepoznáme efektívny algoritmus; najlep²ie algoritmy ma-jú exponen
iálnu £asovú zloºitos´. Existen
ia polynomiálneho algoritmu preho
iktorý NP-´aºký problém by znamenala, ºe tisí
e problémov, ktoré po-vaºujeme za ´aºké, by sa dali efektívne rie²i´. To je jeden z hlavný
h d�vodov,pre£o veríme, ºe NP-´aºké problémy sú naozaj ´aºké.Skuto£né umenie algoritmika je v h©adaní rie²ení ´aºký
h problémov. Na-jd�leºitej²í objav je, ºe mnohé ´aºké problémy sú ve©mi nestabilné vzh©adom
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h ob´aºnos´. Malá zmena zadania problému, alebo malé zoslabeniepoºiadaviek m�ºe sp�sobi´ skok od fyzikálne nerealizovate©ného mnoºstvavýpo£tovej prá
e k pár sekundám výpo£tu na oby£ajnom PC. Objavenie avyuºitie tejto 
itlivosti ´aºký
h úloh je jadrom dne²nej algoritmiky s �neo
en-ite©ným� prínosom pre priemysel a v neposlednom rade aj pre rozvoj infor-ma£nej spolo£nosti.Návody rie²enia vybraný
h úlohÚloha 5.2 Trojnásobným pouºitím distributívneho zákona m�ºeme nasledujú
imsp�sobom prepísa´ polynóm 4-tého stup¬a:

a4 · x4 + a3 · x3 + a2 · x2 + a1 · x + a0

= [a4 · x3 + a3 · x2 + a2 · x1 + a1] · x + a0

= [(a4 · x2 + a3 · x + a2) · x + a1] · x + a0

= [((a4 · x + a3) · x + a2) · x + a1] · x + a0 .Ke¤ pouºijeme tento vzore
 na výpo£et hodnoty polynómu pre zadané £ísla a4, a3, a2, a1, a0a x, potrebujeme len ²tyri násobenia a ²tyri s£ítania.Úloha 5.4a) Hodnotu x6 m�ºeme vypo£íta´ nasledujú
ou stratégiou s 3 násobeniami:
I ← x · x , J ← I · I , Z ← J · I.Vidíme, ºe postup je zaloºený na my²lienke, najsk�r vypo£íta´ jedným ná-sobením x2 = x · x a potom x6 = x2 · x2 · x2.b) Hodnotu x64 m�ºeme vypo£íta´ 6 násobeniami nasledujú
o:

x64 = (((((x2)2)2)2)2)2Túto stratégiu m�ºeme nasledujú
im sp�sobom zapísa´ ako in²truk
ie navýpo£et
I ← x · x , I ← I · I , I ← I · I ,

I ← I · I , I ← I · I , I ← I · I .
) Stratégiu výpo£tu x18 m�ºe by´
x18 = (((x2)2)2)2 · x2a prepí²eme ju nasledujú
o:

I ← x · x , J ← I · I , J ← J · J ,

J ← J · J , Z ← I · J .
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vi£ 170 KAPITOLA 5d) Hodnotu x45 m�ºeme vypo£íta´ stratégiou

x45 = x32 · x8 · x4 · x
= ((((x2)2)2)2)2 · ((x2)2)2 · (x2)2 · x,po prepísaní

I2 ← x · x , I4 ← I2 · I2 , I8 ← I4 · I4 ,

I16 ← I8 · I8 , I32 ← I16 · I16 , Z ← I32 · I8 ,

Z ← Z · I4 , Z ← Z · xs 8 násobeniami.V prípade, ºe pre x45 zvolíme nasledujú
u ²pe
iálnu na mieru ²itú stratégiu
x2 = x · x, x3 = x2 · x, x6 = x3 · x3, x9 = x6 · x3,
x18 = x9 · x9, x36 = x18 · x18, x45 = x36 · x9,vysta£íme len so 7 násobeniami.Úloha 5.9 Ke¤ má matematik vyrie²i´ lineárnu rovni
u a+bx = c+dx, zjednodu²ísi ju nasledujú
im sp�sobom:

a + bx = c + dx | − c

a− c + bx = dx | − dx

(a− c) + bx− dx = 0
(a− c) + (b− d) · x = 0 {vyuºitím distributívneho zákona}Teraz je nová rovni
a v poºadovanom zjednodu²enom tvare, pre ktorý uº mámealgoritmus. Na obr. 5.11 je gra�
ké znázornenie tejto efektívnej reduk
ie.Reduk
ia R je efektívna, lebo na to, aby sme upravili v²eobe
nú lineárnu rovni
u natvar a′+b′x = 0 sta£ia práve dve od£ítania. Algoritmus B zoberie z R £ísla a′ a b′ avyrie²i rovni
u a′+b′x = 0. Ke¤ºe a′+b′x = 0 je len iný tvar rovni
e a+bx = c+dx,majú obe rovni
e rovnaké rie²enie a teda algoritmom B vypo£ítaná hodnota pre xje aj výstupom algoritmu A pre rie²enie lineárnej rovni
e vo v²eobe
nom tvare.Úloha 5.10 Musia by´ aspo¬ ²tyria, lebo z K4 vedú ²tyri uli
e a ke¤ nem�ºemeumiestni´ pozorovate©a na K4, musia by´ ²tyria pozorovatelia na opa£ný
h kon
o
htý
hto ²tyro
h ulí
. Títo ²tyria pozorovatelia majú pod doh©adom 
elú 
estnú sie´(obr. 5.5).Úloha 5.17 Pre 7 kriºovatiek a najvia
 3 pozorovate©ov dostaneme nasledujú
elineárne nerovnosti:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ≤ 3 .Pre 8 ulí
 dostaneme nesledujú
i
h 8 nerovností:
x1 + x5 ≥ 1 , x1 + x6 ≥ 1 , x2 + x5 ≥ 1 , x2 + x6 ≥ 1 ,



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 5.7 ZHRNUTIE 171

Arie²irovni
u
a, b, c, d

R

x

vo v²eobe
nomtvare
a + bx = c + dx

a′ ←− a− c

b′ ←− b− d

B
B efektívne rie²irovni
e tvaru
a′ + b′x = 0

x

a′, b′

obr. 5.11
x3 + x6 ≥ 1 , x3 + x7 ≥ 1 , x4 + x6 ≥ 1 , x4 + x7 ≥ 1 .Vzh©adom na prvú nerovnos´ m�ºeme priradi´ najva
 trom neznámym hodnotu 1.Vo©ba x5 = x6 = x7 = 1 a x1 = x2 = x3 = x4 = 0 zaru£í splnenie zvy²ný
h 8nerovností.
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vi£ Náhoda praje iba pripravenej du²i, nepripravená du²a nev-idí pomo
nú ruku, ktorú mu podáva ²´astena.Louis Pasteur

Kapitola 6Náhoda a jej úloha v prírode, alebonáhoda ako zdroj efektívnosti valgoritmike
6.1 Vytý£enie 
ie©aV tejto kapitole 
h
eme predstavi´ jeden z najvä£²í
h divov informatiky. Ten-to div je zaloºený na neuverite©ne ²ikovnom vyuºití náhody pri návrhu efek-tívny
h algoritmov pre zdanlivo prakti
ky nerie²ite©né úlohy.Prv ako tento div priblíºime, musíme sa najprv tro
hu zoznámi´ s významompojmu náhoda. Z tohto d�vodu najprv nahliadneme do histórie vied, vktorý
h donekone£na prebiehali spory o existen
ii skuto£nej náhody. Pritom by sme mali nadobudnú´ predstavu, £o je pravá náhoda, a £o za pravúnáhodu nem�ºeme povaºova´.So získanými predstavami o význame pojmu náhoda sa vydáme rovno doinformatiky, aby sme vyuºili náhodu pri efektívnom rie²ení ´aºko vypo£í-tate©ný
h problémov. Zaºijeme pri tom zázrak. Uverili by ste, ºe systém,v ktorom je ²ikovne pouºitá náhoda nás m�ºe privies´ k 
ie©u biliónkrátrý
hlej²ie ako akýko©vek plne deterministi
ký systém? A ºe toto urý
hleniesa dá dosiahnu´ bez toho, aby sme museli podstúpi´ vä£²ie riziko neº 1 k
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vi£ 174 KAPITOLA 6

1019, ºe vypo£ítaný výsledok bude nesprávny1. Je toto riziko váºne? Akby sme od Ve©kého tresku kaºdú sekundu spustili výpo£et randomizovanéhosystému (t.j. medzi 1018 a 1019 krát) m�ºeme o£akáva´, ºe nijaký z tohoobrovského po£tu výpo£tov nebude 
hybný. Inak povedané pravdepodob-nos´ aspo¬ jednej 
hyby spomedzi via
 neº 1018 experimentálny
h výpo£tovrandomizovaného systému je men²ia ako pravdepodobnos´, ºe v²etky budúsprávne.Upozor¬ujeme, ºe v praxi m�ºe by´ randomizovaný algoritmus (algoritmusvyuºívajú
i náhodu) s ve©mi malou pravdepodobnos´ou 
hyby spo©ahlivej²íako jeho najlep²í deterministi
ký náprotivok. �o tým myslíme? Teoreti
kysa deterministi
ké algoritmy nesmú mýli´. Ale v praxi nie sú deterministi
képrogramy absolútne spo©ahlivé pretoºe po£as i
h výpo£tu sa m�ºu vyskytnú´
hyby hardvéru, ktoré sp�sobia 
hybné výsledky. Pravdepodobnos´ výskytuhardvérovej 
hyby rastie úmerne s £asom výpo£tu programu. Preto rý
h-ly randomizovaný algoritmus m�ºe by´ spo©ahlivej²í ako pomalý determini-sti
ký program. Napríklad randomizovaný algoritmus, ktorý vypo£íta výsle-dok za 10 sekúnd s pravdepodobnos´ou 
hyby 1/1030 je spo©ahlivej²í akodeterministi
ký program, ktorý vypo£íta výsledok za týºde¬. Takºe po-sun od beºný
h (deterministi
ký
h) algoritmov a systémov k randomizo-vaným nemusí znamena´ zníºenie spo©ahlivosti. Strata zdanlivej absolútnejspo©ahlivosti nie je aº tak bolestivá. Randomizá
ia, myslíme tým vytváraniesystémov ²ikovným kombinovaním deterministi
ký
h stratégií a náhodný
hrozhodnutí sa stáva novou paradigmou informatiky. Efektívne randomizo-vané algoritmy, ktoré robia 
hybu v priemere v jednom z miliárd pouºití súprakti
ké a umoº¬ujú rie²enie problémov, ktoré povaºujeme za nerie²ite©nédeterministi
kými algoritmami.Na kon
i kapitoly by ste nemali len d�vernej²ie pozna´ konkrétny náhod-ný systém a jeho výhody, ale budete ma´ moºnos´ sa aj hlb²ie zoznámi´ smy²lienkami, na ktorý
h je zaloºená randomizá
ia (pouºitie náhody v algo-ritmo
h) a získa´ pritom £iasto£ne aj intuí
iu, pre£o v�be
 existujú takétoneuverite©né a zázra£né sp�soby rie²enia problémov. Na záver sa vás tro
hupokúsim povzbudi´, aby ste tieto vedomosti vyuºili v kaºdodennom ºivote as i
h pomo
ou sami vytvárali ¤al²ie �zázraky�.1Riziko vypo£ítania 
hybného výsledku nazývame pravdepodobnos´ 
hyby.
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£ 6.2 EXISTUJE OZAJSTNÁ NÁHODA? 1756.2 �o je náhoda a existuje v�be
 ozajstnánáhoda?V prvej kapitole sme po
hopili, ºe pre vytváranie a rozvoj vede
ký
h dis
iplínje základom tvorba pojmov. Pojem náhoda je jedným z mála fundamentál-ny
h a zárove¬ jedným z najvia
 diskutovaný
h vede
ký
h pojmov. Filozo�,fyzi
i, biológovia a 
hemi
i uº tisí
ro£ia diskutujú, £i existuje náhoda a skú-majú jej úlohu vo svete. Matemati
i vyvinuli teóriu pravdepodobnosti akonástroj na skúmanie náhodný
h javov a aplikujú ju v ²tatistike. Informati-ka skúma, £i, pre£o a kedy je pre nás výhodné vyuºi´ náhodu. Inºinierskedis
iplíny aplikujú získané poznatky pri vývoji efektívny
h a spo©ahlivý
hsystémov vyuºívajú
i
h náhodu.Pojem náhody je úzko spätý s ¤al²ími dvomi základnými pojmami: deter-minizmom (ur£enos´ou) a indeterminizmom2 (neur£enos´ou). Determin-isti
ká predstava sveta je zaloºená na prin
ípe kauzality. Kaºdá udalos´ másvoju prí£inu. Prí£ina má následok a ten je zase prí£inou pre ¤al²í následok,at¤. Pod©a takéhoto 
hápania, ak poznáme v²etky zákonitosti a momentálnystav vesmíru, vieme presne predpoveda´, £o sa stane v budú
nosti. Na 
elédejiny sa m�ºeme pozera´ ako na re´az prí£in a i
h následkov. Nedetermino-vanos´ znamená, ºe prí£ina m�ºe ma´ via
ero r�zny
h následkov a neexistujeprírodný zákon, ktorý by ur£oval, ktorý z ni
h nastane.Pojem náhody je úzko spätý s indeterminizmom. Pod©a de�ní
ie v slovníkujav ozna£ujeme ako náhodnýke¤ sa vyskytuje nepredvídate©ne.Podobneobjekt povaºujeme za náhodný,ke¤ vznikol alebo bol vytvorený bez akéhoko©vek plánu a vzoru.Prirodzene je existen
ia náhodný
h udalostí (teda výskytu náhody) v protik-lade s deteministi
ko�prí£innou predstavou o fungovaní ná²ho sveta. Z tohtod�vodu je základná otázka vedy,2informati
i pouºívajú termín nedetrminizmus
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vi£ 176 KAPITOLA 6£i náhoda existuje objektívne, alebo len pouºívame tento pojem,aby sme vysvetlili a modelovali javy, ktorý
h zákonitosti nepoznáme.O odpovedi na túto otázku ved
i vedú spory uº od antiky. Demokritos sanazdával a tvrdil, ºenahodné je nepoznané a ºe príroda je vo svojej podstate determin-isti
ká.Tým myslel, ºe svet sa riadi pevným poriadkom, ktorý ur£ujú jednozna£nézákony. Pod©a Demokrita pojem náhoda pouºívame iba subjektívne, abysme zastreli na²e nepo
hopenie ve
í a javov. Takto by bol pojem náhodnostiiba d�sledkom neúplnosti na²i
h vedomostí. Svoj postoj Demokritos rádilustroval nasledujú
im príkladom.Dvaja páni po²lú svoji
h otrokov zámerne v tom istom £ase ku studni povodu. Otro
i sa pri studni stretnú a povedia si �to je ale náhoda, ºe smesa tu stretli.� Ale v skuto£nosti bolo i
h stretnutie ur£ené rozhodnutím i
hpánov, ale ke¤ºe o tom nevedeli javilo sa otrokom ako náhodná udalos´.Epikuros oponoval Demokritovi nasledujú
im tvrdením�Náhoda je objektívna, je prirodzenou vlastnos´ou javov.Epikuros tým myslel, ºe objektívna náhoda existuje nezávisle od na²ej vedo-mosti alebo nevedomosti. Pod©a Epikura existujú pro
esy, ktorý
h priebehnie je jednozna£ný, ale via
zna£ný a nepredvídate©ný a vo©bu spomedzi ex-istujú
i
h moºností nazývame náhoda.Niekto by mohol poveda´: �Je zrejmé, ºe pravdu má Epikuros, ve¤ v haz-ardný
h hrá
h ako ko
ky alebo ruleta m�ºu by´ r�zne výsledky a len náhodaur£í, £o bude výsledok.� No ve
 nie je taká jednodu
há a úvahy o ko
ká
h arulete podporujú sk�r mienku Demokrita. Hra v ko
ky je ve©mi komplexnýjav, ale keby sme vedeli, akou rý
hlos´ou, ktorým smerom a na aký povr
hi
h hodíme, dal by sa dopredu ur£i´ výsledok - ktoré £íslo padne na ko
ke.Prirodzene je pohyb ©udskej ruky v spojení s mozgom príli² zloºitý na to, abysme vedeli ur£i´ v²etky parametre potrebné na vypo£ítanie výsledku. Tentopro
es ale nem�ºeme 
hápa´ ako objektívne náhodný, len na základe toho,ºe je prive©mi zloºitý. Podobne je to aj s hádzaním guli£ky v rulete a iný
hhrá
h zaloºený
h na náhode. Aj vo fyzike sa na mnohý
h miesta
h pouºí-va na opis a skúmanie fyzikálny
h pro
esov pravdepodobnostný model, ho
inejde o jednozna£ne náhodné pro
esy (a niekedy sú dokon
a o£ividne deter-ministi
ké). Tieto sú iba prive©mi zloºité na to, aby sme i
h modelovali plnedeterministi
kým sp�sobom. Je zaujímavé, ºe z tohto istého d�vodu pripú²´alaj Albert Einstein pouºitie pojmu náhoda len pri modelovaní nie£oho e²te nie
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vi£ 6.2 EXISTUJE OZAJSTNÁ NÁHODA? 177úplne poznaného a veril3, ºe existujú jednodu
h²ie a jasnej²ie formulovate©nédeterministi
ké prírodné zákony.Do 20. storo£ia sa ak
eptovalo prevaºne Demokritovo kauzálno-deterministi
képo¬atie. D�vody boli na jednej strane v náboºenstve, kde sa v Bohomstvorenom svete nepripú²´ala existen
ia náhody4 a na druhej strane vo ve©kompokroku prírodný
h vied a te
hniky dosiahnutom v 19. storo£í, £o sp�sobi-lo príli²ný optimizmus, ºe sa v²etko dá objavi´ a v²etko objavite©né sa dáformulova´ priamo£iaro sledom prí£in a d�sledkov.Netreba pod
eni´ ani úlohe emó
ií v vz´ahu k náhode5. Moºnos´ existen
ienáhody sa vtedy po
i´ovala ve©mi negatívne, lebo náhoda sa povaºovala zasynonymum neºelate©nej neistoty, 
haosu a nepredvídate©nosti. Negatívnypostoj k existen
ii náhody asi najlep²ie sformuloval v svoji
h meditá
iá
hMarkus Aurelius:�Sú len dve moºnosti: bu¤ vo svete vládne obrovský 
haos, aleboporiadok a zákon.�Je zrejmé, ºe aj ved
i, ktorí si osvojili názor, ºe náhoda je emo
ionálne neºe-late©ná, sa snaºili vo výskume vysta£i´ bez akéhoko©vek uvaºovania o poten-
iálnej existen
ii náhody. Prípadne i²li e²te o krok ¤alej a snaºili sa výsledka-mi svojej prá
e do popredia stava´ deterministi
kú prí£innos´ a úplne vylú£i´existen
iu náhody.Aº rozvojom vedy v 20. storo£í sme rozpoznali, ºe bliº²ie k realite m�ºe by´Epikurovo 
hápanie náhody. Matemati
ké modely evolú
ie ukazujú, ºe bysa neuskuto£nila bez náhodný
h mutá
ií (náhodný
h zmien v DNA sekven-
iá
h). K uznaniu existen
ie náhody prispeli podstatnou mierou úspe
hyfyziky, predov²etkým kvantovej me
haniky. Tento matemati
ký model sprá-vania sa £astí
 mikrosveta je zaloºený na via
zna£nosti, ktorú opisujemenáhodnými udalos´ami. Experimentálne sa potvrdili v²etky d�leºité pred-povede zaloºené na tejto teórii, preto ur£ité udalosti v mikrosvete interpre-tujeme ako naozajstné náhody.6 Uznanie existen
ie náhodný
h javov je aled�leºité aj preto lebo i
h modelovaním sa prepája náhoda s neur£itos´ou a3�Boh nehádºe ko
kami� je jeden z najznámej²í
h výrokov Alberta Einsteina. A rovnakoznáma je odpove¤ Nielsa Bohra �Boh si nene
há hovori´ do toho £o má robi´.�4Dnes uº vieme, ºe takáto interpretá
ia nie je správna a ozajstná náhoda nie je v protiklades existen
iou Boha.5O postavení emó
ií vo výskume hovoria takzvané exaktné vedy nerady, ale je to lenpopieranie skuto£nosti, ºe aj vo vede m�ºu by´ emó
ie na jednej strane hna
ím motoromrozvoja a pokroku a na druhej strane m�ºu výskum brzdi´ alebo poznanie aj na 
elé roky�zakonzervova´�.6Túto tému podrobnej²ie preberieme v kapitole o kvantový
h po£íta£o
h.
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vi£ 178 KAPITOLA 6
haosom. Najvýstiºnej²ie to sformuloval ma¤arský matematik Alfréd Rényi:�Neexistuje protire£enie medzi prí£innos´ou a náhodou. Vo svetevládne náhoda a práve preto vládnu vo svete poriadok a zákonitostiprejavujú
e sa prostrední
tvom mnoºstva náhodný
h udalostí, ktorésa správajú pod©a zákonov teórie pravdepodobnosti.�My informati
i máme aj iný d�vod zaobera´ sa náhodou, ako je modelovanieprírodný
h pro
esov a empiri
ký ²tatisti
ký výskum. Najlep²ie to vyjadrilprekvapujú
o uº pred 200 rokmi ve©ký básnik Johann Wolfgang von Goethe:�Tento svet je vytvorený sple´ou nevyhnutnosti a náhody; �ud-ský rozum sa stavia medzi ne a vie i
h obe ovláda´. Nevyhnutnépovaºuje sa základ bytia; náhodné vie usmerni´, vies´ a vyuºi´.�V tomto zmysle je JohannWolfgang von Goethe �prvým informatikom�, ktorývidí v náhode (randomizá
ii) uºito£ný nástroj na realizá
iu niektorý
h £in-ností. Táto kapitola sa venuje pouºitiu náhody ako zdroju nevídanej výpo£-tovej efektívnosti. Na²im 
ie©om bude ukáza´, ºe namiesto plne determin-isti
ký
h systémov a algoritmov sa £asto oplatí navrhnú´ a implementova´(randomizovaný) systém riadený náhodou. Nie je to ni£ iné ako ak
eptovanieprírody ako u£ite©a. Ukazuje sa, ºe príroda na dosiahnutie 
ie©a vºdy pouºí-va najefektívnej²í a najjednodu
h²í sp�sob a vyuºitie náhody je podstatnou£rtou jej stratégie. Informati
ká prax tento prístup potvrdzuje. V mnohý
hdne²ný
h apliká
iá
h pra
ujú jednodu
hé randomizované algoritmy s vysok-ou mierou spo©ahlivosti, pri£om nepoznáme nijaké deterministi
ké algoritmy,ktoré by robili to isté porovnate©ne efektívne. Dokon
a máme príklady ran-domizovaný
h algoritmov, pre ktoré je návrh a pouºitie i
h dterministi
ký
hnáprotivkov je fyzikálne neuskuto£nite©né. Z tý
hto d�vodov v sú£asnosti ne-spájame prakti
kú rie²ite©nos´ s efektívnos´ou deterministi
ký
h algoritmov,ale s efektívnos´ou randomizovaný
h algoritmov.Aby sme presved£ili aj informati
ky nepodkutého £itate©a o neuverite©nej silerandomizá
ie na jednodu
hom a názornom príklade, ukáºeme v nasledujú
ej£asti randomizovaný komunika£ný protokol, ktorým vyrie²ime zadanú úlohus podstatne men²ou komuniká
iou, neº je nevyhnutne potrebná pri najlep²ommoºnom deterministi
kom komunika£nom protokole.D�leºitá poznámka na záver: Nedali sme odpove¤ na otázku, £i existujeskuto£ná náhoda a je ve©mi nepravdepodobné, ºe by veda na túto otázku vnajbliº²om £ase na²la de�nitívnu odpove¤. Je to jednodu
ho preto, lebo jeto via
 fundamentálna otázka na rovine vede
ký
h axiómov, neº na rovinevýsledkov výskumu. A ako sme sa dozvedeli uº v prvej kapitole, na tejtozákladnej axiomati
kej úrovni nemajú ani exaktné vedy matematika alebo
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vi£ 6.3 MNOHO SVEDKOV POMÔ�E 179fyzika v²eobe
ne platné tvrdenia, ale len ako axiómy vyslovené domnienkyzodpovedajú
e v²etkým doteraj²ím skúsenostiam (ako sme uº spomínali vkapitole 1).Ako informati
i si dovo©ujeme veri´ v existen
iu náhody, nielen preto, lebotento názor podporujú doteraj²ie skúsenosti fyziky a evolu£nej teórie, ale pre-dov²etkým preto, lebo náhoda je zdrojom efektívnosti. Náhoda nám umoº¬u-je ur£ité 
iele dosiahnu´ miliardukrát rý
hlej²ie a informatik by bol ve©miprekvapený, keby príroda ne
hala nepov²imnutú takúto moºnos´ urý
hleniapro
esov.6.3 Mnoho svedkov je pomo
 v núdzi alebopre£o m�ºe by´ náhoda uºito£ná?Na príklade jednodu
hej úlohy si ukáºeme, ako sa táto dá ve©mi efektívnevyrie²i´ vyuºitím náhody, ho
i vieme, ºe deterministi
ky (bez náhody) saefektívne vyrie²i´ nedá. Bude to príklad, ktorým si ozaj kaºdý m�ºe samostatnevyskú²a´ silu pouºitia náhody.�o presne znamená, ke¤ vravíme o systéme alebo algoritme (programe), ºevyuºíva náhodu (je randomizovaný)? V zásade sú moºné dve predstavy.Kaºdý deterministi
ký program vykoná pre ©ubovo©né vstupné údaje tú istúpostupnos´ výpo£tový
h krokov, hovoríme, ºe výpo£et je jednozna£ný. Ran-domizovaný program (systém) m�ºe ma´ pre jeden vstup via
ero rozli£ný
hvýpo£tov. Je ve
ou náhody, ktorý z ni
h sa ozaj uskuto£ní. Uvedieme dvasp�soby vo©by z via
erý
h moºný
h výpo£tov.1. Program pra
uje deterministi
kys výnimkou nieko©ký
h miest, kde sim�ºe hodi´ min
ou. V závislosti od toho, £o padne (rub alebo lí
), sana tomto mieste rozhodne, ktorým z dvo
h moºný
h pokra£ovaní budevýpo£et prebieha´.Ná² programova
í jazyk týmto sp�sobom m�ºeme názorne roz²íri´ pri-daním nasledujú
ej in²truk
ie.Ho¤ min
ou. V prípade, ºe padne �lí
� pokra£uj v riadkui, inak pokra£uj v riadku jTakºe ke¤ padne �lí
 (hlava)� program pokra£uje vykonávaním príkazovv riadku i, ke¤ padne �rub (znak)� pokra£uje v riadku j.2. Program vyuºívajú
i náhodu má na za£iatku moºnos´ vo©by z via
erý
h
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vi£ 180 KAPITOLA 6deterministi
ký
h stratégií. Program si náhodne vyberie jednu z ni
ha pouºije ju pre aktuálne vstupné údaje. Zvy²ok výpo£tu je úplnedeterministi
ký. Pri ¤al²om vstupe sa náhodne vyberie nová stratégia.Druhá moºnos´ modelovania systémov vyuºívajú
i
h náhodu je jednodu
h²ia,preto ju pouºijeme aj v na²om vzorovom príklade.Uvaºujme nasledujú
e zadanie úlohy.Majme dva po£íta£e RI a RII spojené sie´ou, ktoré sú na dvo
h od seba vzdi-alený
h miesta
h. Oba po£íta£e majú u
hováva´ rovnakú databázu. P�vodnepra
ovali oba po£íta£e s rovnakými databázami. Behom £asu i
h obsah dy-nami
ky meníme takým sp�sobom, ºe sú£asne vykonávame zmeny v obo
hdatabáza
h a usilujeme sa, aby na obo
h miesta
h boli rovnaké v²etky infor-má
ie o skúmaný
h objekto
h (napr. o DNA sekven
iá
h). Prirodzene £asod £asu 
h
eme aj preveri´, £i sú databázy v RI a v RII naozaj rovnaké.Toto preskú²anie si teraz zidealizujeme v zmysle matemati
kej abstrak
ie.Obsahy databáz budeme povaºova´ za postupnosti bitov. Takºe v pamätipo£íta£a RI je postupnos´ x d¨ºky n bitov

x = x1x2x3 . . . xn−1xn,v pamäti po£íta£a RII je tieº postupnos´ n bitov, ozna£me i
h ako
y = y1y2y3 . . . yn−1yn.Úlohou je s vyuºitím komuniká
ie 
ez sie´ preveri´, £i x = y (obr. 6.1).komunika£ný kanálRI RIIpamä´ pamä´

x1x2x3 . . . xn y1y2y3 . . . ynobr. 6.1Aby sme vyrie²ili túto komunika£nú úlohu, mali by sme navrhnú´ stratégiukomuniká
ie (komunika£ný protokol). Zloºitos´ komuniká
ie a týmaj zloºitos´ rie²enia meriame po£tom bitov, ktoré si 
ez komunika£ný kanálvymenia RI a RII .�ia©, dá sa dokáza´, ºe ©ubovo©ný komunika£ný protokol na rie²enie tejtoúlohy sa nevyhne výmene n bitov. Takºe naivné rie²enie, pri ktorom RIpo²le 
elý obsah svojej pamäti x1x2 . . . xn po£íta£u RII a RII ho bit po biteporovná s obsahom svojej pamäti je vlastne najlep²ou moºnou stratégiou.
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vi£ 6.3 MNOHO SVEDKOV POMÔ�E 181Ke¤ je n ve©mi ve©ké, napr. n = 1016 (£o zodpovedá asi 250000 DVD) súkomunika£né náklady príli² vysoké. A to neberieme do úvahy, ºe spo©ahlivéprenesenie takéhoto mnoºstva údajov je nerealisti
ké uskuto£ni´ bez stratyalebo zmeny jediného bitu.Na²im 
ie©om je navrhnú´ komunika£ný protokol vyuºívajú
i náhodu, ktorýmsa táto úloha bude da´ realizova

4́ · ⌈log2(n)⌉komunika£nými bitmi7. Vidíme, ºe u²etríme exponen
iálne na zloºitosti. Pre
n = 1016 po²leme napríklad len 256 namiesto 1016 bitov!Kv�li názornosti budeme namiesto porovnávania dvo
h postupností bitovporovnáva´ dve prirodzené £ísla. Preto budeme interpretova´ postupnosti
x = x1 . . . xn a y = y1 . . . yn ako binárne zápisy £ísiel�íslo(x) =

n∑

i=1

2n−i · xia �íslo(y) =
n∑

i=1

2n−i · yi.V prípade, ºe vám tieto vzor
e ni£ nevravia, nemusíte sa nimi zapodieva´.D�leºité je len vedie´, ºe�íslo(x) je prirodzené £íslo, ktorého binárnym zápisom je x a ºe
0 ≤ �íslo(x) ≤ 2n − 1.Analogi
ky platí, ºe
0 ≤ �íslo(y) ≤ 2n − 1.Prirodzene, ºe pre n = 1016 m�ºu by´ tieto £ísla obrovské. Uº pre n = 106 =

1000000 sú pribliºne
21000000a majú asi 300000 desiatkový
h 
i�er.Je zrejmé, ºe x je identi
ké s y práve vtedy, ke¤ �íslo(x) = �íslo(y). Takºesa m�ºeme sústredi´ na porovnávanie £ísiel �íslo(x)a �íslo(y) v na²om ran-domizovanom protokole.7Pre reálne £íslo r, ozna£ujeme ⌈r⌉ jeho hornú 
elú £as´, £o je zaokrúhlenie reálneho £ísla

r na najbliº²ie vä£²ie 
elé £íslo. Napríklad pre r = 3, 14, ⌈3, 14⌉ = 4.
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vi£ 182 KAPITOLA 6Úloha 6.1 Pre tý
h, £o to 
h
ú po
hopi´ detailnej²ie: Postupnos´ 10110 pred-stavuje £íslo �íslo(10110) = 1 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 0 · 20

= 1 · 16 + 0 · 8 + 1 · 4 + 1 · 2 + 0 · 1
= 16 + 4 + 2 = 22.Ktoré £íslo je zakódované postupnos´ou bitov 101001? Aká je binárna reprezentá
ia£ísla 133?Komunika£ný protokol vyuºívajú
i náhodu bude pre vstupy x1 . . . xn a y1 . . . ynd¨ºky n, zodpoveda´ náhodnému výberu jednej deterministi
kej stratégie(protokolu) z vä£²ieho po£tu moºností. Po£et moºný
h stratégií sa buderovna´ po£tu prvo£ísiel men²í
h ako n2.V ¤al²om pre ©ubovo©né kladné 
elé £íslo m ozna£ujemePRIM(m) = {p je prvo£íslo | p ≤ m}mnoºinu v²etký
h prvo£ísiel v intervale od 1 po m aPrvo£(m) = |PRIM(m)|ozna£uje po£et prvo£ísiel v PRIM(m).Zvy²ok po 
elo£íselnom delení a : b ozna£ujeme

r = a mod b.Napríklad platí, ºe 2 = 14 mod 3, lebo 14 : 3 = 4 a zvy²ok je r = 14−3·4 = 2.Ke¤ 
hápeme delenie a : b ako 
elo£íselné a výsledok je c a zvy²ok r, potomm�ºeme písa´
a = b · c + r,kde r < b. V na²om príklade sú a = 14 a b = 3, 
elo£íselný podiel je c = 4 azvy²ok je r = 2. Teda m�ºeme písa´

14 = 3 · 4 + 2,pri£om r = 2 < 3 = b.Teraz m�ºeme nasledujú
im sp�sobom opísa´ protokol vyuºívajú
i náhodu naporovnanie x a y (lep²ie povedané na porovnanie £ísiel �íslo(x) a �íslo(y)).SVEDOK - Komunika£ný protokol vyuºívajú
i náhodu na d�kaz
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hodisková situá
ia: Po£íta£ RI má n bitov x = x1x2 . . . xn (to znamená£íslo �íslo(x), 0 ≤ �íslo(x) ≤ 2n − 1).Po£íta£ RII má n bitov y = y1y2 . . . yn (teda £íslo�íslo(y), 0 ≤ �íslo(y) ≤ 2n − 1).1. fáza: RI si náhodne zvolí prvo£íslo p z PRIM(n2). Kaºdé prvo£íslo vPRIM(n2) má rovnakú pravdepodobnos´, ºe bude zvolené.2. fáza: RI vypo£íta £íslo

s = �íslo(x) mod p(teda zvy²ok po delení £ísla �íslo(x) £íslom p) a po²le RII binár-nu reprezentá
iu
s a p.3. fáza: Po obdrºaní s a p po£íta£ RII vypo£íta £íslo

q = �íslo(y) mod p.V prípade, ºe q 6= s, vráti RII odpove¤ �sú rozli£né�.V prípade, ºe q = s, vráti RII odpove¤ �sú rovnaké�.Prv ako budeme skúma´ komunika£nú zloºitos´ a spo©ahlivos´ protokoluSVEDOK, ilustrujeme si na konkrétnom príklade, ako pra
uje.Príklad 6.1 Ne
h sú x = 01111 a y = 10110.Takºe�íslo(x) = 1 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20 = 8 + 4 + 2 + 1 = 15,�íslo(y) = 1 · 24 + 1 · 22 + 1 · 21 = 16 + 4 + 2 = 22a
n = 5.Teda máme n2 = 25 a dostanemePRIM(n2) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23}.Preto si komunika£ný protokol SVEDOK volí jedno z 9 prvo£ísiel, a teda ajjeden z 9 deterministi
ký
h protokolov.Predpokladajme, ºe RI si zvolí prvo£íslo 5. Potom ¤alej po£íta
s = 15 mod 5 = 0
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vi£ 184 KAPITOLA 6a po²le £ísla p = 5 a s = 0 po£íta£u RII . Po£íta£ RII po£íta

q = 22 mod 5 = 2.Pretoºe 2 = q 6= s = 0, odpovedá RII správne, ºe�x a y sú rozli£né�.Predpokladajme, ºe si RI z PRIM(25) vyberie prvo£íslo 7. Vtedy RI spo£íta
s = 15 mod 7 = 1a po²le po£íta£u RII £ísla p = 7 a s = 1. Po£íta£ RII po£íta
q = 22 mod 7 = 1.Pretoºe q = s = 1, RII odpovie nesprávne�x a y sú rovnaké�.Vidíme, ºe SVEDOK sa m�ºe mýli´ a pre niektoré vo©by prvo£ísla odpovienesprávne. 2Úloha 6.2 Je e²te iné prvo£íslo z PRIM(25), ktoré pre x = 01111 a y = 10110sp�sobí, ºe SVEDOK odpovie nesprávne?Úloha 6.3 Ne
h sú vstupy x = y = 100110. M�ºe sa sta´, ºe SVEDOK odpovienesprávne, ºe �x 6= y� z d�vodu, ºe si zvolil nevhodné prvo£íslo?Úloha 6.4 Uvaºujte, ºe vstupom sú x = 10011011 a y = 01010101. Ur£ite presne,ko©ko prvo£ísiel sp�sobí, ºe SVEDOK odpovie nesprávne �x = y�, a ko©ko pr-vo£ísiel sp�sobí, ºe SVEDOK odpovie správne �x 6= y�!Pozrime sa najprv na zloºitos´ komuniká
ie protokolu SVEDOK. Kaºdé z£ísiel �íslo(x) a �íslo(y), ktoré porovnávame, je reprezentované n bitmi,na
hádzajú sa teda v intervale od 0 po 2n − 1. Aby sme sa vyhli posielaniuve©ký
h £ísiel, posiela po£íta£ RI v protokole SVEDOK len dve £ísla men²ieneº n2, konkrétne prvo£íslo p ∈ PRIM(n2) a zvy²ok po delení £íslom p.�íslo men²ie neº n2 sa dá zapísa´ binárne pomo
ou

⌈
log2 n2

⌉
≤ 2 · ⌈log2 n⌉bitov.
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vi£ 6.3 MNOHO SVEDKOV POMÔ�E 185Pretoºe protokol SVEDOK posiela dve £ísla p a s a kaºdé sa dá zapísa´presne8 2 ⌈log2 n⌉ bitmi, teda 
elkovo sa v protokole SVEDOK po²le presne

4 · ⌈log2 n⌉bitov.Pozrime sa £o presne to znamená pre n = 1016. Najlep²í deterministi
kýprotokol sa nevyhne výmene aspo¬
1016 bitov.Na²emu randomizovanému protokolu SVEDOK sta£í vºdy

4 ·
⌈
log2(1016)

⌉
≤ 4 · 16 · ⌈log2 10⌉ = 256 bitov.Rozdiel vo vynaloºenej námahe na poslanie 256 bitov a 1016 bitov je obrovský.Aj keby bolo bezpe£né prenesenie 1016 bitov uskuto£nite©né, náklady naprenos 256 bitov a 1016 bitov sú neporovnate©né. Za tento neuverite©nú ús-poru v komunika£nej zloºitosti zaplatíme stratou istoty, ºe vºdy dostanemesprávnu odpove¤ porovnania. Teraz si kladieme otázku:Aká ve©ká je miera nespo©ahlivosti, ktorou platíme za drasti
kézníºenie komunika£ný
h nákladov?Stupe¬ neistoty, ºe vypo£ítaný výsledok je správny, nazývame v informatikepravdepodobnos´ 
hyby. Presnej²ie, pravdepodobnos´ 
hyby pre dvavstupné re´az
e x a y je pravdepodobnos´ChybaSV EDOK(x, y),ºe SVEDOK odpovie nesprávne na vstup x a y (ke¤ je obsah pamäti RIre´aze
 x a obsah pamäti RII re´aze
 y). Pre rozli£né vstupy (po£iato£nésituá
ie) x a y m�ºe by´ ChybaSV EDOK(x, y) r�zna. Na²ou úlohou je ukáza´,ºe pravdepodobnos´ 
hyby je ve©mi malá pre v²etky moºné vstupy x a y.9�Aká je presne pravdepodobnos´ 
hyby pre x a y a ako sa dá ur£i´?�8V prípade, ºe by bol zápis krat²í neº 2 ⌈log2 n⌉, m�ºeme ho doplni´ na za£iatku zopárnulami tak, aby mal presne túto d¨ºku.9V tomto smere kladieme na (randomizované) systémy a algoritmy vyuºívajú
e náhoduve©mi vysoké poºiadavky. Pre kaºdý jeden vstup poºadujeme vysokú pravdepodobnos´toho, aby bol výsledok správny. To je v protiklade s takzvanými pravdepodobnostnýmipostupmi, v ktorý
h poºadujeme len to, ºe správny výsledok dostaneme s ve©kou pravde-podobnos´ou na ²tatisti
ky významnej podmnoºine prípadov problému.
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vi£ 186 KAPITOLA 6Protokol SVEDOK si pre vstupné re´az
e x a y d¨ºky n náhodne zvolí pr-vo£íslo z PRIM(n2). Táto vo©ba prvo£ísla rozhodne, £i protokol dá správnualebo nesprávnu odpove¤. Preto si rozdelíme mnoºinu prvo£ísiel PRIM(n2)na dve £asti. V²etky prvo£ísla, ktoré v protokole SVEDOK dajú pre x a ysprávnu odpove¤, nazveme dobré pre (x, y).V príklade 6.1 bolo prvo£íslo 5 dobré pre (01111, 10110).Ostatné prvo£ísla, ktorý
h vo©ba vedie pre (x, y) k nesprávnemu výsledkunazývame zlé pre (x, y).Ako sme videli v príklade 6.1, je prvo£íslo 7 zlé pre (01111, 10110). Pretoºepre kaºdé z Prvo£(n2) prvo£ísiel z PRIM(n2) je rovnako pravdepodobné, ºebude zvolené, platíChybaSV EDOK(x, y) =

po£et zlý
h prvo£ísiel pre (x, y)Prvo£(n2)
,teda pravdepodobnos´ 
hyby je pomer po£tu zlý
h prvo£ísiel v urne k po£tuv²etký
h prvo£ísiel v urne. To je jednodu
há úvaha, ktorú si m�ºeme názorneukáza´ na príklade. Ke¤ máme v urne 15 guli£iek, z ktorý
h sú práve tribiele, potom je pravdepodobnos´ toho, ºe si vytiahneme bielu guli£ku presne

3
15

= 1
5
. Inak povedané, 20% v²etký
h guli£iek v urne je biely
h, a pretom�ºeme o£akáva´, ºe pri opakovaný
h ´aho
h vytiahneme bielu guli£ku v20% prípadov. Analogi
ky, ke¤ má SVEDOK v PRIM(72) 15 prvo£ísiel adve z ni
h vedú pre x a y k nesprávnej odpovedi, je pravdepodobnos´ 
hyby

2/15.Na obrázku 6.2 znázor¬ujeme opísanú situá
iu. Na²ou úlohou je ukáza´ prev²etky páry postupností bitov x a y, ºe po£et zlý
h prvo£ísiel pre x a y jevýrazne men²í neº po£et v²etký
h prvo£ísiel v mnoºine PRIM(n2).

prvo£íslazlé pre (x, y)

prvo£ísla dobré prevstup (x, y)

obr. 6.2
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vi£ 6.3 MNOHO SVEDKOV POMÔ�E 187Aká ve©ká je mnoºina PRIM(m)? Jedným z najvä£²í
h a najd�leºitej²í
hobjavov matematiky10 je veta o prvo£ísla
h, ktorá hovorí, ºePrvo£(m) je pribliºne m

ln m
,kde ln m je prirodzený logaritmus £ísla m. Veta o prvo£ísla
h tvrdí: prvo£íslasú rozptýlené medzi prirodzenými £íslami relatívne husto, pretoºe pribliºnekaºdé ln m-té £íslo je prvo£íslo. Pre na²e výpo£ty si vezmeme konkrétnyvýsledok, ktorý platí pre v²etky prirodzené £ísla m > 67,Prvo£(m) >

m

ln m
.Pre na²e ú£ely sa nám bude hodi´ aj, ºe pre v²etky n ≥ 9 platíPrvo£(n2) >

n2

2 lnn
.Ná² nasledujú
i 
ie© je ukáza´, ºepre ©ubovo©ný vstup (x, y) je po£et zlý
h prvo£ísiel pre (x, y) na-najvý² n− 1,teda podstatne menej, neº n2/(2 lnn).Pri skúmaní, aká je pravdepodobnos´ 
hyby, budeme rozli²ova´ dva prípadyv závislosti od vz´ahu medzi x a y.1. prípad x = y, ke¤ je správna odpove¤ �rovnaké�.V prípade, ºe x = y, platí aj, ºe �íslo(x) = �íslo(y). Bez oh©adu na to, aképrvo£íslo zvolíme, platí

s = �íslo(x) mod p = �íslo(y) mod p = q,a teda s = q. Vyjadrené v prirodzenom jazyku, ke¤ prvo£íslom p delíme dverovnaké £ísla, musia by´ aj oba zvy²ky po delení rovnaké. Protokol SVEDOKodpovie správne pre v²etky prvo£ísla p z PRIM(n2). Preto platí pre v²etkyre´az
e x, ºe ChybaSV EDOK(x, x) = 0.Takºe 
hyba sa m�ºe vyskytnú´ len v prípade rozli£ný
h vstupný
h re´az
ov
x a y.2. prípad x 6= y, ke¤ je správna odpove¤ �rozli£né�.10presnej²ie teórie £ísiel v matematike
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vi£ 188 KAPITOLA 6Ako sme uº ur£ili pre x = 01111 a y = 10110 v príklade 6.1, je pravdepodob-nos´ 
hyby nenulová, lebo pre p = 7 protokol odpovie nesprávne �rovnaké�.V²eobe
ný horný odhad n−1 po£tu zlý
h prvo£ísiel pre (x, y) taký
h, ºe |x| =

|y| = n, nájdeme tak, ºe budeme skúma´ vlastnosti tý
hto zlý
h prvo£ísiel.Prvo£íslo p je pre (x, y) zlé, ke¤ sú rovnaké zvy²ky po delení �íslo(x) a�íslo(y) prvo£íslom p, to znamená ke¤ platí
s = �íslo(x) mod p = �íslo(y) mod p.Rovnos´

s = �íslo(x) mod pneznamená ni£ iné, neº ºe �íslo(x) = hx · p + s,kde hx je výsledok delenia £ísla �íslo(x) prvo£íslom p a s < p je zvy²ok podelení.Analogi
ky m�ºeme písa´ �íslo(y) = hy · p + s,kde sa p na
hádza hy krát v �íslo(y) a s je zvy²ok.11 Predpokladajme, ºeplatí �íslo(x) ≥ �íslo(y). (V prípade, ºe platí �íslo(y) > �íslo(x), m�ºemepri analyzovaní situá
ie postupova´ analogi
ky). Vypo£ítajme Rozd(x, y) =�íslo(x) − �íslo(y) �íslo(x)

−�íslo(y)Rozd(x, y)

hx · p + s

−hy · p− s

hx · p− hy · pteda pre rozdiel Rozd(x, y) platí:Rozd(x, y) = �íslo(x)− �íslo(y) = hx · p− hy · p = (hx − hy) · p.D�sledkom je, ºe p delí £íslo Rozd(x, y) = �íslo(x)− �íslo(y). Inými slovamiPrvo£íslo je zlé pre (x, y) práve vtedy,ke¤ p delí £íslo Rozd(x, y) = �íslo (x) − �íslo(y).11Napríklad pre x = 10110 je �íslo(x) = 22 a pre p = 5 je �íslo(x) = 22 = 4 · 5 + 2, kde
hx = 4 a s = 2 je zvy²ok.
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vi£ 6.3 MNOHO SVEDKOV POMÔ�E 189�o nám to pom�ºe? Na²li sme rý
hly sp�sob ako ur£i´, £i je prvo£íslo zlé.Príklad 6.2 Ne
h má po£íta£ RI re´aze
 bitov x = 1001001 a RII má y =

0101011, oba d¨ºky n = 7. Úlohou je nájs´ mnoºinu zlý
h prvo£ísiel.Najprv ur£íme mnoºinu prvo£ísielPRIM(n2) = PRIM(49) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47},z ktorej sa v protokole SVEDOK náhodne vyberá prvo£íslo. Pod©a ná²hozistenia sú pre (1001001, 0101011) zlé práve tie prvo£ísla, ktoré delia rozdielRozd(1001001, 0101011) = �íslo(1001001)− �íslo(0101011) = 73− 43 = 30.Okamºite vidíme, ºe 2, 3 a 5 sú jediné prvo£ísla z PRIM(49), ktoré delia30, preto sú 2, 3 a 5 jediné zlé prvo£ísla pre (1001001, 0101011). Takºedostávame, ºeChybaSV EDOK(1001001, 0101011) =
3Prim(49)

=
3

15
=

1

5
.

2Úloha 6.5 Nájdite v²etky zlé prvo£ísla pre nasledujú
e dvoji
e re´az
ov bitov.(i) (01010, 11101)(ii) (110110, 010101)(iii) (11010010, 01101001).Ostáva nám odpoveda´ e²te na otázku:�Ako nám pom�ºe poznanie, ºe zlé prvo£ísla delia Rozd(x, y) ur£i´i
h po£et?�Pretoºe obe £ísla �íslo(x) aj �íslo(y) sú men²ie ako 2n platí aj, ºeRozd(x, y) = �íslo(x)− �íslo(y) < 2n.Ch
eme ukáza´, ºe £íslo men²ie ako 2n m�ºe ma´ najvia
 n− 1 prvo£inite©ov(prvo£ísiel, ktoré ho delia). Aby sme to ukázali, vyuºijeme inú známu vetu zhodín ²kolskej matematiky - základnú vetu aritmetiky. Táto hovorí, ºekaºdé prirodzené £íslo sa dá jednozna£ne vyjadri´ ako sú£in pr-vo£ísiel.
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vi£ 190 KAPITOLA 6Platí napríklad

5940 = 2 · 2 · 3 · 3 · 3 · 5 · 11 = 22 · 33 · 5 · 11 ,a teda 5940 má 4 prvo£initele 2, 3, 5 a 11.Ne
h sú p1, p2, p3, . . . , pk v²etky prvo£initele ná²ho £ísla Rozd(x, y) a ne
h
p1 < p2 < p3 < . . . < pk. Platí, ºe p1 ≥ 2 (najmen²ie prvo£íslo). Vov²eobe
nosti vidíme, ºe pre v²etky i platí pi > i. Takºe dostávameRozd(x, y) = pi1

1 · pi2
2 · pi3

3 · . . . · pik
kpre ij ≥ 1 pre v²etky j od 1 po k a m�ºeme písa´Rozd(x, y) ≥ p1 · p2 · p3 · . . . · pk

> 1 · 2 · 3 · . . . · k
= k!Ke¤ºe Rozd(x, y) < 2n a zárove¬ Rozd(x, y) > k! (ako sme práve ukázali),dostaneme
2n > k! .Pretoºe pre n ≥ 4 platí, ºe n! > 2n, musí by´ k men²ie ako n, £ím smedosiahli vytý£ený 
ie©, ºe

k ≤ n− 1.To znamená, ºe po£et prvo£inite©ov Rozd(x, y) je najvia
 n − 1, a tak jepo£et zlý
h prvo£ísiel pre (x, y) najvia
 n− 1.Kone£ne m�ºeme zhora ohrani£i´ pravdepodobnos´ 
hyby protokolu SVE-DOK pre (x, y), x 6= y. Pre v²etky dvoji
e re´az
ov bitov (x, y) d¨ºky n ≥ 9platí ChybaSV EDOK(x, y) =
po£et zlý
h prvo£ísiel pre (x, y)Prvo£(n2)

≤ n− 1

n2/ lnn2

≤ 2 lnn

n
.Takºe pravdepodobnos´ 
hyby protokolu SVEDOK pre r�zne obsahy databáz

x a y je najvia
 2 lnn/n, £o v na²om prípade, ke¤ n = 1016 je najvia

0.73683

1014
.
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vi£ 6.3 MNOHO SVEDKOV POMÔ�E 191V príklade 6.2 sme videli, ºe pravdepodobnos´ 
hyby bola relatívne vysoká

(1/5). Je to preto, lebo pravdepodobnos´ 
hyby sa zmen²uje, £ím je vstupvä£²í. Preto sa v prípade malý
h vstupný
h údajov s ve©kos´ou nieko©kotisí
 bitov odporú£a porovnávanie vykona´ deterministi
ky, pretoºe nákladysú v takomto prípade tak, £i tak zanedbate©né. Randomizovaný protokol saoplatí pouºi´ aº v prípade dlh²í
h vstupov.Úloha 6.6 Aká je pravdepodobnos´ 
hyby pre vstupné údaje d¨ºky n = 103 a
n = 104? Od akej d¨ºky by ste d�verovali randomizovanému protokolu SVEDOK?Úloha 6.7 Ur£ite presne pravdepodobnos´ 
hyby protokolu SVEDOK pre nasle-dujú
e dvoji
e (x, y).(i) (00011011, 10101101)(ii) (011000111, 000111111)(iii) (0011101101, 0011110101).Práve sme zaºili zázrak. Randomizovaný postup si vie efektívne poradi´ súlohami, ktoré sa nedajú v praxi vyrie²i´ deterministi
ky kv�li nevyhnutnýmvysokým nákladom. Poznáme via
eré problémy, ktoré sa prakti
ky nedajúvyrie²i´ s deterministi
kými algoritmami, pretoºe aj najefektívnej²ie z ni
hmajú exponen
iálnu zloºitos´. Mnohé z ni
h rie²ime v praxi denne a £astoto vieme úspe²ne vykona´ len v¤aka vyuºitiu náhody. Celá e-komer
ia, ateda aj online banking a online nakupovanie by nebola moºná bez softvéru,v ktorom sú implementované algoritmy vyuºívajú
e náhodu. Pre tý
h, £oh©adajú absolútnu istotu, je to vlastne zlá správa. Ale pre tý
h, ktorý sú sivedomí rizika, vedia s ním po£íta´ a udrºa´ ho malé, sú programy vyuºívajú
enáhodu geniálnym rie²ením.Teraz je na£ase, zbavi´ zázrak kúzla. Radi by sme sa dopátrali, pre£o vyuºitienáhody vy£aruje takýto ohromný efekt, a toto porozumenie by sme mali
hápa´ ako normálne správanie sa ve
í okolo nás.Za£nime na²e úvahy spo
hybnením tho, £o sme doteraz predstavili. Videlisme, ºe protokol SVEDOK vyuºívajú
i náhodu pra
uje skuto£ne efektívne ave©mi spo©ahlivo. Sú naozaj pravdivé na²e nedokázané tvrdenia, ºe najlep²ídeterministi
ký protokol pre na²u komunika£nú úlohu vyºaduje pre niektorévstupy výmenu n bitov? A ºe pre vä£²inu vstupov (x, y) je potrebný
h skoro
n komunika£ný
h bitov? Pre£o by práve na tomto mieste nemohol £itate©zapo
hybova´? Pretoºe tvrdenia ozaj vyzerajú podozrivo.Po¤me hlb²ie do podstaty ve
i a pozrime sa e²te raz na obrázok 6.2. Dobréprvo£ísla pre (x, y) nazývame svedkovia rozli£nosti x od y. Hovoríme, ºe
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vi£ 192 KAPITOLA 6prvo£íslo p dosved£uje skuto£nos´ x 6= y, ke¤ platí�íslo(x) mod p 6= �íslo(y) mod p.Prvo£íslo q nie je svedok rozli£nosti x a y, ke¤�íslo(x) mod p = �íslo(y) mod p.Teda dobré prvo£ísla pre (x, y) sú svedkovia pre (x, y) a zlé prvo£ísla pre

(x, y) nie sú svedkovia pre (x, y) . Po tomto premenovaní vidíme, ºeprá
a protokolu SVEDOK je zaloºená na h©adaní svedkov toho, ºe �x 6= y�.Ke¤ náhodne vyberieme svedka toho, ºe �x 6= y�, pokra£ujeme determin-isti
ky ¤alej a spo©ahlivo dostaneme správny výsledok. Ke¤ si vyberiemenie svedka, nevyhnutne prídeme k zlému výsledku. Celý protokol pra
ujesprávne s vysokou pravdepodobnos´ou preto, lebo v mnoºine PRIM(n2) súskoro samí svedkovia. Ve©kos´ skupiny nie svedkov je oproti Prvo£(n2) takmalá, ºe pravdepodobnos´ náhodného výberu nie svedka je tieº ve©mi malá.A teraz príde d�vod na po
hybnosti.Ke¤ mnoºina kandidátov na svedkov obsahuje len skoro samý
hsvedkov, pre£o si z ni
h nevieme deterministi
ky jedného vybra´a po krátkej komuniká
ii úlohu správne vyrie²i´? Deterministi
kysi vybra´ svedka znamená odstráni´ úplne vyuºitie náhody a tak-to by sme mohli poten
iálne vytvori´ na rie²enie úlohy efektívnydeterministi
ký protokol.Ako rozpoznáme, ºe tento na prvý poh©ad prijate©ný nápad sa nedá usku-to£ni´? Prirodzene m�ºeme poskytnú´ matemati
ký d�kaz neexisten
ie efek-tívneho deterministi
kého protokolu na rie²enie tejto úlohy. To vedie k dvomproblémom. Tento d�kaz nie je ´aºký pre skúseného informatika a matemati-ka, ale vyºaduje vedomosti, ktoré nem�ºeme o£akáva´ u v²eobe
ného publika.A po druhé ani po
hopenie d�kazu nepom�ºe porozumie´, pre£o predkladanáidea derandomizá
ie nefunguje. Z jeho argumentá
ie vyplýva, ºe sa to nedá,ale skuto£né d�vody zostanú nevyjasnené a tajomné. Preto sa pokúsime leno intuitívne priblíºenia sa k podstate problému a pritom si preh¨bi´ na²e
hápanie vyuºitia náhody.Neexistuje efektívny12 deterministi
ký algoritmus, ktorý by ur£il svedka, leboz poh©adu obo
h po£íta£ov RI aj RIIsú svedkovia �náhodne� rozptýlení medzi v²etkými kandidátmi.12vzh©adom na komunika£nú zloºitos´
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vi£ 6.3 MNOHO SVEDKOV POMÔ�E 193�o to znamená presnej²ie? Ke¤ poznáte x, ale o y viete len ve©mi málo,nemusíte vysta£i´ pri h©adaní svedka pre (x, y) ani s via
erými pokusmi. Jeto preto, lebo pre r�zne vstupy d¨ºky n sú svedkovia v mnoºine kandidátovPRIM(n2) rozdelení úplne inak. Neexistuje ºiadne pravidlo, pod©a ktoréhoby sme s obmedzenými vedomos´ami o vstupe vedeli vypo£íta´ svedka. Pretovyzerá z poh©adu po£íta£ov RI a RII obsah nádoby s kandidátmi ako pravý
haos (
haoti
ká zmes svedkov a nesvedkov). Práve v tom väzí jadro úspe
huvyuºitia náhody.

obr. 6.3: Chaoti
ká zmes svedkov a nesvedkov.Vedeli by sme efektívne vyrie²i´ via
eré problémov, keby sme mali svedkovsprávnej odpovede. V praxi ale ºiadny
h svedkov nedostaneme. Ke¤ alevieme vytvori´ mnoºinu kandidátov na svedkov a vieme, ºe v nej je ve©a sved-kov, ho
i aj 
haoti
ky sa vyskytujú
i
h, stojí za to vylovi´ niekoho náhodne.Ke¤ je rozdelenie svedkov medzi kandidátmi ozaj náhodné a javí sa preto ako
haoti
ké, nemá nijaký deterministi
ký postup ²an
u nájs´ svedka efektívne.Pri h©adaní efektívny
h algoritmov vyuºívajú
i
h náhodu vyuºívame £astonasledujú
i postup. H©adáme taký
h svedkov, ktorí majú tieto tri vlastnosti:(i) Ke¤ máme pre vstup svedka, vieme efektívne deterministi
ky vypo£íta´správny výsledok.(ii) Ke¤ máme pre vstup kandidáta na svedka, vieme efektívne preveri´, £ije svedok alebo nie.(iii) Svedkovia sa hojne vyskytujú v mnoºine kandidátov.Na základe vlastnosti (iii) nazývame túto metódu návrhu algoritmov vyuºí-vajú
i
h náhodu metóda hojnosti svedkov. Ve©ký po£et svedkov je dobráve
. Ako pod©a potreby zvý²i´ i
h výskyt, je téma nasledujú
eho odseku.
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vi£ 194 KAPITOLA 66.4 �o m�ºeme urobi´, ke¤ zákazník poºadujevysokú mieru istoty?Celá história ©udstva je spätá s h©adaním istoty. �o sme? �o tu h©adáme?�o máme urobi´, aby sme si zabezpe£ili �peknú� budú
nos´, alebo aspo¬nejakú budú
nos´? �ivot a veda nás pou£ili, ºe h©adanie absolútnej istotyje nezmyselné, ba m�ºe sa sta´ osudným. Usilova´ sa o neexistujú
u ab-solútnu istotu znamená aj mnohého sa nezmyselne zrie
´ a £asto skon£i´ vslepej uli£ke. Typi
ké následky sú rezigná
ia, frustrá
ia a depresie. Ke¤ale ak
eptujeme neistotu a spolu s ¬ou aj náhodu ako neoddelite©nú sú£as´ºivota a nau£íme sa s ¬ou ºi´, objavíme namiesto frustrá
ie moºnosti, ktorésa nám otvoria po vzdaní sa neexistujú
i
h ist�t. Slepé uli£ky via
 nebudúslepými uli£kami a budú
nos´ bude ma´ nepreberné mnoºstvo pod�b. Presnetak to bolo aj v na²om príklade z pred
hádzajú
ej £asti a e²te £astej²ie jeaj v algoritmike. Situá
ia vyzerajú
a na poh©ad beznádejne, pretoºe kaºdýprotokol rie²ia
i na²u úlohu má príli² vysoké komunika£né nároky. Výme-na nedosiahnute©nej ideálnej absolútnej istoty za prakti
kú istotu poskytujedobré moºnosti na rie²enie. V iný
h podobný
h situá
iá
h sa nám nemusívºdy bezpodmiene£ne podari´ nájs´ po£etný
h svedkov, ako v na²om komu-nika£nom protokole. Niekedy tvoria naozajstní svedkovia len zlomok po£tuv²etký
h kandidátov na svedkov. V taký
h prípado
h sa sa m�ºe zvý²i´ ajpravdepodobnos´ 
hyby, a to aº nato©ko, ºe je to v praxi neak
eptovate©né.Cie©om nasledujú
eho odseku je ukáza´ ako úspe²ne zvládnu´ takéto situá
ie.Za£nime s príkladom ná²ho komunika£ného protokolu. Pre n = 1016 bo-la pravdepodobnos´ 
hyby najvia
 0.74 · 10−14. Predstavme si, ºe mámezákazníka, pre ktorého je správnos´ výsledku protokolu enormne d�leºitá aºelá si e²te vy²²iu mieru istoty. Napríklad povie:�Ch
em aby bola pravdepodobnos´ 
hyby taká malá, ºe ke¤ protokolpouºijem to©kokrát, ko©ko je vek vesmíru v sekundá
h vynásobenýpo£tom protónov vo vesmíre, tak s pravdepodobnos´ou 1 : 1000000nedostanem nesprávny výsledok ani v jednom z tohto ohromnéhopo£tu pokusov.�Vieme splni´ takéto prepiate poºiadavky bez extrémneho zvä£²enia zloºi-tosti? Odpove¤ je �ÁNO� a prv ako si ukáºeme ako na to, urobíme si malújednodu
hú úvahu z teórie pravdepodobnosti.Predstavme si, ºe máme korektnú hra
iu ko
ku. Hádzanie ko
kou 
hápemeako náhodný experiment, v ktorom je moºný
h presne 6 výsledkov 1, 2, 3,
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vi£ 6.4 ZVÝ�ENIE MIERY ISTOTY 1954, 5 a 6 a je rovnako pravdepodobné, ºe nastane ©ubovo©ný z ni
h, tedapravdepodobnos´ kaºdého je presne 1/6.Predpokladajme ¤alej, ºe jediný nepriaznivý výsledok je pre nás, ke¤ padne�1�. V²etky ostatné výsledky sú priaznivé. Preto je pravdepodobnos´ nepri-aznivého výsledku 1/6. Zme¬me teraz pravidlá. Hodíme ko
ku pä´krát zasebou a jediný nepriaznivý výsledok je, ke¤ padnú samé �1�. Inak povedané,sme spokojní, ke¤ z piati
h vrhov aspo¬ raz padne na ko
ke nie£o iné neº�1�. Aká ve©ká je pravdepodobnos´, ºe nastane nepriaznivý výsledok? Mámeteda ur£i´, aká ve©ká je pravdepodobnos´, ºe pä´krát za sebou padne �1�.Pretoºe tieto pokusy povaºujeme za navzájom nezávislé13, po£ítame to tak-to. Jednu �1� hodíme s pravdepodobnos´ou 1/6. Dve �1� za sebou hodíme spravdepodobnos´ou

1

6
· 1
6

=
1

36
.Pravdepodobnos´ toho, ºe pä´krát za sebou hodíme �1� je

1

6
· 1
6
· 1
6
· 1
6
· 1
6

=
1

65
=

1

7776
.�o majú spolo£né tieto úvahy s na²ím protokolom? Ve©a. Na protokolvyuºívajú
i náhodu m�ºeme nazera´ ako na náhodný experiment, v ktoromnepriaznivý výsledok zodpovedá náhodnému výberu nesvedka pre daný vst-up. Výskumom protokolu sme zistili, ºe pravdepodobnos´ neprioaznivéhovýsledku, a teda aj 
hyby je najvia


2 lnn

n
.Postupujme analogi
ky ako pri ko
ká
h! Ke¤ vyberieme náhodne po sebe10 prvo£ísiel, je jediný nepriaznivý výsledok, ke¤ sa pri v²etký
h desiati
hprvo£ísla
h nenájde svedok r�znosti medzi x a y. Desa´krát za sebou vybra´prvo£íslo vedie k nasledujú
emu protokolu vyuºívajú
om náhodu.SVEDOK (10)Vý
hodisková situá
ia: Po£íta£ RI má n bitov x = x1 . . . xn a po£íta£ RII má

n bitov y = y1 . . . yn.1. fáza: RI si zvolí náhodne 10 prvo£ísiel
p1, p2 . . . p10 z PRIM(n2).13Podrobné vysvetlenie, £o znamená nezávislé, m�ºeme nájs´ v [Hro04b℄.
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vi£ 196 KAPITOLA 62. fáza: Pre v²etky i od 1 po 10 vypo£íta RI

si = �íslo(x) mod pia po²le binárnu reprezentá
iu £ísiel
p1, p2 . . . p10, s1, s2 . . . s10po£íta£u RII .3. fáza: Po obdrºaní 20 £ísiel p1, p2 . . . p10, s1, s2 . . . s10 vypo£íta RII

qi = �íslo(y) mod pipre v²etky i = 1, 2 . . . 10.V prípade, ºe aspo¬ pre jedno i z 1, 2, . . . 10 dostaneme, ºe qi 6=
si, vie RII s istotou, ºe x 6= y a dá výsledok �sú r�zne�.Ke¤ qi = sj pre v²etký
h desa´ j z 1, 2 . . . 10, potom bu¤ x =
y alebo x 6= y a ºiadne z desiati
h zvolený
h prvo£ísiel nie jesvedkom toho, ºe x 6= y. V tomto prípade RII odpovie �súrovnaké�.�o sme si mohli v²imnú´? Ke¤ platí x = y, odpovie SVEDOK(10) tak istoako SVEDOK zaru£ene správny výsledok �sú rovnaké�. V prípade, ºe platí

x 6= y, m�ºe odpoveda´ SVEDOK(10) nesprávne iba v prípade, ke¤ ºiadne zdesiati
h prvo£ísiel, ktoré si zvolil, nebolo svedkom pre x a y. Ak je z desiati
hpokusov £o len jeden svedkom pre x a y, napríklad p4, potom s4 6= q4 sved£í otom, ºe x a y nie sú rovnaké a je zaru£ená správna odpove¤ �sú r�zne�. Ke¤je pravdepodobnos´ toho, ºe v jednom pokuse nevyberieme svedka najvia

2 lnn/n, je pravdepodobnos´ toho, ºe svedka pre x a y nevyberieme v 10pokuso
h, v najhor²om

(
2 lnn

n

)10

=
210 · (lnn)10

n10
.Pre n = 1016 je to najvia


0.4717

10141
.Po£et sekúnd od ve©kého tresku vynásobený po£tom protónov vo vesmíre jemen²í neº

1099.Vyne
háme matemati
ké zd�vodnenie toho, ºe �an
a, ºe pri 1099 pouºitia
hSVEDOK(10) dostaneme nesprávnu odpove¤ je men²ia neº 1 ku 1030.
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vi£ 6.4 ZVÝ�ENIE MIERY ISTOTY 197Pravdepodobnos´ 
hybnej odpovede sme tým stla£ili hlboko pod hrani
uv²etký
h prakti
ký
h poºiadaviek na obmedzenie výskytu 
hyby. A za ten-to zázrak platíme ve©mi málo. Ke¤ si náhodne zvolíme 10 prvo£ísiel namiestojedného, komunika£né náklady sa zdesa´násobia, £o znamená, ºe pre SVEDOK(10)budú

40 · ⌈log2n⌉ .Tieto náklady sú zanedbate©né. Vidno to, ke¤ pre n = 1016 zistíme, ºeSVEDOK(10) potrebuje komunikova´ len
2560 bitov.Pretoºe SVEDOK(10) je desa´ opakovaní protokolu SVEDOK, v informatikehovoríme, ºeso zvý²ením po£tu opakovaní (pokusov nájs´ svedka) rastie zloºi-tos´ lineárne a pravdepodobnos´ 
hyby sa zmen²uje exponen
iálne.Je to vlastne asi najpriaznivej²ia situá
ia, aká v�be
 m�ºe nasta´.Ná² algoritmus SVEDOK(10) vyuºívajú
i náhodu je prakti
ky spo©ahlivej²íako ho
i£o, £o m�ºeme aso
iova´ s pojmom beºná spo©ahlivos´. Je to pre-to, lebo uº aj SVEDOK bol vlastne ve©mi spo©ahlivý. Metódou opakovaný
hpokusov dokáºeme pravdepodobnos´ 
hybného výsledku podstatne zníºi´ aj vprípade, ke¤ je neve©ká pravdepodobnos´, ºe svedok bude vybraný spomedzikandidátov v jednom pokuse. V nasledujú
i
h 
vi£enia
h prene
háme £i-tate©ovi, aby pouºil predstavené my²lienky, a preh¨bil si tak po
hopenie silyrandomizá
ie.Úloha 6.8 Ne
h je A úloha, pre ktorú v²etky známe deterministi
ké algoritmyna jej rie²enie majú zloºitos´ aspo¬ 2n. Obsahom úlohy A je rozhodnú´, £i vstup

x má alebo nemá ur£itú vlastnos´. Pre x ve©kosti n máme sp�sob sved£enia snasledujú
imi vlastnos´ami:(i) Ke¤ je z svedkom pre x, potom sa vieme v £ase potrebnom na vykonanie
10 · n2 operá
ií presved£i´, ºe x má ºelanú vlastnos´. V prípade, ºe z nieje svedkom, algoritmus nie je s
hopný ur£i´, £i x má alebo nemá ºelanúvlastnos´. Na ur£enie, ºe z nie je svedkom pre x potrebuje algoritmus tieº£as 10 · n2.(ii) Po£et svedkov v mnoºine kandidátov je aspo¬ polovi
a (t.j. pravdepodobnos´,ºe vyberieme svedka je aspo¬ 1/2).Zadanie úlohy:
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vi£ 198 KAPITOLA 61. Navrhnite algoritmus vyuºívajú
i náhodu, ktorý sa 20 krát pokúsi vybra´svedka z mnoºiny kandidátov. Aká je zloºitos´ a aká je pravdepodobnos´
hyby algoritmu?2. Zákazník si ºelá algoritmus, ktorý vyrie²i úlohu A s pravdepodobnos´ou 
hy-by najvia
 1 k 109. Ko©ko pokusov na výber svedka nevyhnutne potrebujeme?Aká je zloºitos´ takéhoto algoritmu?Úloha 6.9 Vyrie²te úlohu 6.8 v prípade, ke¤ je splnený predpoklad (i) a namiesto(ii) platí jedna z nasledujú
i
h podmienok:a) Podiel svedkov v mnoºine kandidátov je presne 1/6.b) Podiel svedkov v mnoºine kandidátov je iba jedna n-tina, pri£om n je ve©kos´vstupný
h údajov.6.5 �o sme objavili?Ke¤ trváme na stoper
entnej teoreti
kej záruke, ºe vypo£ítané rie²enie jed-notlivý
h prípadov daný
h úloh je vºdy správne, m�ºeme sa o
itnú´ v bezvý-
hodiskovej situá
ii. V²etky algoritmy, sp¨¬ajú
e poºiadavku absolútnej spo-©ahlivosti, vyºadujú také výpo£tové náklady, ktoré i
h robia prakti
ky neusku-to£nite©nými. Poznáme príklady problémov, pri ktorý
h najlep²ie známe al-goritmy vyºadujú via
 £asu ako je vek vesmíru a via
 energie ako je v 
elomvesmíre. Rie²enie taký
hto problémov v prípade poºadovanej absolútnejspo©ahlivosti je mimo fyzikálne realizovate©ného. A v tejto zdanlivo bezvý-
hodiskovej situá
ii zistíme, ºe m�ºeme urobi´ zázrak. Zriekneme sa tak, £itak nedosiahnute©nej absolútnej spo©ahlivosti výpo£tu a budeme poºadova´iba, aby sme vypo£ítali s vysokou pravdepodobnos´ou správny výsledok prekaºdý prípad problému. Smieme pri tom poºadova´ tak malú pravdepodob-nos´ 
hyby, ºe m�ºeme hovori´ o zámene hypoteti
ky absolútnej spo©ahlivostiza prakti
kú spo©ahlivos´. Týmto iba zdanlivým rezignovaním na maximálnepoºiadavky, pokia© ide o korektnos´ rie²enia, vieme u²etri´ obrovské mnoºst-vo prá
e po£íta£a. Pri niektorý
h problémo
h dosiahneme v¤aka ²ikovné-mu vyuºitiu náhody v algoritme na i
h rie²enie skok od fyzikálne nereali-zovate©ného mnoºstva výpo£tov k výpo£tom, ktoré sa dajú za pár sekúndvykona´ na beºnom po£íta£i.Nau£ili sme sa dve d�leºité paradigmy návrhu systémov vyuºívajú
i
h náho-du. Metóda hojný
h (po£etný
h) svedkov odhalila najhlb²ie korene sily ran-domizá
ie. Svedok pre konkrétny prípad problému predstavuje dodato£núinformá
iu, pomo
ou ktorej tento prípad vieme efektívne vyrie²i´, £o by sme
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vi£ 6.5 �O SME OBJAVILI? 199bez svedka neboli s
hopní. Metóda má dobré vyhliadky na úspe
h, ke¤vieme nájs´ taký sp�sob sved£enia, pri ktorom sa svedkovia hojne vyskytujúmedzi kandidátmi. Vtedy vieme náhodným (pod©a potreby aj opakovaným)výberom s vysokou pravdepodobnos´ou získa´ z mnoºiny kandidátov svedka,napriek tomu, ºe nevidíme moºnos´ efektívne ur£i´ svedka deterministi
ky.Základnú otázku, £i sú ´aºké problémy, ktoré vieme efektívne rie²i´ random-izovane, ale nedajú sa rie²i´ deterministi
ky, m�ºeme vyjadri´ re£ou metódyhojný
h svedkov takto:V prípade, ºe pre ´aºké výpo£tové problémy máme len mnoºinykandidátov na svedkov, v ktorý
h sú náhodne rozptýlení (rozmi-estnení) £asto sa vyskytujú
i svedkovia náhodne, sú tieto problémyefektívne rie²ite©né randomizovane, ale nie sú efektívne rie²ite©nédeterministi
kými algoritmami.Druhý d�leºitý prin
íp návrhu randomizovaný
h algoritmov, ktorý sme sanau£ili je paradigma Zvý²enia pravdepodobnosti úspe
hu (rý
hle zmen²eniepravdepodobnosti 
hyby) opakovaným spustením navrhnutého systému vyuºí-vajú
eho náhodu. Desa´násobné opakovanie protokolu SVEDOK vyústilo doprotokolu SVEDOK(10), ktorého pravdepodobnos´ 
hyby sa pribliºovala knule exponen
iálne rý
hlo vzh©adom na po£et opakovaní. Pritom zloºitos´rástla vzh©adom na po£et opakovaní len lineárne. Situá
ia nie je vºdy takápriaznivá, ale vä£²inou sme s
hopní bez ve©kého zníºenia efektívnosti dosiah-nu´ (zákazníkom) poºadovanú mieru spo©ahlivosti.Kniha �Randomisierte Algorithmen� alebo �Design and Analysis of Random-ized Algorithms� [Hro04b, Hro05℄ podrobne predstavuje metodiku tvorbysystémov vyuºívajú
i
h náhodu pre za£iato£níkov. Na jednej strane sa snaºímalými krokmi vytvori´ intuitívne po
hopenie predmetu, na druhej stranepouºíva d�sledne rigorózny jazyk matematiky, aby mohla poskytnú´ jednoz-na£né zd�vodnenie v²etký
h tvrdení a výsledkov analýzy algoritmov. Na-jpodrobnej²ie a najhlb²ie predstavenie témy randomizá
ie nájdeme v mono-gra�i �Randomized Algorithms� [MR95℄ od Motwaniho a Raghavana, ktoráje ve©mi náro£ná a je ur£ená predov²etkým výskumníkom a ²tudentom tejtooblasti. Lah�dkou pre labuºníkov je kniha �Ges
hi
hte der Algorithmenen-twi
klung für den Primzahltest� od Martina Dietzfelbingera [Die04℄, ktorá jeovplyvnená kon
eptmi randomizá
ie, najmä pouºitia metódy hojný
h sved-kov. �al²ie efektívne komunika£né protokoly vyuºívajú
e náhodu obsahu-jú knihy [KN97, Hro97℄. Nájdete v ni
h prezentá
iu matemati
ky dokáza-te©ný
h výhod randomizá
ie oproti deterministi
kému prístupu. �ia©, tietoknihy sú matemati
ky náro£né, a preto ´aºko prístupné pre ²ir²ie publikum.
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vi£ 200 KAPITOLA 6Návody rie²enia vybraný
h úlohÚloha 6.2 �iadne prvo£íslo okrem 7 z PRIM(25), nevedie k 
hybnej odpovedi �súrovnaké� pri pouºití SVEDOK pre x = 01111 a y = 10110.Úloha 6.5 (i) Ne
h x = 01010 a y = 11101. Preto platí n = 5 a do úvahy beriemeprvo£ísla z PRIM(52). �ísla zodpovedajú
e x a y sú�íslo(01010) = 23 + 21 = 8 + 2 = 10�íslo(11101) = 24 + 23 + 22 + 20 = 16 + 8 + 4 + 1 = 29.Aby sme ur£ili zlé prvo£ísla z PRIM(25), nemusíme skú²a´ v²etky prvo£ísla. Vieme,ºe kaºdé zle prvo£íslo musí deli´ rozdiel�íslo(11101) −�íslo(01010) = 29− 10 = 19.�íslo 19 je prvo£íslo, takºe jediné prvo£íslo z PRIM(25) delia
e 19, je samotná 19.Preto je 19 jediné zlé prvo£íslo pre 01010 a 11101.Úloha 6.7 (i) Aby sme spo£ítali pravdepodobnos´ 
hyby protokolu SVEDOK pre

x = 00011011 a y = 10101101, musíme ur£i´ ve©kos´ PRIM(82) a po£et zlý
hprvo£ísiel pre x a y v PRIM(82).PRIM(64) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61}a platí, ºe |PRIM(64)| = 18. �alej platí, ºe�íslo(x) = 24 + 23 + 21 + 20 = 16 + 8 + 2 + 1 = 27�íslo(y) = 27 + 25 + 23 + 22 + 20 = 128 + 32 + 8 + 4 + 1 = 173.Takºe �íslo(y)−�íslo(x) = 173−27 = 146. �íslo 146 sa dá rozloºi´ na prvo£initele:
146 = 2 · 73 .Teda jediné prvo£ísla, ktoré delia �íslo(y)−�íslo(x) = 146, sú £ísla 2 a 73. Pretoºe73 sa nena
hádza v PRIM(64), je v PRIM(64) presne jedno zlé prvo£íslo pre x a

y. Pravdepodobnos´ 
hyby je preto presne 1/18.Úloha 6.81. Algoritmus sa skon£í, ke¤ nájde svedka pre x. V najhor²om prípade urobí20 pokusov a kaºdý pokus stojí najvia
 10 · n2 operá
ií potrebný
h na prev-erenie, £i vybraný objekt je svedok. Takºe zloºitos´ algoritmu vyuºívajú
eho
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vi£ 6.5 �O SME OBJAVILI? 201náhodu je v najhor²om prípade 20 ·10 ·n2. Ke¤ vstup x nemá h©adanú vlast-nos´, dá algoritmus s istotou správnu odpove¤ �NIE�. Ke¤ x má vlastnos´,m�ºe algoritmus odpoveda´ nesprávne �NIE� iba vtedy, ke¤ 20-krát po sebenevyberie svedka. Pravdepodobnos´, ºe pri pokuse nevyberieme svedka, jenajvia
 1/2 (pod©a (ii)). Pravdepodobnos´, ºe v 20 po sebe idú
i
h pokuso
hnevytiahneme svedka je teda najvia


(
1

2

)20

=
1

220
=

1

1048576
< 0.000001 .Takºe pravdepodobnos´ 
hyby nie je men²ia ako 1 k miliónu.2. Ko©ko pokusov potrebujeme, aby sme stla£ili pravdepodobnos´ pod 1/109?Vieme, ºe 210 = 1024 > 1000. Takºe 230 = (210)3 > 10003 = 109. Tedasta£í 30 pokusov, aby bola pravdepodobnos´ 
hybnej odpovede menej neº 1k miliarde.
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vi£ Z geniálnej my²lienky sa dajú odstráni´ v²etky slová.Stanislaw Jerzy Le


Kapitola 7Kryptogra�a, alebo ako spravi´ zoslabiny prednos´
7.1 Magi
ká veda sú£asnostiNajfas
inujú
ej²ou vedou dvadsiateho storo£ia bola pravdepodobne fyzika.Priniesla hlboké a fundamentálne poznatky, ktoré podstatným sp�sobomzmenili ná² poh©ad na svet. Mnohé apliká
ie a interpretá
ie fyzikálny
hobjavov, akými sú teória relativity alebo kvantová me
hanika, p�sobia akozázraky. Málokto veril, ºe nie£o také je v�be
 moºné. Pod©a m�jho názorunajmagi
kej²ou vede
kou dis
iplínou sú£asnosti je kryptogra�a. Verili by ste,ºe
• kaºdý sa m�ºe presved£i´ o tom, ºe vlastníte tajomstvo bez toho, abyste z neho £o len zlomok prezradili?
• ²ifrovaná správa sa dá posla´ via
erým príjem
om tak, ºe títo ju m�ºude²ifrova´ a pre£íta´ iba ke¤ v²et
i bez výnimky spolupra
ujú (spolu-vytvoria tajný k©ú£)?
• sa dá elektroni
ky podpísa´ dokument tak, aby sa kaºdý mohol presved£i´o jeho pravosti, ale nikto nevedel elektroni
ký podpis sfal²ova´?
• vo verejnom rozhovore sa dá s inou osobou dohodnú´ na tajnom k©ú£ibez toho, aby sa prípadný na£úvajú
i o ¬om £oko©vek dozvedel?
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vi£ 204 KAPITOLA 7V²etko uvedené a mnoho ¤al²ieho je moºné. Jednodu
ho £istá �mágia�!Komuniká
ia je heslom d¬a Nezáleºí na tom, �i ide o mobilné telefóny, sms-ky, internet, elektroni
kú po²tu, alebo klasi
ký fax, písanie listu alebo tele-fonovanie, v²ade sa komunikuje alebo sa komunika£nými sie´ami prená²ajuúdaje. Pri takomto mnoºstve odosielaný
h správ ustavi£ne rastú nárokyna o
hranu súkromia zú£astnený
h, ke¤ºe odoslané správy by nemal by´s
hopný pre£íta´ nikto okrem prijímate©a, ktorému boli ur£ené. Nárokyna bezpe£nos´ stúpajú predov²etkým pri elektroni
kom nákupe a predaji1,pe¬aºný
h transak
iá
h2 alebo elektroni
ký
h vo©bá
h.Kryptológia p�vodne znamenala náuku o tajný
h písma
h a je skoro takástará ako samotné písmo. V kryptológii rozli²ujeme medzi kryptogra�oua kryptoanalýzou. Kryptogra�a sa zapodieva návrhom kryptosystémov(tajný
h kódov) a kryptoanalýza ²tuduje sp�soby ako kryptosystémy prelomi´(tajne £íta´ správy). Kedysi dávno, ke¤ ©udia objavili a zdokonalili písmo,vedelo písa´ a £íta´ iba pár zasvätený
h. V tomto úzkom kruhu ©udí homohli pouºíva´ namiesto ²ifrovaného písma. Ako rástol po£et ©udí, ktorívedeli £íta´ a písa´, rástla aj potreba po ozajstnom ²ifrovanom sp�sobe písa-nia. V tejto kapitole sa najprv krátko obzrieme do histórie, ke¤ sa kryptoló-gia e²te povaºovala za umenie. Vyvíjali sa ²ifry, pouºívali sa pokým niektonepri²iel na sp�sob ako ²ifrované správy pre£íta´, £ím príslu²ná ²ifra prestalaby´ bezpe£ná. V krátkosti sa pozrieme, ako ²ifrovali správy Caesar a Ri
he-lieu. Pritom sa nau£íme kon
ept tvorby kryptosystému (²ifrovaného písma)a £o rozumieme pod spo©ahlivos´ou alebo bezpe£nos´ou kryptosystému.Na²im ¤al²ím 
ie©om bude ukáza´, ako sa v¤aka informatike (najmä algorit-mike a teórii zloºitosti) umenie vytvára´ ²ifry zmenilo na vednú dis
iplínu,ktorá sa nazýva kryptogra�a. Kryptogra�a v¤a£í informatike za základ-ný pojem: bezpe£nos´ kryptosystému (axiomati
ký základný kame¬), ktorýumoº¬uje vede
ký výskum v tejto oblasti. V¤aka nemu sa vyvinula mod-erná kryptogra�a, zaloºená na magi
kom kon
epte takzvaný
h Publi
-Key-kryptosystémov3. Vysvetlíme hlavnú my²lienku tohto kon
eptu a ukáºeme,ako m�ºeme vyuºi´ vlastné slabé stránky v ná² prospe
h. Na základe teóriezloºitosti vieme, ºe existujú problémy, ktoré sa nedajú efektívne algoritmi
kyvyrie²i´ (²tudovali sme i
h v kapitole 5). Tieto vyuºijeme pri vytváraní kryp-tosystémov, ktoré sa prakti
ky nedajú ohrozi´. A nakonie
 si pozrieme e²tepár divov, ako sa dá tento kon
ept magi
ky vyuºi´.1e-
ommer
e2online-banking3kryptosystémov s verejnými k©ú£mi
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vi£ 7.2 PREHISTÓRIA KRYPTOLÓGIE 2057.2 Kon
ept kryptosystému, alebo prehistóriakryptológieNajprv uvedieme odborné pojmy. Ako sme uº spomínali, kryptológiu 
há-peme ako náuku o tajný
h písma
h. V rám
i kryptológie rozli²ujeme medzikryptogra�ou, vede
kou dis
iplínou zaoberajú
ou sa vytváraním kryptosys-témov a kryptoanalýzou, umením tieto prelomi´. V ¤al²om sa sústredíme nakryptogra�u. Ná² s
enár je na obrázku obr. 7.1.

Odosielate© Prijímate©²ifrovanie de²ifrovanieotvorený otvorenýKryptotextnezabezpe£enátajný k©ú£
kryptoanalytik

tajný k©ú£text textlinka
obr. 7.1Osoba, nazývaná odosielate©, posiela tajnú správu druhej osobe, ktorú vo-láme prijímate©. Tajná správa má podobu textu, budeme ju ozna£ova´ akootvorený text. Otvorený text je napísaný v prirodzenom jazyku a je te-da pre kaºdého dobre £itate©ný. Správu doru£uje nie 
elkom stoper
entnespo©ahlivý posol, alebo sa posiela ne
hráneným verejným komunika£nýmkanálom. Aby sme zabránili niekomu nepovolanému, kto by sa akoko©vek kspráve dostal, pre£íta´ jej tajný obsah, po²leme správu v ²ifrovanej forme4.Sp�sob ²ifrovania a de²ifrovania je spolo£ným tajomstvom odosielate©aa prijímate©a a ²ifrovanie sa vykonáva pomo
ou takzvaného k©ú£a. Za-²ifrovaný text voláme kryptotext. Po prijatí prijímate© kryptotext de²ifru-je. De²ifrovaním sa z kryptotextu vytvorí opä´ p�vodný otvorený text, ktorýprijímate© m�ºe bez problémov £íta´. Opis pro
esu ²ifrovania a de²ifrovaniaposkytuje úplnú informá
iu o kryptosystéme, umoº¬ujú
u nám ho pouºi´.Pre lep²ie znázornenie sa pozrime na kryptosystém CAESAR, ktorý Caesarskuto£ne pouºíval. Otvorené texty boli texty napísané v latinskej abe
ede, zktorej boli vyne
hané prázdne znaky, £iarky, otázniky, bodky at¤. TakºeVENIVIDIVICI4tajným písmom
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vi£ 206 KAPITOLA 7m�ºeme povaºova´ za otvorený text. Caesar ²ifroval kaºdé písmeno jednoz-na£ne za nejaké iné písmeno. K©ú£ bol daný jedným £íslom od 1 po 26.0, 1, 2, 3, 4, 5, . . ., 23, 24, 25Pouºi´ k©ú£ i znamená, nahradi´ kaºdé písmeno písmenom, ktoré je od nehov abe
ede o i miest nesk�r. Obrázok 7.2 znázor¬uje kódovanie k©ú£om i =

3. To znamená, ºe písmeno A nahradíme s D, lebo A je na prvej pozí
iiv abe
ede a posunom o tri pozí
ie dostaneme ²tvrtú pozí
iu, na ktorej jepísmeno D. Analogi
ky sa písmeno B z druhej pozí
ie zakóduje písmenomE z piatej pozí
ie, at¤. Týmto sp�sobom sa dostaneme aº k písmenu W na23. pozí
ii, ktoré sa zakóduje písmenom Z z 26. pozí
ie. �o sa ale stane sozvy²nými tromi písmenami X, Y a Z, ktoré sú na pozí
iá
h 24, 25 a 26? Nazakódovanie nám ostali e²te písmená A, B a C. Napí²eme si teda A B C napozí
ie 27, 28 a 29 za spodnú abe
edu na obr. 7.2 a pokra£ujeme v kódovanírovnakým sp�sobom ako predtým. Teda X sa zakóduje ako A, Y ako B a Zako C. Iný sp�sob ako si tento pro
es znázorni´ je takýto, predstavme si, ºemáme kruhový pás, ktorý je nastoknutý na pevnom hriadeli, okolo ktoréhosa m�ºe otá£a´. Abe
edu napí²eme na oto£ný pás a na pevný hriade© sinapí²eme zodpovedajú
e pozí
ie písmen v abe
ede. Ke¤ pás oto£íme o tripozí
ie dostaneme h©adané kódovanie písmen. Pre k©ú£ i = 3 sa správaVENIVIDIVICI zakóduje akoYHQLYLGLYLFL
A

A

B DC E F G IH J K L NM O P Q SR T U V W X Y Z

B DC E F G IH J K L NM O P Q SR T U V W X Y Z A B Cobr. 7.2

obr. 7.3
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vi£ 7.2 PREHISTÓRIA KRYPTOLÓGIE 207Úloha 7.1 a) Zakódujte Cézarovým kryptosystémom text VENIVIDIVICI k©ú£om

i = 5 a potom i = 17.b) Zakódujte otvorený text �Roma aeterna do
et� k©ú£om i = 7 a otvorený text�Homines sumus, non dei!� k©ú£om i = 13.Ako dekóduje príjem
a kryptotext? Jednodu
ho, kaºdé písmeno kryptotextunahradí písmenom, ktoré sa na
hádza v abe
ede o tri pozí
ie sk�r. Zodpovedáto oto£eniu pásu na obr. 7.3 o tri pozí
ie do©ava. Pritom sa napríkladpísmeno S kryptotextu nahradí písmenom P, písmeno U sa nahradí písmenomR a L sa nahradí I. Teda ke¤ príjem
a de²ifruje kryptotextSULPXPQHQRFHDVk©ú£om i = 3, dostane otvorený textPRIMUMNENOCEASÚloha 7.2 De²ifrujte kryptotext WYPTBTBAWYVMPJLHZ k©ú£om i = 7.Úprimne povedané, Caesar ne
h
el zbyto£ne riskova´, ºe niekto takýto re-latívne jednodu
hý kryptosystém po
hopí, a preto v kryptotexte (po po-sunutí písmen) nahradil písmená v latinke, písmenami gré
kej abe
edy. Takºeprijímate© musel najsk�r nahradi´ gré
ke písmená, aby dostal príslu²ný kryp-totext v latinke, a aº potom posunú´ pomo
ou k©ú£a abe
edu naspä´.Jules Verne vo svoji
h románo
h pouºíva rov²eobe
ený Cézarov kryptosys-tém. K©ú£ mohlo by´ ©ubovo©né 
elé £íslo. Pre 
elé £íslo s m 
iframi
A = a1a2 . . . amrozdelil text na bloky d¨ºky m a j-te písmeno v kaºdom bloku nahradil pís-menom, ktoré je v abe
ede o aj pozí
ií za ním. Napríklad pre a = 316 aotvorený text C R Y P T O G R A P H Y3 1 6 3 1 6 3 1 6 3 1 6,dostaneme 
ryptotextFSESUUJSGSIENa rozdiel od ve
néhopostupu Cézarovho ²ifrovania, Ri
helieov sp�sob ²ifrova-nia by sa dal ozna£i´ ako umenie. Nasledujú
i príklad pouºitia RICHE-LIEU kryptosystému po
hádza od Salomaa [Sal96℄. Kryptotext je oby£ajnýpopísaný list papiera. Kaºdé písmeno má svoje presné miesto, napríklad Hleºí v druhom riadku a tre´om st¨p
i na obr. 7.4 (b). K©ú£ je mati
a na
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vi£ 208 KAPITOLA 7

(a)
I L O V E Y O U

I H A V E Y O U

D E E P U N D E R

M Y S K I N M Y

L O V E L A S T S

F O R E V E R I N

H Y P E R S P A C E(b)
I L O V E Y O U

I H A V E Y O U

D E E P U N D E R

M Y S K I N M Y

L O V E L A S T S

F O R E V E R I N

H Y P E R S P A C E(
)obr. 7.4obr. 7.4 (a), v ktorej sú ur£ité (sivé) polí£ka zakryté a ur£ité otvorené. Cezotvorené polí£ka vidíme otvorený text. (obr. 7.4 (
))YOUKILLATONCE.7.3 Kedy je kryptosystém bezpe£ný?�udia sa ustavi£ne snaºia dosiahnu´ bezpe£nos´. D�vody i
h úzkosti sú £astopo
ity neistoty a nebezpe£na. No veda a najmä fyzika nás u£ia, ºe absolút-na istota neexistuje. Bezhlavo sa o ¬u usilova´ m�ºe sp�sobi´ aº zdravotné
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vi£ 7.3 KEDY JE KRYPTOSYSTÉM BEZPE�NÝ? 209problémy. Lep²ie je nau£i´ sa ºi´ s neistotou. Napriek tomu má ale zmyselusilova´ sa o dosiahnute©né bezpe£nostné záruky. Kedy budeme povaºova´kryptosystém za �bezpe£ný�? Vºdy vtedy, ke¤ ná² protivník, alebo niektonepovolaný nebude vedie´ na základe kryptotextu zrekon²truova´ zodpoveda-jú
i otvorený text. Táto poºiadavka má dve moºné interpretá
ie. Malo byby´ ´aºké, ak nie nemoºné, aby kryptoanalytik de²ifroval kryptotext, ke¤nevie ni£ o kryptosystéme, alebo aj vtedy, ak je umenie ako text za²ifrova´známe a neznámy je iba ²ifrova
í k©ú£? Prvú moºnos´, ke¤ u
hovávame vtajnosti sp�sob ²ifrovania nazývame �Se
urity by Obs
urity� a nepovaºuje saza dostato£nú na de�novanie bezpe£nosti kryptosystému. D�vodom je na²askúsenos´, ºe je to vºdy len otázka £asu, kým niekto príde na sp�sob, ako sav novom systéme ²ifruje.Preto uº v 19. storo£í sformuloval Auguste Ker
kho�s nasledujú
u bezpe£nos-tnú poºiadavku, ktorú poznáme ako Ker
kho�sov prin
íp:Kryptosystém je bezpe£ný, ke¤ z prijatého kryptotextu nevieme bezznalosti k©ú£a odvodi´ p�vodný otvorený text, ho
i sp�sob ²ifrova-nia je verejne známy.Kryptosystém CAESAR nie je navidomo£i v uvedenom zmysle bezpe£ný.Ke¤ je známy jeho prin
íp, tak na to, aby sme roz²ifrovali ©ubovo©ný kryp-totext, sta£í vyskú²a´ v²etký
h 25 moºný
h k©ú£ov.Z tohto príkladu m�ºeme hne¤ usúdi´, ºe bezpe£ný kryptosystém musí ma´na výber z ve©kého po£tu k©ú£ov. Sta£í to ale naozaj? Vylep²ime systémCAESAR tým, ºe dovolíme vytvára´ ©ubovo©né dvoji
e písmen. K©ú£ombude teraz takzvaná permutá
ia z 26 písmen, ktorú si m�ºeme predstavi´ako 26-ti
u £ísiel od 1 po 26, pri£om kaºdé £íslo od 1 po 26 sa v nej vyskytujeiba raz. Napríklad nasledujú
i k©ú£(26, 5, 1, 2, 3, 4, 25, 24, 23, 8, 9, 22, 21, 20, 7, 6, 10, 11, 18, 17,12, 13, 19, 14, 16, 15)zodpovedá ²ifrovaniu, pri ktorom sa písmeno A nahradí 26. písmenom - Z,písmeno B sa nahradí piatym písmenom - E, písmeno C písmenom A, at¤.obr. 7.5 znázor¬uje zodpovedajú
e dvoji
e písmen.Ke¤ pouºijeme tento k©ú£ dostaneme kryptotextEJZFWLZQZMEBWNZMCXBEJCQUMFKXBEJWKSZAYSCLCQMz nasledujú
eho otvoreného textuCHODSVOJOUCESTOUANECHAJLUDINECHSIROZPRAVAJU
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vi£ 210 KAPITOLA 7

obr. 7.5Úloha 7.3 De²ifrujte nasledujú
e kryptotexty, ktoré vznikli pouºitím k©ú£az obr. 7.5.BZTQCZVWYXWCKWa)b) YCBLVBWRQBCKRAXVLCRRCVDLCKDKCLBCKo©ko k©ú£ov má tento kryptosystém? Na zakódovanie písmena A máme navýber z 26 písmen. Po tom, £o si zvolíme za²ifrovanie písmena A, máme e²te25 moºností ako zakódova´ B. Pre písmeno C máme 24 moºností, at¤. Takºepo£et r�zny
h k©ú£ov je
26! = 26 · 25 · 24 · 23 · . . . · 3 · 2 · 1£o je (v re£i kombinatoriky) po£et v²etký
h permutá
ií 26 prvkov. Je toozaj obrovské £íslo, pribliºne 4.03 · 1026. Takýto po£et k©ú£ov nik nem�ºepreskú²a´ ani s pomo
ou najrý
hlej²í
h po£íta£ov.Je teda uº kryptosystém bezpe£ný? Odpove¤ je, ºia©, jednozna£ná: �nie�.Na to, aby sme objavili ten správny k©ú£, nemusíme nevyhnutne vyskú²a´v²etky moºné. Posta£í nám ²ikovná my²lienka, ktorá nepri²la na um tvor
ovikryptosystému a systém po©ahky prelomíme. V prípade ²ifrovania permutá-
iou písmen sta£í vedie´, v ktorom prirodzenom jazyku sa komunikuje. Prekaºdý prirodzený jazyk je známe, ako £asto sa vyskytujú jednotlivé písmenáv slová
h a tieto po£etnosti sú navzájom dos´ r�zne. Okrem toho sa niektorékombiná
ie písmen vyskytujú £astej²ie, napríklad v nem£ine je to SS aleboSCH. Toto kryptoanalytikovi sta£í na to, aby kryptotext roz²ifroval, a tedaaj ur£il tajný k©ú£.Uvedený príklad ilustruje, ako ´aºko je formálne u
hopi´ pojem �neby´ s
hop-ný, alebo len ve©mi ´aºko de²ifrova´�. V Kerkho�sovej de�ní
ii bezpe£nostije navy²e jeden stupe¬ vo©nosti. Nejde iba o samotný kryptosystém, ale ajo protivníka. �o je nemoºné pre niektorého protivníka, m�ºe by´ pre inéhohra£kou. �o m�ºeme o protivníkovi predpoklada´, alebo ako dosta´ v²etký
hprotivníkov pod spolo£ný klobúk?



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 7.4 SYMETRICKÉ KRYPTOSYSTÉMY 211Dlhotrvajú
u nejasnos´ pojmu bezpe£nos´ v kryptológii ukon£ila informatika.Zjednotila v²etky rovnako jednodu
hé, ako aj geniálne, stratégie kryptoana-lytikov pod pojem algoritmus.Kryptosystém povaºujeme za bezpe£ný, ke¤ neexistuje efektívny(randomizovaný polynomiálny) algoritmus, ktorý na základe poz-nania kryptotextu a sp�sobu ²ifrovania, bez tajného k©ú£a vypo£ítap�vodný otvorený text.Je zrejmé, ºe takáto de�ní
ia bezpe£nosti kryptosystému nemohla vzniknú´pred zavedením pojmu algoritmus.5 Tým vieme vyjadri´ prvé dve d�leºitépoºiadavky na �dobrý�kryptosystém v terminológii teórie zloºitosti.(i) �ifrovanie a de²ifrovanie vieme pri známom k©ú£i realizova´ efektívnymalgoritmom.(ii) De²ifrovanie bez k©ú£a predstavuje ´aºký (prakti
ky nerie²ite©ný) prob-lém.7.4 Symetri
ké kryptosystémyKryptosystémy, o ktorý
h bola doposia© re£ nazývame symetri
ké. Slo-vo symetri
ké znamená, ºe odosielate© i prijímate© správy sú rovno
enní vtom zmysle, ºe rovnaký tajný k©ú£ sa pouºije na za²ifrovanie aj de²ifrovaniesprávy. V prin
ípe by si mohol odosielate© s prijímate©om ho
ikedy vzájomnevymeni´ úlohy bez toho, aby zmenili k©ú£. I
h komuniká
iu m�ºeme teda
hápa´ ako rozhovor alebo vzájomnú výmenu informá
ií.Teraz si ukáºeme bezpe£ný symetri
ký komunika£ný systém. Pre ú£ely tohtokryptosystému budeme 
hápa´ otvorený text ako postupnos´ núl a jednotiek.Nijako nás to neobmedzí, pretoºe kaºdé písmeno a ©ubovo©ný symbol, ktorývieme napísa´ na klávesni
i, má ASCII kód, ktorý je binárnou reprezentá-
iou príslu²ného symbolu v po£íta£i. Takto sa dá kaºdý text premeni´ napostupnos´ núl a jednotiek.Ako k©ú£ pouºijeme tieº postupnos´ núl a jednotiek, napríklad zoberiemenieko©ko sto náhodne vygenerovaný
h bitov, aby sme prípadnému tretiemus´aºili, alebo mu aº úplne znemoºnili k©ú£ nejakým sp�sobom vypo£íta´.Sk�r ako de�nujeme sp�sob ²ifrovania a de²ifrovania, musíme sa nau£i´ jednuoperá
iu s bitmi (binárnymi £íslami). Táto operá
ia sa nazýva �exkluzívne5Zavedeniu pojmu algoritmus v¤a£íme za via
ero podobne podstatný
h pokrokov vo vede.
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vi£ 212 KAPITOLA 7alebo� alebo �XOR�, ozna£uje sa ⊕ a de�nujeme ju nasledujú
o:

0⊕ 0 = 0 1⊕ 1 = 0 0⊕ 1 = 1 1⊕ 0 = 1Na základe ozna£enia zo 6. kapitoly platí a⊕ b = a + b mod 2. Dva rovnakés£ítan
e dávajú nulu a dva r�zne dávajú jednotku.Predpokladajme, ºe k©ú£ je 01001011. K©ú£ má d¨ºku 8 a m�ºeme ho pouºi´na za²ifrovanie 8 bitov otvoreného textu. Pritom pouºijeme i-ty bit k©ú£a aoperá
iou ⊕ za²ifrujeme i-ty bit otvoreného textu. Názorne to vidie´, ke¤ sik©ú£ napí²eme pod otvorený text:otvorený text 00001111
⊕ k©ú£ 01001011= kryptotext 01000100

i-ty bit kryptotextu je XOR-sú£et i-teho bitu otvoreného textu a i-teho bituk©ú£a. Teraz pouºijeme rovnaký postup na roz²ifrovanie:kryptotext 01000100
⊕ k©ú£ 01001011= otvorený text 00001111Vidíme, ºe to funguje a dostaneme p�vodný otvorený text. Je to zaloºenéna skuto£nosti, ºe

a⊕ a = 0 a teda platí b⊕ a⊕ a = bDvojnásobné pouºitie k©ú£a nás privedie k p�vodnému textu. Inak povedanédruhé pouºitie k©ú£a zru²í jeho prvé pouºitie. Okrem toho platí aj
a⊕ b = b⊕ a.Preto hovoríme, ºe tento sp�sob ²ifrovania je komutatívny.Úloha 7.4 Za²ifrujte a de²ifrujte otvorený text 0001110011 s k©ú£om 0101101001.Úloha 7.5 Vytvorte podobný kryptosystém, ktorý bude zaloºený na nasledujú
ejmaskova
ej binárnej operá
ii:

0 ⊥ 0 = 1 1 ⊥ 0 = 0 1 ⊥ 1 = 1 0 ⊥ 1 = 0Druhý bit b v a ⊥ b nazývame maskova
í. Ke¤ b = 1, tak sa prvý bit skopíruje. Av prípade ke¤ b = 0, sa prvý bit a preklopí na ā (teda 1 na 1̄ = 0 a 0 na 0̄ = 1).
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vi£ 7.4 SYMETRICKÉ KRYPTOSYSTÉMY 213a) Pouºite operá
iu ⊥ na za²ifrovanie a de²ifrovanie otvoreného textu 00110011k©ú£om 00101101.b) Zd�vodnite, pre£o aj kryptosystém zaloºený na operá
ii ⊥ funguje.
) �o majú operá
ie ⊥ a ⊕ spolo£né? Je medzi nimi úzky vz´ah?Ak je na otvorený text pouºitý ako �maska� k©ú£, ktorý náhodne generujúodosielate© aj príjímate©6, dá sa matemati
ky zd�vodni´, pre£o sa krypto-text kaºdému inému zdá ako náhodná postupnos´ bitov. V takom prípadenepom�ºu kryptoanalytikom ani hypoteti
ky pouºite©né exponen
iálne algo-ritmy a najrý
hlej²ie po£íta£e. Takýto kryptosystém m�ºeme povaºova´ prijednorazovom pouºití ako bezpe£ný. Ke¤ máme dlhý otvorený text, ²ifru-jeme ho zvy£ajne podobným sp�sobom k©ú£om s pevnou d¨ºkou n, pri£omotvorený text rozdelíme na úseky d¨ºky n a kaºdý z ni
h za²ifrujeme k©ú£omosobitne. Napríklad ke¤ je k©ú£ 0101, rozdelíme otvorený text1111001100001101na ²tyri £asti 1111, 0011, 0000 a 1101 a kaºdú £as´ za²ifrujeme samostatne aodo²leme postupnos´ vzniknutý
h kryptotextov1010011001011000.To je typi
ký sp�sob pouºitia kryptosystémov, vytvorený
h pre otvorené tex-ty pevnej d¨ºky.V prípade XOR-kryptosystémov sa takéto roz²írenie neodporú£a, pretoºe priopakovanom pouºití rovnakého k©ú£a, je moºné ho ur£i´. Platíotvorený text⊕ kryptotext = k©ú£ (7.1)Preveríme, £i to platí na na²om prvom príklade s k©ú£om 01001011.otvorený text 00001111

⊕ kryptotext 01000100= k©ú£ 01001011Pre£o je to tak? otvorený text⊕ k©ú£ = kryptotext (7.2)zodpovedá ²ifrovaniu. Teraz pripo£ítajme z©ava k obom stranám rovni
e(7.2) otvorený text a dostaneme:otvorený text⊕ otvorený text⊕ k©ú£ = otvorený text⊕ kryptotext (7.3)6teda ho nie je potrebné prená²a´
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vi£ 214 KAPITOLA 7Ke¤ºe a⊕ a = 0 pre kaºdý bit aotvorený text⊕ otvorený text = 00 . . . 00.A ke¤ºe 0⊕ b = b pre kaºdý bit b, ©avá strana rovni
e (7.3)sa rovná k©ú£u,£ím dostávame rovni
u (7.1).Rovni
a (7.1) je pre bezpe£nos´ kryptosystému ve©mi nebezpe£ná. Kebysa pri via
násobnom pouºití rovnakého k©ú£a dostal nepriate©ovi nejako dorúk £o len jediný pár (otvorený text, kryptotext), okamºite by vyuºitím (7.1)vedel vypo£íta´ k©ú£ a de²ifrova´ v²etky nasledujú
e kryptotexty. Z tohto, alenielen z tohto d�vodu je XOR-kryptosystém bezpe£ný iba pri jednorazovompouºití k©ú£a.Úloha 7.6 (tvrdý orie²ok) Pokúste sa vytvori´ bezpe£ný kryptosystém pre nasle-dujú
u úlohu. Osoba A za²ifruje otvorený text k©ú£om, ktorý pozná len ona (tajnáspráva). Správa je ur£ená pre dvo
h ©udí B a C. Osoba A 
h
e tajný k©ú£ rozdeli´medzi B a C tak, aby ani jeden z ni
h nebol s
hopný kryptotext sám de²ifrova´ aani zisti´ £o len jediný bit otvoreného textu. Ke¤ ale B a C budú spolupra
ova´,kryptotext bez problémov roz²ifrujú.Sú aj iné symetri
ké kryptosystémy, ktoré sú bezpe£né a pri ktorý
h dokon
abez váhania m�ºeme k©ú£ opakovane pouºi´. Najznámej²í a v sú£asnosti na-jroz²írenej²í symetri
ký kryptosystém je DES (Data En
ryption Standard),ktorý bol vyvinutý spolo£ne IBM a NSA (National Se
urity Agen
y). Pouºí-va sa v ¬om okrem iný
h aj operá
ia XOR, ale je príli² zloºitý na to, abysme ho tu opísali.Napriek doteraz spo©ahlivému pouºitiu nieko©ký
h symetri
ký
h kryptosys-témov nie sme e²te na kon
i ná²ho h©adania bezpe£ného systému. Problémje v tom, ºe symetri
ké kryptosystémy sa dajú spo©ahlivo pouºi´ iba v prí-pade, ke¤ sa odosielate© a prijímate© dopredu dohodnú na spolo£nom k©ú£i.Ale ako to majú urobi´ bez toho aby sa stretli? Ako sa majú na za£iatkubez kryptosystému a prostrední
tvom nie bezpe£ného komunika£ného kanáladohovori´ na spolo£nom k©ú£i? Rie²enie tohto problému je predmetom nasle-dujú
ej podkapitoly.7.5 Zhodnutie sa na spolo£nom k©ú£i 
ezne
hránený verejný komunika£ný kanálDve osoby, Ali
a a Bob, 
h
ú vytvori´ spolo£ný symetri
ký kryptosystém.Sp�sob ²ifrovania je obom známy, potrebujú sa iba dohodnú´ na spolo£nom
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vi£ 7.5 DOHODNUTIE SA NA SPOLO�NOM K�Ú�I 215k©ú£i. Pretoºe sa ale nem�ºu stretnú´ osobne, musia sa dohodnú´ na tomtospolo£nom tajomstve bez kryptosystému a len vyuºitím verejného komu-nika£ného kanála, ktorý m�ºe kaºdý odpo£úva´. Je to v�be
 moºné?Odpove¤ je �áno�, a je prekvapujú
e ako elegantne sa dá tento problémvyrie²i´. Ukáºeme si najprv názorne hlavnú my²lienku pomo
ou truhli
ea nie stoper
entne spo©ahlivého posla. Ali
a pouºije zámok, od ktorého mák©ú£ iba ona a analogi
ky Bob pouºije zámok, ktorý vie otvori´ len on.7 Al-i
a sa s Bobom dohodne, ºe budú
i spolo£ný k©ú£ vloºí do truhli
e a po²leBobovi. Postupujú nasledujú
o:1. Ali
a vloºí tajný k©ú£ do truhli
e a uzamkne ju svojim zámkom. Okremnej truhli
u nem�ºe nik otvori´, lebo iba ona má správny k©ú£ od svojhozámku. Truhli
u po²le Bobovi.2. Posol prinesie truhli
u Bobovi, ktorý ju samozrejme tieº nevie otvori´.Namiesto toho, aby sa ju pokú²al otvori´, aj Bob zamkne truhli
u jehozámkom. Truhli
u uzamkutú dvomi zámkami po²le naspä´ Ali
i. Teraznik nem�ºe truhli
u otvori´.3. Ali
a dostane truhli
u s dvomi zámkami. Odomkne ju a odstráni svojzámok. Na truhli
i zostal iba Bobov zámok, a tak po²le truhli
u znovaBobovi.4. Bob dostane truhli
u, zamknutú iba jeho zámkom. Otvorí ho a z truh-li
e si prevezme spolo£ný tajný k©ú£.Dohovorenie sa na tajomstve je zábavným sp�sobom znázornené na obr. 7.6od Arto Salomaa [Sal96℄.

obr. 7.67Nemajú e²te spolo£ný k©ú£.
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vi£ 216 KAPITOLA 7Úloha 7.7 (tvrdý orie²ok) Ali
a 
h
e rovnaký tajný k©ú£ bezpe£ne posla´ trom¤al²ím osobám. Jedna moºnos´ je zopakova´ trikrát horeopísanú pro
edúru. Prit-om bude musie´ posol beºa´ 3 · 3 = 9 krát medzi dvoma ©u¤mi. Dá sa uskuto£ni´odovzdanie k©ú£a trom osobám tak, aby posol musel beºa´ menejkrát?

odosielate© zamkne
otvorený text 101011

⊕ k©ú£ odosielate©a 011011prvý kryptotext 110000
príjmate© zamkne

prvý kryptotext 110000
⊕ k©ú£ príjem
u 101010druhý kryptotext 011010

odosielate© odomkne
druhý kryptotext 011010

⊕ k©ú£ odosielate©a 011011tretí kryptotext 000001
príjmate© odomkne

tretí kryptotext 000001
⊕ k©ú£ príjem
u 101010otvorený text 101011obr. 7.7Dá sa tento pro
es realizova´ aj elektroni
ky? Skúsme to najprv s operá
iouXOR. Týmto sp�sobom dostaneme ve©mi jednodu
hú implementá
iu (real-izá
iu) truhli
e s dvomi zámkami. Ako nesk�r uvidíme, táto implementá
iae²te nesp¨¬a v²etky bezpe£nostné kritéria. Na obr. 7.7 je znázornený priebehkomuniká
ie medzi odosielate©om a príjem
om.Odosielate© (Ali
a) 
h
e príjem
ovi oznámi´ k©ú£, ktorý je znázornený na obr.7.7 ako otvorený text. Otvorený text je postupnos´ núl a jednotiek. Súkrom-né k©ú£e odosielate©a a príjem
u sú tieº postupnosti núl a jednotiek a majúrovnakú d¨ºku ako otvorený text. Postup má tri komunika£né kroky, preto
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vi£ 7.5 DOHODNUTIE SA NA SPOLO�NOM K�Ú�I 217ho v kryptogra�i nazývame komunika£ný protokol. Priebeh protokolu jenasledujú
i:1. Odosielate© vypo£ítaotvorený text ⊕ k©ú£ A = krypto 1a po²le krypto 1 príjem
ovi.2. Príjem
a vypo£ítakrypto 1 ⊕ k©ú£ B = krypto 2a po²le krypto 2 naspä´ odosielate©ovi.3. Odosielate© vypo£ítakrypto 2 ⊕ k©ú£ A = krypto 3[v²imnime si, ºe platíkrypto 3 = krypto 2 ⊕ k©ú£ A= krypto 1 ⊕ k©ú£ B ⊕ k©ú£ A{lebo krypto 2 = krypto 1 ⊕ k©ú£ B}= otvorený text ⊕ k©ú£ A ⊕ k©ú£ B ⊕ k©ú£ A{lebo krypto 1 = otvorený text ⊕ k©ú£ A}= otvorený text ⊕ k©ú£ A ⊕ k©ú£ A ⊕ k©ú£ B{v¤aka komutatívnosti ⊕ m�ºemevymeni´ poradie argumentov}= otvorený text ⊕ k©ú£ B{lebo a⊕ a = 0 a b⊕ 0 = b}.℄4. príjem
a vypo£ítakrypto 3 ⊕ k©ú£ B = otvorený text ⊕ k©ú£ B ⊕ k©ú£ B{pretoºe, ako sme pred 
hví©ou ukázali,krypto 3 = otvorený text ⊕ k©ú£ B}= otvorený textÚloha 7.8 Zahrajte sa tak, ºe vyskú²ate priebeh komunika£ného protokolu nabezpe£nú výmenu k©ú£a pre nasledujú
e údaje: otvorený text a zárove¬ aj budú
itajný k©ú£ je 01001101. K©ú£ odosielate©a je 01010101 a k©ú£ príjem
u je 10101010.Pri opise komunika£ného protokolu na výmenu k©ú£a sme zd�vodnili, pre£otakto príjem
a na kon
i skuto£ne dostane odoslaný k©ú£. Hlavná my²lienka
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vi£ 218 KAPITOLA 7spo£íva v tom, ºe druhé aplikovanie k©ú£a automati
ky zru²í prvé aplikovanieaj keby boli medzi týmito apliká
iami iné ak
ie. M�ºeme to zapísa´ taktotext ⊕ k©ú£ ⊕ ak
ie ⊕ k©ú£ = text ⊕ ak
ie ⊕ k©ú£⊕ k©ú£

︸ ︷︷ ︸zru²í sa= text⊕ak
ie.Úloha 7.9 Opísaný protokol funguje pretoºe operá
ia ⊕ má pekné vlastnosti a⊕
a = 0, a⊕ b = b⊕ a a b⊕ 0 = b. Preskúmajte, £i sa dá tento komunika£ný protokolimplementova´ pomo
ou operá
ie ⊥ .Je tento komunika£ný protokol bezpe£ný? Poskytuje rovnakú záruku bezpe£nos-ti ako truhli
a s dvoma zámkami? Bohuºia© nie. V prípade, ºe kryptoan-alytik nepozná postup a získa iba jednotlivé kryptotexty, ktoré sa v rám
iprotokolu posielajú, nevie i
h odlí²i´ od náhodný
h postupností bitov. Vtomto zmysle je na²a implementá
ia postupu bezpe£ná. Pod©a Kerkho�sovhoprin
ípu musíme ale po£íta´ s tým, ºe protivník pozná komunika£ný protokola jediné, £o nevie, sú dva tajné náhodne vygenerované k©ú£e. Ako vidno znasledujú
eho výpo£tu, ke¤ ale získa v²etky tri kryptotexty (obr. 7.7), vieur£i´ k©ú£e odosielate©a i príjem
uk©ú£ príjem
u = prvý kryptotext ⊕ druhý kryptotextk©ú£ odosielate©a = druhý kryptotext ⊕ tretí kryptotextÚloha 7.10 Vyuºitím vlastností operá
ie⊕ overte platnos´ pred
hádzajú
i
h rovní
na výpo£et k©ú£ov odosielate©a a príjem
u.Tým je prezradené 
elé tajomstvo, lebo sta£í jeden z ni
h, aby sme de²ifrovaliotvorený text:otvorený text = k©ú£ odosielate©a ⊕ prvý kryptotextotvorený text = k©ú£ príjem
u ⊕ tretí kryptotextAko vidie´, ná² komunika£ný protokol nie je ve©mi bezpe£ný. Nedal by sa ne-jako ná² �fyzi
ký� postup s truhli
ou a dvoma zámkami prenies´ do digitálne-ho sveta pri za
hovaní rovnakej miery bezpe£nosti? Túto otázku zodpovedalikladne v roku 1976Whit�eld Di�e a Martin Hellman [DH76℄. Pouºili pri tom²ikovným sp�sobom po£ítanie modulo prvo£íslo, s ktorým sme narábali uº vKapitole 6. Opí²eme tento postup podobným sp�sobom ako na obr. 7.7, beztoho aby sme za
hádzali do podrobného matemati
kého zd�vodnenia jehosprávnosti. Pokia© nemáte k matematike vz´ah, nevadí, m�ºete nasledujú
iopis protokolu presko£i´.Komunika£ný protokol Di�e-Hellman
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hodisková situá
ia: odosielate© a príjem
a sa otvorene dohodnú nadvo
h ve©ký
h prirodzený
h £ísla
h c a p, pri£om p je prvo£íslo a platí, ºe

c < p.Odosielate© náhodne vygeneruje £íslo aODO a toto £íslo bude jeho tajnýsúkromný k©ú£.Príjem
a vygeneruje náhodne £íslo aPRI a to bude tajný k©ú£ príjem
u, ktorýnik okrem neho nepozná.Spolo£ná úloha príjem
u a odosielate©a je po vzájomnej komuniká
ii vypo£í-ta´ nový k©ú£, ktorý bude i
h spolo£ným tajomstvom a ktorý obaja pouºijúpri symetri
kom ²ifrovaní.Postup1. Odosielate© vypo£ítaKryptotext 1 = caODO mod pa po²le £íslo kryptotext 1 príjem
ovi.2. Príjem
a vypo£ítaKryptotext 2 = caPRI mod pa po²le kryptotext 2 odosielate©ovi.3. Odosielate© vypo£íta
SA = (kryptotext 2)aODO mod pa SA povaºuje za nový spolo£ný k©ú£.4. Príjem
a vypo£íta
SB = (kryptotext 1)aPRI mod pa SB povaºuje za nový spolo£ný k©ú£.Jadrom úspe
hu je, ºe platí SA = SB. Neuvedieme presné matemati
kézd�vodnenie. Vidíme ale, ºe SA nie je ni£ iné, neº c za²ifrované najprvs aPRI a potom s aODO. K©ú£ SB je tieº za²ifrované c najprv s aODO apotom s aPRI . Teda sú oba SA aj SB za²ifrované s aODO a s aPRI , len vopa£nom poradí. To je také, ako ke¤ v jednom prípade truhli
u zamknemenajprv ©avým a potom pravým zámkom a v druhom prípade najprv pravým apotom ©avým zámkom. Je o£ividné, ºe v prípade truhli
e je výsledok rovnaký.Matemati
ká funk
ia ca mod p tu bola zvolená preto, aby ani poradie pouºitiasúkromný
h k©ú£ov aODO a aPRI nehralo úlohu.
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ov k©ú£ u
hované v tajnosti, tak je sp�sob²ifrovania Di�e-Hellmana pod©a na²i
h doteraj²í
h kritérií bezpe£ný8. Právepri pojme bezpe£nos´ musíme by´ ale opatrnej²í. Jasne sme sformulovali, £opovaºujeme za bezpe£ný kryptosystém v prípade posielania správy sp�sobomCAESAR alebo DES. Pri komunika£ný
h protokolo
h, ktoré vyuºívajú vi-a
násobnú výmenu informá
ií, sa musíme e²te raz zamyslie´ nad pojmombezpe£nos´.Doteraz sme uvaºovali pasívneho protivníka (kryptoanalytika). Mohol na£ú-va´, dozvedie´ sa kryptotext a potom sa pokú²a´ rozlúsknu´ ho. Vo£i také-muto pasívnemu protivníkovi je na²a výmena k©ú£ov bezpe£ná. Ale v²etko jeinak, ke¤ máme do £inenia s aktívnym protivníkom, ktorý sa nazýva ak-tívny preto, lebo vstupuje do komuniká
ie. Predstavte si nasledujú
i s
enár.Protivník prehovorí posla, aby truhli
u doniesol jemu namiesto príjem
ovi.Alebo preru²í vedenie tak, ºe kryptotext 1 sa dostane iba k nemu a nie k prí-jem
ovi. Potom protivník zamkne truhli
u svojím zámkom a po²le ju naspä´odosielate©ovi. Ten nevie, ºe namiesto pravého príjem
u komunikuje s pro-tivníkom, otvorí svoj zámok a po²le príjem
ovi truhli
u, zamknutú zámkomprotivníka. Nespo©ahlivý posol ju ale znovu zanesie protivníkovi, ktorý si juodomkne a získa tajomstvo. Odosielate© pri tom nemá najmen²ie podozrenie,ºe tajomstvo je prezradené.Vidíme, ºe ná² protokol e²te nie je v�be
 perfektný, ale potrebuje ¤al²ievylep²enia. �i sa vieme vysporiada´ aj s aktívnym protivníkom bude témouv nasledujú
om odseku.7.6 Kryptosystémy s verejnými k©ú£miNajprv vymenujeme slabé miesta doteraz predstavený
h symetri
ký
h kryp-tosystémov.(i) Symetri
ké kryptosystémy vyºadujú po£iato£nú bezpe£nú výmenu k©ú£ov.Vo£i aktívnemu protivníkovi ju nevieme spo©ahlivo zabezpe£i´.(ii) V praxi sa do komuniká
ie £asto zapája ve©a ú£astníkov. Informá
ieod mnohý
h sa zbierajú v 
entrále. Ak majú v²et
i rovnaký k©ú£,sta£í jediný zrad
a, a 
elý systém je odhalený. Ke¤ má kaºdý z ni
hvlastný k©ú£, treba vies´ administratívu o mnohý
h k©ú£o
h a navy²epri posielaní správy odosielate© musí vyda´ napospas svoju identitu.8Nie je známy efektívny algoritmus, ktorým by sa dal vypo£íta´ SA = SB z daný
h dvo
hkryptotextov a z c a p bez toho aby sme poznali k©ú£ odosielate©a alebo príjem
u.
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vi£ 7.6 KRYPTOSYSTÉMY S VEREJNÝMI K�Ú�MI 221(iii) Mnohé komunika£né úlohy sa nedajú realizova´ symetri
kými kryp-tosystémami. Pri elektroni
ký
h vo©bá
h sa 
h
eme preukáza´ akoprávoplatný voli£, ale pri samotnom hlasovaní sa ne
h
eme vzda´ anonymi-ty. Potrebujeme protokoly, ktorými m�ºeme preukáza´ kontrole na²uprávomo
 (tým, ºe vlastníme nejaké tajomstvo, napríklad doklad to-toºnosti, alebo heslo) bez toho, aby sme odhalili £o i len jeden bit tohtotajomstva.Tieto a iné prí£iny si vyºiadali ¤al²í intenzívny výskum v kryptogra�i. Prih©adaní rie²enia nám opä´ pomohli algoritmika a teória zloºitosti, pri£omsme na²u slabinu, totiº nes
hopnos´ rie²i´ ´aºké problémy, premenili na nana²u kryptogra�
kú silnú stránku. Hlavná my²lienka je zaloºená na exis-ten
ii takzvaný
h jednosmerný
h funk
ií, spomedzi ktorý
h máme nieko©kokandidátov, ktorí pri
hádzajú do úvahy. Ako jednosmernú funk
iu oz-na£ujeme funk
iu f s nasledujú
imi vlastnos´ami:(i) Funk
ia f sa dá efektívne vypo£íta´, teda sa dá pouºi´ na efektívnysp�sob ²ifrovania.(ii) Inverzná funk
ia f−1, ktorá z hodnoty f(x) vypo£íta spätne argument

x (f−1(f(x)) = x) sa nedá efektívne vypo£íta´; teda neexistuje efek-tívny (randomizovaný) algoritmus, ktorým z daného kryptotextu =
f(otvorený text), vypo£ítame argument otvorený text. Takºe je nazáklade na²ej de�ní
ie f(x) kryptotext bezpe£ný.(iii) Pre príjem
u ale musí existova´ moºnos´, ako z f(x) efektívne vypo£íta
x. Teda o funk
ii f musí existova´ nejaké tajomstvo (nie£o podobnéako bol svedok pri randomizovaný
h algoritmo
h), na základe ktoréhosa z f(x) dá x rý
hlo ur£i´.�o nám pom�ºe hypoteti
ká jednosmerná funk
ia f? Príjem
a pozná o fur£ité tajomstvo, o ktoré sa nemusí po£as komuniká
ie s nikým deli´ (obr.7.8). Funk
ia f , a tým aj sp�sob ²ifrovania m�ºu by´ verejne známe ak dispozí
ii kaºdému poten
iálnemu odosielate©ovi. Preto nazývame kryp-tosystémy, ktoré vyuºívajú jednosmerné funk
ie kryptosystémy s vere-jným k©ú£om (Publi
-Key-Cryptosystem). Je zrejmé, ºe pri tomto sp�-sobe odpadne problém s výmenou tajný
h k©ú£ov, lebo nepotrebujeme ma´spolo£né tajomstvo. Týmto sme odstránili slabé miesta (i) a (ii) symetri
k-ý
h kryptosystémov. Navy²e kryptosystémy s verejným k©ú£om sp¨¬ajú ajºelanie (iii), ale detailné vysvetlenie tejto skuto£nosti presahuje ráme
 tejtoknihy.Zatia© v²etko sedí. Ke¤ sa nám podarí nájs´ jednosmerné funk
ie, dosiah-neme vytúºený 
ie©. Existujú ale v�be
? Nevyzerajú tri poºiadavky na také-
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vi£ 222 KAPITOLA 7to funk
ie prepiate a neprirodzené? V nasledujú
om príklade sa vás pokúsimpresved£i´, ºe ná² nápad nie je v�be
 s
estný.

Prijímate©
jediný poznátajomstvo f

odosielate©1
odosielate©2 odosielate©3 odosielate©4odosielate©5

f(v)

f(w)

f(x)

f(y)

f(z)

obr. 7.8Uvaºujme nasledujú
i sp�sob ²ifrovania. Kaºdé písmeno jednozna£ne nahradímepostupnos´ou 14 desiatkový
h 
i�er. Pre kaºdé písmeno vyberieme náhodnez nejakého telefónneho zoznamu meno za£ínajú
e týmto písmenom a do kryp-totextu zapí²eme zodpovedajú
e telefónne £íslo. V prípade, ºe £íslo má menejako 14 
i�er, doplníme ho na za£iatku príslu²ným po£tom núl. Pod©a tohtonávodu dostaneme pre slovo KRYPTOGRAFIA napríklad:meno telefónne £ísloK Knuth 00128143752946R Rivest 00173411020745Y Yao 00127345912233P Papadimitriou 00372453008122T Thomas 00492417738429O Ogden 00012739226541G Good 00015402316555R Rabin 00048327450028A Adleman 00173555248001F Floyd 00013782442358I Ibarra 00124327010098A Aho 00183274553211Predpokladajme, ºe okrem prijímate©a správy majú v²et
i len klasi
ké tele-fónne zoznamy, ktoré sú abe
edne usporiadané pod©a priezvísk. S pomo-
ou taký
hto zoznamov by bolo ve©mi náro£né zisti´ k jednotlivým tele-
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vi£ 7.6 KRYPTOSYSTÉMY S VEREJNÝMI K�Ú�MI 223fónnym £íslam v kryptotexte príslu²né priezviská. Prijímate© správy má kdispozí
ii 
elosvetový telefónny zoznam, utriedený pod©a telefónny
h £ísiel,v¤aka ktorému vie kryptotext efektívne roz²ifrova´. Iné rie²enie, ktoré prídena um £asto ako prvé, je zavola´ na kaºdé £íslo. Okrem toho ºe tento sp�sobvyºaduje �nan£né náklady, nemáme nijakú istotu, ºe zistíme skuto£né menomajite©a telefónnej prípojky.Tento príklad ilustruje len my²lienku. Uvedený sp�sob ne
h
eme povaºova´za ozajstný kryptosystém, pretoºe pre po£íta£ nie je usporiadanie telefónnehozoznamu pod©a £ísiel nijako ´aºká úloha. Ako jednosmernú funk
iu budemepotrebova´ inú operá
iu.Aký
h kandidátov na jednosmerné funk
ie máme v praxi? Predstavíme na-jprv tri funk
ie, ktoré sp¨¬ajú podmienky (i) a (ii).1. NásobenieHo
ikto vie po©ahky vynásobi´ dve prvo£ísla p a q, f(p, q) = p · q.Vypo£íta´ ale z f(p, q) naspä´ hodnoty p a q je ´aºká úloha, na rie²eniektorej existujú len exponen
iálne algoritmy.2. Modulárna druhá mo
ninaJe ©ahké vypo£íta´ funk
iu fn(x) = x2 mod n. Umo
níme x na druhú,dostaneme x2, to vydelíme n a ur£íme zvy²ok po delení, x2 mod n. Vprípade ke¤ n nie je prvo£íslo, je algoritmi
ky ´aºké ur£i´ hodnotu xna základe známy
h hodn�t fn(x) a n.3. Modulárne umo
¬ovaniePre známe £ísla e a n a otvorený text c (povaºujeme ho za £íslo) ©ahkovypo£ítame £íslo a = ce mod n. Ke¤ n nie je prvo£íslo, je algoritmi
ky´aºké spätne ur£i´ otvorený text c zo známy
h hodn�t a, e a n.Zd�vodnenie, ºe kryptosystémy s verejným k©ú£om pra
ujú korektne, vyºadu-je ur£ité vedomosti z teórie £ísiel, ktoré nebudeme uvádza´. Z tohto d�voduobjasníme iba ako vytvoríme jednodu
hý kryptosystém s verejným k©ú£omzaloºený na modulárnej druhej mo
nine. Tento kryptosystém objavil Mi
haelO. Rabin, preto ho nazveme RABIN.Vytvorenie kryptosystému RABIN: Príjem
a vygeneruje náhodne dveve©ké prvo£ísla p a q, kaºdé pribliºne 500 
iferné. Tieto dve prvo£ísla sú jehotajomstvo. Potom príjem
a vypo£íta £íslo

n = p · q
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vi£ 224 KAPITOLA 7a zverejní ho spolu s funk
iou fn(x) = x2 mod n. Takto m�ºe ho
ikto za-²ifrova´ otvorený text x vypo£ítaním

fn(x) = x2 mod na kryptotext fn(x) posla´ príjem
ovi.Sp�sob £innosti kryptosystému RABIN: Odosielatelia otvorené texty
x za²ifrujú ako fn(x) = x2 mod n a po²lú príjem
ovi. Bez toho, aby smepoznali p a q nie je známy efektívny algoritmus, ktorý vypo£íta na základe
n a fn(x) otvorený text x. Príjem
a ur£í x na základe svojho tajomstva,hodn�t p a q. Hlavná my²lienka je takáto: pre ©ubovo©né prvo£íslo p sa dáefektívne vypo£íta´ x ako odmo
nina z fp(x). Vyuºitím teórie £ísiel príjem
avie ur£i´ odmo
ninu fn(x) modulo p a aj modulo q. Z tý
hto dvo
h odmo
nínvie ur£i´ aj otvorený text x ako odmo
ninu fn(x) modulo n = p · q.Príklad 7.1 Pretoºe ne
h
eme narába´ s £íslami, ktoré majú nieko©ko stodesiatkový
h 
i�er, na znázornenie sp�sobu vytvorenia kryptosystému RA-BIN pouºijeme len malé prvo£ísla p = 107 a q = 73. Príjem
a vypo£íta
n = p · q = 107 · 73 = 7811 a zverejní£íslo n = 7811 a sp�sob ²ifrovania x2 mod 7811Ho
ikto ho m�ºe pouºi´ a kladné 
elé £ísla men²ie neº 7811 ako otvorenétexty premeni´ na kryptotext, ktorý po²le príjem
ovi.Uvaºujme, ºe odosielate© 
h
e posla´ otvorený text x = 6204. Vypo£íta

x2 mod n = (6204)2 mod 7811= 38489616 mod 7811= 4819{lebo 38489616 = 7811 · 4927 + 4819 }Takºe kryptotext je 4819. Pretoºe stále po£ítame modulo n, je kryptotextvºdy men²í neº n.Ktoré £ísla z {1, 2, . . . , 7811} umo
nené na druhú modulo n = 7811 dajú £íslo4819? Bez toho aby sme poznali faktorizá
iu 7811 = 107 · 73, nevieme lep²ísp�sob ako vyskú²a´ skoro v²etký
h 7811 kandidátov. V prípade £ísiel n,ktorý
h ve©kos´ je aº 101000 je takýto postup ale fyzikálne nerealizovate©ný.Ke¤ poznáme prvo£initele n, vieme efektívne ur£i´ v²teky 
elé £ísla y, prektoré rovni
e
y2 mod n = kryptotext.
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 ²tyri také hodnoty y. Ktorý z ni
h je otvorený text,ur£íme pod©a významu. Alebo poºiadame Ali
u aby nám poslala navy²e e²tejeden bit obsahujú
i ²pe
iálnu £íselno teoreti
kú informá
iu. 2Úloha 7.11 Vytvorte zodpovedajú
i kryptosystém RABIN pre prvo£ísla 13 a 17.Ur£ite kryptotext k otvorenému textu 100. Nájdite v²etky y z {1, 2, . . . , 13 · 17} svlastnos´ou

y2 mod 13 · 17 = kryptotextPretoºe ne
h
eme ís´ hlb²ie do teórie £ísiel, nepokú²ame sa ani ukáza´, akovie príjem
a, v¤aka svojmu tajomstvu - rozkladu £ísla n - efektívne vypo£í-ta´ otvorený text. Je ale d�leºité poveda´, ºe nemáme matemati
ké d�kazyo tom, ºe predkladaní kandidáti na jednosmerné funk
ie sú naozaj jednos-merné funk
ie. Súvisí to s nám uº známym problémom, ºe nie sme s
hopnídokáza´ dolné odhady zloºitosti konkrétny
h problémov. A tak sú v²etkysystémy s verejným k©ú£om zaloºené len na skúsenosti, ºe sa doteraz niko-mu nepodarilo nájs´ efektívny algoritmus na výpo£et inverznej funk
ie f−1,teda ani na de²ifrovanie. Pre predstavený kryptosystém RABIN vieme, ºejeho prelomenie je rovnako ´aºké ako rozklad daného £ísla na prvo£initele.Presnej²ie sformulované, ke¤ vieme efektívne prelomi´ kryptosystém RABIN,vieme aj efektívne rozklada´ na prvo£ísla. A aj naopak platí, ºe ak existujeefektívny sp�sob rozkladu na prvo£initele, potom je moºné RABIN efektívneprelomi´. Vo©ba ve©kosti prvo£ísiel p a q v kryptosystéme RABIN s nieko©kosto desiatkovými 
iframi je potvrdená praxou, lebo ani najlep²ie algoritmyna rozklad na prvo£initele beºia
e na najrý
hlej²í
h sú£asný
h po£íta£o
hnevypo£ítajú p a q pre zadané n = p · q ani za miliardy rokov. Preto sa i
hve©kos´ zvä£²uje ako sa zvy²uje rý
hlos´ po£íta£ov.V £om sú prednosti systémov s verejným k©ú£om? Pokúsime sa o zhrnutie:(i) Máme iba jedno tajomstvo, ktoré je u príjem
u. Nemusí sa o¬ s nikýmdeli´, a preto sa ho nem�ºe ani nik od niekoho iného dozvedie´. Prí-jem
a si ho m�ºe sám vytvori´.(ii) Sp�sob ²ifrovania sa uverejní. To je jediná komuniká
ia pred pouºitímkryptosystému s verejným k©ú£om a táto komuniká
ia nevyºaduje ²ifrovanie.Po zverejnení sp�sobu ²ifrovania m�ºe príjem
ovi posla´ ho
ikto ²ifrovanúsprávu.Okrem uvedený
h dvo
h hlavný
h výhod kryptosystémov s verejným k©ú£omm�ºeme objavi´ ve©a ¤al²í
h výhod, ke¤ i
h 
h
eme pouºi´ na bezpe£nú ko-muniká
iu tam, kde sa nedajú pouºi´ symetri
ké kryptosystémy. Na ilustrá-
iu ukáºeme jednodu
hý komunika£ný protokol pre digitálny (elektroni
ký)
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vi£ 226 KAPITOLA 7podpis. Po právnej stránke je vlastnoru£ný podpis druh záruky pravosti. Vdigitálnej komuniká
ii (napríklad pri elektroni
kom prevode pe¬azí) nem�ºemeposkytnú´ vlastnoru£ný podpis. Okrem toho by sme 
h
eli, aby bol podpisvo£i fal²ovaniu bezpe£nej²í ako vlastnoru£ný podpis.Sformulujme presne na²e poºiadavky na komunika£ný protokol, ktorý 
h
emevytvori´. Zákazník Z 
h
e banke B preukáza´ záruku pravosti prevodnéhopríkazu z jeho ú£tu, alebo podpísa´ nejaký iný dokument. Pritom poºadu-jeme nasledujú
e:(i) Banka B musí by´ presved£ená o pravosti podpisu Z. Aj B, aj Z musiaby´ 
hránení pred tre´ou stranou (fal²ovate©om), ktorá sa 
h
e pred Bvydáva´ za Z.(ii) Z musí by´ u
hránený pred takými aktivitami B, pri ktorý
h B tvrdí, ºemá dokument podpísaný Z, ho
i Z ho nepodpísal (B sa nesmie nau£i´fal²ova´ podpis Z)(iii) V prípade, ºe Z podpísal dokument u, má B moºnos´ presved£i´ ho-
ikoho tretieho, ºe dokument u naozaj podpísal Z.Poºiadavku (i) dokáºeme splni´ aj symetri
kým kryptosystémom. Ale ºiadensymetri
ký kryptosystém nem�ºe zaru£i´ sú£asné splnenie podmienok (i) a(ii).Úloha 7.12 Vytvorte komunika£ný protokol pre digitálny podpis, zaloºený na kla-si
kom kryptosystéme, ktorý zaru£í splnenie poºiadavky (i).Vlastnos´ (ii) dokáºeme splni´ ´aº²ie neº (i), lebo na prvý poh©ad sa javíproti na²ej intuí
ii.Na jednej strane, podmienka (i), by sa B mala presved£i´ o pravostipodpisu Z, teda o£akávame, ºe bude vedie´ nie£o o sp�sobe pod-pisovania, aby mohla podpis overi´. Na druhej strane, podmienka(ii), B nesmie o tom, ako sa Z podpisuje, vedie´ prive©a, aby honevedela napodobni´.Napriek tomu vytvoríme na základe kon
eptu verejného k©ú£a protokol sp¨¬a-jú
i v²etky tri poºiadavky (i), (ii) a (iii).Vytvorenie protokoluZákazník Z má kryptosystém s verejným k©ú£om, pri£om jeho verejná ²ifrova-
ia funk
ia je �ifZ a tajná de²ifrova
ia funk
ia De²Z. Kryptosystém je komu-tatívny, teda pre ©ubovo©ný otvorený text platí
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vi£ 7.6 KRYPTOSYSTÉMY S VEREJNÝMI K�Ú�MI 227De²Z(�ifZ(otvorený text)) = otvorený text = �ifZ(De²Z(otvorený text))To znamená, ºe m�ºeme nielen najprv pouºi´ na ²ifrovanie �ifZ(otvorenýtext) a potom na de²ifrovanie De²Z(�ifZ(otvorený text)), ale na ²ifrovaniem�ºeme pouºi´ najprv aj De²Z(otvorený text) a potom na de²ifrovanie�ifZ(De²Z(otvorený text)) = otvorený text.Banka pozná verejnú ²ifrova
iu funk
iu �ifZ.Komunika£ný protokolVstup: Dokument u, ktorý má Z podpísa´.Postup:1. Z vezme dokument u a vypo£íta De²Z(u). Potom Z po²le banke Bdvoji
u

(u, De²Z(u))2. Pouºitím verejnej ²ifrova
ej funk
ie �ifZ na prijatý podpísaný dokumentDe²Z(u) banka B vypo£íta �ifZ(De²Z(u)) a porovnaním
u = �ifZ(De²Z(u))overí pravos´ podpisu.Splnenie podmienok korektnosti(i) Nik iný okrem Z nevie efektívne vypo£íta´ správu De²Z(u) (podpísanýdokument u). Takºe B je presved£ený o pravosti podpísaného doku-mentu.(ii) To ºe B pozná u a De²Z(u) jej nepom�ºe podpísa´ iný dokument u′ akoDe²Z(u′), lebo B nevie efektívne vypo£íta´ funk
iu De²Z.(iii) V¤aka tomu, ºe sp�sob ²ifrovania �ifZ je verejne známy, m�ºe bankaB ho
ikomu, kto má o to záujem, ukáza´ dvoji
u (u,De²Z(u)) a ten sim�ºe overi´ platnos´ podpisu vykonaním výpo£tu�ifZ(De²Z(u)) = uToto elegantné rie²enie problému digitálneho podpisu m�ºe p�sobi´ ozaj mag-i
ky. No to je iba za£iatok mnohý
h ¤al²í
h zázra£ný
h protokolov, ktoréneo£akávane rie²ia r�zne komunika£né úlohy. Od�vodnenie i
h správnostivyºaduje hlb²ie vedomosti z algebry, teórie £ísiel a algoritmiky, preto samusíme, ºia©, zrie
´ i
h prezentá
ie. Sú to jedny z najkraj²í
h príkladov
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inujú
ej uºito£nosti �su
hý
h� výsledkov matematiky, ktorýmsa £asto v na²om ²kolstve bohuºia© nevenuje patri£ná pozornos´.Úloha 7.13 V predstavenom protokole sa neudrºiava dokument u v tajnosti, lebosa prená²a ne²ifrovaný. Kaºdý, kto na£úva komuniká
ii, sa m�ºe dozvedie´, £o je v

u. Zme¬me teraz poºiadavku (iii) takto:(iii′) Nik tretí, kto na£úva komuniká
ii medzi B a Z, nesmie zisti´ obsah pod-písaného dokumentu.Navrhnite komunika£ný protokol, ktorý sp¨¬a v²etky tri poºiadavky (i), (ii) aj (iii′).Úloha 7.14 (tvrdý orie²ok) V²imnime si problém autenti�ká
ie. Tu netre-ba podpisova´ ºiaden dokument, ale musíme presved£i´ niekoho o na²ej identite.Poºiadavky na protokol pre autenti�ká
iu sú nasledujú
e:(i′) rovnaká ako (i), v zmysle, ºe B sa presved£ila o identite Z.(ii′) Z musí by´ 
hránený, pred aktivitami, v ktorý
h by B 
h
ela pred niekýmtretím vystupova´ ako Z.Predstavený protokol nie je vhodný na autenti�ká
iu. B sa po£as digitálnej komu-niká
ie dozvie podpis9 (u, De²Z(u)) a v komuniká
ii s tretím sa ním m�ºe preuka-zova´ ako Z. Navrhnite komunika£ný protokol, ktorý sp¨¬a (i′) a (ii′).�as´ o kryptosystémo
h s verejným k©ú£om zakon£íme nieko©kými poznámka-mi. Ke¤ sa teraz niekomu vidí, ºe kryptosystémy s verejným k©ú£om sú lenpre jednostranú komuniká
iu mnohý
h odosielate©ov jedinému príjem
ovi,neuvedomuje si e²te v²etky moºnosti. M�ºe komunikova´ kaºdý s kaºdým.Kaºdý, kto 
h
e komunikova´ si vygeneruje svoje vlastné tajomstvo (napr.
p a q) a zverejní vo verejnom telefónnom zozname zodpovedajú
u ²ifrova
iufunk
iu (napr. n = p · q). Ak 
h
eme niekomu súkromne napísa´, pouºi-jeme na za²ifrovanie otvoreného textu príslu²nú verejnú ²ifrova
iu funk
iupríjem
u.Kryptosystémy s verejným k©ú£om nepred£ia vo v²etký
h parametro
h sy-metri
ké kryptosystémy. Klasi
ké kryptosystémy, akým je DES, majú jednupodstatnú výhodu, ºe sú v¤aka hardvérovej realizá
ii £asto stovky krát rý
h-lej²ie ako kryptosystémy s verejným k©ú£om. To sa pri ve©ký
h objemo
h dátuº významne prejaví. V praxi to vedie k tomu, ºe kryptosystém s verejnýmk©ú£om sa pouºije iba na výmenu k©ú£a pre symetri
ký kryptosystém, ktorýsa vyuºíva pri ¤al²ej komuniká
ii10 na prenos v²etký
h ostatný
h údajov.9preukaz10to znamená na vä£²inu komuniká
ie.
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h objavov - 
esta krajinouzázrakov kryptogra�eKryptogra�a sa zaoberá tvorbou kryptosystémov umoº¬ujú
i
h bezpe£núvýmenu tajný
h informá
ií. P�vodne sa pestovala kryptogra�a ako ume-nie vytvárania tajný
h písiem. Komunikujú
i (odosielate© a príjem
a) a i
hprotivní
i (kryptoanalyti
i) hrali navzájom du
haplnú hru. Jedna stranavymyslela ²ifrovanie zaloºené na r�zny
h triko
h a druhá strana sa i
h snaºi-la nájs´ a odhali´ a prelomi´ tým daný kryptosystém. Pojem bezpe£nosti sapri tejto hre vtipný
h nápadov nedal v�be
 sformulova´.Auguste Ker
kho�s vypra
oval prvé poºiadavky na bezpe£nos´ kryptosys-tému zaloºené na tom, ºe spo©ahlivos´ kryptosystému závisí len na utajeník©ú£a (a nie na utajení sp�sobu ²ifrovania). To viedlo sprvu k predstave, ºena zaru£enie bezpe£nosti je nevyhnutný a posta£ujú
i ve©ký po£et k©ú£ov.Je to dos´ zrejmá poºiadavka, ale rý
hlo sa ukázalo, ºe bezpe£nos´ kryptosys-tému nezaru£í ani ve©ký po£et k©ú£ov.Na fundovanú de�ní
iu bezpe£nosti sme museli £aka´ aº pokým sa neza-£ali vytvára´ pojmy v informatike akými sú algoritmus, výpo£tová zloºitos´a tým aj efektívna (prakti
ká) rie²ite©nos´. Potom informatika de�novalabezpe£nos´ kryptosystému ako neexisten
iu efektívneho algoritmu, ktorý byumoºnil de²ifrova´ správu bez toho, aby poznal k©ú£. Od tohto okamihu saza£ínajú moderné dejiny kryptológie ako vednej dis
iplíny na hrani
i infor-matiky, matematiky a £oraz via
 aj fyziky11.Klasi
ké kryptosystémy sa vyzna£ujú tým, ºe k©ú£ ur£uje sp�sob ²ifrovania arovnako aj sp�sob de²ifrovania, tým predstavuje spolo£né tajomstvo príjem-
u a odosielate©a. Hlavným problémom je zhodnú´ sa na jednom spolo£nomk©ú£i sk�r ako máme k dispozí
ii bezpe£ný kryptosystém. Ukázali sme si,ºe vieme vytvori´ komunika£ný protokol, na výmenu k©ú£a, ktorý je alebezpe£ný len vo£i pasívnemu protivníkovi. Tajomstvo sa prezradí v prípade,ke¤ sa protivník vie zapoji´ do komunika£nej linky a vydáva´ sa za príjem
u.Vý
hodisko z tejto situá
ie prinieslo skon²truovanie kryptosystému s vere-jným k©ú£om. Hlavná my²lienka vy
hádza z teórie zloºitosti a takzvaný
hjednosmerný
h funk
ií. Jednosmerná funk
ia sa dá efektívne vypo£íta´, alezodpovedajú
a inverzná funk
ia nie, pokia© nemáme nejakú dodato£nú ve-domos´ (a tú má ako jediný iba príjem
a). Tajná dodato£ná vedomos´ hrá11kv�li kvantovým efektom pouºívaným v kryptogra�i. Via
 o tejto téme prezentujeme vkapitole 9.
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vi£ 230 KAPITOLA 7podobnú úlohu ako svedkovia pri vytváraní efektívny
h randomizovaný
halgoritmov. Samotná jednosmerná funk
ia je zverejnená a pouºíva sa na²ifrovanie dokumentov. Tajnú vedomos´ má len príjem
a, ktorý s jej vyuºitímvie pomo
ou inverznej funk
ie efektívne de²ifrova´ kryptotexty.Pretoºe je ´aºké dokáza´ dolný odhad výpo£tovej zloºitosti konkrétny
h al-goritmi
ký
h úloh, nik zatia© matemati
ky nedokázal, ºe nejaká konkrétnafunk
ia je jednosmerná. Vyskú²aní a v praxi pouºívaní kandidáti na jed-nosmerné funk
ie sú násobenie, ktorého inverzná funk
ia je faktorizá
ia aumo
¬ovanie (na druhú) modulo prirodzené £íslo n, ktorého inverzná funk-
ia je po£ítanie zodpovedajú
ej modulárnej odmo
niny.V¤aka kryptosystémom s verejným k©ú£om sú tu dne²né apliká
ie v oblasti e-komer
ie, ktoré by so symetri
kým sp�sobom ²ifrovania neboli moºné. �al²ívývoj sa uberá smerom k elektroni
kým vo©bám a mnohým iným apliká
iám.Kon
ept kryptosystémov bol prvý raz predstavený v roku 1976 dvoji
ouDi�e a Hellman [DH76℄. Najroz²írenej²í systém je RSA kryptosystém, ktorývymysleli v roku 1978 Rivest, Shamir a Adleman [RSA78℄. Podobne akov mnohý
h iný
h prípado
h trvalo pribliºne 20 rokov, kým sa tento neu-verite©ný poznatok základného výskumu do£kal ²irokého komer£ného vyuºi-tia.Ako úvod do kryptogra�e doporu£ujeme knihy [Beu02a, Beu02b℄. Záujem-
om o hlb²ie vedomosti doporu£ujeme knihy Salomaa [Sal96℄, Delfs undKnebl [DK02℄ a [Hro04
℄.Návody na rie²enie vybraný
h úlohÚloha 7.5a) Máme:00110011

⊥ 0010110111100001
⊥ 0010110100110011b) Tento sp�sob funguje, pretoºe platí

(a ⊥ c) ⊥ c = aa teda dvojnásobnou apliká
iou k©ú£a na otvorený text dostaneme opä´ tenistý otvorený text.
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) Výsledok operá
ie ⊥ je vºdy obrátením výsledku operá
ie ⊕. Ke¤ platí a ⊕

b = 1, potom platí a ⊥ b = 0 a v prípade, ºe platí a ⊕ b = 0, platí aj, ºe
a ⊥ b = 1.Úloha 7.6 Osoba A vygeneruje náhodne postupnos´ bitov a1a2 . . . an. Za²ifrujeotvorený text k1k2 . . . kn vypo£ítaním

k1 . . . kn ⊕ a1 . . . an = d1d2 . . . dn.Potom A znova vygeneruje n bitov b1b2 . . . bn a vypo£íta
a1a2 . . . an

⊕ b1b2 . . . bn

c1c2 . . . cn

.Potom A po²le k©ú£ b1b2 . . . bn a kryptotext d1d2 . . . dn osobe B a k©ú£ c1c2 . . . cna kryptotext d1d2 . . . dn osobe C. Pretoºe je postupnos´ bitov b1b2 . . . bn zvolenánáhodne, ani B ani C nem�ºu ur£i´ k©ú£ a1a2 . . . an, s ktorým bol za²ifrovanýotvorený text k1k2 . . . kn. Bez toho aby poznali k©ú£ a1a2 . . . an nie je moºnéde²ifrova´ kryptotext d1d2 . . . dn. Ak ale B a C vzájomne spolupra
ujú, dokáºuk©ú£ a1a2 . . . an vypo£íta´ nasledovne
b1b2 . . . bn

⊕ c1c2 . . . cn

a1a2 . . . an

..Ke¤ majú p�vodný k©ú£ a1a2 . . . an, vedia spo£íta´ otvorený text k1k2, . . . kn =

d1d2 . . . dn ⊕ a1a2 . . . an.
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Vede
ké objavy sa robia takto:V²et
i vedia, ºe sa nie£o nedá urobi´.Potom príde niekto, kto to neviea objaví to. Albert Einstein
Kapitola 8Po£ítanie s DNA molekulami, alebobiopo£íta£ová te
hnológia na obzore
8.1 Ako to bolo doterazMnohé s
ien
e �
tion romány sa za£ínajú zmesou obsahujú
ou biologi
ké aelektroni
ké prísady alebo spájajú ©udský mozog s po£íta£ovými komponent-mi a na kon
i je z toho inteligentný biorobot. Téma tejto kapitoly je vzdialenáod taký
hto utopi
ký
h predstáv a nerealisti
ký
h proro
tiev niektorý
h ved-
ov v oblasti umelej inteligen
ie zo ²es´desiaty
h rokov. Predstavíme uºexistujú
u te
hnológiu biopo£íta£ov, ktorá nie je len hypoteti
ká. �i sa onapresadí v praxi závisí od toho sko pokro£ív ¤al²í rozvoj bio
hemi
ký
h metódna výskum DNA sekven
ií.Ako takéto biopo£íta£e vyzerajú? Ako sme sa dostali k realisti
kej biologi
kejpo£íta£ovej te
hnológii? Na²a skúsenos´ s po£íta£mi za posledný
h pä´desiatrokov ukazuje, ºe sú kaºdé dva roky dvakrát men²ie a sú£asne dvakrát rý
hle-j²ie ako predtým. Exponen
iálne zlep²enie v £ase. Takto to nem�ºe pokr£ova´
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3

3

5
aobr. 8.1

obr. 8.2donekone£na, elektroni
ké te
hnológie £oskoro dosiahnu hrani
e miniaturizá-
ie, £ím sa de�nitívne skon£í rý
hly rast výkonu po£íta£ov. Fyzikálne hrani
evýkonu po£íta£ov sa spo£ítali uº ve©mi dávno, a uº v roku 1959 sa známyfyzik Ri
hard Feyman pýtal �Ako to p�jde ¤alej? M�ºeme miniaturizova´tým, ºe realizujeme výpo£tové pro
esy na úrovni molekúl a £astí
?� Výsled-kami tý
hto úvah sú DNA-po£íta£ a kvantový po£íta£, ktoré predstavíme vtejto a nasledujú
ej kapitole.Teraz rozumieme, ºe potreba miniaturizá
ie a s ¬ou spojený nárast výkonuviedol k ºelaniu po£íta´ na úrovni molekúl a atómov. Je ale toto ºelanie
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vi£ 8.1 AKO TO BOLO DOTERAZ 235realizovate©né? Nie je to neprirodzená my²lienka? Máme núti´ molekulyrobi´ nie£o, na £o v�be
 neboli ur£ené? Prv ako odpovieme na tieto otázky,zamyslime sa nad tým £o je prirodzené, a £o neprirodzené. V na²om umelomsvete matemati
ký
h modelov skuto£nosti pra
ujeme so symbolmi. V²etky£ísla, alebo iné údaje sú zapísané ako texty, teda postupnosti symbolov. Uºsme sa nau£ili, ºe prá
u po£íta£a si m�ºeme vo v²eobe
nosti predstavi´ akotransformovanie vstupný
h textov (údajov) na výstupné texty (údaje).Ako je to s DNA sekven
iami? Vieme, ºe sú nosite©mi biologi
ký
h informá
iía ºe v²etky pro
esy v ºivý
h organizmo
h sú riadené informá
iami uloºený-mi v DNA sekven
iá
h. V sú£asnosti rozumieme len malému zlomku tohtoriadenia, ale v�be
 nepo
hybujeme, ºe na biologi
ké pro
esy m�ºeme nazera´aj ako na spra
ovávanie informá
ií. Napriek tomu nie sme dostato£ne ¤alekov 
hápaní tý
hto pro
esov, aby sme i
h vedeli vyuºi´ na po£ítanie. Hlavnámy²lienka DNA po£íta£a je ove©a jednodu
h²ia. DNA sekven
ie si m�ºemepredstavi´ ako texty zostavené z písmen A, C, G a T. �tyri písmená predstavujúbázy Adenin (A), Cytosin (C), Guanin (G) a Thymin (T), z ktorý
h je zloºenýDNA kód. Typi
ky sa DNA vyskytuje ako molekula v tvare dvojitého re´az-
a (obr. 8.1 a obr. 8.2), pri£om väzby vznikajú len medzi A a T a medzi G a C.Chemi
ké väzby A− T a G− C sú podstatne slab²ie neº ostatné väzby v re´az-
i na obr. 8.1. D�leºité je, ºe do ur£itej miery vieme regulova´ molekulár-nu stabilitu DNA. Na²e údaje si m�ºeme predstavi´ ako texty zloºené sosymbolov A, C, G a T a zo zodpovedajú
ej symboli
kej DNA sekven
ie k nimvytvori´ fyzi
kú reprezentá
iu. S údajmi reprezentovanými týmto sp�sobomm�ºeme vykonáva´ v reagen£ný
h nádobá
h v laboratóriu bio
hemi
ké op-erá
ie, ktorými DNA sekven
ie meníme. Vytvorené DNA sekven
ie na kon
ipre£ítame a interpretujeme ako výsledok.Na po£udovanie sa dá matemati
ky dokáza´, ºe takéto DNA po£íta£e sús
hopné urobi´ presne to isté ako klasi
ké elektroni
ké po£íta£e. To znamená,ºe na²e 
hápanie algoritmi
kej rie²ite©nosti sa ani tro
hu nespo
hybnilo. �odokáºeme vyrie²i´ algoritmi
ky (automati
ky na po£íta£i), to vieme urobi´aj s DNA algoritmami a platí to aj opa£ne.�o máme z toho ke¤ namiesto elektroni
kého po£íta£a pouºijeme DNA po£í-ta£? Kvapka vody obsahuje 1019 molekúl. Ke¤ máme v reagen£nej miske 1021DNA sekven
ií, v²etky operá
ie sa vykonajú sú£asne (paralelne) na v²etký
h

1021 molekulá
h. Na beºnom po£íta£i nikdy nevykonáte sú£asne operá
iu s
1021 údajmi. Tadia© vedie 
esta k ¤al²iemu ºelanému urý
hleniu výpo£tový
hpro
esov.Preto sme dnes azda na za£iatku produktívnej konkuren
ie dvo
h r�zny
hpo£íta£ový
h te
hnológií. Táto predstava je zobrazená obrázko
h (obr. 8.3,
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- obr. 8.3

obr. 8.4obr. 8.4 a obr. 8.5) v knihe �DNA-Computing�, ktorú napísali P un, Rozen-berg a Salomaa. Na obr. 8.3 vidíme dnes vedú
u a najroz²írenej²iu te
h-nológiu klasi
ký
h elektroni
ký
h po£íta£ov. Obr. 8.4 predstavuje DNA-Computing, pri ktorom sa vykonávajú bio
hemi
ké operá
ie v reagen£ný
hnádobá
h v laboratóriu. �o vznikne z tejto konkuren
ie? Moºno rozum-ná zmes elektroniky a biomasy. Namiesto toho, aby sa 
hemi
ké operá
ievykonávali ru£ne, m�ºe i
h realizova´ elektroni
ký robot ako na obr. 8.5.V tejto kapitole ukáºeme v odseku 8.2 zoznam realizovate©ný
h bio
hemi
-ký
h operá
ií, ktoré posta£ujú na to, aby sme mohli vykona´ ©ubovo©ný
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obr. 8.5výpo£et. Potom prezentujeme známy experiment Adlemana1, ktorý ako prvývytvoril �biopo£íta£� a vo svojom laboratóriu na ¬om na za£iatku devä´desi-aty
h rokov vyrie²il konkrétny prípad optimaliza£nej úlohy ob
hodného 
es-tujú
eho. Nakonie
 v²etko zhrnieme a prediskutujeme silné a slabé stránkyte
hnológie DNA po£íta£ov a objasníme, za aký
h predpokladov i
h m�ºe£aka´ úspe²ná budú
nos´.8.2 Ako sa dá premeni´ laboratórium nabiopo£íta£Pri varení pod©a re
eptu a pri modelovaní po£íta£a sme sa v druhej kapitolenau£ili, ºe ke¤ sa 
h
eme dohodnú´ na pojmo
h �po£íta£� a �algoritmus�,musíme za�xova´ sp�sob reprezentovania a pamätania si údajov a tieº ur£i´zoznam operá
ií s údajmi, pri ktorý
h nemáme po
hybnosti ako i
h vykona´.V modeli DNA po£íta£a sú údaje DNA sekven
ie ako molekuly v tvare dvo-jitého re´az
a. Tieto dvojre´az
ové molekuly sú fyzi
kým nosi£om informá-
ie. Samotné DNA molekuly m�ºeme uloºi´ v reagen£ný
h nádobá
h. Kdispozí
ii máme kone£ný po£et reagen£ný
h nádob.Aby sme mohli s obsahmi reagen£ný
h nádob vykona´ operá
ie, m�ºemepouºíva´ r�zne prístroje a potrebné predmety. Nemáme v úmysle poda´1V²imnite si, ºe je to ten istý Adleman, ktorý je jedným z tro
h vynález
ov známeho RSAkryptosystému.
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vi£ 238 KAPITOLA 8TTCGGATGAAGCCTACobr. 8.6detailné vysvetlenie, ako a pre£o sa dajú vykona´ príslu²né bio
hemi
kéoperá
ie, pretoºe nepredpokladáme rozsiahle pred
hádzajú
e vedomosti zmolekulárnej biológie. Na druhej strane 
h
eme sprostredkova´ aspo¬ pred-stavu o tom, z aký
h d�vodov sú moºné ur£ité 
hemi
ké operá
ie. Preto sistru£ne zopakujeme niektoré základné vedomosti z biológie2.James D. Watson a Fran
is H. C. Cri
k v roku 1953 objavili, ºe DNA moleku-la ma ²truktúru v tvare dvojitej závitni
e (obr. 8.1, obr. 8.2). Nobelova 
ena,ktorú za to dostali, je len malým potvrdením skuto£nosti, ºe to bol jeden znajvýznamnej²í
h objavov dvadsiateho storo£ia. Fakt, ºe sa navzájom m�ºuspája´ len bázy G s C a A s T, nazývame Watson-Cri
ková komplemen-tárnos´. Idealizovaná predstava3 DNA molekuly je dvojitý re´aze
 na obr.8.6.Úloha 8.1 Nakreslite alebo dopl¬te kresbu molekúl DNA, ktorý
h vr
hné re´az
esú AACGTAT, GCCACTA a AACG.Väzby v re´az
i

TTCGGATGsú pribliºne desa´krát silnej²ie neº 
hemi
ké väzby medzi nukleotidmi A · · ·Ta G · · ·C. Re´az
e
TTCGGATGa
AAGCCTACv dvojitom re´az
i (obr. 8.6) majú svoj smer, Vr
hný ide z©ava doprava aspodný ide zprava do©ava. Smer dostaneme, ke¤ o£íslujeme atómy uhlíka v
ukre (Z na obr. 8.1), ktoré vytvárajú väzby s fosfátovými zvy²kami (P naobr. 8.1) a s bázou (jednou z báz A, T, C alebo G na obr. 8.1). Je presne5 uhlíkový
h atómov na jeden nukleotid4 a zjednodu²ene m�ºeme situá
iuznázorni´ ako na obr. 8.7.2Podrobné predstavenie pre nebiológov m�ºeme nájs´ v [BB03, PRS05℄.3Molekuly DNA majú zloºitú trojrozmernú ²truktúru, ktorá je podstatná z h©adiska i
hfunk£nosti.4Nukleotid sa skladá z fosfátového zvy²ku, jedného 
ukru a jednej zo ²tyro
h báz A, C, G, T.
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C C

CO

C

fosfátový zvy²okvpravo od Zna Obr. 8.1CH2

fosfátový zvy²okna©avo od Zna Obr. 8.1

báza
(A, C, G, T )

1 2345

obr. 8.7Na obr. 8.7 je znázornená molekula 
ukru (Z na obr. 8.1). Pä´ atómovuhlíka C je o£íslovaný
h 1′, 2′, 3′, 4′ aº 5′. Atóm 1′ sa stará o väzbu k báze.Atóm uhlíka 3′ zodpovedá za väzbu na fosfátový zvy²ok v re´az
i vpravo auhlíkový atóm 5′ tvorí väzbu s fosfátovým zvy²kom v re´az
i v©avo. Preto sasmer z©ava doprava ozna£uje v biológii ako smer 5′ → 3′.Pre nás je teraz d�leºité vedie´ len to, ºe zvý²ením energie (napr. ohri-atím) m�ºeme dosiahnu´ rozpad väzieb medzi bázami A · · · T a C · · · G,ktoré sú podstatne slab²ie neº väzby v rám
i jednotlivý
h re´az
ov. Takvieme rozdeli´ dvojre´az
ovú DNA molekulu na dve samostatné jednore´az-
ové DNA molekuly. Za �vhodný
h� podmienok sa m�ºe z dvo
h samostat-ný
h re´az
ov znova vytvori´ jedna dvojre´az
ová molekula, ale iba, ke¤ súpostupnosti báz Watson-Cri
k komplementárne.�al²ou d�leºitou vlastnos´ou molekuly DNA je, ºe má záporný náboj, ktoréhove©kos´ je priamo úmerná d¨ºke molekuly.Teraz uº vieme dos´ na to, aby sme si mohli predstavi´ niektoré základ-né 
hemi
ké operá
ie s obsahmi reagen£ný
h misiek. Z tý
hto operá
ií po-tom m�ºeme zostavova´ DNA-programy. Ozna£me si reagen£né nádoby ako
R1, R2, R3 at¤.5(i) Union(Ri, Rj, Rk)Obsahy reagen£ný
h nádob Ri a Rj dajdo reagen£nej nádoby Rk.5Podobne ako registre v po£íta£i.
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vi£ 240 KAPITOLA 8(ii) Amplify(Ri)Znásob po£et DNA-postupností v Ri.Tieto operá
ie sú zaloºené na Watson-Cri
kovej komplementárnosti anazývajú sa polymerázová re´azová reak
ia. Táto metóda sp�sobilarevolú
iu v molekulárnej biológii a Kary Mullis, ktorý ju v roku 1985objavil, dostal za tento objav Nobelovu 
enu. Dvojité DNA molekuly sazahrievajú pokým sa nerozpoja väzby medzi bázami. Tým dostanemez dvojitého re´az
a dva jednodu
hé, bez toho, aby sa tieto poru²ili.Táto fáza sa nazýva denaturovanie. Potom sa do vzniknutej �DNApolievky� pridajú6 jednotlivé nukleotidy a v²etko sa o
hladí. Pritomsa nukleotidy naviaºu na zodpovedajú
e komplementárne bázy jed-notlivý
h jednodu
hý
h re´az
ov a znovu sa vytvoria identi
ké dvo-jre´az
ové DNA-molekuly, £ím sa i
h po£et zdvojnásobí. Celý pro
essa nieko©kokrát opakuje.(iii) Empty?(Ri)Testuj, £i Ri obsahuje aspo¬ jednu DNA-molekulualebo v�be
 ni£.(iv) Length-Separate(Ri, l) pre l ∈ N.Táto operá
ia odstráni z Ri v²etky DNA-sekven
ie,ktoré nemajú d¨ºku presne l bázPri tý
hto operá
iá
h sa vyuºíva te
hnika gélovej elektroforézy. Vieme,ºe ke¤ umiestnime DNA-molekuly do elektri
kého po©a, budú sa v¤a-ka i
h zápornému náboju premiest¬ova´ smerom ku kladnej elektróde.Ve©kos´ molekuly ju brzdí a zniºuje jej rý
hlos´. Zárové¬ £ím mámolekula vä£²í náboj, tým rý
hlej²ie sa pohybuje. Vä£²ie molekulymajú vä£²í náboj. Výsledkom je, ºe sa brzdia
i a zrý
h©ujú
i faktornavzájom zru²ia a v²etky molekuly sa pohybujú ku kladnej elektróderovnakou rý
hlos´ou. Preto pridáme do po©a gél, ktorý dodato£ne zníºirý
hlos´ pohybu vä£²í
h molekúl (dlh²í
h DNA-sekven
ií). D�sledkomtoho sa krat²ie DNA-molekuly pohybujú rý
hlej²ie ako dlhé (obr. 8.8).Dá sa vypo£íta´ rý
hlos´ jednotlivý
h DNA-molekúl v závislosti od i
hd¨ºky. Ke¤ dosiahne prvá (najkrat²ia) molekula kladnú elektródu, elek-tri
ké pole sa vypne a pod©a d¨ºok prejdený
h dráh sa dajú ur£i´ d¨ºkyDNA re´az
ov. Ke¤ºe DNA-molekuly sú bezfarebné, aby sme mohli
elý pro
es sledova´, m�ºeme i
h ozna£i´ �uores
en£nými farbami.(v) Con
atenate(Ri)6Toto je zna£ne zjednodu²ená predstava ¤al²í
h fáz polymerázovej re´azovej reak
ie nazý-vajú
i
h sa �Priming� a �Extension�. Podrobnej²ie informá
ie moºno nájs´ v [PRS05℄.
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+

dlhé re´az
e

krátke re´az
e

−

obr. 8.8DNA-sekven
ie v Ri sa m�ºu náhodne spája´7 do dlh²í
h,dlh²ie DNA-sekven
ie vznikajú tým, ºe sa krat²ie zapojaza seba.(vi) Separate(Ri, w) pre reagen£nú nádobu Ri a DNA sekven
iu w.Operá
iou sa odstránia z Ri v²etky DNA-molekuly,ktoré v sebe neobsahujú sekven
iu w.Napríklad w = ATTC je £as´ou x = AATTCGATC, lebo sa v 
elku vyskytu-je v x. Vykonanie takejto operá
ie vyºaduje tro
hu via
 námahy. Na-jprv m�ºeme v²etky dvojité re´az
e zahriatím rozpoji´ na jednodu
hé.Potom prida´ mnoho kópií DNA sekven
ií komplementárny
h k w amierne v²etko o
hladi´. Napríklad k re´az
u w = ATTC je komplemen-tárny re´aze
 TAAG. Sekven
ie komplementárne k w sa naviaºu na zod-povedajú
e £asti w jednodu
hý
h re´az
ov. Jednodu
hé re´az
e, ktoréneobsahujú w, sa nedoplnia a ostanú jednodu
hé. Potom v²etko pre-�ltrujeme 
ez �lter prepú²´ajú
i len jednodu
hé re´az
e. To, £o ostane,sú re´az
e ako AATTCGATCTAAG7presnej²ie vysvetlenie je v £asti 8.3
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hé re´az
e, ale ani kompletné dvojité re´az
e.No pridaním jednotlivý
h nukleotidov m�ºeme úplný dvojitý re´aze
opä´ reprodukova´.(vii) Separate-Pre�x(Ri, w) pre Ri a DNA-sekven
iu w.Odstránime v²etky DNA-molekuly, ktoré sa neza£ínajú8 na w.(viii) Separate-Su�x(Ri, u) pre Ri a DNA-postupnos´.Odstrá¬ v²etky DNA-molekuly, ktoré sa nekon£ia na u.Úloha 8.2 Ne
h reagen£ná nádoba R obsahuje ATTGCCATGCC, ATATCAGCT, TTGCACGG,

AACT, AGCATGCT.Ktoré DNA-molekuly zostanú po vykonaní nasledujú
i
h operá
ií?a) Length-Separate (R, 7)b) Separate (R, TTGC)
) Separate-Pre�x (R, TTGC)d) Separate-Su�x (R, GCT)Úloha 8.3 Ch
ete vykona´ operá
iu Separate(R, AACT). Ktoré DNA-re´az
e musítepo zahriatí prida´ k R, aby ste mohli nasledujú
ou �ltrá
iou oddeli´ nevhodnéjednodu
hé re´az
e.Z uvedený
h 8 operá
ii sa uº dá vytvori´ DNA po£íta£, ktorý vie robi´ toisté ako PC. Ako sa to dá, ukáºeme v nasledujú
om odseku.8.3 Adlemanov experiment alebo bioh©adanie
estyV £asti 8.2 sme tvrdili, ºe s tam uvedenými bio
hemi
kými operá
iami viemeurobi´ v²etko, £o sme s
hopní vykona´ aj na klasi
kom po£íta£i. Ne
h
emetu robi´ matemati
ký d�kaz, ale je najvy²²í £as uvies´ aspo¬ príklad ako DNApo£íta£ vie vyrie²i´ algoritmi
ký problém. V²imneme si problémHamiltonovej
esty v orientovanom grafe (v literatúre sa ozna£uje ako HPP) a poviemesi, ako Adleman v 
hemi
kom laboratóriu úspe²ne vyrie²il prípad problémuHPP. Adlemanov experiment sa ukázal ako velmi podnetný a mnohé ²pi£kovéuniverzity realizujú výskumné projekty, v ktorý
h sa usilujú vyvíja´ DNAte
hnológiu na rie²enie ´aºký
h problémov.8Tu sa zriekneme podrobnej²ej predstavy ako sa to uskuto£¬uje.
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S1

S2

S3

S4S5 obr. 8.9Prípad HPP problému zadáme prostrední
tvom 
estnej siete (alebo sietelete
ký
h liniek). Mestá (alebo kriºovatky) sú znázornené (obr. 8.9) akovr
holy a spojenia medzi mestami ako rovné £iary. Ke¤ sa £iary pretínajúmimo mesta, nemá to pre nás význam (rovnako ako pri lete
ký
h linká
h)pretoºe sa nem�ºeme z jednej dosta´ na druhú. Spojni
e sú jednosmerné.Ke¤ pouºijeme spojni
u Lin(s1, s2) z s1 do s2, dostaneme sa nevyhnutne do
s2. �al²ia £as´ prípadusú mená dvo
h r�zny
h miest si a sj. HPP problémje rozhodova
í problém a otázka je, £i je moºné za£a´ v si, prejs´ práve razkaºdým mestom v sieti a skon£i´ v sj. Takáto 
esta sa nazýva Hamiltonova
esta z si do sj.Znázornime si to na konkrétnom prípade problému. Prípadom je sie´ na obr.8.9, ²tart je v s1 a 
ie© v s5. Rie²ením je napríklad

s1 → s2 → s3 → s4 → s5(Hamiltonova 
esta z s1 do s5), lebo kaºdé mesto sme nav²tívili práve raza nav²tívili sme v²etky mestá v sieti. Na prejdenie 
esty potrebujeme ²tyrispojni
e Lin(s1, s2), Lin(s2, s3), Lin(s3, s4) a Lin(s4, s5), ktoré v sieti aj sku-to£ne sú. Takºe správna odpove¤ pre túto in²tan
iu problému je �ÁNO�.Pre sie´ na obr. 8.9, ²tart s2 a 
ie© s1 neexistuje Hamiltonova 
esta. Správnaodpove¤ v tomto prípade musí by´ �NIE�. Spoznáme to pod©a toho, ºe 
ie©
s1 je prístupný len zo ²tartu s2 a to jediným sp�sobom. Z s2 musíme alenajsk�r nav²tívi´ v²etky ostatné mestá. Ke¤ ale potom 
h
eme ís´ do s1musíme prejs´ opä´ 
ez s2, £o ale nie je dovolené, lebo by sme ho nav²tívilidruhý raz.Úloha 8.4 Uvaºujme sie´ na obr. 8.10. Existuje Hamiltonova 
estaa) z s1 do s7?
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S1 S2 S3

S4S5S6S7 obr. 8.10b) z s7 do s1?
) z s4 do s3?d) z s5 do s1?Úloha 8.5 Pre ktoré dvoji
e miest ²tart a 
ie© existujú Hamiltonové 
esty v sietia) na obr. 8.9 ?b) na obr. 8.10 ?
) na obr. 8.11 ?V ¤al²om budeme nazýva´ 
esta z s1 do sn, ©ubovo©nú postupnos´ uzlov
s1, s2, . . ., sn, taký
h, ºe v sieti sú spojenia Lin(s1, s2), Lin(s2, s3), . . .,
Lin(sn−1, sn). Namiesto Lin(si, sj) budeme skrátene písa´ ei→j. Teda s1, s7,
s1, s7, s1 alebo s7, s1, s2, s5, s2, s5, s6, s1, s7 sú 
esty, lebo na 
este sa m�ºuuzly ©ubovo©ne opakova´.Adleman uvaºoval prípad problému na obr. 8.11 so ²tartom s0 a s 
ie©om s6.Jeho stratégia bola nasledujú
a:Mená miest v sieti zakóduj sekven
iami DNA. Potom umoºni,aby sa mená vzájomne prepojený
h miest mohli spoji´ za sebou doDNA sekven
ie. Pouºi to©ko DNA sekven
ií pre kaºdé miesto vsieti, ºe pri náhodne zvolený
h vzájomný
h prepojenia
h vzniknúv²etky moºné 
esty v sieti. Apliká
iou r�zny
h operá
ii Sepa-rate odstrá¬ z reagen£nej nádoby v²etky 
esty, ktoré nepredstavujúHamiltonovu 
estu z s0 do s6.Prv ako bio
hemi
ky uskuto£nil túto stratégiu, vybral pre miesta najprv�DNA mená� ako texty z písmen A, C, G, T.Napríklad nasledujú
e sekven
ie báz d¨ºky 20 zvolil ako jednodu
hé re´az
epredstavujú
e s2, s3 a s4:Teraz 
h
eme reprezentova´ prepojenie (uli
u) z si do sj ako také jednodu
héDNA re´az
e, ºe operá
iou Con
atenate(R) budú m�
´ vzniknú´ iba takédlh²ie DNA re´az
e, ktoré zodpovedajú existujú
ej 
este v sieti.
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0
2

3 4 1
5

6
obr. 8.11

s2 = TATCGGATCGGTATATCCGA

s3 = GCTATTCGAGCTTAAAGCTA

s4 = GGCTAGGTACCAGCATGCTTPritom vyuºijeme vlastnosti DNA, ºe bázy m�ºu vytvára´ výlu£ne dvoji
e As T alebo C s G. Pre 
estu z ei→j z si do sj

• rozdelíme i
h texty (DNA reprezentá
ie si a sj) vºdy v strede na dvepolovi
e;
• vytvoríme takzvané doplnky k druhému dielu si a k prvému dielu sj :Nahradíme A s T, C s G a tieº aj obrátene;
• pre uli
u ei→j vytvoríme text (DNA reprezentá
iu) spojením tý
htodvo
h doplnkov.V²imnime si, ºe sme tým ur£ili aj smer uli
e. V na²om príklade to znamená

e2→3 = CATATAGGCT CGATAAGCTC;
e3→2 = GAATTTCGAT ATAGCCTAGC;
e3→4 = GAATTTCGAT CCGATCCATG.Tým sa jednotlivé re´az
e pre s2 a s3 m�ºu spoji´ do jedného re´az
a pre

e2→3 ako na obr. 8.12.Úloha 8.6 Nakreslite prepojenie s3 a s4 spojom e3→4 analogi
ky ako je to pre s2a s3 na obr. 8.12.Úloha 8.7 Predstavme si, ºe do siete ulí
 na obr. 8.11 pridáme spojenie e2→4.
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TATCGGATCGGTATATCCGAGCTATTCGAGCTTAAAGCTACATATAGGCTCGATAAGCTC
s2 s3

e2→3obr. 8.12
PSfrag repla
ements

s0

s0 s0

s1s1

s1s2

s2s2

s3

s3s3

s3

s4

s4 s4 s5

s5 s6

s6

e0→3

e0→3 e0→6

e1→2

e1→2

e1→3

e2→1

e2→3e2→3

e3→2

e3→4e3→4

e3→4

e4→1 e4→5

e4→5

e5→2

e5→6obr. 8.13Aký musíme zobra´ pre e2→4 re´aze
? Nakreslite zodpovedajú
e prepojenie s2 a
s4.Ke¤ teraz zoberieme jednodu
hé re´az
e ako DNA sekven
ie zodpovedajú
etomuto kódovaniu a dáme i
h za vhodný
h podmienok do reagen£nej nádoby,m�ºu sa spája´ do dvojitý
h re´az
ov tak, ako je to na obr. 8.13.Kaºdý takýto dvojitý re´aze
 opisuje nejakú 
estu v 
estnej sieti. Aby to 
elébez
hybne fungovalo, musíme zabezpe£i´, aby sa zakódovania 
iest mohlipredlºova´ len sp�sobom, ako je to v uvedenom príklade. Predov²etkýmmusia by´ v²etky polovi
e kódov miest navzájom r�zne.Po tom, £o sme mestá a 
esty takto zakódovali m�ºeme zrealizova´ Adle-manovu stratégiu h©adania Hamiltonovej 
esty nasledujú
im DNA algorit-mom:1. Daj do reagen£nej nádoby T DNA kódy v²etký
h miest a 
iest (akojednodu
hé re´az
e). Pridaj DNA sekven
iu d¨ºky 10, ktorá je do-plnkom k prvej polovi
i s0 a DNA sekven
iu d¨ºky 10, ktorá je do-
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i 
ie©ového miesta sn.2. Opakuj (2n · log2 n)-krát operá
iu Amplify(T ), aby vzniklo aspo¬ n2nkópií z kaºdého z tý
hto DNA re´az
ov.3. S Con
atenate(T ) vytvor ve©ké mnoºstvo dvojre´az
ový
h DNA sekven-
ií, ktoré predstavujú r�zne dlhé 
esty v 
estnej sieti. Tento pro
esprebieha náhodne a ve©ký po£et mien miest nám zaru£í, ºe s vysokoupravdepodobnos´ou9 vznikne kaºdá zo v²etký
h moºný
h 
iest, ktorý
hd¨ºka je aº n.4. Aplikuj operá
iu Length-Separate(T, l), pri£om l je n násobok d¨ºkykódu jedného mesta. V T ostanú len kódovania zodpovedajú
e 
estám,ktoré pre
hádzajú presne 
ez n miest.5. Pouºi Separate-Pre�x(T, s0), aby v T ostali len také DNA sekven
ie,ktoré zodpovedajú kódom 
iest za£ínajú
im sa v s0 =�TART.6. Pouºi Separate-Su�x(T, sn), aby v T ostali len také DNA sekven
ie,ktoré zodpovedajú kódom 
iest kon£ia
im sa v sn =CIE�.7. Pouºi (n− 2)-krát Separate(T, x) pre kaºdé z n− 2 kódovaní zvy²ný
hmiest. Takto v T ostanú len tie 
esty, ktoré kaºdé mesto obsahujúaspo¬ raz. {Pretoºe vykonanie kroku 4 nám zaru£í, ºe v T sú len 
es-ty pre
hádzajú
e presne n mestami, obsahujú tieto 
esty kaºdé mestopráve raz.}8. Preskúmaj obsah T s Empty?(T ) a odpovedaj ÁNO, ak v T ostalaaspo¬ jedna DNA sekven
ia. V opa£nom prípade odpovedaj NIE.Pouºitím algoritmu na sie´ na obr.8.11 so ²tartom s0 a 
ie©om s6 dosiahneme,ºe v reagen£nej nádobe ostanú molekuly dvojitého re´az
a DNA, predstavu-jú
e Hamiltonovu 
estu s0 → s1 → s2 → s3 → s4 → s5 → s6. Teda potvrdilisme správnu odpove¤ ÁNO.Úloha 8.8 Nájdite aspo¬ tri rozli£né 
esty v sieti z obr. 8.11, ktoré ostanú vreagen£nej nádobe po vykonaní piatej operá
ie z Adlemanovho DNA algoritmu.�o zostane po vykonaní ²iestej operá
ie?Úloha 8.9 Uvaºujeme 
estnú sie´ na obr. 8.14:a) Uve¤te (£o najkrat²ie) kódovanie (prostrední
tvom DNA) miest, také, abyboli splnené nasledujú
e podmienky:9Prirodzene pri tom náhodne vzniknú aj 
esty dlh²ie neº n.
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�tart
Cie©

PSfrag repla
ements�TARTCIE�
x

y

z

obr. 8.141. Kód kaºdého mesta sa odli²uje od kódu ©ubovolného iného mesta na-jmenej na ²tyro
h pozí
iá
h.2. Prvá i druhá polovi
a kódu kaºdého mesta sa odli²uje od prvej aj druhejpolovi
e kódu ©ubovo©ného iného mesta.b) Ur£ite DNA kódy ulí
, ktoré sa budú hodi´ k va²im kódom miest.Úloha 8.10 Opí²te detailne priebeh Adlemanovho algoritmu pre vstup z úlohy 8.9,pri£om uvediete postupnos´ operá
ií s konkrétnymi parametrami (DNA sekven
i-ami a d¨ºkami).Úloha 8.11 Sú poºiadavky na kódovanie miest uvedené v úlohe 8.9 (a) posta£u-jú
e na to, aby kaºdý vytvorený dvojitý DNA re´aze
 zodpovedal 
este uli
ami?Opodstatnite va²u odpove¤.Vidíme, ºe Adlemanov algoritmus z poh©adu algoritmiky pouºíva ve©mi jednodu
hústratégiu. Vyuºíva masívny paralelizmus a vytvára v²etky moºné 
esty sie´ou,ktoré sú kandidátmi na rie²enie. Potom skú²a vytriedi´ spomedzi kandidátovh©adané rie²enie (Hamiltonovu 
estu od ²tartu k 
ie©u). Od za£iatku 90-ty
hrokov boli vyvinuté mnohé ¤al²ie DNA algoritmy na rie²enie r�zny
h NP-´aºký
h problémov a pre malé prípady problémov boli aj v laboratóriu zre-alizované. Aktuálny výskum sa venuje zvy²ovaniu spo©ahlivosti a rý
hlostiuskuto£¬ovania bio
hemi
ký
h operá
ií a tieº vývoju ²ikovnej²í
h algorit-mi
ký
h kon
eptov pre DNA algoritmy, ako je úplné preh©adávanie v²etký
hmoºností.
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vi£ 8.4 SILNÉ A SLABÉ STRÁNKY DNA PO�ÍTA�A 2498.4 Silné a slabé stránky DNA po£íta£a avízie za horizontSilnou stránkou DNA te
hnológie je ve©ká miera miniaturizá
ie, £ím sa dosahu-je masívny paralelizmus spra
ovania údajov. Aj ke¤ priebeh niektorý
hbio
hemi
ký
h operá
ií trvá 
elé hodiny £i dokon
a dni, je po£et pri tomparalelne uskuto£nený
h operá
ií taký vysoký, ºe by simulá
ia na ho
iakomelektroni
kom po£íta£i trvala roky.V sú£asnosti DNA po£íta£e e²te nekonkurujú elektroni
kým, pretoºe DNAte
hnológia je len na po£iatku. Uskuto£nenie operá
ií trvá hodiny a dni avýsledky nie sú spo©ahlivé. DNA sekven
ie vieme £íta´ s 3% 
hybou, privykonávaní operá
ií do
hádza k 
hybám, zlému nadviazaniu, medzerám prinadviazaní at¤. Slovom nevieme operá
ie vykonáva´ dostato£ne spo©ahlivo apresne. Aby sme sa týmto problémom vyhli, vyuºívame takzvanú redundan-
iu. Aby sa zvý²ila pravdepodobnos´ správneho vykonania operá
ií aspo¬na jednom re´az
i musí sa zmnohonásobi´ po£et dvojitý
h re´az
ov � nosi£ovinformá
ií. Ale £ím vä£²í po£et operá
ií DNA po£íta£ vykoná, tým je men²iapravdepodobnos´, ºe dostaneme správny výsledok. Vzh©adom na sú£asnýstav rozvoja DNA te
hnológií to znamená, ºe pre mnohé prakti
ky zaují-mavé prípady problémov nemáme k dispozí
ii dostato£ný objem potrebnéhobiologi
kého materiálu, aby sme mohli spo©ahlivo vykona´ existujú
e DNAalgoritmy. Skepti
i by mohli poveda´: �Nemrhajme £asom, a venujeme sarad²ej nie£omu uºito£nému, kde vieme predvída´ skoré uplatnenie.� Mojaodpove¤ je, ºe to by bola najvä£²ia 
hyba, ktorú by mohol manaºment vedyurobi´. Keby sme sa vo vede sústredili len na 
iele, ktoré priná²ajú 
elkompredvídate©ný a dosiahnute©ný prospe
h, nikdy by sme ni£ podstatné neob-javili a pravdepodobne by sme sa e²te dnes ²plhali po stromo
h a nepoznaliohe¬. Pozrime sa na úrove¬ po£íta£ovej te
hniky pred 40-50 rokmi. Po£íta£potreboval ve©kú miestnos´ a dennú údrºbu, £o znemoº¬ovalo dlh²ie výpo£-ty. Bojovali sme s 
hladením £oraz vä£²mi sa zahrievajú
i
h zariadení a£asto sme zistili, ºe vo výsledko
h nie£o nesedí, zav²e sme museli 
elodennývýpo£et opakova´. Programy sa zadávali do po£íta£a takzvanými diernymi²títkami. Dierny ²títok obsahoval jeden riadok programu (jeden príkaz) vbinárnom kóde (diera alebo �nie diera�). Ne²lo len o problém ako vyvinú´správny program. Ke¤ mal program tisí
e riadkov a niekto rozsypal krabi
us neo£íslovanými diernymi ²títkami, pozbieranie a utriedenie ²títkov nemuse-lo by´ najrý
hlej²ím sp�sob opätovného zostavenia programu. Ko©kí verili vobrovský komer£ný úspe
h po£íta£a? Ale vývoj si nev²ímal skeptikov. Ktodnes vie, £o v²etko bude moºné v¤aka DNA te
hnológiám? Na prelomenie
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vi£ 250 KAPITOLA 8²tandardne pouºívaného DES kryptosystému, ktorý sa povaºuje za bezpe£ný,potrebujú dnes DNA po£íta£e 18 rokov[PRS05℄. Ale ke¤ sa zvý²i spo©ahlivos´a rý
hlos´ vykonávania bio
hemi
ký
h operá
ií, je myslite©né aby to bolo lenpár hodín. Moºnosti na vylep²enie DNA te
hnológií nesporne existujú. Anapriek tomu, ºe krátkodobo nevidíme komer£né vyuºitie, veda musí ís´ 
es-tou objavovania hraní
 tejto te
hnológie. Som presved£ený, ºe v tejto oblastisa e²te do£káme divov, ktoré nás pote²ia.V súvislosti s biologi
kým spra
ovaním údajov formuloval Adleman aj 
elkomodli²nú predstavu, ktorej realizá
ia je e²te ¤aleko za horizontom. Informá-
ie sa nespra
ovávajú len v po£íta£o
h alebo na²i
h hlavá
h. Na
hádzajú saako oby£ajný prírodný fenomén v biologi
ký
h alebo fyzikálny
h systémo
h.DNA molekula obsahuje okrem génov, ktoré slúºia ako návody na vytváranieur£itý
h bielkovín aj ¤al²ie informá
ie, ktoré riadia výber príslu²ného návo-du. Nespráva sa v tomto oh©ade jediná molekula ako samostatný po£íta£?Ke¤ po
hopíme lep²ie jednotlivé programy a biologi
ké me
hanizmy, existujemoºnos´ programova´ molekulu ako univerzálny po£íta£. Potom nebudemepotrebova´ tony biomasy na uskuto£nenie biologi
kého spra
ovania informá-
ií. Na²e algoritmy budú vykonate©né na základe naprogramovania DNAmolekuly.Pre nebiológov, ktorí sa zaujímajú o základy manipulá
ie s DNA molekulou,doporu£ujeme u£ebni
u Bö
kenhauera a Bongartza [BB03℄. Vynikajú
i úvoddo molekulárnej biológie pre za£iato£níkov je u£ebni
a Drli
u [Drl92℄. Po-drobný a s nad²ením napísaný úvod do DNA po£ítania je v [PRS05℄. Kon
eptje výstiºne predstavený aj v [Hro04a℄.
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Ke¤ neo£akáva² neo£akávané,nenájde² ni£ draho
enné,£o ´aºko nájs´. Heraklit
Kapitola 9Kvantový po£íta£, alebo po£ítanie vzázra£nom svete mikro£astí

9.1 Prehistória a vytý£enie 
ie©aFyzika je zázra£ná veda. Keby som mal na gymnáziu dobrého u£ite©a fyziky,pravdepodobne by som sa stal fyzikom. Ale nebanujem, ºe som sa stal infor-matikom. Ke¤ preniknete dostato£ne hlboko do základov vlastnej vednej dis-
iplíny, nevyhnutne sa dotknete aj iný
h oblastí základného výskumu. Otvorívám to prístup k spolo£nému základu v²etký
h vede
ký
h dis
iplín a uvidítev²etko jasnej²ie a vzru²ujú
ej²ie ako keby ste sa na ve
i pozerali len úzkympoh©adom jednej vednej dis
iplíny1. Fyzika poskytuje ²ir²í a zárove¬ aj hlb²ípoh©ad na svet. Nijaká iná vede
ká dis
iplína, najmä v devätnástom a prvejpolovi
i dvadsiateho storo£ia, neformovala ná² poh©ad na svet tak významneako fyzika. Vzru²ujú
e objavy, neo£akávané zvraty a pozoruhodné výsledky1Prive©ká ²pe
ializá
ia a s tým spojený zúºený poh©ad sú najvä£²ím problémom dne²nejvedy, ktorá na jednej strane �
hráni� pred hlbokým po
hopením a pred naozajstnýmivede
kými úspe
hmi a na druhej strane vyvoláva vysokú netolerantnos´, ba aº poh¯daniemedzi ved
ami z r�zny
h vede
ký
h oblastí.
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vi£ 252 KAPITOLA 9boli na dennom poriadku fyzikálneho výskumu. Som presved£ený, ºe kvan-tová me
hanika patrí k najvä£²ím vede
kým objavom. Po
hopi´ a ak
eptova´ju bolo pre ©udí rovnako ´aºké, ako v stredoveku sa vzda´ predstavy, ºe zemje stredobodom vesmíru2. Pre£o naráºalo uznanie kvantovej me
haniky napodobné problémy so svojim uznaním, ako prá
e Galilea Galileiho? Pretoºezákony kvantovej me
haniky sú pravidlá správania sa elementárny
h £astí
a tieto sa nedajú zosúladi´ s na²imi skúsenos´ami z makrosveta. Pozrime sana najd�leºitej²ie prin
ípy kvantovej me
haniky, ktorá rozbila svet klasi
kejfyziky:

• V makrosvete sa objekt v kaºdom momente3 na
hádza len na jednommieste. Neplatí to pre £asti
e. Napríklad elektrón sa m�ºe na
hádza´na via
erý
h miesta
h v tom istom £ase.
• Prin
íp kauzality hovorí, ºe kaºdá ak
ia má svoju jednozna£ne ur£enúreak
iu, jednozna£ne ur£ené d�sledky. To neplatí vo svete elemen-tárny
h £astí
. V istý
h situá
ia
h (pod©a teórie kvantovej me
haniky)tu vládne náhoda. D�sledky niektorý
h ak
ií sa nedajú jednozna£nepredpoveda´. Existujú via
eré moºnosti ako sa situá
ia bude vyví-ja´ a uskuto£ní sa náhodne jedna z tý
hto moºností.Nemáme ºiadnumoºnos´ vypo£íta´ a na základe toho predpoveda´, ktorá z moºnostínastane. Vieme vypo£íta´ len pravdepodobnosti, s ktorými nastanújednotlivé moºnosti. Z tohto d�vodu fyzi
i v tý
hto prípado
h hovoriao skuto£ne náhodný
h udalostia
h.
• Prin
íp lokálnosti hovorí, ºe ú£inok ak
ie je vºdy lokálny. V kvantovomsvete m�ºu ma´ dve £asti
e takú silnú vzájomnú väzbu, ºe nezávisle odi
h vzájomnej vzdialenosti (ho
i aj miliardu svetelný
h rokov), zmenastavu jednej z ni
h sú£asne sp�sobí zmenu stavu druhej z ni
h.
• Klasi
ká fyzika hovorí, ºe ke¤ je nejaká udalos´ moºná (teda ke¤ udalos´má kladnú pravdepodobnos´ výskytu), tak sa s príslu²nou frekven
ioubude vyskytova´. Vo svete £astí
 je to inak. Dve moºné udalosti, ktorésa m�ºu vyskytnú´ s kladnou pravdepodobnos´ou, sa m�ºu vzájomne
elkom zru²i´, podobne ako dve vlny, takºe ani jedna z ni
h nenastane.Ako mohli fyzi
i objavi´ v�be
 takéto �podivuhodné� zákony, ba £o via
presved£i´ sa o i
h vierohodnosti? V prin
ípe rovnako, ako to robili aj vºdypred tým. Vymysleli i
h výskumní
i s geniálnou intuí
iou na základe experi-mentov, pozorovaní a úvah. Svoje my²lienky vyjadrili v jazyku matematiky.Na základe matemati
kého modelu boli fyzi
i s
hopní vytvori´ hypotézy. Ke¤2A tým strati´ vo vlastný
h o£ia
h svoju d�leºitos´.3Pod©a teórie relativity je aj £as subjektívny (relatívny) pojem.
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vi£ 9.2 �AROVNÝ SVET KVANTOVEJ MECHANIKY 253sa v²etky hypotézy potvrdili aj experimentálne, bol dobrý d�vod poklada´model za vierohodný. Experimentálne potvrdenie teórie kvantovej me
hanikytrvalo mnoho rokov, pretoºe na potvrdenie niektorý
h hypotéz tejto teórie bolpotrebný podstatný rozvoj v oblasti experimentálnej fyziky. Navy²e tentorozvoj bol £asto �nan£ne ve©mi náro£ný.�o 
h
eme poveda´? Na priblíºenie kvantovej me
haniky by nesta£ilo aninieko©ko kníh ako je táto. Potrebná matematika nie je ©ahká a náro£nos´ sae²te zvý²i, ke¤ sa usilujeme navrhnú´ kvantové algoritmy na rie²enie algo-ritmi
ký
h úloh. Z tý
hto d�vodov sa uspokojíme s azda nie 
elkom ostrýmobrazom hlavný
h kon
eptov správania sa £astí
 a toho, ako i
h správanievyuºi´ pri algoritmi
kom spra
ovaní informá
ií.V nasledujú
ej £asti nav²tívime £arovný svet kvantovej me
haniky, v²imnemesi správanie sa £astí
 v experimento
h a pokúsime sa ho objasni´. V £asti 9.3vysvetlíme ako sa dajú uloºi´ bity v kvantovom systéme a ako sa s nimi dápo£íta´. Budeme sa venova´ aj problémom kon²truk
ie kvantového po£íta£a.V odseku 9.4 uzavrieme kapitolu diskusiou o perspektíva
h kvantového po£í-tania pri rie²ení ´aºký
h problémov a pri vývoji bezpe£ný
h kryptosystémov.9.2 Krátka pre
hádzka £arovným svetomkvantovej me
hanikyAli
a bola v krajine zázrakov len vo sne. Fyzi
i to majú ove©a ´aº²ie. Prisvojej prá
i sú denne konfrontovaní so zázra£nou krajinou £astí
. Nem�ºuz nej utie
´ tým, ºe sa prebudia. Musia sa zo v²etký
h síl snaºi´ vysvetli´aspo¬ s£asti pre£udesné správanie sa £astí
, a £o je najhor²ie, musia pri tomzabudnú´ v²etky svoje doteraj²ie predstavy o tom, ako funguje tento svet.Opusti´ vlastné predstavy nie je ©ahké a vyºaduje si to ur£itý £as a e²te´aº²ie je presved£i´ iný
h, ºe staré predstavy nie sú 
elkom správne, ºe i
htreba nahradi´ neuverite©nými a doteraj²ím skúsenostiam odporujú
imi kon-
eptmi. A fyzi
i e²te m�ºu by´ ²´astí, ºe uverite©nos´ fyzikálny
h teorií sanepotvrdzuje ©udovým hlasovaním. Ako postupova´, aby sme pre ©udí ºijú-
i
h v makrosvete predstavu sveta £astí
, ktorá sa prie£i zdravému rozumu,spravili aspo¬ tro
ha presved£ivú a ak
eptovate©nú? Za£neme4 s experimen-tami, ktoré sa budeme usilova´ vysvetli´.Skúsme najprv takzvaný experiment s dvoma ²trbinami (obrázky 9.1, 9.2 a9.3). Majme zdroj fotónov, z ktorého i
h m�ºeme vysiela´ v²etkými smermi.4ako to spravili kedysi fyzi
i
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vi£ 254 KAPITOLA 9Oproti zdroju svetla bude stena s dvomi ²trbinami, ktoré sa dajú zatvára´ako okno. V ur£itej vzdialenosti za stenou je fólia (hrubá £iara na obr◦. 9.1),na ktorej vieme registrova´ na ¬u dopadajú
e £asti
e. Na obr. 9.1 je zo-brazená situá
ia, ke¤ je otvorená ©avá a zatvorená pravá ²trbina. Krivka naobr. 9.1 znázor¬uje ako £asto sme na fólii zaregistrovali dopad £astí
. V²etkoje pod©a na²i
h predstáv. Pod©a o£akávania naj£astej²ie £asti
e naráºali nafóliu priamo oproti otvorenej ²trbine. Krivka tam dosahuje najvä£²iu hod-notu. �ím via
 sa doprava alebo do©ava vz¤alujeme od ²trbiny, tým menej£astí
 dopadá na fóliu, krivka sa na obe strany klesá. Podobne o£akávanývýsledok experimentu dostaneme, ke¤ je zatvorená ©avá ²trbina a otvorenápravá (obr. 9.2). Výskyt £astí
 sa zvy²uje, £ím sme bliº²ie k miestu, ktoréje presne oproti otvorenej ²trbine. Podobne ako na obr. 9.1, krivka dosahujenajvy²²iu hodnotu oproti otvoru a klesá na obe strany.

svetelný zdrojobr. 9.1O£akávali by sme ale, ºe ke¤ obe ²trbiny otvoríme bude výsledná po£etnos´výskytu £astí
 sú£tom po£etností z obr. 9.1 a obr. 9.2 ke¤ bola otvorená vºdylen jedna ²trbina. Tomu zodpovedajú
a krivka po£etností je znázornená naobr. 9.3. Prekvapení zis´ujeme, ºe to tak nie je. Na obr. 9.4 je znázornenýpozorovaný výsledok experimentu, ke¤ sú obe ²trbiny otvorené.Krivka po£etnosti výskytu z obr. 9.4 sa podstatne odli²uje od o£akávanejkrivky na obr. 9.3. A predsa, krivka z obr. 9.4 nie je fyzikovi neznáma alebodokon
a 
haoti
ká. Fyzik ihne¤ rozpozná, ºe zodpovedá interferen
ii v¨n.Keby sme z kaºdej ²trbiny sú£asne vypustili vlnu, na niektorý
h miesta
hsa vlny navzájom zru²ia a na iný
h zasa zosilnia. Vravíme, ºe interferujú.
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svetelný zdrojobr. 9.2

svetelný zdrojobr. 9.3Výsledok zosilnenia a zoslabenia zodpovedá presne krivke po£etnosti výskytuz obr. 9.4. Ako to vysvetli´? Fotóny (alebo iné £asti
e) vypú²´ame zo zdro-ja postupne, takºe dva r�zne fotóny nem�ºu vzájomne interferova´. Jedinévysvetlenie je, ºe kaºdý fotón prejde sú£asne oboma ²trbinami a interferu-je sám zo sebou. Podstata tohto experimentu zodpovedá presne základomkvantového po£ítania. �asti
a je s£asti v ©avej a s£asti v pravej ²trbine. Ke¤výskyt £asti
e v ©avej ²trbine reprezentuje hodnotu bitu 0 a výskyt v pravej²trbine reprezentuje hodnotu bitu 1, je hodnota bitu £iasto£ne 0 a £iasto£ne1, £o v na²om makrosvete nie je moºné. Podstata matemati
kého modelukvantovej me
haniky je zaloºená presne na tom, ºe £asti
a sa do istej mierym�ºe sú£asne vyskytova´ na via
erý
h miesta
h a interferova´ sama zo se-bou. Výsledky predpovedané na základe tohto modelu sa presne zhodujú spozorovaniami v experimento
h (obr. 9.4).
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svetelný zdrojobr. 9.4A to e²te nie je konie
. Experimentátor sa m�ºe rozhodnú´, ºe podrobnepreskúma správanie sa £astí
. �al²ím zdrojom svetla si zboku posvieti na²trbiny, aby zistil, 
ez ktorú z ni
h £asti
a prejde. A znovu zázrak! S prek-vapením zistí, ºe kaºdý fotón sa ukáºe práve v jednej ²trbine, nikdy nie vobo
h sú£asne. Krivka po£etnosti dopadu £astí
 sa tieº zmenila a bude zod-poveda´ p�vodne o£akávanej krivke z obr. 9.3.To sú ale prefíkané £asti
e! Správajú sa ako svätu²kári.Ke¤ i
h pozoru-je², robia presne to £o sa od ni
h o£akáva. Ke¤ ale na ne neh©adí² robiav²etko moºné, len nie to, £o sa od ni
h o£akáva. M�ºete ©ubovo©ne £as-to zamie¬a´ pozorovanie a nepozorovanie ²trbiny a zodpovedajú
e krivkypo£etností výskytu sa budú príslu²ne pod©a toho meni´, ako je to znázor-nené na obr. 9.3 a obr. 9.4. Ke¤ stlmíme bo£ný zdroj svetla slúºia
i napozorovanie ²trbiny do tej miery, ºe osvetlí len zlomok £astí
, bude krivkapo£etností výskytu £astí
 zmie²aním kriviek z obr. 9.3 a obr. 9.4. �ím via
svetla, tým bude via
 podobná krivke z obr. 9.3. �ím bude svetla menej,tým via
 bude podobná krivke z obr. 9.4. Ako vysvetlíme takéto správanie?Pomo
ou kvantovej me
haniky. Nasledujú
a v²eobe
ne platná skuto£nos´ jeve©mi d�leºitá.
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u pre
hádzajú
u sú£asne oboma ²trbinamináhodne za�xoval do jednej z ni
h. Kaºdé pozorovanie kvantovome
hani
k-ého systému sp�sobí, ºe vytvoríme takzvaný �xovaný klasi
ký stav. Kla-si
ký stav zodpovedá tradi£nému klasi
kému svetu. �asti
a je bu¤ tu, bu¤tam, ale nikdy nie je na dvo
h miesta
h zárove¬. Kde sa pri na²om po-zorovaní z boku £asti
a za�xuje je náhodná udalos´, ktorú vieme modelova´pomo
ou zákonov kvantovej me
haniky. Nem�ºeme ovplyvni´ a ani jednoz-na£ne predpoveda´, ktorou ²trbinou bude £asti
a pre
hádza´. Vieme vypo£í-ta´ len pravdepodobnos´, s ktorou sa objaví v jednej alebo druhej ²trbine.Aká podstatná je táto skuto£nos´ pri tvorbe kvantovome
hani
ký
h algorit-mov, uvidíme v nasledujú
ej kapitole.Ak vás zneistil predstavený experiment s dvomi ²trbinami, ni£ si z toho ner-obte. Sami fyzi
i potrebovali mnoho rokov na to, kým sa zºili s týmitopredstavami o správaní sa £astí
. Presnej²ie povedané aº nástup novej gen-erá
ie vo fyzikálnom výskume znamenal ak
eptovanie a strávenie kvantovejme
haniky. Pretoºe dúfam, ºe doteraj²ie £ítanie knihy vás uº dostato£nezo
elilo, dovolím si predstavi´ e²te jeden fyzikálny experiment.Nasledujú
i experiment zvýrazní významnú úlohu interferen
ie. Predstavmesi prázdninovú idylku. Slnko svieti, na oblohe ani mrá£ka, bezvetrie a prednami modré more, v ktorom 1 meter pod hladinou odpo£íva ne²kodná ry-ba. Ru²í ju iba do oka dopadajú
i slne£ný lú£. Aká je jeho dráha? Pod©aznámy
h fyzikálny
h zákonov p�jde slne£ný lú£ zo slnka do oka po £asovo na-jkrat²ej dráhe. �asovo najkrat²ia dráha neznamená priamku spájajú
u slnkoa oko ryby (preru²ovaná £iara na obr. 9.5). Pretoºe sa svetlo ²íri vo vzdu
hurý
hlej²ie ako vo vode, p�jde lú£ rad²ej dlh²ie vzdu
hom, aby si skrátil 
estuvodou (plná £iara na obr. 9.5). O£ividne lú£ pri vstupe do vody mení smer.Tento uhol vieme vypo£íta´. Zis´ujeme, ºe slne£ný lú£ sa láme na hladinepod ur£itým. Uvaºujeme rovnaký experiment s rybou odpo£ívajú
ou 100 mpod hladinou. V tomto prípade by sa mala dráha vo vode e²te via
 skráti´.Preto sa posunie £asovo najkrat²ia dráha lú£a e²te via
 doprava a bude sapri vstupe do vody láma´ pod vä£²ím uhlom (obr. 9.6).Aj ke¤, ºe sme ve©kos´ uhla na obr. 9.6 tro
ha zveli£ili, z ná²ho experimentu5Ak predpokladáme, ºe namerané hodnoty zodpovedajú presne realite ide o ve©mi ideali-zovaný model experimentu.
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obr. 9.5je nad slnko jasnej²ie, ºe uhly pod ktorými lú£e v
hádzajú do vody sú r�zne.To predsa nie je s kostolným poriadkom! Ako m�ºe vedie´ lú£ na hladine, £ipadne do oka rybe na
hádzajú
ej sa 1 m alebo 100 m pod hladinou a pod©atoho zmeni´ svoj smer? Alebo e²te lep²ia otázka. Ako sa uº pri ²tarte zoslnka m�ºe rozhodnú´, komu padne do oka a na základe toho sa vyda´ £asovonajkrat²ou trasou? S takýmito múdrymi £asti
ami nik nepo£ítal. V klasi
kejfyzike sí
e m�ºeme pozorova´, ºe sa svetlo vºdy ²íri po £asovo najkrat²ej trase,ale nevieme vysvetli´ ako to svetlo robí. Naproti tomu kvantová me
hanikato vysvetli´ vie. Slne£né lú£e si prirodzene nem�ºu vypo£íta´ a naplánova´svoju trasu. Jednodu
ho sa pohybujú (vyºarujú) v²etkými smermi a usilujúsa dosiahnu´ oko ryby v²etkými moºnými trasami. Ibaºe tie, ktoré neletia na-jkrat²ou trasou, vzájomne interferujú ako vlny a tým sa navzájom zru²ia tak,ºe ostane len jeden fotón na najkrat²ej 
este. Tento jediný fotón nakonie
dopadne rybe do oka. Aké je z toho pou£enie? Predsa prebieha výpo£et.Ale nepo£íta slne£ný lú£. Je to globálny výpo£et pod©a prírodný
h zákonovkvantovej me
haniky, ktoré sú neustále prítomné v prírode a o ktorý
h p�-sobení sa m�ºeme presved£i´ z pozorovania. Témou nasledujú
ej £asti je, akovyuºi´ kvantovome
hani
ké po£ítanie na strojové algoritmi
kému po£ítaniu.
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obr. 9.69.3 Ako po£ítame vo svete £astí
?V kapitole 2 sme do ur£itej miery predstavili ²truktúru po£íta£a. Ve©mi zhru-ba potrebujeme pamä´ na ukladanie údajov a moºnos´ spra
ováva´ (meni´)i
h ur£itými operá
iami. V klasi
kom po£íta£i sme si pamätali postupnostibitov. Prostrední
tvom logi
ký
h obvodov sme s postupnos´ami bitov vedelivykonáva´ aritmeti
ké a textové operá
ie. Pri varení boli pamä´ou nádo-by v²etkého druhu a hardvér na vykonávanie operá
ií boli r�zne ku
hynsképrístroje, ako ²porák, trúba, mikrovlnka, mixér, at¤. V biopo£íta£i sme sipamätali údaje ako DNA sekven
ie v reagen£ný
h miská
h a operá
ie s nimisme vykonávali 
hemi
kými reak
iami. Ako vytvoríme kvantový po£íta£? Uº
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vi£ 260 KAPITOLA 9je jasné, ºe musíme ur£i´, akým sp�sobom si budeme pamäta´ údaje a akobudeme s nimi vykonáva´ operá
ie.Rovnako ako v klasi
kom po£íta£i pouºijeme na reprezentá
iu údajov bity.Aj tu budeme pra
ova´ s registrami, ktoré nazveme kvantové registre. Vkvantovom registri sú zapamätané kvantové bity. Aby sme i
h odlí²ili odklasi
ký
h bitov 0 a 1 budeme i
h ozna£ova´

|0〉 a |1〉.Je via
ero moºností ako fyzikálne realizova´ kvantové bity. Nasledujú
e trikrátke odseky sú venované len £itate©om so zá©ubou vo fyzike. Neusilujemesa v ni
h o v²eobe
nú6 zrozumite©nos´ a ostatným £itate©om i
h odporú£amepresko£i´.Prvá moºnos´ vytvorenia kvantového bitu je zaloºená na vyuºití jadrovej magnet-i
kej rezonan
ie. Na obr. 9.7 je znázornený príklad pouºitia ²tyro
h zo ²iesti
hatómov v molekule ako kvantového registra. Ke¤ sa molekula na
hádza v magnet-i
kom poli, smeruje spin atómov paralelne s magneti
kým po©om. Smer paralelnes magneti
kým po©om interpretujeme ako |0〉. Smer kolmo na magneti
ké poleinterpretujeme ako |1〉. Pouºitím os
ilujú
i
h magneti
ký
h polí vieme na tý
htokvantový
h bito
h vykonáva´ operá
ie.

obr. 9.7�al²ia moºnos´ je iónová pas
a. Ióny sú elektri
ky nabité molekuly alebo atómy(na obr. 9.8 sú nabité kladne, kaºdému 
hýbajú práve dva elektróny). Pri teplote6bez vedomostí z fyziky
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tvom elektromagneti
kéhopo©a v iónový
h pas
ia
h.

Ca2+ Ca2+ Ca2+

elektródy

elektródy
vákuumnízka teplota

laser

obr. 9.8Hodnotu |0〉 priradíme základnému stavu iónu a ex
itovanému stavu iónu priradímehodnotu |1〉. Na takto vytvorený
h kvantový
h bito
h robíme operá
ie prostred-ní
tvom lasera.Ako po£íta kvantový po£íta£ a aké sú jeho výhody? V klasi
kom po£íta£i smemali bitový register, ktorý mohol ma´ hodnotu bu¤ 0 alebo 1. V kvantovomregistri je to inak. Sú£asne m�ºe ma´ obe hodnoty, alebo len ur£itú £as´ zkaºdej. Presne ako £asti
a v experimente s dvomi ²trbinami, ktorá £iasto£nepre
hádzala aj 
ez pravú a £iasto£ne aj 
ez ©avú ²trbinu. Ako to zapí²eme?Hovoríme, ºe kvantový bit (obsah kvantového registra) je superpozí
iou(alebo kombiná
iou) dvo
h klasi
ký
h bitov |0〉 a |1〉. Superpozí
iu zapisu-jeme
α · |0〉 + β · |1〉,kde α a β sú komplexné £ísla,pre ktoré platí

|α|2 ≤ 1, |β|2 ≤ 1 a |α|2 + |β|2 = 1.

|α| ozna£uje absolútnu hodnotu α. Ak neviete, £o sú to komplexné £ísla,nevzdávajte sa a bez problémov m�ºete pokra£ova´ v £ítaní, pretoºe v ¤al²ompouºívame len reálne |α| a |β|. Pre kaºdé reálne £íslo α, |α|2 = α2, takºe
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α2 ≤ 1, β2 ≤ 1 a α2 + β2 = 1.Hodnoty α a β sa nazývajú amplitúdy a vyjadrujú, do akej miery je hodnotakvantového bitu |0〉 alebo |1〉.Presnej²ia interpretá
ia je takáto:
α2 je pravdepodobnos´, ºe pri meraní bude obsahom kvantovéhoregistra |0〉.
β2 je pravdepodobnos´, ºe pri meraní bude obsahom kvantovéhoregistra |1〉.Poºiadavka α2 +β2 = 1 je d�sledkom tejto interpretá
ie, pretoºe pre klasi
késtavy nie je iná moºnos´ ako |0〉 a |1〉.Ho
i s istotou vieme, ºe kvantový register sa na
hádza v stave (superpozí
ii)

α · |0〉+ β · |1〉,nemáme moºnos´ zisti´ o tejto superpozí
ii úplne v²etko. Inak povedané,hodnoty α a β sa nedajú zmera´. Ke¤ vykonáme meranie kvantového bitu,dostaneme len klasi
ké hodnoty |0〉 alebo |1〉. Meranie de�nitívne zni£íp�vodnú superpozí
iu. Je to presne rovnaké ako pri elektróne, ktorý letísú£asne 
ez dve r�zne ²trbiny, ale ke¤ ho pozorujeme, letí vºdy len 
ez jed-nu.V na²ej interpretá
ii je α2 pravdepodobnos´, s ktorou pri meraní dostaneme
|0〉 a β2 je pravdepodobnos´, ºe výsledkom merania bude |1〉.Príklad 9.1 Superpozí
ia

1√
2
· |0〉+ 1√

2
· |1〉vyjadruje skuto£nos´, ºe kvantový bit je s rovnakou pravdepodobnos´ou vklasi
kom stave |0〉 £i |1〉, lebo

α2 =

(
1√
2

)2

=
1

(
√

2)2
=

1

2
a β2 =

(
1√
2

)2

=
1

2
.Pri via
násobnom opakovaní merania superpozí
ie preto nameriame hodnoty

|0〉 a |1〉 rovnako £asto. 2
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ia

1√
3
· |0〉+

√

2

3
· |1〉vyjadruje, ºe pri meraní dostaneme výsledok |0〉 s pravdepodobnos´ou

α2 =

(
1√
3

)2

=
1

3a výsledok |1〉 s pravdepodobnos´ou
β2 =

(√

2

3

)2

=
2

3
.

2Úloha 9.1 Navrhnite superpozí
iu kvantového bitu, meraním ktorej dostanemehodnotu |1〉 s pravdepodobnos´ou 1
4 a hodnotu |0〉 s pravdepodobnos´ou 3

4 .Ako je to vo v²eobe
nom prípade? Ke¤ máme n kvantový
h registrov, máme
2n moºný
h klasi
ký
h obsahov. Superpozí
ia n kvantový
h bitov znamená,ºe register je sú£asne vo v²etký
h 2n klasi
ký
h stavo
h, pri£om v kaºdom zni
h je s ur£itou pravdepodobnos´ou. Jediná podmienka je, ºe sú£et tý
hto
2n pravdepodobností musí by´ 1.Príklad 9.3 Uvaºujme dva kvantové registre. V²etky i
h moºné obsahy sútieto:

00, 01, 10 a 11.V prípade dvo
h kvantový
h registrov je obsah pamäte kvantového po£íta£asuperpozí
ia
α · |00〉+ β · |01〉+ γ · |10〉+ δ · |11〉,kde

α2 ≤ 1, β2 ≤ 1, γ2 ≤ 1, δ2 ≤ 1 a α2 + β2 + γ2 + δ2 = 1.Konkrétna superpozí
ia
1

2
· |00〉+ 1

2
· |01〉+ 1

2
· |10〉+ 1

2
· |11〉s α = β = γ = δ = 1

2
opisuje situá
iu, v ktorej kaºdý z moºný
h obsahovnameriame s rovnakou pravdepodobnos´ou

α2 = β2 = γ2 = δ2 =

(
1

2

)2

=
1

4
.
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vi£ 264 KAPITOLA 9Uvaºujme superpozí
iu

0 · |00〉+ 0 · |01〉+ 0 · |10〉+ 1 · |11〉.Pretoºe α = β = γ = 0 a δ2 = 12 = 1, kaºdé meranie dá jednozna£nevýsledok
|11〉.Pri superpozí
ii

1√
2
· |00〉+ 0 · |01〉+ 0 · |10〉+ 1√

2
· |11〉nameriame len dva výsledky |00〉 a |11〉, oba s rovnakou pravdepodobnos´ou

1
2
. 2Úloha 9.2 Ako vyzerá vo v²eobe
nosti superpozí
ia tro
h kvantový
h bitov?a) Napí²te superpozí
iu tro
h kvantový
h bitov, v ktorej meraním s rovnakoupravdepodobnos´ou dostaneme ©ubovo©ný klasi
ký obsah tro
h bitový
h reg-istrov.b) Nájdite superpozí
iu tro
h kvantový
h bitov, pre ktorú meraním ur£íme kla-si
ký obsah |111〉 s pravdepodobnos´ou 1

2 , hodnotu |000〉 s pravdepodob-nos´ou 1
4 a kaºdú zo zvy²ný
h hodn�t s rovnakou pravdepodobnos´ou.Aké operá
ie sú moºné v kvantovom svete? Ako sa v jednom kroku kvan-tového výpo£tu dá zmeni´ superpozí
ia na inú superpozí
iu? Moºné sú takévýpo£tové kroky, ktoré dostaneme ako vynásobenie superpozí
ie (reprezento-vanej vektorom) ur£itými mati
ami. Tieto mati
e majú ²pe
iálnu vlastnos´,ºe zo superpozí
ie vytvoria novú superpozí
iu.Zvy²ok tejto £asti je ur£ený len £itate©om so záujmom o matematiku. Ostatním�ºu presko£i´ na £as´ 9.4.Superpozí
iu

α1 · |00〉+ α2 · |01〉+ α3 · |10〉 + α4 · |11〉si m�ºeme predstavi´ ako st¨p
ový vektor







α1

α2

α3

α4








.
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vi£ 9.3 AKO PO�ÍTAME VO SVETE �ASTÍC? 265Ke¤ 
h
eme zapísa´ st¨p
ový vektor v riadku, urobíme to takto: (α1, α2, α3, α4)

T ,kde T ozna£uje transpozí
iu. Riadkový vektor sa dá vynásobi´ st¨p
ovým nasledu-jú
o
(β1, β2, β3, β4) ·








α1

α2

α3

α4








= α1β1 + α2β2 + α3β3 + α4β4.Výsledkom je komplexné £íslo (nie vektor). Mati
u n×n si m�ºeme predstavi´ ako
n riadkový
h vektorov. Napríklad mati
a 4× 4

M =








a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44






sa skladá zo ²tyro
h riadkový
h vektorov

(a11, a12, a13, a14)

(a21, a22, a23, a24)

(a31, a32, a33, a34)

(a41, a42, a43, a44).Takºe vynásobením mati
e M st¨p
ovým vektorom α = (α1, α2, α3, α4)
T dostanemezasa st¨p
ový vektor µ = (µ1, µ2, µ3, µ4)

T , v ktorom je i-ta pozí
ia sú£inom i-tehoriadkového vektora v M s α. Presnej²ie
M ·








α1

α2

α3

α4








=








µ1

µ2

µ3

µ4








,kde
µi = (ai,1, ai,2, ai,3, ai,4) ·







α1

α2

α3

α4





= ai,1 · α1 + ai,2 · α2 + ai,3 · α3 + ai,4 · α4.Aplikovanie M na superpozí
iu 
hápeme ako jeden výpo£tový krok. Ak je prekaºdú superpozí
iu α (reprezentovanú st¨p
ovým vektorom) výsledok M · α tieºsuperpozí
iou (v na²om príklade to znamená, ºe µ2

1 + µ2
2 + µ2

3 + µ2
4 = 1), potom je

M povolená operá
ia.
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vi£ 266 KAPITOLA 9V nasledujú
om príklade ukáºeme ako sa dajú na kvantovom po£íta£i generova´náhodné bity.Príklad 9.4 Máme k dispozí
ii jeden kvantový register. Za£neme s �klasi
kou�superpozí
iou

|0〉 = 1 · |0〉+ 0 · |1〉.Vykonáme jeden výpo£tový krok: vynásobíme túto superpozí
iu Hadamardovoumati
ou
H2 =

(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)

.Výsledkom násobenia bude:
(

1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)

·
(

1

0

)

=




1 · 1√

2
+ 0 · 1√

2

1 · 1√
2

+ 0 ·
(

− 1√
2

)



 =

(
1√
2

1√
2

)

.Dostali sme superpozí
iu
1√
2
· |0〉 + 1√

2
· |1〉.Ak meriame túto superpozí
iu, s rovnakou pravdepodobnos´ou 1

2 dostaneme kla-si
ký bit |0〉 alebo |1〉.V prípade, ºe za£neme s �klasi
kou� superpozí
iou
|1〉 = 0 · |0〉+ 1 · |1〉,ktorú vynásobíme opä´ mati
ou H2, dostaneme

(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)

·
(

0

1

)

=




0 · 1√

2
+ 1 · 1√

2

0 · 1√
2

+ 1 ·
(

− 1√
2

)



 =

(
1√
2

− 1√
2

)

.Výsledkom je superpozí
ia
1√
2
· |0〉 − 1√

2
· |1〉.Pretoºe platí α2 =

(
1√
2

)2
= 1

2 a β2 =
(

− 1√
2

)2
= 1

2 , výsledky merania |0〉 aj |1〉dostaneme s rovnakou pravdepodobnos´ou 1
2 . �o to znamená? V obo
h prípado
hsme dostali pri meraní náhodný bit, ale nie sme s
hopní rozlí²i´, ktorú z dvo
hsuperpozí
ií 1√

2
· |0〉+ 1√

2
· |1〉 a 1√

2
· |0〉 − 1√

2
· |1〉 sme merali. 2Úloha 9.3 Nájdite e²te aspo¬ dve ¤al²ie superpozí
ie kvantového bitu, v ktorý
hs rovnakou pravdepodobnos´ou nameriate hodnoty |0〉 a |1〉.
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vi£ 9.3 AKO PO�ÍTAME VO SVETE �ASTÍC? 267Úloha 9.4 (tvrdý orie²ok) Dokáºte, ºe mati
a H2 má tú vlastnos´, ºe pre kaºdúsuperpozí
iu α · |0〉+ β · |1〉 je

(

γ

δ

)

:= H2 ·
(

α

β

)tieº superpozí
ia, ºe teda platí γ2 + δ2 = 1.Úloha 9.5 (tvrdý orie²ok) Výpo£et kvantového po£íta£a je reverzibilný7. Ke¤nevykonávame merania, ktoré by zni£ili dosiahnuté superpozí
ie, je moºné pouºitímvhodný
h výpo£tový
h krokov ne
ha´ výpo£et prebieha´ naspä´ do po£iato£néhostavu. V príklade 9.4 to znamená, ºe existuje mati
a M rozmeru 2× 2 taká, ºe
M ·

(
1√
2

1√
2

)

=

(

1

0

) a M ·
(

1√
2

− 1√
2

)

=

(

0

1

)

.Nájdite mati
u M.Teraz aspo¬ do ur£itej miery 
hápeme, ako sa dá po£íta´ vo svete £astí
. R�znymstavom £astí
 (napríklad spinu) musíme vhodným sp�sobom priradi´ hodnoty 0 a1. Kvantové operá
ie vykonávame so superpozí
iami kvantový
h bitov. Matemat-i
ky vykonávame operá
ie ako vynásobenie vektora, reprezentujú
eho superpozí-
iu, mati
ou. Povolené sú len mati
e, ktoré transformujú superpozí
iu zase nasuperpozí
iu. V kvantovom svete sa dajú uskuto£ni´ v²etky operá
ie, zaloºené nataký
hto mati
ia
h. Pritom je zrejmá jedna z najd�leºitej²í
h výhod kvantovéhopo£íta£a. Ke¤ po£ítame s n kvantovými bitmi, máme superpozí
iu v²etký
h 2nmoºný
h klasi
ký
h obsahov n kvantový
h bitov:
α0 · |00 . . . 0〉+ α1 · |00 . . . 01〉 + . . . + α2n−1 · |11 . . . 1〉.V jednom výpo£tovom kroku sa zmení 
elá superpozí
ia. Simulova´ krok výpo£tukvantového po£íta£a na klasi
kom po£íta£i nevieme lep²ie neº vynásobením 2n-rozmerného vektora (α0, α1, . . . , α2n−1)

T mati
ou rozmeru 2n x 2n. Pri takejtosimulá
ii kroku kvantového výpo£tu s n bitmi potrebujeme vzh©adom na n expo-nen
iálne ve©a aritmeti
ký
h operá
ií.�al²ia výhoda kvantového po£ítania je uº spomínaná interferen
ia, ktorá pouºitímvhodný
h kvantový
h operá
ií umoº¬uje vzájomné zru²enie niektorý
h moºností asú£asné zvý²enie pravdepodobnosti výskytu iný
h.Dnes poznáme via
eré problémy, pri ktorý
h sú kvantové algoritmy podstatne efek-tívnej²ie, neº najlep²ie známe klasi
ké algoritmy. �ia© potrebné matemati
ké aalgoritmi
ké vedomosti potrebné na i
h vysvetlenie sú príli² zloºité na prezento-vanie v zrozumite©nej forme bez pouºitia matemati
kého formalizmu. Preto len7dá sa obráti´
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vi£ 268 KAPITOLA 9napríklad spomenieme, ºe existuje efektívny kvantový algoritmus na faktorizá
iu8prirodzený
h £ísiel. Ako uº vieme, faktorizova´ nie sme efektívne s
hopní pomo
ouklasi
ký
h algoritmov. To predstavuje nebezpe£enstvo pre kryptogra�u s verejný-mi k©ú£mi, ktorá je zaloºená na výpo£tovej ob´aºnosti faktorizá
ie. Ale netreba sapla²i´, m�ºeme ¤alej pokojne spáva´. Najvä£²ie vytvorené kvantové po£íta£e majúnajvia
 sedem kvantový
h bitov, teda dokáºu pra
ova´ len s £íslami, ktoré viemereprezentova´ siedmimi bitmi. A ako vieme, v kryptogra�i s verejným k©ú£om sapra
uje s £íslami, ktoré majú nieko©ko tisí
 bitov. Budú
nos´ ukáºe, £i je kvantovépo£ítanie uºito£né pre reálne spra
ovanie údajov. To je téma nasledujú
ej £asti.9.4 �o prinesie budú
nos´?Odpove¤ nepozná nik. Aby sme si lep²ie ozrejmili perspektívy kvantovéhopo£ítania, objasníme, v £om spo£ívajú problémy pri vývoji tejto te
hnológie.Matemati
ký model kvantového sveta nám poskytol nástroj na vytvoreniekvantový
h algoritmov. Tieto algoritmy sú pri rie²ení niektorý
h problémovneo£akávane efektívne. Pre výpo£ty s nimi potrebujeme kvantový po£íta£s takým po£tom kvantový
h bitov, aká je ve©kos´ spra
ovávaný
h údajov.Máme uº aj predstavu, ako stavom £astí
 realizova´ kvantové bity. V £omteda väzí problém? Kvantový po£íta£ je extrémne 
itlivý, vlastne je 
itlivej²íako ho
i£o, £o poznáme z klasi
kého sveta. Poveda´ niekomu: �Si 
itlivej²íako kvantový po£íta£�, je hrubá uráºka. Ke¤ do po£ítajú
eho kvantovéhopo£íta£a prenikne jediná £asti
a (napríklad elektrón), nenávratne sa zmenídoteraz prebiehajú
i výpo£et. Superpozí
iu nevieme znovu zrekon²truova´ a
elý výpo£et musíme spusti´ odznova. Rovnako ako meranie ovplyvní meranýobjekt, aj kaºdá £asti
a, ktorá prenikne do kvantového po£íta£a, ovplyvní je-ho výpo£et. Kvantový po£íta£ preto musíme 
elkom izolova´ od okolitéhoprostredia. Ale to je ´aº²ia úloha ako vybudova´ nepreniknute©ný trezor.�asti
e sú v²ade, aj v materiáli, ktorý by sme pouºili na izolá
iu v reálnomsvete. To je d�vod pouºívania vákua, tepl�t blízky
h absolútnej nule a ¤al²í
hopatrení. Vieme, ºe ºiaden systém nedokáºeme izolova´ od vplyvov prostre-dia ©ubovo©ne dlho. Úloha je izolova´ ho aspo¬ na zlomok sekundy, pretoºekvantový výpo£et m�ºe prebehnú´ ve©mi rý
hlo. Základná predstava nie jeskon²truova´ v²eobe
ný kvantový osobný po£íta£ (kvantové-PC) pouºite©néna r�zne apliká
ie. Cie©om je postavi´ jednoú£elový ²pe
ializovaný kvan-tový po£íta£, ktorý rie²i len jednu ²pe
i�
kú výpo£tovú úlohu. To znamená,aby sme mohli vykona´ jeden konkrétny kvantový algoritmus, musíme pre¬vytvori´ kvantový po£íta£, ktorý nebude okrem tejto konkrétnej úlohy rie²i´8rozklad na prvo£initele
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i sú s
hopní skon²truova´ kvantové po£íta£e s malým po£tombitov (3 aº 7) a vykona´ na ni
h niektoré kvantové algoritmy. Situá
ia jedo ur£itej miery podobná DNA-po£ítaniu. V sú£asnosti táto te
hnológia vºiadnom prípade nekonkuruje klasi
kým po£íta£om. V momente, ke¤ ob-javíme lep²iu te
hnológiu na vytvorenie kvantový
h po£íta£ov sa situá
iadramati
ky zmení. Budeme musie´ revidova´ de�ní
iu prakti
ky rie²ite©néhoa nerie²ite©ného. Teoreti
i uº majú takúto novú teóriu zloºitosti pripravenúvo svoji
h ²uplíko
h.Moºnos´ efektívne faktorizova´ by zmenila do ve©kej miery kryptogra�u.Doteraj²ia kryptogra�a s verejnými k©ú£mi by uº nebola bezpe£ná vo£i pro-tivníkovi, ktorý by na faktorizá
iu pouºil kvantový po£íta£. Alebo by pred-sa bola? Moºno sa podarí skon²truova´ kvantový po£íta£ len s nieko©kýmistovkami bitov, takºe pri pouºití £ísiel s nieko©ko tisí
 desiatkovými 
iframibudeme kryptogra�u s verejným k©ú£om ¤alej úspe²ne pouºíva´. Je jedno,ako to dopadne, takýto pokrok nem�ºeme 
hápa´ negatívne, aj keby smekv�li nemu museli doteraj²iu kryptogra�u hodi´ do ko²a. Kaºdý pokrok zosebou priná²a aj nové moºnosti. Kvantové efekty umoºnujú realizova´ kryp-tosystémy s ve©mi vysokou mierou bezpe£nosti. I
h prin
íp je zaloºený namoºnosti vytvori´ tzv. previazanú superpozí
iu, ktorá má ²pe
iálnu vlast-nos´, ºe bez oh©adu na aktuálnu vzdialenos´ obo
h £astí
, ke¤ zmeriamestav jednej £asti
e, neskor²ím meraním stavu druhej £asti
e, dostaneme rov-naký stav druhej £asti
e ako sme namerali pri prvej £asti
i. Takýmto sp�-sobom sa dve strany m�ºu dohodnú´ na náhodnom bite, ktorý pouºijú akok©ú£. V praxi si to m�ºeme predstavi´ takto: príjem
a a odosielate© ma-jú kaºdý jednu zo vzájomne previazaný
h £astí
. Obaja vykonajú meraniana svojej £asti
i. Je jedno, ktorý z ni
h bude mera´ ako prvý. D�leºité je,ºe obaja namerajú ten istý klasi
ký stav (klasi
ký bit 0 alebo 1). Je tak,pretoºe prvé z meraní sp�sobí, ºe obe £asti
e zmenia svoj stav na rovnakýklasi
ký stav. Pri druhom z meraní odmeriame uº len tento klasi
ký stav.Ak prijímate© a odosielate© uvedeným sp�sobom vygenerujú náhodnú pos-tupnos´ bitov, m�ºu ju pouºi´ ako k©ú£ v symetri
kom kryptosystéme. Tentokvantový efekt predpovedali fyzi
i uº pred mnohými rokmi. Albert Einsteinneveril, ºe sa túto predpove¤ podarí experimentálne overi´. Argumentoval,ºe tento jav, nazývaný teleportá
ia, protire£í prin
ípu lokálnosti fyzikálny
hú£inkov. Cie©om experimentu je ukáza´, ºe po zmeraní prvej £asti
e, stavdruhej £asti
e skolabuje do zodpovedajú
eho klasi
kého stavu rý
hlej²ie, neºprejde svetlo z miesta prvej £asti
e na miesto druhej £asti
e. Takýmto sp�-sobom sa 
h
eme presved£i´ o nemoºnosti ovplyvnenia stavu jednej £asti
etým, ºe by sa jej �poslala� informá
ia o zmene stavu druhej £asti
e, pretoºerý
hlos´ svetla sa povaºuje za hornú hrani
u rý
hlosti. Experimentálne ov-
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hlosti svetla. Napriek tomu ved
iho boli s
hopní úspe²ne uskuto£ni´ na vzdialenos´ 600m ponad rieku Dunajne¤aleko Viedne.�asy prvý
h objavite©ov sa neskon£ili a nikdy sa neskon£ia. Veda je vzru²u-jú
a a m�ºeme sa te²i´ e²te na mnoho dobrodruºstiev a pravý
h zázrakov.Návody na rie²enie vybraný
h úlohÚloha 9.1 Uvaºujme superpozí
iu:

1

2

√
3 · |0〉 − 1

2
· |1〉 .Je zrejme, ºe

(
1

2

√
3

)2

=
1

4
· 3 =

3

4
a (−1

2

)2

=
1

4
.Takºe klasi
kú hodnotu |1〉 nameriame s pravdepodobnos´ou 1

4 . Vidíme, ºe super-pozí
ia (

−
√

3

2

)

· |0〉+ 1

2
· |1〉tieº sp¨¬a na²e poºiadavky. M�ºeme sa zamyslie´, ktoré ¤al²ie superpozí
ie α · |0〉+

β · |1〉 sp¨¬ajú podmienky α2 = 3/4 a β2 = 1/4. Je o£ividné, ºe meraním nikdynezistíme superpozí
iu, v ktorej sa na
hádza kvantový systém.Úloha 9.2 Vo v²eobe
nosti máme pre tri bity 23 = 8 moºný
h r�zny
h obsahov
000, 001, 010, 011, 100, 101, 110 a 111.Teda kaºdý stav kvantového registra s tromi bitmi je superpozí
ia

α0 · |000〉 + α1 · |001〉 + α2 · |010〉 + α3 · |011〉

+α4 · |100〉 + α5 · |101〉 + α6 · |110〉 + α7 · |111〉�smy
h klasi
ký
h stavov, kde
α2

i ≤ 1 pre i = 0, 1, . . . , 7 a 7∑

i=0

α2
i = 1.a) Ke¤ je rovnaká pravdepodobnos´, ºe nameriame ho
iktorý z �smi
h klasi
k-ý
h stavov, potom musí plati´ α2

0 = α2
1 = α2

2 = . . . = α2
7 = 1

8 . Pretoºe
1

8
=

2

16
=

(√

2

16

)2

=

(√
2

4

)2

,



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 9.4 �O PRINESIE BUDÚCNOS�? 271dostaneme

α0 = α1 = α2 = . . . = α7 =

√
2

4
,ako jednu z moºností. Viete navrhnú´ ¤al²ie moºnosti?b) Okrem obsahov |111〉 a |000〉 existuje e²te ²es´ ¤al²í
h moºný
h obsahov.Ke¤ |000〉 pozorujeme s pravdepodobnos´ou 1

2 a |111〉 pozorujeme s pravde-podobnos´ou 1
4 , je pravdepodobnos´ pozorovania v²etký
h ostatný
h moºnos-tí 1

4 (sú£et v²etký
h pravdepodobností musí by´ 1). Pravdepodobnos´ 1
4 musíby´ rovnomerne rozdelená medzi zvy²ný
h ²es´ obsahov. Takºe pravdepodob-nos´ pozorovania niektorého zo zvy²ný
h obsahov je

1/4

6
=

1

24
=

6

144
.Nasledujú
a superpozí
ia sp¨¬a na²e poºiadavky na pravdepodobnosti po-zorovania daný
h klasi
ký
h stavov:

1

2
· |000〉 + 1

12

√
6 · |001〉 + 1

12

√
6 · |010〉 + 1

12

√
6 · |011〉+

1

12

√
6 · |100〉 + 1

12

√
6 · |101〉 + 1

12

√
6 · |110〉 + 1

2

√
2 · |111〉.Úloha 9.4 Vynásobíme

H2 ·
(

α

β

)

=

(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)

·
(

α

β

)

=

(
1√
2
· α + 1√

2
· β

1√
2
· α− 1√

2
· β

)

=

(

γ

δ

)Na²ou úlohou je ukáza´, ºe
γ · |0〉 + δ · |1〉je superpozí
ia, t.j., ºe platí γ2 + δ2 = 1.

γ2 + δ2 =

(
1√
2
· α +

1√
2
· β
)2

+

(
1√
2
· α− 1√

2
· β
)2

=
α2

2
+ 2 · 1√

2
· 1√

2
· α · β +

β2

2
+

α2

2
− 2 · 1√

2
· 1√

2
· α · β +

β2

2

= α2 + β2.Pretoºe sme predpokladali, ºe α · |0〉+β|1〉 je superpozí
ia, platí α2 +β2 = 1. Pretoplatí aj γ2 + δ2 = 1 a vektor (γ, δ)T reprezentuje superpozí
iu |0〉 a |1〉.
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�ivot sa dá po
hopi´ len ke¤ sa obzrieme nazad,ale ºi´ ho m�ºeme len pozerajú
 sa vpred.Sören Kierkegaard
Kapitola 10Ako sa správne rozhodova´ pre neznámubudú
nos´, alebo ako prekabáti´prefíkaného protivníka
10.1 Aké objavy nás tu o£akávajú?Doteraz rie²ené algoritmi
ké úlohy sa vyzna£ovali tým, ºe sme mali pre danýprípad problému (konkrétnu úlohu) nájs´ správne rie²enie. To znamená, ºesme mali k dispozí
ii od za£iatku výpo£tu v²etky údaje o vstupe, ktoré smepotrebovali na vypo£ítanie rie²enia. V praxi existuje ale mnoºstvo úloh, pririe²ení ktorý
h máme na za£iatku k dispozí
ii len £as´ údajov. V takejtosituá
ii sa od nás vyºaduje nájs´ a realizova´ £iasto£né rie²enie sk�r, neºobdrºíme ¤al²iu £as´ údajov nám nie úplne známeho vstupu.Znázorníme to pomo
ou nasledujú
eho príkladu. Uvaºujme stredisko, ktoréposkytuje isté sluºby, napríklad pohotovostnú zdravotnú sluºbu s 50 mobil-nými lekármi. Kaºdý lekár má k dispozí
ii vlastné motorové vozidlo. Ke¤niekto zavolá do 
entrály, 
entrála musí vysla´ jedného z lekárov na miesto ne-hody, alebo do bytu pa
ienta. Centrála pohotovostnej sluºby sa m�ºe pokúsi´riadi´ jazdy lekárov tak, aby sa optimalizovali isté parametre. Napríklad,
entrála sa m�ºe snaºi´, aby
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• bol £o najkrat²í priemerný £as £akania na pomo
,
• najdlh²í £as £akania zo v²etký
h miest neh�d bol £o najkrat²í, alebo
• boli £o najmen²ie náklady na benzín, alebo £o najniº²í po£et 
elkovonajazdený
h kilometrov.Centrála má úplnú vo©nos´ v tom, ako sa bude rozhodova´, aby dosiahla svoj
ie©. Koho vy²le na najbliº²ie miesto nehody? �i lekára, ktorý práve skon£ilprá
u na moºno nie príli² vzdialenom mieste od miesta novej nehody, ale-bo lekára £akajú
eho v stredisku? Má lekár po skon£ení ak
ie zosta´ tam,kde je a £aka´ na ¤al²ie ties¬ové volanie, alebo sa má vráti´ naspä´ do stre-diska, alebo dokon
a zauja´ nejakú novú strategi
ky vhodnú vy£káva
iu pozí-
iu? Pri klasi
kom zadaní problému sú vopred známe v²etky miesta a £asyties¬ový
h volaní, ako aj d¨ºky trvania kaºdého zákroku a úlohou je nájs´rie²enie vo forme plánu jázd jednotlivý
h lekárov, ktoré by optimalizovalozvolené parametre. Samozrejme je nerealisti
ké o£akáva´, ºe by sme v prí-pade pohotovostnej sluºby tieto informá
ie mohli vopred vedie´. Centrálanetu²í, kde a kedy d�jde k najbliº²ej nehode, a napriek tomu o£akávame, ºeriadenie strediska pra
uje pod©a rozumnej stratégie, aj v prípade, ºe za tý
h-to okolností nemoºno zaru£i´ optimálne rie²enie. Takto formulované úlohynazývame online problémy a stratégie navrhnuté na h©adanie i
h rie²eniasa volajú online algoritmy.Situá
ií, v ktorý
h potrebujeme online algoritmy je ve©a a nie je ´aºké si i
hpredstavi´. Napríklad riadenie taxisluºby, alebo poli
ajnej stani
e. Podobneje to aj v priemysle. Podniky musia £asto plánova´ zadelenie svoji
h zamest-nan
ov bez toho, aby tu²ili, ko©ko a ako ²trukturovaný
h objednávok získajúv najbliº²om £ase. Problémy takého druhu sa volajú problémy plánovaniaprá
e1. Online problémy sú vä£²inou ve©mi ´aºké, pretoºe budú
nos´ m�ºeby´ plná s
hválností. Stiahneme lekára do strediska pohotovostnej sluºbya práve vtedy, ke¤ sa vráti, príde ties¬ové volanie od suseda pred
hádza-jú
eho pa
ienta. Nájs´ dobrú za kaºdý
h okolností optimalizujú
u stratégiuje £asto ve©mi ´aºké a niekedy je dokon
a nemoºné nájs´ online stratégiu,ktorá by garantovala rozumné rie²enia pre kaºdý moºný vývoj v budú
nos-ti. Umenie algoritmiky je vyskúma´, pre ktoré online úlohy existujú dobréonline algoritmy, a pre ktoré online úlohy je beznádejné pokú²a´ sa urobi´dobré rozhodnutie pre neznámu budú
nos´. Zav²e sa na prvý poh©ad zdábeznádejné hra´ proti neznámej budú
nosti, a napriek tomu existujú onlinealgoritmy, ktoré nezávisle od vývoja v budú
nosti, garantujú rie²enia blízkeoptimálnym. To sú ¤al²ie zázraky algoritmiky a 
ie©om tejto kapitoly je1po angli
ky s
heduling



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 10.2 MERANIE KVALITY ONLINE ALGORITMOV 275jeden z tý
hto divov predstavi´.Nasledujú
i odsek za£neme úvodom do modelovania online problémov a vysvetlíme,ako m�ºeme mera´ kvalitu online algoritmov. Na ilustrá
iu ukáºeme aj je-den konkrétny online problém, pri ktorom nie je moºné prekabáti´ neznámubudú
nos´.V odseku 10.3. predstavíme jednu úlohu online plánovania pra
ovného pro-
esu, a presved£íme sa, ºe ºiadna deterministi
ká online stratégia nem�ºezaru£i´ rie²enie blízke optimálnemu. Potom z rukáva vytiahneme náhodou ri-adený online algoritmus, ktorý s vysokou pravdepodobnos´ou garantuje rie²e-nia ve©mi blízke optimálnym. Ako zvy£ajne, ukon£íme kapitolu zhrnutím apredstavíme rie²enie pre niektoré úlohy.10.2 Meranie kvality online algoritmov a hra sprefíkaným protivníkomÚlohy, ktoré ²tudujeme v tejto kapitole, patria k takzvaným optimaliza-£ným úlohám. Kaºdý prípad I nejakej optimaliza£nej úlohy ma poten
iálneve©mi ve©a rie²ení, ktoré voláme prípustné rie²enia pre I. Rozpome¬mesa na úlohu ob
hodného 
estujú
eho (TSP). Pre kaºdú úplné poprepájanúmnoºinu n miest existuje obrovské mnoºstvo (n − 1)!/2 Hamiltonovský
hkruºní
2, ktoré zodpovedajú prípustným rie²eniam. Úlohou ale nie je nájs´len jedno z prípustný
h rie²ení, ale také rie²enie, ktoré má minimálne 
estovnénáklady, alebo aspo¬ také, ktorého náklady sa ve©mi nelí²ia od optimálny
h.V²etky online úlohy sú optimaliza£né úlohy a 
ie©om je nájdenie prípustnéhorie²enia pre úplne zadaný prípad úlohy, ktorý na za£iatku poznáme len z£asti. V prípade pohotovostnej sluºby musíme (za predpokladu posta£ujú
ejkapa
ity) rie²i´ v²etky ties¬ové situá
ie. Ak to dokáºeme, na²li sme prípust-né rie²enie, ktoré moºno opísa´ postupnos´ou in²truk
ií mobilným lekárom.Je jedno, mieru £oho (
estovné náklady, £asy £akania, alebo iné) 
h
emeoptimalizova´. Ak by sme vopred poznali budú
nos´ so v²etkými £asmi amiestami ties¬ový
h volaní, mohli by sme teoreti
ky3 vypo£íta´ nejaké4 op-timálne rie²enie. Bez toho aby sme poznali budú
nos´ sa nám m�ºe sta´, ºeurobíme a realizujeme rozhodnutia, ktoré nám nesk�r znemoºnia efektívne2Hamiltonovské kruºni
e sú 
esty, ktoré za£ínajú a kon£ia v tom istom meste a v²etkyostatné mestá nav²tívia práve raz.3Slovom teoreti
ky mienime bez oh©adu na mnoºstvo prá
e. M�ºe by´, ºe by sme to prak-ti
ky nezvládli kv�li prive©kej výpo£tovej zloºitosti.4Pí²eme nejaké, pretoºe m�ºu existova´ via
eré optimálne rie²enia.
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hádzajú
e poºiadavky. V tejto súvislosti si kladieme nasledu-jú
u prin
ipiálnu otázku:Aký dobrý m�ºe by´ online algoritmus (ktorý nepozná budú
nos´)v porovnaní s algoritmom, ktorý od za£iatku pozná 
elý prípadúlohy (budú
nos´)?Odpovede sa m�ºu lí²i´ od úlohy k úlohe. Ale aby sme mohli analyzova´ tútootázku pre konkrétne úlohy, musíme najprv upresni´, £o znamená�by´ dobrý v porovnaní s algoritmom, ktorý pozná budú
nos´.�Pri meraní kvality online algoritmov postupujeme podobne ako pri kon
epteaproxima£ný
h algoritmov. Ne
h I je prípad uvaºovanej optimaliza£nej úlohy

U . Predpokladajme, ºe U je úloha minimalizá
ie. Ne
hOptU(I)ozna£uje 
enu optimálneho rie²enia pre I. Ne
h A je online algoritmus pre U,ktorý vypo£íta pre kaºdý prípad úlohy I prípustné rie²enieRie²enieA(I).Cenu tohto rie²enia ozna£íme akoCena(Rie²enieA(I)).Konkuren£nú kvalituKonkA(I) algoritmu A pre prípad úlohy I de�nujemeako £íslo KonkA(I) =
Cena(Rie²enieA(I))OptU(I)

.KonkA(I) vyjadruje ko©kokrát hor²ie je rie²enie Rie²enieA(I) algoritmu Avzh©adom na nejaké optimálne rie²enie. Napríklad ke¤ OptU(I) = 100 (op-timálne rie²enia pre I majú 
enu 100) a Cena(Rie²enieA(I)) = 130 (rie²enievypo£ítané pomo
ou algoritmu A má 
enu 130), znamená to, ºeKonkA(I) =
130

100
= 1.3a teda, ºe vypo£ítané rie²enie je 1,3-krát hor²ie ako najlep²ie moºné. Inýmislovami Rie²enieA(I) má o 30% vy²²iu 
enu ako optimálne rie²enia pre I.Teraz vieme ur£i´, aký dobrý je online algoritmus A na jednom prípade úlohy

I. Celkovú kvalitu algoritmu A meriame z h©adiska záruky, ktorú je A s
hop-ný poskytnú´ pre kaºdý5 prípad úlohy. Preto de�ní
ia kvality algoritmu Avyzerá nasledujú
o:5V informatike hovoríme £asto �v najhor²om prípade�.
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ies
hopný online algoritmus pre U , akpre v²etky prípady I úlohy U platí:KonkA(I) ≤ δ.Ak platí KonkA(I) = 1.3 pre v²etky prípady I úlohy U (ak je teda A 1.3-konkuren
ies
hopný), znamená to, ºe A pre ºiadny prípad úlohy nevypo£ítarie²enie, ktoré by bolo o via
 ako 30% hor²ie od optimálneho. Pre ve©aprípadov úlohy sa m�ºe sta´, ºe A vypo£íta aj ove©a lep²ie rie²enie. Premnohé ´aºké online úlohy m�ºe by´ uº takáto záruka pote²ite©ná.Úloha 10.1 Ne
h pre prípad úlohy I je OptU (I) = 90. Predpokladajme, ºe ná²online algoritmus A vypo£íta Rie²enieA(I) s 
enou. Cena(Rie²enieA(I)) = 135.a) Ur£ite konkuren£nú s
hopnos´ algoritmu A pre I.b) o ko©ko per
ent je Rie²enieA(I) hor²ie ako optimálne rie²enie pre I?Úloha 10.2 Pre kaºdý prípad problému I sme de�novali £ísla OptU (I)a Cena(Rie²enieA(I)). �o vyjadruje nasledujú
e £ísloCena(Rie²enieA(I)) −OptU (I)OptU (I)

· 100 ?Predpokladajme, ºe pre nejakú optimaliza£nú úlohu U sme navrhli nejakýonline algoritmus A a 
h
eme analyzova´ konkuren
ies
hopnos´ algoritmu
A. To je zvy£ajne ve©mi ´aºká matemati
ká úloha. Poznáme mnoºstvo on-line algoritmov pre r�zne úlohy, pre ktoré sa napriek dlhoro£ným pokusomnepodarilo zisti´ i
h konkuren
ies
hopnos´. Ob´aºnos´ tejto analýzy spo£ívav tom, ºe h©adáme maximálnu hodnotu KonkA(I) vzh©adom na nekone£neve©a prípadov problému I.Informati
i pouºívajú na analýzu konkuren
ies
hopnosti online algoritmovsymboli
kú hru medzi dvoma hrá£mi � navrhovate©om algoritmu a jeho pro-tivníkom. Navrhovate© algoritmov sa pokú²a navrhova´ online algoritmus ajeho protivník sa pokú²a dokáza´ pre navrhnutý algoritmus prostrední
tvomnávrhu konkrétny
h ´aºký
h prípadov problému, ºe navrhnutý algoritmus nieje z h©adiska konkuren
ies
hopnosti dobrý (obr. 10.1).V tejto hre m�ºeme navrhovate©a algoritmu povaºova´ za na nad²eného op-timistu, ktorý sa raduje z výsledkov svojej prá
e. Jeho protivníka m�ºemepoklada´ za skeptika, ktorý má po
hybnosti o v²etký
h produkto
h navrho-vate©a algoritmov a pokú²a sa od�vodni´ svoju skepsu. Dobré výskumné tímypotrebujú oba typy - pesimistov i optimistov. Takto pri
hádzajú na svet
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navrhne
A

navrhne
I

Pozri na m�j výbornýalgoritmus ATak skús pouºi´ Ana prípad I. Bude² sa divi´.obr. 10.1s nad²ením nápady, ktoré budú d�sledne overené, opravené a v kone£nomd�sledku vylep²ené.Pri analýze konkuren
ies
hopnosti online algoritmov prisudzujeme protivníkovive©kú dávku prefíkanosti alebo dokon
a �zlomyselnosti�. To je ve
 jehovýhodnej hrá£skej situá
ie. Protivník pozná online algoritmus A a je s
hopnýnaplánova´ budú
nos´ tak, aby A nebol úspe²ný. Pretoºe mu je A známy,vie protivník aké £iastkové rie²enie A vypo£íta pre kaºdú £as´ (pre�x) vs-tupu. Preto hru m�ºeme vidie´ takto. Protivník ukáºe kúsok budú
nostia po£ká, £o s tým A urobí. Potom protivník ur£í ¤al²iu £as´ vstupu. Potom, ako si pozrel (alebo sám vypo£ítal), ako na to A reaguje, zostaví ¤al²ievstupné poºiadavky. V¤aka tomuto postupu m�ºe protihrá£ úspe²ne vodi´algoritmus A za nos. Ak sa to protihrá£ovi podarí, tak tým dokázal, ºekonkuren
ies
hopnos´ algoritmu A nie je vysoká (dobrá).Nasledujú
im príkladom zabijeme jedným úderom tri mu
hy. Najprv ilus-trujeme de�ní
iu konkuren
ies
hopnosti pomo
ou konkrétneho príkladu. Podruhé názorne predvedieme, ako m�ºe prefíkaný protivník znemoºni´ kaºdýonline algoritmus pre danú úlohu. A po tretie po
hopíme, ºe naozaj existujúúlohy, pre ktoré neexistuje úspe²ný online algoritmus.Príklad 10.1 Stránkovanie6Stránkovanie je aktuálna úloha, ktorá sa musí nepretrºite rie²i´ v kaºdompo£íta£i. V po£íta£i máme minimálne dva druhy pamäti, jednu malú a jednuve©kú. Malá £as´ sa volá Ca
he7 a v tejto pamäti máme k údajom superrý
hly prístup. Ve©ká pamä´ sa volá hlavná pamä´ a je podstatne vä£²iaako Ca
he (obr. 10.2)Prístup k údajom v hlavnej pamäti je pomalý. V podstate je to dokon
a tak,ºe po£íta£ m�ºe priamo spra
ováva´ len údaje, ktoré sú uloºené v pamätiCa
he. Ak 
h
e po£íta£ nahliadnu´ do údajov, alebo spra
ováva´ údaje,6V angli£tine �paging�7v sloven£ine vyrovnáva
ia pamä´, zváºi´, £i neda´ v²etko bu¤ slovensky, alebo angli
ky :-)
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Ca
he

hlavná pamä´CPU
1
2
3

k

...
... ...
... ...

...
obr. 10.2ktoré nie sú v Ca
he, musí najprv tieto údaje do 
a
he prenies´, a potomi
h m�ºe odtia© £íta´. Preto sa po£íta£ �snaºí� ma´ uloºené v Ca
he v²etkyaktuálne údaje, ktoré sa budú v najbliº²om £ase spra
ováva´. To sa ale nedázaru£i´, pretoºe po£íta£ nepozná budú
nos´, a teda nevie, ku ktorým údajombude 
h
ie´ pouºívate© ma´ v najbliº²om £ase prístup. Po£íta£ dostáva lenz £asu na £as isté poºiadavky, poskytnú´ k nahliadnutiu alebo spra
ova´isté údaje. Ak tie údaje nie sú v Ca
he, musí i
h tam pretransportova´.Pretoºe Ca
he je zvy£ajne plná, musí po£íta£ najprv nejakú £as´ údajov vCa
he vymaza´ alebo z Ca
he prenies´ do hlavnej pamäti. A teraz pri
hádzapriestor pre online stratégie. Ktoré údaje máme vybra´ (odstráni´) z Ca
he?Samozrejme tie, ktoré nebudeme pri najbliº²í
h poºiadavká
h potrebova´!Modelujme vzniknutú situá
iu presnej²ie. Obidve pamäti sú rozdelené dodátový
h blokov, ktoré nazývame stránky. Ca
he m�ºe obsahova´ nanajvý²

k stránok, pre nejaké pevné £íslo k, a typi
ky obsahuje práve k stránok, tedaje plná. Hlavná pamä´ obsahuje v²etky potrebné údaje, takºe tam m�ºeby´ uloºené obrovské mnoºstvo údajov. Medzi 
a
he a hlavnou pamä´ou sadajú �prená²a´� len 
elé stránky. Celé to pripomína hru s hrubou knihou,v ktorej m�ºeme ma´ otvorený
h naraz najvia
 k strán. Ak 
h
eme vidie´nejakú novú stranu, musíme najprv jednu z k otvorený
h strán zavrie´. Ztoho d�vodu voláme túto úlohu stránkovanie (listovanie).Príklad prípadu stránkovanie je napr. postupnos´
I = 3, 107, 30, 1201, 73, 107, 30Tento prípad stránkovania zodpovedá poºiadavke £íta´ stránky s £íslami 3,107, 30, 1201, 73, 107 a 30, v tomto poradí, jednu po druhej, stránky 107 a
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a dvakrát. Stránku 107 najprv v druhom a potom v²iestom £asovom odseku. To znamená, ºe by bolo 
hybou vyhodi´ po prvompozretí z Ca
he stránku 107, pretoºe by sme ju v takom prípade museli pred²iestym £asovým okamihom zase prenies´ nazad do Ca
he.Vzh©adom na to, ºe stránkovanie prezentujeme ako úlohu minimalizá
ie,potrebujeme mera´ 
enu jednotlivý
h rie²ení. �asy potrebné na prenos úda-jov medzi hlavnou pamä´ou a Ca
he a na prístup k údajom v Ca
he súnato©ko rozdielne, ºe stanovíme

• 
enu 0 za prístup na stránku v Ca
he a
• 
enu 1 za prenos údajov z hlavnej pamäte do Ca
he.Uvaºujme nasledujú
u konkrétnu situá
iu. Máme 
a
he ve©kosti 3 (k = 3),ktorá obsahuje práve 3 stránky 5, 30 a 107. Teraz dostaneme uº spomínanýprípad úlohy I = 3, 107, 30, 1201, 73, 107, 30. Nasledujú
e optimálne rie²eniemá 
enu 3. Po£íta£ najprv prenesie stránku 3 z hlavnej pamäti do Ca
he asú£asne s tým stránku 5 z Ca
he do hlavnej pamäte. Túto výmenu stránok 3a 5 medzi Ca
he a hlavnou pamä´ou budeme zapisova´ v nasledujú
om textesymboli
ky ako

5↔ 3�al²ie poºadované strany 107 a 30 sú uº v Ca
he k dispozí
ii, a preto ne-do
hádza k ºiadnemu prenosu údajov medzi Ca
he a hlavnou pamä´ou. Po-tom prenesieme stranu 1201 z hlavnej pamäti na miesto stránky 3 v Ca
he.Strany 30 a 107 z Ca
he neodstránime, lebo vieme, ºe i
h v budú
nosti e²tebudeme potrebova´. V piatom kroku vymeníme stránku 1201 za stránku73. Posledné dve poºiadavky 107 a 30 m�ºeme realizova´ bez komuniká
ies hlavnou pamä´ou. Hore opísané rie²enie m�ºeme v krátkosti symboli
kyzapísa´ ako
5↔ 3, •, •, 3↔ 1201, 1201↔ 73, •, •kde • symbolizuje £asový interval, v ktorom neprebieha ºiadna komuniká
iamedzi Ca
he a hlavnou pamä´ou. Ozna£enie a ↔ b symbolizuje výmenustránky a z Ca
he za stránku b z hlavnej pamäti. Tabu©ka 10.1 znázor¬ujeobsah Ca
he v uvaºovaný
h �smi
h £asový
h intervalo
h.To, ºe na²e rie²enie je optimálne, m�ºeme tvrdi´ v¤aka tomu, ºe na za£iatkunie sú stránky 3, 1201, a 73 v Ca
he. Takºe je jasné, ºe pri poºiadavká
h

I = 3, 107, 30, 1201, 73, 107, 30 tam niekedy musia by´ prenesené, a teda súnevyhnutné minimálne tri ak
ie prenosu údajov z hlavnej pamäti.Úloha 10.3 Nájdite optimálne rie²enia pre nasledujú
e prípady úlohy stránkova-nia:
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ia 5↔ 3 • • 3↔ 1201 1201↔ 73 • •Ca
he 5 3 3 3 1201 73 73 7330 30 30 30 30 30 30 30107 107 107 107 107 107 107 107na£ítané 3 107 30 1201 73 107 30Tabu©ka 10.1a) k = 3, Ca
he obsahuje 1, 2, 3 a I = 7, 9, 3, 2, 14, 8, 7b) k = 5, Ca
he obsahuje 1, 101, 1001, 1002, 9 a I = 1002, 7, 5, 1001, 101, 3, 8,

1, 1002Na rie²enie daného prípadu m�ºe existova´ ve©a rie²ení. Ak poºadujemestránku, ktorá nie je v Ca
he, tak máme k moºností, ktorú stránku z Ca
hevymeníme za poºadovanú novú stránku. S d¨ºkou postupnosti poºiadaviekna £ítanie stránok exponen
iálne rastie po£et moºný
h rie²ení a situá
ia sam�ºe sta´ nepreh©adnou. Napriek tomu vºdy existuje moºnos´ nájs´ (aj ke¤s nemalým úsilím) optimálne rie²enie. Ak ale stojíme pred stránkovaním akoonline úlohou, mení to podstatne situá
iu. Poºiadavky pri
hádzajú osobitnejedna po druhej. Aº po splnení prijatej poºiadavky, v¤aka £omu sme po-ten
iálne odstránili z Ca
he nejakú stránku, dostaneme ¤al²iu poºiadavku.Protivník má v tejto hre príli² ve©a priestoru a m�ºe sa správa´ zna£ne zlomy-selne. V ¤al²ej poºiadavke si zvolí vºdy tú stránku, ktorú sme práve z pamätiodstránili. Takto dosiahne stav, ke¤ kaºdá jeho poºiadavka zaprí£iní výmenustránok medzi Ca
he a hlavnou pamä´ou. Tým sa maximalizuje 
ena rie²e-nia, lebo vä£²ia ako po£et poºiadaviek ani nem�ºe by´.Predve¤me si to na konkrétnom príklade. Poloºme k = 3 a predpokladajme,ºe Ca
he obsahuje stránky 1, 2 a 3. Protivník poºaduje stránku 4. Jednustránku z Ca
he musíme teda odstráni´. Predpokladajme, ºe uvaºovaná on-line stratégia odstráni stránku 2, t.j. vykoná ak
iu 2↔ 4. V takom prípadeºiada protivník stránku 2. Tá ale uº nie je v Ca
he, a teda ju tam musímeprenies´. Predpokladajme, ºe online algoritmus realizuje 4 ↔ 2. Následnepoºaduje protivník stránku 4. Ak sa online stratégia rozhodne pre 1 ↔ 4,tak v ¤al²om protivník poºaduje stránku 1, £o moºno splni´ ak
iou 4 ↔ 1.Takto vytvoril protivník prípad úlohy
4, 2, 4, 1a online algoritmus vyprodukoval rie²enie

2↔ 4, 4↔ 2, 1↔ 4, 4↔ 1
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enou 4.Pokia© ale poznáme od za£iatku 
elé zadanie prípadu problému 4, 2, 4, 1, taknavrhneme rie²enie

3↔ 4, •, •, •,ktoré má 
enu len 1.Úloha 10.4 Uvaºujme nasledujú
i online algoritmus. Ak treba odstráni´ stránkuz Ca
he, tak vezmeme vºdy stránku s najmen²ím £íslom. Poloºme k = 4 a predpok-ladajme, ºe na za£iatku obsahuje Ca
he stránky 1, 3, 5, 7. Hrajte úlohu protivníkaa navrhnite prípad problému pozostávajú
i z 10 poºiadaviek tak, aby táto onlinestratégia viedla k rie²eniu s 
enou 10, i ke¤ je moºné rie²enie s 
enou 1.Úloha 10.5 Uvaºujme online algoritmus, ktorý v prípade potreby vyberie z Ca
hetú stránku, ktorá bola doteraz najmenej poºadovaná. Ak existujú via
eré takétostránky, odstráni spomedzi najmenej poºadovaný
h stránok tú z najvy²²ím £íslom.Hrajte úlohu protivníka s touto stratégiou a nasledujú
imi ²tartova
ími situá
iamia podmienkami.a) k = 4, Ca
he obsahuje 1, 2, 3, 4, prípad I má pozostáva´ z postupnosti ²tyro
hpoºiadaviek a Optstránkovanie(I) = 1.b) k = 5, Ca
he obsahuje 1, 7, 103, 5, 9 a pre navrhnutý ´aºký prípad stránko-vania o 10 poºiadavká
h má plati´ Optstránkovanie(I) = 2.Zov²eobe
nime na²e doteraj²ie skúsenosti a dokáºme, ºe pre kaºdý onlinealgoritmus A pre stránkovanie Ca
he s k stránkami existuje prípad stránko-vania I taký, ºe KonkA ≥ k,a teda neexistuje ºiadna online stratégia, ktorá by poskytovala uspokojivérie²enia pre v²etky prípady stránkovania.Predpokladajme, ºe v Ca
he, ktorá má ve©kos´ k stránok, máme stránky
1, 2, 3, 4, . . . , k. Ne
h A je ©ubovo©ný online algoritmus pre úlohu stránkova-nia. Protivník za£ne kon²truova´ prípad úlohy poºiadavkou k + 1. Pretoºestránka k+1 v Ca
he nie je, A ju musí vymeni´ za jednu zo stránok 1, 2, . . . , k.Ne
h A urobí rozhodnutie

s1 ↔ k + 1pre nejaké s1 z {1, 2, . . . , k} . Teraz Ca
he obsahuje stránky
1, 2, . . . , s1 − 1, s1 + 1, . . . , k, k + 1 .
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he, a tak musí A zase nariadi´ výmenu stránok medzi Ca
he a hlavnoupamä´ou. Ne
h A spraví rozhodnutie

s2 ↔ s1pre nejaké s2 z {1, 2, . . . , k, k + 1} − {s1}. Teraz obsahuje Ca
he stránky
1, 2, . . . , s2−1, s2+1, . . . , k+1 (presnej²ie v²etky stránky i ∈ {1, 2, . . . k + 1}−
{s2}). Prirodzene protivník teraz poºaduje práve tú 
hýbajú
u stránku s2.Týmto sp�sobom m�ºeme pokra£ova´ tak dlho, kým protivník nevytvorí prí-pad úlohy

IA = k + 1, s1, s2, . . . , sk−1d¨ºky k a s ob´aºnos´ou Cena(Rie²enieA(IA)) = k.V²imnite si, ºe pre r�zne online stratégie vznikajú r�zne prípady problému.Tvrdíme, ºe platí Optstránkovanie(IA) = 1.Pokúsme sa to zd�vodni´. Ak od za£iatku poznáme 
elý prípad IA, m�ºemepostupova´ takto. Hodnoty s1, s2, . . . , sk−1 sú v²etky z {1, 2, . . . , k + 1} a jei
h presne k − 1. To znamená, ºe existuje £íslo j z {1, 2, . . . , k}, ktoré sanena
hádza medzi hodnotami s1, s2 . . . , sk−1, £o znamená, ºe stránka j v IAnebude nikdy poºadovaná na nahliadnutie. Preto pri prvej poºiadavke nastránku k + 1 zvolíme ak
iu
j ↔ k + 1.Po tejto ak
ii nie je potrebný ºiadny prenos údajov medzi Ca
he a hlavnoupamä´ou, pretoºe v²etky stránky s1, s2 . . . sk−1, ktoré zodpovedajú nasledu-jú
im k − 1 poºiadavkám prípadu úlohy IA, sú uº v Ca
he. Zo stránok

{1, 2, . . . k + 1} 
hýba v Ca
he len stránka j, ktorá ale nie je v IA nikdypoºadovaná. (Ak napr. k = 4 a IA = 5, 3, 1, 4, tak j = 2, a tak je rie²enie
2↔ 5, •, •, • optimálne). Pretoºe Optstránkovanie(IA) = 1, dostávameKonkA(IA) =

Cena(Rie²enieA(IA))Optstránkovanie(IA)
=

k

1
= k,pre kaºdý uvaºovaný online algoritmus A. Na základe toho usudzujeme,ºe neexistuje ºiadny δ-konkuren£ne s
hopný online algoritmus pre úlohustránkovania v Ca
he ve©kosti k, pre δ < k.
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vi£ 284 KAPITOLA 10Ako rie²ime tento problém v praxi? Vzh©adom na ob´aºnos´ analýzy sa týmne
h
eme podrobne zaobera´. Základná my²lienka je navrhnú´ online algo-ritmus, ktorý produkuje dobré výsledky aspo¬ na typi
ký
h, ke¤ uº nie vov²etký
h prípado
h stránkovania. V¤aka rozsiahlemu skúmaniu prípadovúloh z praxe vieme, ºe stránky, ktoré boli poºadované £astej²ie v poslednom£ase, majú vy²²iu pravdepodobnos´, ºebudú znova poºadované. �o rozu-mieme pod �v poslednom £ase� a akú rolu presne zohráva experimentálnapo£etnos´ r�zny
h poºiadaviek sa tu nepokúsime presne ²pe
i�kova´. Okremtoho je tu e²te moºnos´ získa´ online algoritmy s náhodným riadením, ktorám�ºe by´ pre rie²enie úlohy stránkovania ve©mi uºito£ná.10.3 Randomizovaný online algoritmus prejednu úlohu plánovaniaV tomto odseku 
h
eme ukáza´, ºe je moºné objavi´ randomizované algo-ritmy, ktoré i v zdanlivo beznádejný
h situá
iá
h dokáºu zaru£i´ kvalitnérie²enia blízke optimálnym. To znamená, ºe existujú ´aºké úlohy, v ktorý
hnapriek o£akávaniu sa m�ºeme rozhodova´ bez znalosti budú
nosti skoro takdobre, ako niekto, kto je s
hopný predpoveda´ budú
nos´.Aby sme ostali názorní a predi²li príli² komplikovanýmmatemati
kým analýzama argumentom, uvaºujme jednodu
hú verziu úlohy plánovania prá
e. Pred-pokladajme, ºe máme podnik s n r�znymi pra
oviskami. Na kaºdom pra-
ovisku je zariadenie, ktoré je s
hopné vykonáva´ isté pra
ovné úkony, bu¤samostatne, alebo riadením nejakého pra
ovníka. Do podniku pri
hádzajúzákazní
i s r�znymi objednávkami. V objednávke je uvedené, ktoré pra
o-viská a v akom poradí zákazník potrebuje, aby jeho objednávka bola úspe²nevybavená. V zjednodu²enej verzii predpokladáme, ºe kaºdá objednávka potre-buje v²etky stani
e a kaºdá stani
a je poºadovaná na rovnako dlhý £as (napr.10 minút). Jediné, £o v tejto jednodu
hej verzii úlohy m�ºe zákazník zvoli´,je v akom poradí musia by´ pouºité pra
oviská. Napríklad pre n = 5 mápodnik 5 staní
 S1, S2, S3, S4 a S5. Objednávka

A = (1, 3, 5, 4, 2)znamená, ºe zákazník poºaduje pre spra
ovanie svojej objednávky zariadenia(pra
oviská) v poradí
S1, S3, S5, S4 a S2.Úlohou podniku je objednávku pod©a moºnosti £o najsk�r vybavi´. Ak jeobjednávka A jedinou, úloha je pre podnik hravo zvládnute©ná v priebehu
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h jednotiek (jedna £asová jednotka pre jedno pra
ovisko). V prvej£asovej jednotke pra
uje pra
ovisko S1, v druhej stani
a S3, v tretej S5, vo²tvrtej S4 a v poslednej piatej £asovej jednotke ukon£í prá
u na objednávkepra
ovisko S2. Úloha spo£íva v tom, ºe v hre m�ºu by´ via
erí zákazní
i,ktorí si navzájom m�ºu konkurova´ pri spra
ovaní svoji
h zákaziek. Budemesa zaobera´ najjednodu
h²ím variantom úlohy, kde sa vyskytujú len dve ob-jednávky od dvo
h zákazníkov. Podnik sa usiluje minimalizova´ £as na úplnéspra
ovanie obo
h objednávok. Uvaºujme napríklad pre n = 4 nasledujú
edve objednávky

A1 = (1, 2, 3, 4)

A2 = (3, 2, 1, 4).Podnik m�ºe rie²i´ objednávky nasledujú
im sp�sobom. V prvej £asovej jed-notke spra
úva obe objednávky paralelne, £o znamená, ºe prvé pra
ovisko
S1 pra
uje na prvej úlohe objednávky A1 a tretie pra
ovisko S3 pra
uje naprvej úlohe objednávky A2. Po uplynutí prvej £asovej jednotky sú obe ob-jednávky hotové s prvou úlohou a potrebujú obe pra
ova´ na pra
ovisku S2.To ale nem�ºeme realizova´ sú£asne, pretoºe na jednom pra
ovisku m�ºe by´naraz spra
ovávaná len jedna úloha. Ne
h sa podnik rozhodne spra
ova´najprv druhú úlohu prvej objednávky A1 na poºadovanom pra
ovisku S2.Vzh©adom nato, ºe úlohy musia by spra
ované v danom poradí, nebude sav druhom £asovom úseku pra
ova´ na druhej objednávke A2. Kv�li tomumá A2 oneskorenie ve©kosti jednej £asovej jednotky. Po uplynutí druhej£asovej jednotky sú splnené prvé dve úlohy objednávky A1 a na objednávke
A2 bola doteraz vykonaná len prvá úloha. (tab. 10.2). Teraz poºaduje A1pra
ovisko S3 a A2 pra
ovisko S2. Obe poºiadavky moºno splni´ sú£asne,a teda sa realizujú. Po tretej £asovej jednotke ostáva len poºiadavka objed-návky A1 na pra
ovisko S4 a na objednávky A2 treba splni´ e²te poºiadavky1,4. Vidíme, ºe podnik vo ²tvrtej £asovej jednotke m�ºe sú£asne spra
ova´
A1 na S4 a A2 na S1. Tým je objednávka A1 po ²tvrtej £asovej jednotkeúplne spra
ovaná bez akéhoko©vek oneskorenia. V piatej £asovej jednotkem�ºe potom podnik dokon£i´ na pra
ovisku S4 prá
u na objednávke A2. Popiati
h £asový
h jednotká
h sú obe objednávky A1 a A2 vybavené a na²erie²enie je optimálne, pretoºe neexistuje rie²enie, ktoré by tieto objednávkydokázalo vybavi´ v krat²om £ase.Rie²enie v krat²om £ase je nemoºné preto, lebo spra
ovanie A1 a A2 v priebe-hu 4 £asový
h jednotiek znamená, ºe v kaºdej £asovej jednotke musia by´sú£asne spra
ované obidve objednávky. Na za£iatku to znamená konkrétne
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ovanie A1 na S1 a spra
ovanie A2 na S3. Tým je nevyhnutný kon�iktrovnaký
h poºiadaviek obo
h zákaziek na pouºitie pra
oviska S2 v druhej£asovej jednotke, ktorému sa nem�ºeme nijako vyhnú´. Pre nemoºnos´ spra-
ova´ obe objednávky sú£asne musí jedna z ni
h £aka´ po£as druhej £asovejjednotky, a teda nem�ºe by´ vybavená sk�r ako po piati
h £asový
h jed-notká
h.Nasledujú
a tabu©ka znázor¬uje priebeh vy²²ie opísaného spra
ovania objed-návok A1 a A2. Kaºdý st¨pe
 zodpovedá jednej £asovej jednotke a ukazu-je, ktoré pra
oviská aktívne pra
ujú, na ktorej úlohe. Z poh©adu riadkovm�ºeme pozorova´, do akej miery pokro£ila prá
a na objednávka
h A1 a A2po uplynutí jednotlivý
h £asový
h jednotiek.£asové jednotky 1 2 3 4 5

A1 S1 S2 S3 S4

A2 S3 S2 S1 S4Tabu©ka 10.2Úloha 10.6 Uvaºujme situá
iu, ke¤ sa podnik rozhodne v prvej £asovej jednotkespra
ováva´ len A1 na pra
ovisku S1 a ne
há A2 £aka´, i ke¤ poºadovaná pra
ovisko
S3 má nevyuºité k dispozí
ii. Dá sa v takomto prípade e²te dosiahnu´, aby bolaprá
a na obo
h objednávka
h ukon£ená v rám
i piati
h £asový
h jednotiek? Opí²teva²e priradenie pra
ovísk objednávkam v £ase, podobne ako v tab. 10.2.Úloha 10.7 Predpokladajme, ºe máme podnik s n = 6 pra
oviskami a dve ob-jednávky A1 = (1, 2, 3, 4, 5, 6) a A2 = (1, 3, 2, 6, 5, 4). Ko©ko £asový
h jednotiekpotrebujete na úplné vybavenie objednávok? Prezentujte svoje rie²enie vo formetabu©ky tab. 10.2.Úloha rozde©ova´ prá
u sa dá predstavi´ gra�
ky, £o znázor¬uje h©adaniedobrý
h rie²ení a tým i
h aj u©ah£uje. Pre podnik s n pra
oviskami sinakreslíme najprv tabu©ku n × n. Pre dve objednávky A1 a A2 napí²emepostupnos´ poºadovaný
h pra
ovísk objednávky A1 do st¨p
ov a postupnos´poºadovaný
h pra
ovísk objednávky A2 do riadkov. Na obrázku 10.3 vidímetabu©ku 4× 4 pre objednávky

A1 = (1, 2, 3, 4) a A2 = (3, 2, 1, 4) .Polí£ka, v ktorý
h sa stretávajú rovnaké poºiadavky (ako napr. priese£níkprvého riadku s tretím st¨p
om zodpovedá sú£asnej poºiadavke obo
h ob-jednávok pouºi´ pra
ovisko S3, alebo priese£ník druhého riadku s druhým
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ie©
1 2 3 43214 obr. 10.3

i

jroh roh
rohroh vertikálnahranahorizontálnahranaobr. 10.4st¨p
om zodpovedá sú£asnej poºiadavke prá
e na pra
ovisko S2) nazývameprekáºky a ozna£íme i
h vy²rafovane. Pozorujeme, ºe po£et prekáºok jepráve n, pretoºe pre kaºdú stani
u Si (i = 1, . . . n) existuje práve jeden ri-adok a jeden st¨pe
 ozna£ený £íslom i. Takºe na obrázku 10.3 vidíme presne²tyri prekáºky. Vo v²etký
h vo©ný
h polí£ka
h bez prekáºok (polí£ka s r�zny-mi poºiadavkami objednávok A1 a A2) nakreslíme spojni
u z horného ©avéhovr
hola (rohu) polí£ka do dolného pravého vr
holu (rohu) polí£ka a nazvemeju diagonálna hrana (obr. 10.3). Body, kde sa pretínajú horizontálnea vertikálne £iary odde©ujú
e jednotlivé riadky a st¨p
e nazývame vr
holmi(obr. 10.4).Úse£ky, ktoré spájajú susedné vr
holy nazývame hrany. Hrany, ktoré leºiana horizontálny
h £iara
h (oddelujú
i
h riadky) nazývame horizontálnehrany (obr. 10.4). Analogi
ky nazývame vertikálne orientované úse£kymedzi dvoma susednými vr
holmi vertikálne hrany. H©adanie rie²enia prespra
ovanie objednávok A1 a A2 zodpovedá v tejto gra�
kej reprezentá
iíh©adaniu 
esty z horného ©avého rohu tabu©ky n× n (ozna£ený na obr. 10.3
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vi£ 288 KAPITOLA 10ako ²tart) do dolného pravého rohu tabu©ky (ozna£ené na obr. 10.3 ako 
ie©).Cesta prebieha postupne z vr
hola do susedného vr
hola.

i

j

i

j

i

j

(a) (b) (
)obr. 10.5Ak pre
hádzame diagonálnou hranou polí£ka na priese£níku i-teho riadku a
j-teho st¨p
a (obr. 10.5(a)), tak to zodpovedá sú£asnému spra
ovaniu objed-návok A1 a A2 na poºadovaný
h pra
oviská
h Si a Sj. Pouºitie horizontálnejhrany (obr. 10.5(b)) zodpovedá spra
ovaniu objednávky A1 na poºadovanompra
ovisku Sj a £akaniu objednávky A2, ktorá v tomto £asovom intervale nieje spra
ovaná a kv�li tomu sa oneskorí o jednu £asovú jednotku. Ís´ povertikálnej hrane (obr. 10.5(
)) zodpovedá spra
ovaniu A2 na poºadovanompra
ovisku Si a £akaniu A1 na ¤al²ie spra
ovanie. Na obrázku 10.6 je zná-zornené rie²enie z tab. 10.2, ktoré zodpovedá plánu pre prípad úlohy z 10.3.Jediná horizontálna hrana pouºitá v rie²ení zodpovedá ob
hádzaniu prekáºkyv polí£ku (2, 2). Jediná vertikálna hrana je pouºitá v poslednom kroku nadosiahnutie 
ie©a, ke¤ uº je objednávka A1 vybavená a dokon£ujeme len ob-jednávku A2.Cena rie²enia (po£et potrebný
h £asový
h jednotiek na úplné spra
ovanie A1a A2) je presne d¨ºka 
esty zo ²tartu do 
ie©a po£ítaná ako po£et prejdený
hhrán. Na obrázku 10.6 pozostáva 
esta zo ²tartu do 
ie©a z 5 hrán a i-tahrana 
esty zodpovedá presne priradeniu pra
oviska v i-tej £asovej jednotke²tart


ie©
1 2 3 43214 obr. 10.6
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vi£ 10.3 RANDOMIZOVANÝ ONLINE ALGORITMUS 289v tab. 10.2. Ak poznáme od za£iatku úplne objednávky A1 a A2, m�ºemenájs´ optimálne rie²enie priradenia pra
ovísk jednotlivým objednávkam vjednotlivý
h £asový
h intervalo
h ve©mi rý
hlo v¤aka efektívnym algoritmomna h©adanie najkrat²ej 
esty zo ²tartu do 
ie©a.Úloha 10.8 Uvaºujte objednávky A1 = (6, 5, 4, 3, 2, 1) a A2 = (4, 5, 6, 2, 3, 1) prepodnik so ²iestimi pra
oviskami! Na£rtnite zodpovedajú
e gra�
ké zobrazenie tohtoprípadu úlohy so ²iestimi prekáºkami. Nájdite jednu z najkrat²í
h 
iest (m�ºe i
hexistova´ via
ej) zo ²tartu do 
ie©a a zostavte k tejto 
este zodpovedajú
u tabu©ku,ktorá opisuje priradenia pra
ovísk objednávkam podobne ako ste to urobili v tab.10.2.V¤aka gra�
kému zobrazeniu vidíme, ºe túto optimaliza£nú úlohu viemevyrie²i´ ©ahko a rý
hlo. Situá
ia sa ale zmení, ak budeme túto úlohu uvaºova´ako online úlohu. Na za£iatku pozná podnik len prvú poºiadavku objednávky

A1 a prvú poºiadavku (úlohu) objednávky A2, napr. A1 = (3, . . .) s A2 =
(5, . . .). Zvy²ok prípadu úlohy je podniku zatia© neznámy. Ak podnik vybavísúbeºne prvé £iastkové úlohy objednávok na pra
oviská
h S3 a S5, objaviasa nasledovné úlohy objednávok A1 a A2. Pravidlom je, ºe aº po rozhodnutía spra
ovaní daný
h £iastkový
h úloh objednávok A1 a A2 sa podnik dozvie,aké ¤al²ie £iastkové úlohy objednávok A1 a A2 sú na rade.Pri tomto s
enári m�ºe hra medzi navrhovate©om online algoritmu s jehoprotivníkom vyzera´ takto: Navrhovate© algoritmu navrhne nejakú onlinestratégiu a jeho protivník navrhne prípad úlohy, ktorý je ´aºký pre zvolenústratégiu. Stratégia protivníka v tejto hre je ve©mi jednodu
há a uvidíme,ºe zlomyselnej²iu si naozaj ani nemoºno predstavi´. Pre kaºdý algoritmuszostrojí protivník taký prípad úlohy, ºe danému algoritmu neostane ni£ iného,ako minimálne v kaºdom druhom kroku pouºi´ nejakú nediagonálnu hranu.To znamená, ºe v kaºdom druhom kroku d�jde k oneskoreniu pri vybavovanína jednej z objednávok. Ako to m�ºe protivník dosiahnu´?Predpokladajme (obr. 10.7), ºe posledný krok algoritmu pouºil nejakú di-agonálnu hranu.Ak sa na
hádzame vo vr
hole X (obr 10.7) v dolnom pravom rohu priese£níka
i-teho riadku a j-teho st¨p
a, znamená to, ºe prvý
h j úloh objednávky A1a prvý
h i úloh objednávky A2 je uº spra
ovaný
h. Teraz si m�ºe protivníkzvoli´ (j + 1)-vú úlohu objednávky A1 a (i + 1)-vú úlohu objednávky A2.Protivník zvolí tú istú poºiadavku na pra
ovisko Sr, ktoré doteraz e²te nebolopouºité. Takto vy
hádzajú
 z X leºí pred nami prekáºka a nám neostáva ni£iné, ako pokra£ova´ nejakou nediagonálnou hranou (Musíme si vybra´ z dvo
hmoºností znázornený
h na obr. 10.5(b) a obr. 10.5(
)).
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ie©
b

Xr

r

i-ty riadok
j-ty st¨pe
obr. 10.7Ak navrhnutý online algoritmus po diagonálnom kroku dosiahne okraj tabu©ky(obr. 10.8), tak neexistuje tak £i tak ºiadna moºnos´ pouºíva´ aº do kon
a
esty len diagonálne hrany. Preto m�ºe protivník zvoli´ zvy²né úlohy e²tenedokon£enej objednávky (na obr. 10.8 je to objednávka A2) v ©ubovo©nomporadí.�o m�ºeme vydedukova´ z tejto úvahy? Pre kaºdý online algoritmus A nájdeprotivník prípad problému xA, na ktorom online algoritmus A minimálne vkaºdom druhom kroku pouºije nediagonálnu hranu. To znamená, ºe A musísp�sobi´ minimálne v kaºdom druhom kroku oneskorenie pri spra
ovaní jed-nej z objednávok. Ak máme m staní
, musíme po£íta´ s m/2 oneskoreniami,ktoré sú rozdelené na obe objednávky. Z toho vyplýva, ºe aspo¬ jedna zobjednávok musí ma´ minimálne m/4 oneskorení. Takºe £as spra
ovaniaprípadu úlohy xA pomo
ou rie²enia vypo£ítaného algoritmom A je aspo¬

m + m/4 ,pretoºe najkrat²ie spojenie zo ²tartu do 
ie©a pozostáva z m diagonálny
hhrán a k minimálnemu £asu musíme e²te pripo£íta´ maximum oneskorení najednotlivý
h objednávkam.Ilustrujme hru protivníka proti jednej konkrétnej online stratégii.Príklad 10.2 Uvaºujme nasledovnú online stratégiu A na h©adanie 
esty zo²tartu do 
ie©a v tabu©ke znázor¬ujú
ej dve objednávky.
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ie©
b

X

obr. 10.81. Ak je moºné pouºi´ diagonálnu hranu, tak ju pouºi.2. Ak stojí² pred prekáºkou (t.j. bez moºnosti ís´ po diagonálnej hrane),zvo© si tú z dvo
h moºný
h hrán (jednej horizontálnej a jednej vertikál-nej), ktorá vedie bliº²ie k hlavnej diagonále 
elého po©a medzi ²tartom a
ie©om. Ak sú obe moºnosti rovnako dobré, zvo© si horizontálnu hranu.3. Ak sa na
hádza² na pravom okraji tabu©ky, pouºi na dosiahnutie 
ie©avertikálne hrany.4. Ak sa na
hádza² na spodnom okraji tabu©ky, pouºi na dosiahnutie 
ie©ahorizontálne hrany.Pre tento online algoritmus A skon²truuje protivník ´aºký prípad plánovania
xA = (A1, A2) takto: Kon²truk
ia za£ína s A1 = 1, . . . a A2 = 1, . . .. Taktoleºí prekáºka hne¤ na ²tarte (obr. 10.9) a A ju musí obís´. Pod©a bodu 2algoritmu A sú obe moºnosti vertikálna i horizontálna rovnako dobré a takide A po horizontálnej hrane. ²tart1 1

obr. 10.9



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 292 KAPITOLA 10Po tomto kroku musí protivník sformulova´ druhú úlohu (poºiadavku) objed-návky A1. Teraz nemá protivník ºiadnu moºnos´ poloºi´ prekáºku, pretoºev kaºdom riadku existuje práve jedna prekáºka a tú uº protivník do prvéhoriadku uloºil. Preto je jedno, ktoré pra
ovisko si protivník vyberie. Ne
h jeto pra
ovisko S2, a teda ne
h A1 = (1, 2, . . .). Teraz m�ºe A pokra£ova´ podiagonálnej hrane (obr. 10.10) a spra
uje tým sú£asnú úlohu 1 objednávky

A1 a úlohu 2 objednávky A2.²tart1 1 2
obr. 10.10Teraz sú splnené v²etky doteraz ²pe
i�kované poºiadavky a protivník m�ºesformulova´ nasledovné poºiadavky obo
h objednávok A1 a A2. To znamená,ºe protivník m�ºe znova poloºi´ prekáºku (pouºitou diagonálnou hranou dosi-ahla 
esta nový riadok a nový st¨pe
, v ktorom neleºia e²te nijaké prekáºky).Ne
h protivník pokra£uje v kon²truk
ii prípadu úlohy (A1, A2) nasledovne:

A1 = (1, 2, 3, . . .) a A2 = (1, 3, . . .) .Takºe algoritmus A narazil zasa na prekáºku (obr. 10.11). Pod©a bodu 2zvolí A vertikálnu hranu, aby obi²iel prekáºku (obr. 10.11).²tart12
1 2 3

obr. 10.11Potom nem�ºe protivník vytvori´ ºiadnu prekáºku, pretoºe v kaºdom st¨p
iuº jedna prekáºka leºí a urobí A2 = (1, 3, 2, . . .). Teraz pouºije A, pod©abodu 1, pred ¬ou stoja
u diagonálnu hranu (obr. 10.12) a dosiahne taktonový riadok a nový st¨pe
. Protivník vytvorí kon²truk
iou
A1 = (1, 2, 3, 4, . . .) a A2 = (1, 3, 2, 4, . . .)
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hádza horizontálne (obr. 10.12).Ak má podnik práve 4 pra
oviská, protivník je hotový s kon²truk
iou prípaduplánovania xA = (A1, A2). Na dosiahnutie 
ie©a (obr. 10.12) musí e²te A ís´po okraji vertikálnou hranou. Spolu pouºil algoritmus A na 
este zo ²tartudo 
ie©a ²es´ hrán a len dve z toho boli diagonálne. Algoritmus A za£alhorizontálnou hranou a nanajvý² kaºdá druhá hrana bola diagonálna.

x

²tart1234

1 2 3 4

obr. 10.12
2Úloha 10.9 Predpokladajme, ºe podnik má 7 pra
ovísk. Prevezmite úlohu pro-tivníka v pokra£ovaní príkladu 10.2 z vr
holu x na obrázku 10.12 a dopl¬te pretento prípad kon²truk
iu ´aºkého prípadu xA.Úloha 10.10 Ako vyzerá optimálne rie²enie pre prípad úlohy A1 = (1, 2, 3, 4) a

A2 = (1, 3, 2, 4) na obrázku 10.12?Úloha 10.11 Zme¬me stratégiu A z príkladu 10.2 tým, ºe v bode 2 budemevyºadova´, aby v prípade prekáºky online algoritmus pouºil vºdy horizontálnuhranu. Hrajte úlohu protivníka pre túto stratégiu A′ a skon²truujte týmto sp�-sobom ´aºký prípad pre A′ a pre n = 5.Úloha 10.12 Uvaºujme stratégiu B, ktorá nezávisle od prípadu úlohy pouºijenajprv 3 vertikálne hrany (t.j. ne
há £aka´ objednávka A1 tri £asové jednotky) apotom pra
uje ako A. Hrajte úlohu protivníka pre B a zostrojte ´aºký prípad pre
B pre n = 7.
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vi£ 294 KAPITOLA 10Ukázali sme, ºe pre kaºdý online algoritmus A sa dá skon²truova´ ´aºkýprípad úlohy xA, ktorý A nevie vyrie²i´ rý
hlej²ie ako za

m + m/4£asový
h jednotiek.Je to ve©a alebo málo? Aby sme túto otázku mohli zodpoveda´, musímenajprv skúma´, ako dobré sú rie²enia, ktoré sa dajú nájs´, ak je budú
nos´(
elé objednávky) od po£iatku známa. Najprv objasníme, ºe kaºdý prípadplánovania pre dve objednávky na m pra
oviská
h je spra
ovate©ný v £ase
m +

√
m.D�sledkom toho je, ºe pre kaºdý online algoritmus A platíKonkA(I) ≥ m + 0.25 ·m
m +

√
m

.Pre ve©ké m to znamená, ºe online vypo£ítané rie²enia m�ºu by´ o takmer25% hor²ie ako optimálne.Aby sme ukázali, ºe kaºdý prípad úlohy moºno rie²i´ v m +
√

m £asový
hjednotká
h, uvedieme pre vä£²inu £itate©ov úplne nový druh argumentá
ie.Pre kaºdý prípad problému budeme uvaºova´ via
ero algoritmov a ukáºeme,ºe rie²enie vyprodukované týmito algoritmami vyºadujú v priemere m+
√

m£asový
h jednotiek. Ak rie²enia potrebujú v priemere m +
√

m £asový
hjednotiek, tak medzi nimi musí by´ jedno, ktoré potrebuje nanajvý² m+
√

m£asový
h jednotiek. Od�vodnenie tejto úvahy je jednodu
hé. Ak by v²etkyrie²enia potrebovali via
 neº m+
√

m £asový
h jednotiek, tak priemer po£tu£asový
h jednotiek tý
hto rie²ení nem�ºe by´ m +
√

m.Pre zjednodu²enie uvaºujme, ºe m = k2 pre nejaké prirodzené £asto k, ateda √m = k je 
elé £íslo. Budeme uvaºova´ 2k + 1 diagonálny
h stratégii.Hlavnú diagonálu 
elej tabu©ky zo ²tartu do 
ie©a ozna£íme D0. Diagonálu vtabu©ke, ktorá leºí i polí£ok nad D0 ozna£íme Di. Analogi
ky ozna£íme D−jdiagonálu, ktorá leºí j polí£ok pod D0. Na obr. 10.13 vidíme tri hrubé £iary,predstavujú
e diagonály D0, D2 a D−3.Kaºdej diagonále Dl m�ºeme priradi´ jednu stratégiu SDl, ktorá sa usilujeprejs´ v²etkými vr
holmi diagonály Dl. Pre kaºdé i ≥ 0 urobí SDi najprv
i horizontálny
h krokov a dosiahne tak najvy²²í vr
hol diagonály Di. Aknarazí na prekáºku, tak SDi ob
hádza túto prekáºku najprv horizontálnoua potom vertikálnou hranou (obr. 10.14) s 
ie©om vráti´ sa po ob
hádzke na
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D0

D−3

D2


ie©obr. 10.13
Di. Ak SDi dosiahne najspodnej²í vr
hol diagonály Di, tak na dosiahnutie
ie©a SDi pouºije vertikálne hrany na okraji.Analogi
ky za£ína stratégia D−i najprv s i vertikálnymi hranami a dosiahnetak najvy²²í vr
hol diagonály D−i. Potom pokra£uje, podobne ako SDi podiagonálny
h hraná
h diagonály D−i a ob
hádza prekáºky v dvo
h kroko
h snárastom na D−i (obr. 10.14). Ak SD−i dosiahne najniº²í vr
hol diagonály
D−i na dosiahnutie 
ie©a pouºije SD−i horizontálne hrany.²tart 1 2 3 4 5 6 7 8 9321759486 
ie©

SD−3

SD0

obr. 10.14
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vi£ 296 KAPITOLA 10Na obrázku 10.14 vidíme rie²enie stratégií SD0 a SD−3 pre prípad úlohy

A1 = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) a A2 = (3, 2, 1, 7, 5, 9, 4, 8, 6).Úloha 10.13 Vypo£ítajte rie²enia, ktoré dostaneme pouºítím stratégií SD1, SD2a SD−2 pre prípad úlohy z obr. 10.14.Úloha 10.14 Uvaºujme prípad úlohy A1 = (9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1) a A2 = (9, 7, 8,
4, 5, 6, 2, 3, 1). Na£rtnite rie²enia, ktoré dostaneme pouºitím stratégií SD3, SD0,
SD−1 a SD−2.Predpokladajme, ºe pre kaºdý prípad plánovania s m pra
oviskami pouºi-jeme v²etký
h 2k + 1 = 2

√
m + 1 diagonálny
h stratégií a získame takto

2k + 1 r�zny
h rie²ení. Vypo£ítame priemernú kvalitu tý
hto rie²ení tak, ºespo£ítame najprv sú£et i
h £asov spra
ovania a potom ho vydelíme 2k + 1.�as výpo£tu rie²enia SDi a SD−i je presne
m + i + po£et prekáºok na Di(D−1),pretoºe:(i) SDi (SD−i) pouºíva presne i vertikálny
h a i horizontálny
h hrán, abydosiahla zo ²tartu diagonálu Di (D−i) a z kon
a diagonály pri²la do
ie©a. Preto majú obe objednávky zdrºanie presne i £asový
h jednotiek.(ii) Kaºdú prekáºku obídeme v rie²ení jednou horizontálnou a jednou verikál-nou hranou. Preto znamená kaºdá prekáºka oneskorenie o jednu £asovújednotku.Ozna£me pomo
ou SUM sú£et v²etký
h oneskorení v²etký
h 2k + 1 rie²ení.�itate©, ktorý nemá vz´ah k matematike m�ºe nasledujú
i výpo£et presko£i´.SUM = k∑

i=−k

(|i|+ po£et prekáºok na Di)= k∑

i=−k

|i|+
k∑

i=−k

po£et prekáºok na Di

≤ 2 ·
k∑

i=1

i + m

{Toto bol najd�leºitej²í krok v na²ej úvahe. Ke¤ºe v²etký
h prekáºokje m, nem�ºe by´ sú£et v²etký
h prekáºok na 2k + 1 vybraný
h di-agonála
h vä£²í neº m. Preto je hodnota druhej sumy zhora ohrani£ená£íslom m.}
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= 2 · k·(k+1)
2

+ m

{Uº malý Gauss ukázal, ºe sú£et prvý
h k kladný
h 
elý
h £ísiel jepresne k · (k + 1)/2.}
= k · (k + 1) + m = k2 + k + m = (

√
m)2 +

√
m + m

= 2m +
√

m.Vyde©me sú£et v²etký
h oneskorení po£tom rie²ení. Dostávame priemernéoneskorenie:
2m +

√
m

2 · √m + 1
≤
√

m = k.Z tohto d�vodu existuje aspo¬ jedno rie²enie, ktoré sa oneskoruje nanajvý²o k £asový
h jednotiek8. Teda existuje rie²enie, ktoré vybaví v²etky objed-návky prípadu úlohy za £as nanajvý²
m +

√
m£asový
h jednotiek.Úloha 10.15 (tvrdý orie²ok) Pre na²e úvahy sme pouºili 2√m+1 diagonálny
hstratégií. Aký by bol výsledok ná²ho usília, keby sme po£ítali s 4

√
m + 1 alebo√

m + 1 diagonálnymi stratégiami?Úloha 10.16 Vypo£ítajte priemerné zdrºanie pre 7 stratégií od SD3 aº po SD−3pre plánovanie na obr. 10.14.Dokázali sme, ºe pre kaºdý prípad plánovania dvo
h objednávok pre m pra-
ovísk je moºné objednávky spra
ova´ s oneskorením najvia
 √m. �ia©,online algoritmy nie sú s
hopné zabráni´ oneskoreniu m/4 = 0.25m. Preve©ké hodnoty m je m/4 podstatne via
 neº √m. Ná² výsledok získame v¤a-ka jednodu
hej kombinatori
kej úvahe, ktorá je napriek svojej jednodu
hostimo
ným a £asto pouºívaným nástrojom matemati
ký
h zd�vodnení. Totokombinatori
ké tvrdenie m�ºeme sformulova´ takto:Ke¤ máme m objektov a kaºdému priradíme nejakú £íselnú hodno-tu a priemerná hodnota objektov je d, potom medzi týmito objekt-mi existuje jeden s £íselnou hodnotou najvia
 d a jeden s hodnotouaspo¬ d.8Ak by v²etky rie²enia mali oneskorenie aspo¬ k+1 £asový
h jednotiek, potom by priemernéoneskorenie muselo by´ via
 neº k.
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vi£ 298 KAPITOLA 10Nadi²iel £as prekabáti´ pre²ibaného protivníka. Zoberieme si na pomo
 náho-du a pre úlohu plánovania navrhneme randomizovaný online algoritmus.V²imnite si, ºe v²etky stratégie SDi sú online algoritmy. Kaºdá diagonálnastratégia sa drºí vr
holov svojej diagonály a ob
hádza prekáºky rovnako bezoh©adu na to, ako sú rozmiestnené. Na svoje rozhodnutia nepotrebuje infor-má
ie o prípade úlohy okrem aktuálny
h poºiadaviek objednávok A1 a A2.Ako nám to pom�ºe? Vytvoríme randomizovaný online algoritmus D, ktorý:Pre kaºdý prípad úlohy plánovania s m pra
oviskami zvolí náhodnejednu z 2

√
m + 1 stratégií SDi a pouºije ju na ur£enie rie²enia.Ke¤ºe priemerné oneskorenie v²etký
h 2

√
m + 1 stratégií je √m + 1

2
, o£aká-vame od algoritmuD relatívne dobré rie²enia. Samozrejme nem�ºeme vylú£i´,ºe pre daný neznámy prípad úlohy si D náhodne zvolí nevhodnú stratégiu.Napríklad, ke¤ si randomizovaný online algoritmusD zvolí pre pre¬ho neznámyprípad úlohy

A1 = (1, 2, 3, . . . , m) = A2(1, 2, 3, . . . , m)diagonálnu stratégiu SD0, leºí v²etký
h m prekáºok práve na diagonále D0a oneskorenie je najhor²ie moºné, t.j. m. To sa ale stane len s pravdepodob-nos´ou
1

2
√

m + 1
.Vzh©adom na to, ºe na ostatný
h diagonála
h neleºia ºiadne prekáºky, súv²etky ostatné prípady priaznivé. V tý
hto prípado
h má SDi oneskoreniepresne i, pre v²etky i.Úloha 10.17 Ne
h m = 9. Nájdite taký prípad úlohy, ºe v²etky polí£ka diagoná-ly D3 obsahujú prekáºky. Ur£ite jednotlivé oneskorenia v²etký
h diagonálny
hstratégií.Ako sa m�ºeme pomo
ou matemati
ký
h argumentov presved£i´, ºe ran-domizovaný online algoritmus D je dobrý pre prax? Nem�ºe sa sta´, ºe príli²£asto (s vysokou pravdepodobnos´ou) dostaneme nie príli² dobré rie²enia?Aby sme ukázali kvalitu algoritmu D, pouºijeme elegantnú kombinatori
kúúvahu.Majme n objektov, ktoré sú ozna£ené kladnými 
elými £íslami. V na²omprípade sú objekty jednotlivé rie²enia vytvorené diagonálnymi stratégiami a£íselné ozna£enia sú i
h oneskorenia. Tvrdíme, ºeAspo¬ polovi
a objektov má hodnotu men²iu alebo rovnú dvojná-sobku priemernej hodnoty.
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vi£ 10.3 RANDOMIZOVANÝ ONLINE ALGORITMUS 299Ako to zd�vodníme? Ne
h je d priemerná hodnota. Ak via
 neº polovi
aobjektov má hodnotu vä£²iu neº 2d, tak priemer nem�ºe by´ rovný d, musíby´ vä£²í neº d aj keby v²etky ostatné objekty mali priradenú hodnotu nula(obr. 10.15).hodnota

0
priemerná hodnota
2 × priemerná hodnota

obr. 10.15Dá sa to ukáza´ aj výpo£tom. Ne
h g je po£et objektov s hodnotou vä£²ou ako
2d a h je po£et objektov s hodnotou najvia
 2d. Je zrejmé, ºe g + h je po£etv²etký
h objektov. Potom je sú£et hodn�t v²etký
h objektov dohromadyvia
 neº

g · 2d + h · 0 = 2dg.Priemerná hodnota d je potom aspo¬
2dg

g + h
.Teda platí d ≥ 2dg/(g + h) a dostávame, ºe

d · (g + h) ≥ 2dg | · 1
d

g + h ≥ 2g | − g

h ≥ g.Výsledok hovorí, ºe po£et objektov g s hodnotami vä£²ími neº 2d (dvojná-sobok priemeru) nie je vä£²í neº po£et objektov h s hodnotami najvia
 akodvojnásobok priemeru. D�sledkom nerovnosti h ≥ g je, ºe pre algoritmus Dmáme zaru£ené, ºe s pravdepodobnos´ou najmenej 1/2 zvolí stratégiu, ktorejrie²enie má oneskorenie najvia

2 · d = 2 ·

√
m.Ak to niekomu e²te nesta£í, m�ºe pouºitú kombinatori
kú úvahu zov²eobe
-ni´:
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vi£ 300 KAPITOLA 10Po£et objektov s hodnotami vä£²ími neº c-násobok priemeru jenajvia
 c-tina (t.j. n/c) v²etký
h objektov.Ak zvolíme c = 2, dostaneme p�vodné tvrdenie.Úloha 10.18 (tvrdý orie²ok) Zd�vodnite platnos´ zov²obe
neného kombinatori
k-ého tvrdenia.Na základe tohto kombinatori
kého tvrdenia m�ºeme poveda´, ºe s pravde-podobnos´ou aspo¬ 3/4 nájdeme rie²enie, ktoré v najhor²om prípade sp�sobíoneskorenie 4d. Tento výsledok dosiahneme vo©bou c = 4 v zov²eobe
nenomkombinatori
kom tvrdení.Úloha 10.19 Akú záruku m�ºeme da´ pre D na najvä£²ie moºné oneskorenie spravdepodobnos´ou aspo¬ 9/10? Aká je horná hrani
a na ve©kos´ oneskorenia 7/8v²etký
h diagonálny
h stratégií s minimálnymi oneskoreniami?10.4 Zhrnutie alebo ako sme prekabátiliprotivníkaPre mnoºstvo pro
esov prebiehajú
i
h v praxi sú online problémy kaºdo-denným 
hlebom. Obzvlá²´ v oblasti sluºieb v²etkého druhu nie je moºnéspo©ahlivo predpoveda´ rozsah a ²truktúru poºiadaviek zákazníkov. Servis-né strediská sa musia rozhodova´ a realizova´ svoje rozhodnutia bez toho,aby vedeli aké poºiadavky i
h v blízkej budú
nosti o£akávajú. V mnohý
hsituá
iá
h majú riadia
e 
entrá sluºieb 
habé vyhliadky aplikova´ nejakúrozhodova
iu stratégiu, ktorá by za ºiadny
h okolností neviedla k neuspoko-jívému vývoju.Úlohou algoritmikov je skúma´, pre ktorý druh online úloh máme moºnos´navrhnú´ online algoritmy garantujú
e také dobré rie²enia, ako keby smepoznali budú
nos´ (v²etky budú
e poºiadavky), a pre ktoré úlohy to nie jemoºné. Aby sme vedeli analyzova´ r�zne situá
ie, hráme hru s dvomi hrá£-mi, navrhovate©om algoritmu a jeho protivníkom, navrhovate©om ´aºký
hprípadov úloh. Navrhovate© vyvinie online algoritmus a jeho protivník sasnaºí nájs´ prípady úlohy, na ktorý
h tento algoritmus zlyhá. V hre má pro-tivník zna£nú výhodu, pretoºe pozná navrhovaný algoritmus a m�ºe zostavi´budú
nos´ tak, aby bola pre algoritmus nepriaznivá. Preto je aj ob´aºnénájs´ skuto£ne dobré online algoritmy.
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vi£ 10.4 ZHRNUTIE 301No riadenie algoritmu pomo
ou náhodný
h pro
esov m�ºe by´ aj v prípadeonline algoritmov rie²ením zdanlivo bezvý
hodiskový
h situá
ií. Z poh©aduhry strá
a protivník v hre proti randomizovanému algoritmu svoju hlavnúvýhodu. Protivník pozná sí
e do najmen²í
h detailov randomizovaný algo-ritmus, ale nem�ºe predpoveda´ jeho rozhodnutia v konkrétny
h situá
iá
h,pretoºe tieto rozhodnutia sú náhodné a uskuto£nia sa aº v priebehu apliko-vania randomizovaného algoritmu. V na²om prípade s 2

√
m + 1 stratégiamimusí protivník naraz hra´ proti v²etkým 2

√
m+1 stratégiám, pretoºe netu²í,ktorá z ni
h bude náhodne zvolená. A protivník nemá ºiadnu ²an
u nájs´prípad úlohy, ktorý by bol ´aºký £o len pre zlomok tý
hto stratégií, pretoºeprípady, ktoré by boli ob´aºné pre via
ej stratégií jednodu
ho neexistujú.To tro
ha pripomína futbalový zápas medzi dvoma muºstvami A a B. Akhrá druºstvo A pod©a nejakej pevnej stratégie nezávisle od vývoja zápasu atréner muºstva B ju odhalí, m�ºe svoji
h hrá£ov dovies´ vhodnou taktikouk úspe
hu. Ak ale muºstvo A hrá ve©mi �exibilne a s ve©kou mierou nevy-po£ítate©nej hernej improvizá
ie (správa sa takmer �náhodne�), tak je ve©mi´aºké aby tréner muºstva B proti nemu na²iel nejakú vhodnú stratégiu.Z poh©adu návrhu randomizovaného algoritmu moºno ma´ £asto úspe
h, akmáme k dispozí
ii skupinu deterministi
ký
h algoritmov, ktoré pre vä£²inuprípadov úlohy nájdu dobré rie²enia a kaºdý z ni
h zlyhá len pre malý po£etprípadov úlohy. V takomto prípade sta£í jednodu
ho zvoli´ jeden z tý
htoalgoritmov a pouºi´ ho na rie²enie daného prípadu úlohy. Ke¤ kaºdý deter-ministi
ký algoritmus z tejto skupiny algoritmov zlyhá na r�zny
h prípado
húlohy, takto navrhnutý randomizovaný algoritmus nájde s vysokou pravde-podobnos´ou ve©mi dobré rie²enie.Návody na rie²enie vybraný
h úlohÚloha 10.2 Pre kaºdý prípad úlohy I jeCena(Rie²enieA(I))−OptU (I)absolútny rozdiel medzi optimálnou 
enou a 
enou rie²enia vypo£ítaného algorit-mom A. Hodnota Cena(Rie²enieA(I))−OptU (I)OptU (I)

· 100hovorí o ko©ko per
ent je vypo£ítané rie²enie hor²ie ako optimálne.Úloha 10.4 V Ca
he máme stránky 1, 3, 5 a 7. V prípade potreby odstránime vºdystránku s najmen²ím £íslom. Pre túto stratégiu protivník skon²truuje nasledujú
iprípad úlohy:
2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1.
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vi£ 302 KAPITOLA 10Online stratégia odstránenia stránky s najmen²ím £íslom skon£í pre tento prípad srie²ením:

1↔ 2 , 2↔ 1 , 1↔ 2 , 2↔ 1 , 1↔ 2

2↔ 1 , 1↔ 2 , 2↔ 1 , 1↔ 2 , 2↔ 1Zrejme je
5↔ 1 , • , • , • , • , • , • , • , • , •optimálne rie²enie, ktoré je desa´krát lep²ie ako rie²enie uvaºovanej stratégie.Úloha 10.6 Pre prípad úlohy A1 = (1, 2, 3, 4) a A2 = (3, 2, 1, 4) poskytuje nasle-dujú
e rozdelenie prá
e:£asové jednotky 1 2 3 4 5

A1 S1 S2 S3 S4

A2 S3 S2 S1 S4optimálne rie²enie.Úloha 10.16 V²etký
h 9 prekáºok leºí na siedmi
h uvaºovaný
h diagonála
h (obr.10.14). Na D0 leºia tri prekáºky, takºe s SD0 dosiahneme oneskorenie d0 = 3. Na
D1 a D−1 neleºia nijaké prekáºky, a teda 
elkové oneskorenie stratégií SD1 a SD−1je 1 (d1 = d−1 = 1). Oneskorenie je sp�sobené dosiahnutím a opustením diagonály.Na D2 a na D−2 leºí po jednej prekáºke, teda oneskorenie obo
h prípadov je d2 =
d−2 = 3. Na D3 a D−3 leºí po dvo
h prekáºka
h, takºe d3 = d−3 = 3 + 2 = 5.Priemerné oneskorenie tý
hto sedem stratégií je

d0 + d1 + d−1 + d2 + d−2 + d3 + d−3

7
=

3 + 1 + 1 + 3 + 3 + 5 + 5

7
= 3.Úloha 10.17 Prípad problému A1 = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) a A2 = (4, 5, 6, 7, 8, 9, 1, 2, 3)sa vyzna£uje tým, ºe v²etký
h 6 polí£ok diagonály D3 obsahuje prekáºky.
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vi£ �o bolo pre nás typi
ké?Nemali sme stra
hpoveda´ mladým ©u¤om,ºe my sme sami hlúpi... Niels Bohr

Kapitola 11Algoritmi
ká optimalizá
ia vo fyzike,alebo ako by mohla lie£i´ homeopatia?
11.1 O d�veryhodnosti vede
ký
h teóriíTáto posledná kapitola sa podstatne odli²uje od pred
hádzajú
i
h. V²etko,£o sme doteraz z vedy ukázali, povaºujeme za fakty. Na jednej strane smesa nu£ili, ºe základné stavebné kamene vedy sú do istej miery ve
ou viery ad�very. Na druhej strane sme si tieº uvedomili, ºe ved
i vybudovali budovuvedy ve©mi starostlivo a ºe v²etky tehli£ky, ktoré boli poloºené na základ-né kamene, boli ve©mi pozorne teoreti
ky ako i experimentálne preskúmané.Matematika, informatika a prírodné vedy dosahujú stále vy²²iu zrelos´ a týmaj vy²²iu stabilitu. V¤aka tomu sú teórie a z ni
h odvodené predpovede£oraz spo©ahlivej²ie. No bolo by mylné sa nazdáva´, ºe 
elá veda je takátoa ºe takou aj vºdy bola. Na relatívne pevnej p�de stojíme len tam, kdemáme moºnos´ robi´ spo©ahlivé experimenty a merania a kde m�ºeme opísa´skuto£nos´ jazykom matematiky. Ale ako je to s pedagogikou, didaktikou,so
iológiou, ekonómiou a inými vede
kými dis
iplínami, v ktorý
h sa ved-
i nevedia dohodnú´ na obraze reality a vytvárajú navzájom si odporujú
eteórie? Zaºili sme uº ve©akrát, ºe tieto dis
iplíny od základov menili svo-je predstavy. Robia to aj na¤alej a m�ºeme o£akáva´, ºe mnohé dne²né
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vi£ 304 KAPITOLA 11�pravdy� uº zajtra plati´ nebudú. Neslobodno to 
hápa´ ako kritiku tý
htovied. Ch
eme len poveda´, ºe materiál tý
hto vede
ký
h dis
iplín je takýzloºitý a základné pojmy nie sú dostato£ne pre
ízne a v tomto ²tádiu i
hvývoja to pravdepodobne ani iná£ nem�ºe by´. Pred storo£iami nevyzeralafyzika a £iasto£ne ani matematika ove©a lep²ie. Musíme sa zmieri´ s tým,ºe r�zne vede
ké dis
iplíny sa na
hádzajú v r�zny
h ²tádiá
h vývoja. Tam,kde 
hýbajú pevne de�nované pojmy a kde nevieme z pozorovaného mera´a posudzova´ to, £o by sme 
h
eli, ostáva príli² ve©a miesta na úvahy, ktorésa javia z poh©adu matematiky a fyziky ako ²pekulá
ie. Ale tieto ²pekulá-
ie sú potrebné, pretoºe h©adanie pravdy vo vede vyºaduje tisí
e omylova neúspe²ný
h pokusov. Exaktné vedy ru²í sk�r skuto£nos´, ºe humanitnédis
iplíny nevyuºívajú v dostato£nej miere existujú
e moºnosti a nástroje,ktoré by mohli pom�
´ spo©ahlivej²ie overova´ vyslovené hypotézy a tvrde-nia1. Skúsme by´ konkrétni a pozrime sa na didaktiku informatiky. Pred-stavme si, ºe sa 
h
eme presved£i´, ºe výuka nejakej témy prostrední
tvomistej didakti
kej metódy (napr. objektovo orientované programovanie priamoza obrazovkou) je vhodnej²ia ako výuka inej príbuznej témy inou metódou(napr. ²truktúrované programovanie na papieri s 
eruzkou a gumou). Akosa ale dá posúdi´, £o je vhodnej²ie? A £o v�be
 znamená vhodnej²ie? Uºlen meranie získaný
h vedomostí a dosiahnutej kompeten
ie je ob´aºné, akmá výsledok ná²ho merania vyústi´ do spo©ahlivej výpovede. A uº v�be
nie sme s
hopní mera´ prínos k vývoju sp�sobu uvaºovania ºiakov. Predpok-ladajme ale, ºe sme s
hopní formulova´ úlohy a systém hodnotenia rie²ení,ktoré nám umoºnia aspo¬ do istej miery posudzova´ niektoré d�leºité aspektyvyu£ova
ieho pro
esu. V tejto situá
ii sa od nás poºaduje príprava exper-imentu. V ideálnom prípade potrebujeme r�zne triedy, ktorý
h ºia
i ma-jú pribliºne rovnaké s
hopnosti a vedomosti. Navia
 potrebujeme u£ite©ov,ktorí vedia pribliºne rovnako dobre porovnávané témy vyu£ova´. Uº splne-nie tý
hto predpokladov nevieme spo©ahlivo overi´. Napriek tomu za£nemes pokusom, pri£om sa musíme zmieri´ s tým, ºe nemáme moºnos´ zoh©adni´d�leºité vplyvy, akými sú atmosféra v triede a pomo
 rodi£ov pri u£ení sadoma. Nepo
hybne musíme za daný
h okolností výsledok ná²ho úsilia in-terpretova´ ve©mi opatrne. A zásadne sme povinní upozorni´ pouºívate©ovna²i
h výsledkov na i
h relativitu. Napriek tomu ºe v²etko je také relatívne aneisté, neostáva nám ni£ iné, pretoºe za sú£asný
h znalostí v sú£asnom stavevývoja didaktiky ºiadne spo©ahlivej²ie výskumné metódy neexistujú. V¤akarozpoznaným omylom a 
hybným záverom sa u£íme �mera´� stále presnej²ie,dáva´ si realisti
kej²ie 
iele, experimentova´ korektnej²ie obmedzova´ pritomneºelaný vplyv a na²e pozorovania relativizova´. Takto pra
uje aspo¬ £as´1Napríklad matemati
kými metódami a modelmi.
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vi£ 11.1 DÔVERYHODNOS� VEDECKÝCH TEÓRIÍ 305etablovaný
h didaktikov v matematike alebo fyzike. Bolo by nesprávne, ke-by sme sa kv�li neistotám v meraní v�be
 nepokúsili experimentova´ a kebysme tvorili teórie len na základe takzvaný
h �rozumný
h� úvah. Takto by smedo
hádzali k skuto£ným ²pekulá
iám a sporným záverom, ktoré sú, ºia©, vdne²nej didaktike informatiky sk�r typi
kým ako mimoriadnym zjavom2.Niekoho prekvapí, ºe pouºívanie formálneho jazyka matematiky m�ºe by´príjemnej²ie a spo©ahlivej²ie napriek tomu, ºe zvládnu´ tento jazyk je ve©mináro£né. Pevná p�da exaktný
h vied, akými sú matematika, fyzika, 
hémiaalebo informatika, dáva po
it istoty, ktorý sa nedá dosiahnu´ na p�de ved-ný
h dis
iplín, v ktorý
h £lovek musí ma´ obrovské skúsenosti, aby dokázalrozlí²i´ ²pekulatívne od zmysluplného. Táto skuto£nos´ ovplyvnila vo vä£²inekrajín výber vyu£ova
í
h predmetov na stredný
h ²kolá
h. Napriek tomuhodláme v tejto kapitole opusti´ pevnú p�du exaktný
h vied a riskova´ výletdo sveta nejasnej terminológie a matemati
ky zatia© nepostihnute©nej sku-to£nosti. Po£as tohto výletu sa ale budeme stále usilova´ o to, aby £itate©vedel rozli²ova´ medzi predpokladmi, hypotézami a i
h d�sledkami a bol sistále vedomý relatívnosti formulovaný
h výpovedí.Na²e úvahy za£neme na pevnej p�de fyziky. Budeme sa zaobera´ optimal-izá
iou kry²tálovej ²truktúry kovov a na²ím 
ie©om bude matemati
ky mod-elova´ pro
es optimalizá
ie pomo
ou jedného algoritmu. Pritom objavíme,ºe tento algoritmus sa dá úspe²ne vyuºi´ na rie²enie algoritmi
ký
h optimal-iza£ný
h úloh. Prekvapí nás v²ak, ºe nie sme s
hopní nájs´ priamu súvis-los´ medzi pouºitým fyzikálnym prin
ípom a ²truktúrou optimaliza£ný
húloh. Tu opustíme teóriu a vydáme sa 
estou experimentov a skúseností,ktoré m�ºeme len £iasto£ne vysvetli´ prostrední
tvom exaktný
h prostried-kov. Nato de�nitívne opustíme pevnú p�du a konfrontujeme sa s otázkou, £i²tudovaný fyzikálno-algoritmi
ký prin
íp optimalizá
ie nie je vyuºite©ný ajna modelovanie pro
esu lie£enia ºivý
h bytostí. Tieto úvahy nás povedú kpokusu de�nova´ zdravie a 
horobu v terminológii fyziky a algoritmiky. Také-to de�ní
ie nám potom umoºnia nahliadnu´ na lie£enie ako na pro
es algo-ritmi
kého spra
ovania informá
ie. V kone£nom d�sledku na²e úsilie vyústivo formulá
ii predstáv o moºnom p�sobení alternatívny
h lie£ebný
h metódako je napríklad homeopatia.2Nie je to len d�sledkom toho, ºe didaktika informatiky je ve©mi mladá a e²te si nevytvorilarozumné výskumné ²tandardy. Kv�li nedostatku informatikov sú aj v didaktike infor-matiky £inní ©udia, ktorí pri²li z iný
h oblastí, alebo sú to £istí pouºívatelia informa£ný
hte
hnológií. Títo sa nikdy nestretli s výskumom informati
ký
h základov, a preto si v�be
neuvedomujú v²eobe
novzdeláva
ie hodnoty informatiky.
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ký model optimalizá
iekry²tali
kej ²truktúry kovovNa za£iatok priná²ame prvú prekvapujú
u správu:Kov �vie�, £ím je a po 
elý £as svojej existen
ie sa usiluje by´ tým,£ím je.Ako správne po
hopi´ túto vetu o takzvanej m¯tvej hmote? Kovy sa �usilujú�po 
elý £as svojej existen
ie dosiahnu´ a udrºa´ svoju optimálnu kry²tali
kú²truktúru, ktorou sa vyzna£ujú a odli²uje i
h od ostatný
h prvkov. V tomtozmysle sa kaºdý kov nepretrºite �usiluje� sám seba optimalizova´. Optimali-zova´ znamená, ºe sa energia rovnomerne rozdelí na väzby medzi jednotlivý-mi £asti
ami, a takto sa minimalizuje takzvaná vo©ná energia. Napriekneustálemu úsiliu m�ºe d�js´ v d�sledku vonkaj²í
h vplyvov a zá´aºe k takz-vanej �únave� kovu. Pre túto únavu sa m�ºu väzby v istý
h £astia
h postupneoslabi´, £o m�ºe v najhor²om prípade vyústi´ do po²kodenia materiálu, napr.do zlomu. Ako m�ºeme kovu pom�
´ zlep²i´ jeho stav? Na základe zákonovtermodynamiky potrebuje kovový materiál �horú
i kúpe©�. Optimaliza£nýpro
es stavu kovu prostrední
tvom horú
eho kúpe©a pozostáva z dvo
h fáz:

• Prvá fázaPomo
ou horú
eho kúpe©a dodáme kovu zvonka energiu. Toto ve©kémnoºstvo vo©nej energie oslabí väzby a privedie kov do stavu, ktorýje do zna£nej miery 
haoti
ký. Z poh©adu mnoºstva vo©nej energie jetento stav jednozna£ne zhor²ením pred
hádzajú
eho stavu.
• Druhá fázaKov ne
háme pomaly vy
hladnú´. V priebehu o
hladzovania preváºiúsilie kovu o dosiahnutie svojho optimálneho stavu. Pri dostato£ne po-malom o
hladzovaní dosiahne kov v¤aka �vlastnému úsiliu� stav, ktorýje blízky optimálnemu.Fyzi
i [MRR+53℄ objavili nasledujú
i algoritmus, ktorý dnes nazývameMetropolisovalgoritmus. Tento algoritmus umoº¬uje verne simulova´ hore opísaný opti-maliza£ný pro
es. Na opísanie Metropolisovho algoritmu pouºívame ozna£e-nie E(s) pre vo©nú energiu stavu s optimalizovaného kovu. Symbolom CBozna£ujeme Boltzmannovu kon²tantu.Metropolisov algoritmus
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• VstupStav s kovu3 s energiou E(s).

• Prvá etapaUr£i po£iato£nú teplotu T (v Kelvino
h) horú
eho kúpe©a
• Druhá etapaPomo
ou náhodnej malej zmeny (napr. zmeny polohy jednej £asti
e)vygeneruj z aktuálneho stavu s nejaký stav q.Ke¤ E(q) ≤ E(s), tak q povaºuj za nový aktuálny stav.{To znamená, ºe ak je stav q lep²í ako stav s, tak optimalizovaný kovprejde jednozna£ne do nového stavu q.}Ak E(q) > E(s), ak
eptuj q ako nový aktuálny stav kovu s pravde-podobnos´ou prob(s→ q) = e

−E(q)−E(s)
CB ·T(to znamená, osta¬ v p�vodnom stave s pravdepodobnos´ou 1−prob(s→

q)).
• Tretia etapaVhodne redukuj T (zníº teplotu horú
eho kúpe©a).Ak T (v Kelvino
h) nie je blízko k 0, pokra£uj druhou etapou.Ak je T (v Kelvino
h) blízko k 0, ukon£i prá
u algoritmu a daj navýstup stav s.Úspe²ná simulá
ia optimalizá
ie pomo
ou Metropolisovho algoritmu je za-loºená na zákono
h termodynamiky, ktorým sa ne
h
eme bliº²ie venova´.Pre jeho po
hopenie je podstatné nasledujú
e pozorovanie. Ak náhodne vy-generujeme lep²í stav, prejde kov vºdy do tohto lep²ieho stavu. Ak je novýstav q hor²í ako p�vodný stav s, tak napriek zhor²eniu 
elkového stavu kovunie je vylú£ené, ºe kov do tohto hor²ieho stavu prejde. Pravdepodobnos´ pre-
hodu do hor²ieho stavu je daná formulou zaloºenou na fyzikálny
h zákono
h.Pravdepodobnos´ zhor²enia rastie s teplotou T horú
eho kúpe©a a zmen²u-je sa s ve©kos´ou zhor²enia (E(q) − E(s)). To znamená, ºe priebehom £asu(
hladnutím) pravdepodobnos´ zhor²enia klesá, zatia© £o na za£iatku pro
esuoptimalizá
ie je vysoká.3Opísaný stavmi a pozí
iami v²etký
h £astí
.
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h zákonov m�ºeme matemati
ky odvodi´ nasledovnéskuto£nosti:(i) Po£as pro
esu o
hladzovania sa vo©ná energia minimalizuje a pri dosta-to£ne dlhom £ase dosahuje4 kov stavy blízke optimu s takmer perfekt-nou kry²tali
kou ²truktúrou.(ii) Pozitívna pravdepodobnos´ zhor²enia sú£asného stavu (obzvlá²´ na za-£iatku pro
esu optimalizá
ie) je nevyhnutnou sú£as´ou optimalizá
ie.Bez nej nemoºno úspe²ne optimalizova´.Prvé pou£enie z Metropolisovho algoritmu je, ºe zlep²enie nie je moºné vºdydosahova´ priamo£iaro. Aby sme dosiahli podstatné zlep²enia, musíme by´o
hotní ak
eptova´ po£iato£né zhor²enia. Takáto je príroda vo svojej pod-state, a preto nás táto skuto£nos´ nesmie prekvapi´. Ke¤ renovujeme dom,musíme tieº najprv dos´ ve
í a £astí po²kodi´ alebo zni£i´. Aº potom m�ºemeza£a´ vylep²ova´. A ak 
h
eme zmeni´ zakorenený politi
ký systém, m�ºe je-ho transformá
ia vyzera´ ove©a dramati
kej²ie. Revolú
ie v dejiná
h ©udstvazaznamenali na za£iatku skoro vºdy katastrofálne zhor²enia, a to platí dokon-
a aj v prípado
h, ke¤ uskuto£¬ované zmeny boli nevyhnutnos´ou na 
estek novej, lep²ej spolo£nosti. Vä£²ina ©udí nie je s
hopná ak
eptova´, ºe za£ia-tok pozitívneho vývoja m�ºe by´ spojený s nemalými zhor²eniami. Nevhodnéda¬ové systémy, nefunk£né alebo nespo©ahlivé zdravotní
tvo, £i neuspokojivé²kolstvo sa nedajú v mnohý
h krajiná
h vylep²i´ bez podstatný
h zásahovspojený
h aj s istými stratami.11.3 Optimalizá
ia v informatike pod©afyzikálny
h zákonovOptimalizá
ia pomo
ou Metropolisovho algoritmu prebieha pod©a zákonovtermodynamiky. M�j pokus prenies´ tento prin
íp do kaºdodenného ºiv-ota a do vývoja spolo£nosti m�ºete smelo nazva´ ²pekulá
iou. Nejde oni£ iné, ako m�j subjektívny poh©ad na ve
i, ktorý je postavený na istý
hanalógiá
h. Ve©kým prekvapením je ale skuto£nos´, ºe existujú neuverite©nepozitívne skúsenosti s aplikovate©nos´ou Metropolisovho algoritmu v oblasti-a
h, ktoré nemajú na prvý poh©ad s termodynamikou ni£ spolo£né. V nasle-dujú
om 
h
eme dokumentova´ ²ir²iu uplatnite©nos´ prin
ípu, na ktorom jeMetropolisov algoritmus zaloºený.4Kov nem�ºe trvalo zotrváva´ v jednom stave, ani v prípade, ºe dosiahnutý stav je opti-málny. Neustála zmena je nevyhnutnou 
harakteristikou existen
ie kovu.



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
vi£ 11.3 OPTIMALIZÁCIA V INFORMATIKE 309Uº sme sa nau£ili, £o sú to optimaliza£né úlohy. Pre kaºdý prípad problémuexistuje ve©a prípustný
h rie²ení. Kaºdé prípustné rie²enie má svoju 
enu.Na²ou úlohou je nájs´ nejaké optimálne rie²enie, £o znamená rie²enie s min-imálnou alebo maximálnou 
enou. Mnohé z tý
hto úloh sú ´aºko rie²ite©né,pretoºe nepoznáme ºiadnu lep²iu stratégiu ako sa pozrie´ na v²etky rie²enia aporovna´ i
h 
eny. M�ºby´ efektívnej²ia stratégia ani neexistuje. K takýmto´aºkým problémom patria ve©ké systémy lineárny
h rovní
 a nerovní
, akoi
h poznáme z piatej kapitoly. D�leºité je, ºe nepripú²´ame ©ubovo©né reálnerie²enia, ale len hodnoty 0 a 1, £o práve robí h©adanie optimálny
h rie²enísystémov rovní
 a nerovní
 ´aºkým. Rozdiel oproti kapitole 5 je ale v tom,ºe nemusíme nevyhnutne splni´ v²etky rovni
e a nerovni
e, ale sa usilujemesplni´ i
h to©ko, ako sa len dá. Inými slovami, snaºíme sa minimalizova´po£et nesplnený
h rovní
 a nerovní
. Pozrime sa napríklad na nasledovnýsystém pozostávajú
i zo 7 nerovností a rovní
.

x1 + x2 + x3 + 4x4 ≥ 4 (11.1)
x1 − 2x2 + 3x3 − x4 ≤ 2 (11.2)

x2 + x3 ≥ 1 (11.3)
x1 + x3 ≥ 1 (11.4)
x1 − x4 = 0 (11.5)

2x1 − x2 + 2x3 − x4 ≤ 2 (11.6)
x3 − x4 = 0 (11.7)Moºné rie²enia sú v²etky dosadenia hodn�t 0 a 1 premenným x1, x2, x3, x4.Napríklad vektor (1, 0, 1, 0) ozna£uje rie²enie x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1 a x4 = 0.Toto rie²enie sp¨¬a (11.3), (11.4) a nesp¨¬a (11.1), (11.2), (11.5), (11.6) a(11.7). Takºe 
ena rie²enia je 5, pretoºe máme 5 nesplnený
h podmienok.Na²ou úlohou je 
enu rie²enia minimalizova´.Úloha 11.1 Aká je 
ena rie²ení (0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 1) a (1, 1, 1, 1)? Nájditespomedzi 16 prípustný
h rie²ení jedno optimálne.Iný známy príklad ´aºkej optimaliza£nej úlohy je problém ob
hodného 
es-tujú
eho, známy aj pod skratkou TSP (Traveling Salesman Problem). V¬om uvaºujeme n miest, ktoré sú pospájané lete
kými linkami. Z kaºdéhomesta moºno priamo letie´ do ho
iktorého iného. Kaºdá linka medzi dvomamestami A a B má pevnú 
enu, nezáleºí na tom, £i letíme z A do B aleboz B do A. Rie²enia sú takzvané Hamiltonovské kruºni
e. Hamiltonovskákruºni
a sa za£ína a kon£í v tom istom meste a kaºdé mesto nav²tívi práve
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vi£ 310 KAPITOLA 11raz. Cena takejto 
esty (Hamiltonovskej kruºni
e) sú 
elkové náklady naletenky. Na²ou úlohou je minimalizova´ 
enu za takúto prepravu.Tento problém musíme £asto rie²i´ v priemyselný
h apliká
iá
h. Jedna zo²tandardný
h metód, ktorá sa aplikovala na h©adanie dobrého rie²enia jetakzvané lokálne vyh©adávanie. Táto metóda sa dá jednodu
ho opísa´nasledujú
ou s
hémou:1. Pre daný prípad problému vygeneruj ©ubovo©né rie²enie α.2. Prostrední
tvom malý
h lokálny
h zmien aktuálneho rie²enia α h©adajpodobné rie²enie, ktoré je lep²ie (má men²iu 
enu). Ak nájde² nejakélep²ie rie²enie β, vezmi ho ako nové aktuálne rie²enie namiesto α.Ke¤ pomo
ou lokálny
h zmien nenájde² ºiadne lep²ie rie²enie ako α,ukon£i prá
u a na výstup daj rie²enie α.Aby sme túto metódu naozaj po
hopili, musíme si najprv ujasni´ £o rozu-mieme pod lokálnymi zmenami rie²enia. V prípade systému nerovní
 m�ºemepovaºova´ za lokálnu zmenu, zmenu hodnoty jednej premennej. V tomto prí-pade m�ºeme od rie²enia (0101) prejs´ k rie²eniu (0111) zmenou hodnotytretej premennej z 0 na 1. Ke¤ je nejaké rie²enie dosiahnute©né z iného rie²e-nia v¤aka lokálnej zmene, nazývame tieto rie²enia susednými, alebo pri-amo susedmi. Teda vzh©adom na zvolenú lokálnu transformá
iu sú (0110)a (0010) susedia a rie²enia (0000) a (1100) nie sú susedia. Metódu lokálne-ho vyh©adávania m�ºeme v terminológii susedností opísa´ takto: Pre danérie²enie h©adaj medzi jeho susedmi lep²ie rie²enie. Ak neexistuje lep²í sused,je výstupom aktuálne rie²enie.Pre TSP m�ºeme de�nova´ lokálne zmeny a tým aj susednos´ nasledujú
o.Z danej Hamiltonovskej kruºni
e odstránime dve spojenia (linky) Lin(A, B) a

Lin(C, D) (Obr. 11.1) a nahradíme i
h novými linkamiLin(A, C) a Lin(B, D),ako je to znázornené na obrázku 11.1. P�vodná Hamiltonovská kruºni
a za-£ínala z mesta S a nav²tívila medzi inými aj mestá A, B, C a D, presne vtomto poradí. Nová susedná Hamiltonovská kruºni
a tieto mestá nav²tívi vporadí A, C, B a D.Pre mnohé prípady problému TSP poskytuje lokálne vyh©adávanie 
elkomdobré rie²enia, ktorý
h 
ena sa ve©mi nelí²i od optimálnej 
eny. No existujúaj prípady TSP problému, pre ktoré lokálne vyh©adávanie dáva ve©mi zlérie²enie. V tý
hto prípado
h nemoºno dosiahnu´ skuto£ne dobré rie²enie lenpostupnos´ou neustály
h zlep²ení. Na dosiahnutie dobrého rie²enia v takejtosituá
ii musíme v priebehu optimalizá
ie a najmä na jej za£iatku pripusti´aj kroky, ktoré vedú k zhor²eniu rie²enia. Za£iatkom 80-ty
h rokov pri²li
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A B

CD

S

obr. 11.1�erný, Kirkpatri
k, Gellat a Ve

hi [�er85, KGV83℄ s my²lienkou zlep²i´lokálne vyh©adávanie v zmysle Metropolisovho algoritmu. Výsledný algorit-mus dostal názov �Simulated Annealing� a bol úspe²ne pouºitý v tisí
ka
hapliká
ií. Transformá
ia Metropolisovho algoritmu na algoritmus na rie²e-nie diskrétny
h optimaliza£ný
h úloh je ve©mi jednodu
há. V podstate sta£ízmeni´ terminológiu termodynamiky pouºitú v Metropolisovom algoritme nanasledujú
e �synonymá� diskrétnej algoritmi
kej optimalizá
ie:Mnoºina stavov systému 
= mnoºina prípustný
h rie²eníenergia stavu 
= 
ena rie²eniaoptimálny stav 
= optimálne rie²enieteplota kúpe©a 
= parameter programuTouto zmenou terminológie dostavame metódu simulovaného ºíhania.Simulované ºíhanieVstup Prípad I nejakej optimaliza£nej úlohy.1. Nájdi pre I nejaké rie²enie α a nastav hodnotu parametra T.2. Vygeneruj náhodne suseda β rie²enia α.3. Ak je β lep²í ako α, prevezmi β ako nové aktuálne rie²enie (α← β).V prípade, ºe β nie je lep²ie ako α, prevezmi β s pravdepodobnos´oudanou vzor
om z Metropolisovho algoritmu.4. Zmen²i vhodne T.Ak je T e²te dostato£ne ve©ké, pokra£uj krokom 3 s aktuálnym rie²ením
α.
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vi£ 312 KAPITOLA 11V prípade, ºe je T blízko 0, ukon£i prá
u a na výstup daj aktuálnerie²enie α.Napriek tomu, ºe algoritmi
ké optimaliza£né úlohy nemajú ni£ spolo£né stermodynamikou, sme s
hopní matemati
ky dokáza´, ºe pri vhodnej vo©besusednosti a vhodnom nastavení po£iato£nej hodnoty parametra T , ako ijeho vhodnej reduk
ii v priebehu optimalizá
ie, garantuje metóda optimali-zovaného ºíhania pri dostato£ne dlhom behu dosiahnutie optimálny
h rie²ení.Negatívnou správou je, ºe £as potrebný na zaru£ené dosiahnutie optima jepríli² dlhý na to, aby sme tak dlho mohli optimalizova´. Pravda, v praxiposkytuje táto metóda vo vä£²ine prípadov dobré rie²enia v rozumnom £ase.Pre£o sú typi
ké prípady úloh v praxi v tomto zmysle ©ahké, nevieme zatia©teoreti
ky zd�vodni´. No vyplýva z toho d�leºité pou£enie:Optimalizá
ia ako postupnos´ krokov, z ktorý
h kaºdý vedie k zlep²e-niu je vo vä£²ine prípadov nefunk£ná. Ke¤ 
h
eme dosiahnu´podstatné zlep²enie, musíme v priebehu optimalizá
ie pripusti´ ajkroky vedú
e k do£asnému zhor²eniu.11.4 Lie£enie ako algoritmi
ká optimalizá
iazdravotného stavuV tomto okamihu opú²´ame pevnú p�du matemati
ký
h pojmov a kon
eptova putujeme smerom k medi
íne. Ako sme uº spomínali, neexistuje fyzikálno-
hemi
ký kon
ept (de�ní
ia pojmu ºivot), ktorý by nám umoº¬oval rozli²ova´medzi ºivou a neºivou hmotou. Nevieme dostato£ne presne, £o vlastne zna-mená ºivot, £o sme, o tom aký je zmysel na²ej existen
ie, m�ºeme nanajvý²diskutova´. Ke¤ ale nevieme, £o je ºivá hmota a ºivý organizmus, neviemeani, £o je zdravie, 
horoba a lie£enie. M�ºete opä´ diskutova´ o tom, ºe istéde�ní
ie tý
hto pojmov sme zaviedli a na tejto báze sme s
hopní relatívneúspe²ne lie£i´ 
horý
h ©udí. Rovnako ako fyzi
i, ktorí bez toho aby vedeli,£o je vlastne energia, urobili obrovský pokrok v skúmaní zákonitostí ná²hosveta, dosiahla aj medi
ína so svojími nepresnými pojmami nemalé úspe
hy.Na druhej strane sme si v prvej kapitole uvedomili, ºe zlep²enie 
hápaniazákladný
h pojmov, a tým aj zodpovedajú
i
h objektov výskumu je k©ú£ovépre kvalitatívne skoky napredovania vedy.V tejto súvislosti sa pozrime na de�ní
iu zdravia, ako ju sformulovala sve-tová zdravotní
ka organizá
ia v roku 1948:
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kého, psy
hi
kého a so
iálnehopo
itu pohody, nielen neprítomnos´ 
horoby.Je to nádherná a v pravom zmysle slova humánna de�ní
ia zdravia. Ako zák-ladný predpoklad zdravia nám dáva právo a nárok sa dobre 
íti´ a by´ spoko-jný. Podáva sú£asne aj na²u skúsenos´ so vznikom 
hor�b. Nadmerné fyzi
ké,psy
hi
ké alebo so
iálne za´aºenie, stra
h, agresivita a nespokojnos´ patria knajd�leºitej²ím prí£inám vzniku o
horení. Napriek svojím prednostiam námtáto de�ní
ia ve©mi nepom�ºe ak 
h
eme ²tudova´ lie£enie ako prírodný pro-
es. Nahrádza totiº pojem zdravia synonymom �stav úplnej spokojnosti� .Pomáha takto po
hopi´, £o rozumieme pod zdravím, ale nede�nuje pojemzdravia. Zjednodu²ená de�ní
ia pojmu zdravie ako neprítomnos´ 
horobyvyzerá na prvý poh©ad azda tro
hu ve
nej²ie, ale iba za predpokladu, ºe bysme mali dobrú de�ní
iu 
horoby, ktorá by sa obi²la bez pojmu zdravia.Stojíme pred náro£nou úlohou. Bez toho, aby sme vedeli, £ím sme a £oznamená zdravie, 
h
eme ²tudova´ pro
es lie£enia. Aby sme v na²om úsilípokro£ili, neostáva nám ni£ iné, iba u
hýli´ sa k nieko©kým axiómam a s i
hpomo
ou de�nova´ 
hýbajú
e pojmy. Na za£iatku kapitoly sme vyslovili po-zorovanie, ºe ºelezo �vie�, £ím je. Toto �vie� sme interpretovali ako neustálusnahu by´ ºelezom (samým sebou), £o znamená po£as 
elej svoje existen
iesa usilova´ o dosiahnutie svojho optimálneho stavu (perfektnej kry²tali
kejmrieºky). A ke¤ je neºivá hmota s
hopná neustále sa snaºi´ dosiahnu´ svojoptimálny stav (a teda by´, £ím je), niet d�vodu neprizna´ túto s
hopnos´ ajºivým bytostiam. Touto úvahou sa dostávame k nasledujú
emu základnémukon
eptu axiomati
kej povahy.�lovek vo svojej podstate vie, £ím je a pokú²a sa 
elý ºivot dosi-ahnu´ svoj optimálny stav, teda by´ tým, £ím je. Zdravie £lovekaje jeho optimálny stav. Choroba je od
hýlkou od tohto stavu,ktorá m�ºe by´ r�zne ve©ká. Lie£enie je postupnos´ stavov £love-ka, ktorá sa za£ína v stave vzdialenom od optima a kon£í sa vstave blízkom optimálnemu.�o táto de�ní
ia poskytuje a £o nám v nej 
hýba? Vytratilo sa z nej humánneposolstvo, ºe pre na²e zdravie je d�leºitý stav psy
hi
kej pohody a so
iálnejspokojnosti. V na²ej de�ní
ii sa v�be
 nepokú²ame poveda´, £o je zdravienejakej bytosti. Predpokladáme len existen
iu optimálneho stavu kaºdéhoorganizmu a veríme v existen
iu neznámej fyzikálnej de�ní
ie optimality.De�ní
ia navrhuje nazera´ na pro
es lie£enia ako na pro
es optimalizá
ie. �onám to dáva? Predov²etkým analógiu k optimaliza£ným pro
esom vo fyzike ainformatike a na ideálnej úrovni zd�raznenie úlohy vnútorný
h síl organizmu,ktoré sa neustále snaºia optimalizova´ jeho (zdravotný) stav. Takáto pred-
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vi£ 314 KAPITOLA 11stava nepretrºitého úsilia nejakej bytosti o dosiahnutie svojho optimálnehostavu nie je zaloºená len na analógii s �neºivou� hmotou kovov. Reálnos´tejto predstavy potvrdzujú tisí
ro£iami nadobudnuté skúsenosti s lie£ením anespo
hybnite©ná aktivita ná²ho imunitného systému.Ako nám pomáha táto predstava? Po prvé uº pri h©adaní lie£ebný
h metód.Mnohé odvetvia medi
íny sa do zna£nej miery vyvinuli a dosiahli nemaléúspe
hy na prin
ípe lokálneho o²etrenia. Zdravotné problémy m�ºeme rie²i´napríklad 
ielenými 
hirurgi
kými zákrokmi, alebo pomo
ou 
hemi
ký
h prepará-tov. I ke¤ týmto metódam v¤a£íme za obrovské úspe
hy v lie£ení, nepo
hy-bujeme o tom, ºe kaºdý lekársky zákrok má globálne ved©aj²ie ú£inky, ktorý
hd�sledky nemoºno v plnej miere odhadnú´. Ve£né h©adanie vratkej rovnováhymedzi prevahou prospe²nosti a prevahou ²kodlivosti zásahu dáva lekárompri rozhodnutia
h o vhodnosti konkrétny
h lie£ebný
h postupov poriadnezabra´. Kaºdá, i ke¤ malá operá
ia má svoje riziká a napríklad aj an-tibiotiká by sa mali uºíva´ opatrne len vo ve©mi váºny
h prípado
h. Na²aotázka je: M�ºe lie£enie prebieha´ aj inak? M�ºete sa pýta´: Ako in-ak? Odpovedáme takto: Ke¤ presne nevieme, £o v organizme sp�sobímea vyvedieme z rovnováhy apliká
iou medi
ínsky
h postupov a liekov, vynárasa otázka, £i by sme nemohli riadenie lie£ebného postupu pone
ha´ samotné-mu organizmu, lep²ie povedané jeho vnútornej sile? Táto vnútorná sila vienajlep²ie, £o sme a m�ºe vies´ organizmus k jeho optimálnemu stavu. Znieto sí
e pekne, ale zrejme to tak jednodu
ho nefunguje. Keby to fungovalo,boli by sme stále zdraví a nepotrebovali by sme v�be
 lekársku pomo
. Na²avizionárska my²lienka je tro
hu iná. H©adajme moºnosti ako povzbudi´ ná²organizmus k intenzívnej²ej snahe optimalizova´ jeho sú£asný stav. �elezosa m�ºe pre silnú vonkaj²iu zá´aº zlomi´ i napriek neustále prebiehajú
ejoptimalizá
ii. Preto pouºívame na dosiahnutie stavu, v ktorom sa ©ah²iepresadí vnútorná podstata ºeleza horú
i kúpe©. Ako m�ºeme oznámi´ telu,ºe v istom stave by sa malo via
 usilova´? Ak pripustíme ¤al²í predpok-lad, ºe riadia
i me
hanizmus organizmu je vo svojej podstate informa£nýmpro
esom, pomo
ou prenosu informá
ie sa m�ºeme pokúsi´ zú£astni´ sa najeho riadení. Samozrejme vidíme aj podstatný rozdiel medzi kovmi a ºivýmibytos´ami. Pre nás neznámy opis optimálneho stavu zloºitého organizmuje ur£ite neporovnate©ne zloºitej²í, ak je v�be
 moºná jeho reprezentá
ia.Namiesto jedného parametra (vo©nej energie) pri kove u ºivého organizmum�ºeme optimalizova´ mnoºstvo rozli£ný
h parametrov, ktoré moºno ani ne-dokáºeme naraz oslovi´.Pokúsme sa zrekapitulova´ na²u my²lienku. Nevieme ako vyzerá optimálnystav £loveka, a teda nevieme ani, £o je zdravie. Tu²íme ale, ºe ºivé bytosti vsebe nesú túto informá
iu a ºe existujú me
hanizmy, ktoré sa snaºia korigova´
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vi£ 11.4 LIE�ENIE AKO ALGORITMICKÁ OPTIMALIZÁCIA 315stav organizmu k optimalite. Má teda zmysel povzbudi´ (ini
ializova´) tietome
hanizmy k aktívnej²iemu úsiliu. Ako? Skú²aním a zbieraním skúseností,£o je tak £i onak hlavná metóda medi
ínskeho výskumu.Mne osobne táto my²lienka nepri²la na um v¤aka vedomostiam o Metropolisovomalgoritme a jeho úspe²ný
h apliká
iá
h. Pred via
 ako 12 rokmi som sa poprvý raz stretol s homeopatiou. Sprvu som reagoval odmietavo, pretoºe jejopodstatnenia boli naivné. Aº nesk�r som urobil to, £o sa o£akáva od kaºdéhosolídneho ved
a. Namiesto nezmyselný
h ²pekulá
ií pre a proti som za£alskú²a´, experimentova´. A to, £o som videl a zaºil v nasledujú
i
h roko
h, mapresved£ilo. Mal som moºnos´ zhovára´ sa aj s via
erými úspe²nými známy-mi osobnos´ami5 tejto alternatívnej medi
íny. I
h skúsenosti so státisí
a-mi pa
ientov potvrdili, ºe naj£astej²ou reak
iou na pouºitie homeopati
ký
hprostriedkov je pre
hodné zhor²enie stavu a ºe práve toto pre
hodné zhor²e-nie stavu je potvrdením správnej vo©by homeopati
kého prostriedku. Právetáto skuto£nos´ ve©mi pripomína pro
es optimalizá
ie simulovaným ºíhaním.Je ale na £ase zasväti´ £itate©a, ktorý s homeopatiou nemá nijaké skúsenos-ti, do tejto alternatívnej lie£ebnej metódy. Objavil ju pred vy²e 200 rokmineme
ký lekár Hahnemann, ktorého trápilo mnoºstvo r�zny
h negatívny
hved©aj²í
h ú£inkov liekov. Poloºil si otázku, £i sú takto sp�sobené ²kody na©udskom organizme naozaj nevyhnutným sprievodným javom lie£ebného pro-
esu. Jeho prvý pokus o zmiernenie ved©aj²í
h ú£inkov lie£ebný
h preparátovviedol k i
h riedeniu. �ial so stup¬om riedenia klesali nielen ved©aj²ie ú£inky,ale i ú£innos´ liekov. Pri tý
hto pokuso
h objavil jednu zvlá²tnu metóduriedenia a nikto netu²í, ako na ¬u pri²iel. Zriedil liek v pomere 1 : 100 svodou, potom zmes desa´krát intenzívne pretrepal. Po 30 opakovania
h tejtopro
edúry dostaneme takzvanú poten
iu C30 p�vodného prostriedku. Z kom-binatoriky uº vieme vypo£íta´, ºe vzniknutý homeopati
ký prostriedok po-ten
ie C30 obsahuje len zlomok ve©kosti 1

10030 p�vodného lieku. Ke¤ za£nemeriedenie s 1021 molekulami lieku, neobsahuje C30 poten
ia prakti
ky ºiadnumolekulu p�vodnej látky. Táto kombinatori
ká úvaha je naj£astej²í ale ajnajnaivnej²í argument odpor
ov homeopatie, ktorí ju obvi¬ujú s nevede
k-osti. V tejto knihe sme sa ale nau£ili, ºe slovo �nemoºné� by sme nemalilen tak ©ahko vyslovi´. Samozrejme, ºe homeopati
ké prostriedky nem�ºupra
ova´ na tej istej 
hemi
kej báze ako beºné lieky. Ale to je to, o £o saHahnemann vlastne usiloval. Zostáva teda nasledujú
a otázka: Ako ú£inku-jú homeopati
ké lieky? Na túto otázku nepoznáme uspokojivú odpove¤. Japokladám za moºné, ºe ide o £istý prenos informá
ie. Existujú výskumyv ²truktúra
h, ktoré m�ºu vytvára´ molekuly vody. R�znorodos´ kombiná-5Napríklad s drºite©om alternatívnej Nobelovej 
eny pánom Vithoulkasom.
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ií je taká ve©ká, ºe v pohári vody moºno zapamäta´ via
 informá
ií ako vpamätia
h v²etký
h po£íta£ov na zemeguli. Existuje hypotéza o s
hopnostivody zapamäta´ si prostrední
tvom ²truktúr medzi jej molekulami informá-
ie o látka
h s ktorými sa dostala do kontaktu. Pretriasanie by malo pro
eszapamätávania obzvlá²´ zintenzívni´ a vies´ k tomu, ºe vytvorené ²truktúryvykazujú vysokú stabilitu.V sú£asnom ²tádiu vývoja vedy nie sme s
hopní poskytnú´ na fyzikálno-
hemi
kej úrovni d�kazy v prospe
h alebo neprospe
h homeopatie. Totozvládneme aj pre klasi
ké lieky len zriedkavo a £iasto£ne. Zostava nám lenmoºnos´ experimentova´. Typi
kými experimentami v medi
íne je porovná-vanie ú£inkov lieku s takzvaným pla
ebom. Pa
ienti sú náhodným sp�sobomrozdelení do dvo
h rovnako ve©ký
h skupín. Jedna skupina dostane skú-maný liek, druhá £istý 
ukor, nazývaný pla
ebo. Pa
ienti o tom ale nie súinformovaní. Po uskuto£není pokusu porovnáme ú£inok lieku so stup¬omú£inku pla
eba. Napríklad pri skúmaní jedného konkrétneho antidepresívadosiahol tento liek ú£innos´ 43% (pomohlo 43 pa
ientom zo 100), pri£ompla
ebo pomohlo 30% pa
ientov. Prekvapila vás vysoká ú£innos´ pla
eba?Zrejme uº len informá
ia, ºe sa niekto zaoberá lie£ením pa
ienta, m�ºe sp�so-bi´ zázraky. Poznáme mnoºstvo lekársky
h správ, ktoré dokumentujú spon-tánne vylie£enie ´aºký
h 
hor�b ako rakovina len v¤aka pla
ebo efektu. �ialnepoznám ºiadne uspokojivé rozsiahle porovnáva
ie ²túdie medzi homeopat-i
kými prostriedkami a pla
ebom. Poznáme aspo¬ dva d�vody, pre£o je totak. Homeopatia je sí
e ²iroko praktizovaná, ale 
hýbajú vede
ké in²titú
ie,ktoré by sa bez predsudkov tejto problematike profesionálne venovali. Podruhé porovnáva
ie experimenty s pla
ebom nie sú v prípade homeopatieaº také jednodu
hé, pretoºe samotná 
horoba neur£uje vhodný homeopat-i
ký prostriedok. Na ur£enie vhodnej homeopatie musíme najprv ur£i´ ajtyp pa
ienta a v hre sú v tejto stovky r�zny
h typov v tejto klasi�ká
ii.Vo©ba vhodného homeopati
kého prostriedku je zaloºená na skúsenostia
h aintuí
ii a homeopati
ký lekár £asto potrebuje nieko©ko pokusov na nájdenietoho vhodného. Vzh©adom na ´aºkosti, ktoré sme uviedli, sa uº v�be
 neb-udeme zaobera´ otázkami nako©ko sme s
hopní mera´ pri r�zny
h 
horobá
hzlep²enie zdravotného stavu.Navy²e pod©a niektorý
h predstáv optimalizuje homeopati
ký prostriedok lenisté parametre zdravotného stavu. Pri ´aºký
h 
hroni
ký
h 
horobá
h je pre-to nevyhnutné podáva´ v ur£itom poradí via
ero homeopati
ký
h prostried-kov po£as dlh²ieho obdobia.�o ostáva poveda´ na kon
i kapitoly, aby sa to hodilo aj na záver knihy?Ved
i v základnom výskume zaºili vºdy ve©a dobrodruºstiev a tí dne²ní nie
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vi£ 11.4 LIE�ENIE AKO ALGORITMICKÁ OPTIMALIZÁCIA 317sú a nebudú výnimkami. Pionierské £asy nie sú len za nami, ale aj pred nami.�i v kryptológii, v po£ítaní s vyuºitím náhody, DNA , kvantový
h výpo£to
halebo lie£ení pomo
ou �predpísania� informa£ný
h správ organizmu. Ur£itee²te m�ºeme zaºi´ zázraky, ktoré uvedú ved
ov do úºasu a ako sprievodnýved©aj²í ú£inok prispejú nemerate©ným sp�sobom k zvý²eniu kvality ná²hoºivota.
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vi£ Nóvum je najprv vysmievané, potom popierané,aº nakonie
 sa berie ako samozrejmos´. Emil Filla

1. Doslov
Informatika a v²eobe
né vzdelanieDnes sú po£íta£e roz²írené v domá
nostia
h podobne ako telefón, £i televí-zor. Výrazy ako PC, internet, e-mail, alebo www patria medzi najhojne-j²ie pouºívané sloví£ka v sú£asnej informa£nej spolo£nosti. Ale s
hopnos´úspe²ne pouºíva´ po£íta£ alebo surfova´ po internete e²te z nikoho nespravi-lo informatika, rovnako ako riadenia motorového vozidla z nikoho neurobilostrojára, alebo pouºívanie prístrojov v domá
nosti z nikoho neurobilo fyzika.Napriek tomu sa vyu£ovanie informatiky na ²kolá
h príli² zaoberá sprostred-kovaním vedomostí s krátkou ºivotnos´ou, napríklad o r�zny
h softvérový
hprodukto
h a i
h pouºívaní. Ako by vyzeralo vyu£ovanie fyziky, keby sme sanamiesto u£enia fyzikálny
h zákonov zaoberali ovládaním prístrojov a zari-adení, ktorý
h funk£nos´ je zaloºená na prin
ípo
h fyziky? V mnohý
h kra-jiná
h sa v¤aka tenden
iám u£i´ �la
nú� informatiku povaºuje na ²kolá
h in-formatika za povr
hný a nudný predmet, vhodný nanajvý² pre pár ha
kerovalebo ako náhrada písa
ieho stroja pri vytváraní dokumentov. V niektorý
hkrajiná
h ju v¤aka tomu vylú£ili z osnov stredo²kolskej výu£by aj preto, ºejej náro£nos´ v porovnaní s inými predmetmi bola taká nízka, ºe pre ²kolybola maturitná skú²ka z informatiky pod úrov¬ou, pod ktorú by u£itelia bolio
hotní ís´. Preto bolo 
ie©om tejto kniºky, a je aj 
ie©om tohto doslovu,upozorni´ na skuto£nos´, ºe informatika ako vedná dis
iplína má netriviálnuh¨bku a priná²a poznanie, ktoré mení ná² poh©ad na svet a stáva sa sú£as´ouná²ho kultúrneho a du
hovného bohatstva. Ak 
h
eme u£i´ informatiku akopredmet na stredný
h ²kolá
h, musíme najprv po
hopi´ jej prínos na úrovnihlboký
h my²lienok, pojmotvorby, odhalený
h zákonitostí spra
ovania infor-má
ií, a nie na úrovni kaºdodenný
h apliká
ií, akým je telefonovanie mobil-nými telefónmi. Len a len z tejto úrovne m�ºeme odvíja´ stredo²kolské plányvýu£by, ktoré by z informatiky spravili predmet s váºnos´ou porovnate©nous matematikov a prírodnými vedami.
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vi£ 320 Doslov 1Tak ako napríklad fyzika alebo biológia odvíja svoje poslanie v ²kolá
h odpodstaty svojej dis
iplíny a i
h 
ie©ov, potrebujeme sa najprv zamyslie´ nadotázkou: �o je informatika? Naj£astej²ie na
hádzame nasledujú
u de�ní-
iu: �Informatika je veda o algoritmi
kom spra
ovaní, reprezentá
ii,zapamätavaní a prenose informá
ií.�Aj ke¤ táto zvy£ajne ak
eptovaná de�ní
ia informatiky predstavuje algorit-my a informá
iu ako hlavné objekty výskumu v informatike, nehovorí ve©a opodstate informatiky a jej metóda
h. Pre po
hopenie podstaty informatikyje ove©a d�leºitej²ia nasledujú
a otázka:�Ku ktorým vedám moºno priradi´ informatiku? Je metavedouako �lozo�a alebo matematika, humanitná veda, prírodná vedaalebo te
hni
ká veda?�Odpove¤ na túto otázku objas¬uje nielen objekt skúmania, ale pomáhaopísa´ aj jej metódy a prínos. Odpove¤ou je, ºe informatika sa nedá jed-nozna£ne priradi´ do ºiadneho z uvedený
h druhov vede
ký
h dis
iplín. In-formatika v sebe integruje aspekty metavedy, prírodnej vedy a aj te
hni
kejvedy. Skúsime to podrobnej²ie opodstatni´.podobne ako �lozo�a a matematika, ²tuduje informatika v²eobe
né kategórieako súdeterminovanos´, nedeterminovanos´, náhoda, výpo£et, informá-
ia, pravda, jazyk, zloºitos´, d�kaz, poznanie, komuniká
ia, aprox-imá
ia, algoritmus, simulá
ia, at¤.a prispieva k hlb²iemu 
hápaniu i
h významu. Via
erým z tý
hto kategóriídala informatika nový obsah a význam.Ako prírodná veda ²tuduje informatika, na rozdiel od �lozo�e a matemati-ky, konkrétne existujú
e objekty a pro
esy, ur£uje hrani
u medzi moºnýma nemoºným a skúma kvantitatívne zákony pro
esov spra
ovania informá-
ií. Prírodné vedy modelujú realitu, svoje modely analyzujú a overujú i
hspo©ahlivos´ pomo
ou experimentov. V²etky tieto aspekty prírodný
h viedna
hádzame aj v informatike. Jej predmetom sú informá
ie vo forme dáta algoritmy (programy, po£íta£e) a ²tudované pro
esy sú fyzikálne existu-jú
imi pro
esmi spra
ovania informá
ií. Skúsme to dokumentova´ na vývojiinformatiky. Histori
ky prvá otázka informatiky bola nasledujú
a otázka �lo-zo�
kého významu:Existujú dobre de�nované úlohy, ktoré sa nedajú automati
ky (po-
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ou po£íta£a, nezávisle od výkonosti dne²ný
h, £i budú
i
h po£í-ta£ov) rie²i´?Úsilie zodpoveda´ túto otázku viedlo ku vzniku informatiky ako samostat-nej vednej dis
iplíny. Odpove¤ na túto otázku je kladná a dnes poznámemnoºstvo prakti
ký
h úloh, ktoré by sme radi vedeli rie²i´ automati
ky po-mo
ou algoritmov, no ktoré nie sú ale algoritmi
ky rie²ite©né6. Uº vieme, ºeto nie je len preto, ºe nik doteraz nena²iel algoritmus na i
h rie²enie. Pod-statné je, ºe vieme matemati
ky dokáza´ neexisten
iu taký
hto algoritmov.Po klasi�ká
ii úloh na algoritmi
ky rie²ite©né a algoritmi
ky nerie²ite©né sad�leºitou otázkou informatiky stáva nasledujú
a prírodovedná otázka:�Aké´aºké sú konkrétne algoritmi
ké úlohy?�Ob´aºnos´ úlohy nemeriame tým, aké ´aºké je nájs´ algoritmus na jej rie²enie.Ob´aºnos´ úlohy sa meria mnoºstvom nevyhnutnej a posta£ujú
ej po£íta£ovejprá
e potrebnej na jej algoritmi
ké rie²enie. Informati
i objavili, ºe existujúneobmedzene ´aºké úlohy, aj také ´aºké, ºe na i
h rie²enie by nesta£ila ani
elá energia vesmíru. Takºe vieme, ºe existen
ia algoritmu pre danú úlohue²te nezaru£uje jej automatizovate©nos´ v praxi.Úsilie rozdeli´ úlohy na prakti
ky rie²ite©né a prakti
ky nerie²ite©néviedlo a e²te stále vedie k najfas
inujú
ej²ím objavom informatiky.Z kniºky m�ºeme spomenú´ efekty, ke¤ malá zmena v poºiadavká
h na rie²e-nie úlohy sp�sobila skok z prakti
ky nerealizovate©ného mnoºstva prá
e nanieko©kosekundovú záleºitos´ na beºnom PC. Najlep²ie sme to videli na ran-domizovaný
h algoritmo
h, kde sme sa vzdali hypoteti
ky 100% záruky ko-rektnosti deterministi
ký
h algoritmov a navrhli sme randomizované algorit-my, ktoré exponen
iálne redukovali zloºitos´. Pritom pravdepodobnos´ 
hybytý
hto algoritmov je men²ia ako 1 k veku vesmíru v sekundá
h, a teda z prak-ti
kého h©adiska nielen ak
eptovate©ná, ale aj men²ia ako pravdepodobnos´hardvérovej 
hyby v priebehu výpo£tu 100% spo©ahlivého deterministi
kéhoalgoritmu.V¤aka takýmto kvantitatívnym skokom je informatika s
hopná zázrakov,pomo
ou ktorý
h m�ºeme ne£akane rie²i´ zdanlivo bezvý
hodiskové situá-
ie. Dopad tý
hto divov na prax je neuverite©ný. Napríklad výsledky okvalitatívny
h zákonitostia
h výpo£tov (výpo£tovej zloºitosti) viedli k novejde�ní
ii bezpe£nosti v kryptogra�i a 
ez ¬u k moderným kryptosystémoms verejným k©ú£om (publi
-key), bez ktorý
h si nevieme dnes v�be
 pred-stavi´ e-komer
iu alebo online banking. Je v�be
 ospravedlnite©né vyu£o-6pozri 4. kapitolu
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ie narábania so ²pe
i�
kými softvérovými systémami namiestokreatívny
h, hlboký
h my²lienok, ktoré boli naozaj tým, £o zmenilo dne²nýsvet?Napriek uvedeným prírodovedným aspektom informatiky je informatika prevä£²inu absolventov ²túdia inºinierskou dis
iplínou., ktorá obsahuje aspektyte
hni
ký
h vied ako súorganizá
ia pro
esu vývoja, modelovanie, opis, formulovanie 
ie©ov,testovanie, kontrola kvality, kompatabilita s existujú
imi systéma-mi, at¤.K tomu patria ajm manaºérske aspekty ako súorganizá
ia tímov a riadenia projektu, odhad 
eny, plánovanie,produktivita, odhad £asový
h rám
ov a termínov, £as potrebný nauvedenie na trh, marketing, uzatváranie zmlúv, at¤.Aké komplexné sú tieto úlohy, si m�ºeme uvedomi´, ke¤ uváºime, ºe mno-hé softvérové produkty sú zostavené z miliónov po£íta£ový
h príkazov a bolivyvíjané a vylep²ované mnoºstvom ²pe
ialistov po£as mnohý
h rokov. Ak ti-eto programy neboli systemati
ky vyvíjané a dokumentované, nie je prakti
kymoºné overi´ i
h správne fungovanie, h©ada´ v ni
h 
hyby, alebo i
h dop¨¬a´o nové funk
ie. Pri takejto prakti
kej zloºitosti reálny
h systémov nemoºnos matemati
kou presnos´ou v²etko modelova´ a predpoveda´. D�sledkom£oho sa ve©a pragmati
ký
h rozhodnutí uskuto£ní len na základe intuí
iea skúseností tvor
ov. Nezdá sa vám teraz ²túdium informatiky dostato£ne´aºké? Zvládnu´ netriviálnu matematiku pri rie²ení úloh a umenie budova´pragmati
ky komplexné systémy spája dva ve©mi odli²né sp�soby myslenia.Na jednej strane je to analyti
ký matemati
ko-prírodovedný sp�sob mysle-nia a na druhej strane presne nesformalizované postupy te
hni
ký
h vied smnoºstvom improvizá
ie zaloºenej na skúsenostia
h. Ale práve spojenie tý
h-to dvo
h jazykov a sp�sobov myslenia v jednom ²tudijnom odbore je tým,£o dáva tomuto ²túdiu najvä£²iu perspektívu.Vrá´me sa k otázke, £o a ako vyu£ova´ v predmete informatika na stredný
h²kolá
h. Vzdajme sa prístupu od �farebný
h apliká
ii k nejakým vedomos-tiam� o tom, ako príslu²né softvérové produkty pra
ujú a ako i
h pouºíva´.Objav parnej lokomotívy bol tieº fas
inujú
i, a vyu£ovanie fyziky neza£ínametým, ºe sa u£íme vies´ lokomotívu. Dnes sú najrozli£nej²ie apliká
ie na obra-zovke také beºné, ºe nevedia zauja´. Zato na²a dlhoro£ná prax vyu£ovania nastredný
h ²kolá
h stále potvrdzuje, ºe mladý
h ©udí moºno nad
hnú´ právesprostredkovaním vedomostí, znovuobjavovaním a objas¬ovaním zákonitostía u£ením sa i
h inteligentne vyuºíva´ na rie²enie ne©ahký
h úloh.
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imi ideami ale naopakjednodu
hým po£ítaním, musí si aj informatika zvoli´ zodpovedajú
í za£i-atok. Základnou s
hopnos´ou informatika v tomto zmysle je vedie´ pro-gramova´. Nie v zmysle syntakti
kého ovládania nejakého programova
iehojazyka, ale v zmysle s
hopnosti rie²i´ malé úlohy pomo
ou programov na po£í-ta£i. U£i´ sa programova´ zah¯¬a v sebe ove©a via
 ako si mnohí uvedomujú.Programovaním sa u£íme komunikova´ s te
hnikou. A to s te
hnikou bezinteligen
ie, a tým aj bez s
hopnosti improvizova´. To nás núti komuniko-va´ tak, aby sme boli bez po
hýb správne po
hopení. Musíme by´ s
hopníopísa´ £innosti tak jednozna£ne, ºe neostane priestor na neºelanú 
hybnúinterpretá
iu. Uº táto skuto£nos´ 
ibrí s
hopnos´ vyjadrova´ sa £o najpres-nej²ie a rozvíja zodpovedajú
i sp�sob myslenia. �al²ím, nie pre kaºdéhoo£ividným prínosom je budovanie mostov medzi matemati
kým myslením ainºinierskym prístupom. Opis a analýza úlohy, h©adanie algoritmu na jejrie²enie je pevne spojené so s
hopnos´ou matemati
ky analyti
ky myslie´ atieº s pouºívaním pre
ízneho jazyka matematiky na opis úlohy a 
esty najej rie²enie. Samotné programovanie a testovanie navrhnutého algoritmu jedo zna£nej miery inºinierska prá
a. H©adanie 
hýb a moºný
h vylep²eníprogramu vzh©adom na r�zne parametre zaberie zvy£ajne nieko©konásobnevia
 £asu, ako vyhotovenie prvého prototypu. Programovanie priná²a rados´zo samostatného absolvovania 
esty od zadania, aº k poºadovanému 
ie©u.U£ite©a stavia sk�r do úlohy pomo
níka ako kritika, pretoºe ºia
i si m�ºuoverova´ správnos´ svoji
h programov samostatne, testovaním na skuto£ný
húdajo
h a programy korigova´ aº do vytvorenia poºadovaného produktu.Vyu£ovaním programovania sprostredkujeme aj modulárnu metódu návrhuzloºitý
h te
hni
ký
h systémov. Pri komplexnej²í
h úlohá
h vytvoríme na-jprv programy pre malé £iasto£né úlohy a overíme i
h korektnos´. Tietoprogramy pouºijeme ako moduly, z ktorý
h skladáme postupne zloºitej²ie azloºitej²ie moduly.Uº pri výu£be programovania za£íname s pojmotvorbou. U£íme sa, £o je pro-gram, údaje. U£íme sa, ako pra
uje po£íta£, ako sú reprezentované a uloºenéúdaje v po£íta£i. Na tomto základe ¤alej m�ºeme budova´ ²pe
i�kovaním¤al²í
h k©ú£ový
h pojmov a ²pe
i�kovaním základný
h kon
eptov. Ako sato dá realizova´ sme na£rtli v tejto knihe. Pritom nie je aº také d�leºité,ktoré oblasti informatiky si zvolíme � m�ºu to by´ databázy, kryptogra�a,vizualizá
ia, návrh obvodov alebo automatov, algoritmika, komunika£né si-ete, numeri
ké algoritmy vo vede
ký
h výpo£to
h alebo iné. D�leºité je, abysme boli s
hopní sprostredkova´ základné kon
epty ako algoritmus, výpo£-tová zloºitos´, logika a korektná argumentá
ia, veri�ká
ia a testovanie, mod-ulárny návrh systémov, simulá
ie, rekurzia, at¤.



Final V
ersion

Intern
al Use


 opyrig
ht2009
-Juraj
Hromko
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h ²kolá
h nie je problemat-i
ká úloha, ale ²an
a. Je to ²an
a vnies´ do v²eobe
ného vzdelania paradigmysveta pro
esov spra
ovania informá
ií. Je to ²an
a zatraktívni´ matematiku,jej in²trumentalizovanie pri rie²ení prakti
ký
h úloh. Je to ²an
a postavi´mosty k te
hni
kým vedám a priblíºi´ inºiniersky sp�sob prá
e ºiakom nastredný
h ²kolá
h. A je to ²an
a vykro£i´ smerom k dlho proklamovanej in-terdis
iplinárnosti, ktorá sa v informatike realizuje prirodzeným sp�sobom.
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kýmú£elom, nie je moºná. Pravdy sú uºito£né len vtedy,ke¤ sú navzájom poprepájané. Ak h©adá² len tie pravdy,z ktorý
h sa dajú o£akáva´ priame d�sledky pre prax, strá-
ajú sa väzby medzi ohnivkami re´az
e a re´az sa roztrhne.Jules Henri Poin
aré

2. Doslov
Je základný výskum luxusom alebo existen£nounevyhnutnos´ou?M�ºe si, resp. má si nejaká krajina dovoli´ investova´ do základného výsku-mu? Sú drºitelia Nobelový
h a iný
h vede
ký
h 
ien zbyto£ným luxusom?Nesta£í nám aplikovaný výskum na zabezpe£enie dlhodobého blahobytu apokroku? �o sa stane, ak sa vzdáme základného výskumu? Má by´ mierouinvestovania do výskumu odhad prínosu predaja vyvinutý
h produktov namedzinárodnom trhu?Po£as svojho p�sobenia na r�zny
h univerzitá
h som sa stretával s tými-to otázkami ve©mi £asto. �ia© práve z politi
ký
h a manaºerský
h kruhovpo
hádzali krátkozraké odpovede a hlúpe rozhodnutia. Volanie po takz-vanom ekonomi
kom plánovaní vedy, ktorá spo£íva vo vy£íslení a vyºadovaníekonomi
kého prínosu vloºený
h investí
ií do vedy v priebehu pár rokov, pa-trí do kategórií ve©mi obmedzeného 
hápania úlohy vedy v spolo£nosti a jejprínosu pre jej blahobyt. Populisti
ké otázky, £i základný výskum v�be
prispieva k rastu alebo udrºaniu ºivotnej úrovne a £i to v�be
 je zmyslu-plné vyuºitie pe¬azí da¬ový
h poplatníkov a volanie po meraní uºito£nostivedy ekonomi
kým ziskom, nedokáºem lep²ie komentova´ ako slovami LouisaPasteura: �Ne²´astní
i sú tí, ktorým je v²etko jasné�.Najprv si musíme uvedomi´, ºe neexistuje jasná hrani
a medzi aplikovanýma základným výskumom. Aby sme ale v�be
 túto problematiku dokázalipo
hopi´, musíme sa najprv zaobera´ úlohou vedy v dne²nej tzv. znalost-nej spolo£nosti a v dejiná
h ©udstva. Poloºme si najprv otázku: �o je ap-likovaný výskum a £o je teoreti
ký základný výskum a na
hádzajú sa tietooblasti v�be
 vo vzájomnej konkuren
ii? Sú£asný vývoj ukazuje, ºe máme £o-raz vä£²í po£et výskumný
h projektov, ktoré sa nedajú jednozna£ne zaradi´
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hto kategórií. Výskum génov, £i kon²truk
ia kvantovéhopo£íta£a patria do základného výskumu, a jednako majú prakti
ky okamºitékomer£né uplatnenia. Existuje ve©a príkladov z kryptológie, spo©ahlivej ko-muniká
ie, automati
kého rozpoznávania re£i, logistiky a optimalizá
ie ri-adenia pra
ovný
h pro
esov, návrhu sietí at¤., v ktorý
h objavy teoreti
k-ého výskumu zakrátko 
elkom zmenili prax. Tu niet jasnej hrani
e medzizákladným a aplikovaným výskumom.No zdá sa, ºe autori návrhov ²etrenia na luxuse základného výskumu vedia,v £om väzí rozdiel medzi základným a aplikovaným výskumom. Aplikovanývýskum je ten, v ktorom m�ºeme uº po£as plánovania vy£ísli´ ekonomi
kýprínos. Ak sa to dá, musíme si poloºi´ otázku, £i v takomto prípade v�be
ide o výskum. Posudzoval som mnoºstvo takto naplánovaný
h projektov av²etky mali jedno spolo£né. V skuto£nosti i
h nebolo treba. Firmy mohli hra-vo dosiahnu´ vytý£ené 
iele zamestnaním absolventov univerzít s patri£nýmknow-how. A to je jadro ná²ho problému. To, £o sa v pro
ese riadenia £as-to deklaruje ako aplikovaný výskum, je iba rutinné uplatnenie znalostí, priktorom nevzniká ni£ p�vodné, nijaké nové poznatky.Rast vedomostí je najd�leºitej²ím predpokladom dlhodobého pokroku. Ktopredvídal pred 25 rokmi éru internetovej komuniká
ie a internetu, e-komer
iea online bankingu, ktoré tak výrazne zmenili 
elú spolo£nos´, zefektívnilimnoºstvo jej pro
esov a prispeli k ´aºko vy£íslite©nému rastu ºivotnej úrovne?Kto pred 25 rokmi tu²il, ºe komunika£ná te
hnika sa stane d�leºitým odvetvímpriemyslu? Mohol vtedy v�be
 niekto odhadova´ �nan£nú a ekonomi
kúprosperitu vtedaj²ieho výskumu? Veda, ktorá toto umoºnila, spo£ívala v pr-vom rade na základnom výskume fyzikálnej povahy pri objavovaní nový
hmateriálov pre komunika£né te
hnológie a v matematike a informatike privývine efektívny
h a spo©ahlivý
h algoritmov. Len ve©mi málo ©udí mápredstavu, aké hlboké poznatky a objavy tý
hto vedný
h dis
iplín boli nevy-hnutné na vývin sú£asného komunika£ného luxusu. Nijaké zmeny vedú
e kzvý²eniu blahobytu spolo£nosti nie sú moºné bez pred
hádzajú
ej akumulá-
ie poznatkov. Iba konzumova´ sú£asné poznatky m�ºe priná²a´ zisky lenve©mi krátkodobo. Bez nepredpovedate©ného generovania nový
h poznatkovniet ºivotného napredovania ani blahobytu.Sloví£ko blahobyt nie je v tejto súvislosti zvolené práve ²´astne. Niektorípoliti
i a ekonómovia sa nám usilujú nahovori´, ºe blahobyt je najd�leºitej²í
ie© spolo£nosti. Tento populisti
ký názor je prirodzene ob©úbený, pretoºesa týka kaºdého a kaºdý sa 
h
e ma´ lep²ie. Ale argumentova´ len z pozí
iesú£asného blahobytu je rovnako nebezpe£né, ako ke¤ niekto v dobe kamennejdoporu£oval, kaºdý de¬ sa £o najlep²ie najes´ a neodklada´ zásoby na zimu.
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vi£ 327Tento sp�sob uvaºovania nepamätá na to, ºe v zime moºno zomrie´ od hladu.Ak sa nazdávame, ºe tieto problémy patria minulosti, odpovedám vám, ºe sana svet pozeráte 
ez ruºové okuliare.Z m�jho poh©adu beºíme stále s £asom o preteky a rozhoduje sa o existen
ii©udstva. Na²a zemegu©a nám doºi£ila 10 000 rokov mimoriadne priaznivý
hklimati
ký
h podmienok, ktorým v zna£nej miere v¤a£íme za dynami
kývývin na²ej 
ivilizá
ie. Nemáme ale ani potu
hy, £o v²etko nás e²te £aká.Ke¤ prídu £asy plné problémamov neznámy
h rozmerov, nebude rozhodu-jú
e, £i ºijeme v blahobyte alebo nie, ale £i sme dospeli do ²tádia vývoja, vktorom by sme boli s
hopní tieto problémy zvládnu´. To m�ºe by´ naozaj,existen£ná otázka. Spome¬te si na obrovskú vlnu tsunami pred pár rokmi,ktorá stála ºivot desa´tisí
e ©udí. Stav na²i
h poznatkov nebude rozhodova´len o tom, £i sme s
hopní s dostato£ným predstihom ¤al²iu takúto tsuna-mi predpoveda´, ale £i sme s
hopní v dostato£nej miere zabráni´ ²kodám,ktoré by mohla sp�sobi´. Preto je neospravedlnite©ne riskantné, sústredi´ sav £aso
h hojnosti a nadbytku na udrºovanie a budovanie blahobytu namiestoinvestí
ii do ¤al²ieho vývinu.Transformá
ia vedomosti do prakti
ky uºito£ný
h te
hnológií je jedna z d�leºitý
hmier pokroku. Potrebné vedomosti vznikajú prízna£ne vo výskume, ktoréhoekonomi
kú uºito£nos´ v nasledujú
i
h 10 aº 20 roko
h nevieme odhad-nú´. De¬ drºite©ov Nobelový
h 
ien po£as osláv 150. výro£ia ETH Züri
hpoukázal na skuto£nos´, ºe 
esta od základný
h objavov vedy k priemysel-ným apliká
iám trvá v priemere 20 rokov. A kto sa odváºi dnes predpoveda´,ako bude o 20 rokov vyzera´ ná² svet? Azda len tí ²tastní nevedomí, ktorí sanazdávajú, ºe rozumejú v²etkému.Poºadovanie �£isto� aplikovaného a �uºito£ného� výskumu bez snahy o gen-erovanie nový
h poznatkov je rovnako nebezpe£né, ako povaºovanie umeniaza nadmerný luxus. Vraj Na£o sú umel
i ako Pi
asso, Dalí, Hundertwass-er, Mozart alebo Beethoven? Nesta£ia vä£²ina k spokojnosti reproduk
iea populárna hudba? Nie sú ve©kí spisovatelia nie£ím bez £oho m�ºe ©ud-stvo pokojne existova´? Ve¤ ko©ko sa predá aj málohodnotný
h románov.Pred skuto£nos´ou, ºe ve©ké umele
ké diela ovplyvnili vývoj 
elý
h generá-
ií, zavrime rad²ej o£i. A rovnako zabudnime na to, ºe vede a umeniu bezohrani£eného horizontu v¤a£íme nielen za vysnený blahobyt, ale aj za 
elénapredovanie na²ej 
ivilizá
ie.Cie©om tohto doslovu nebolo navrhnú´ propor
ie medzi investí
iami do ap-likovaného a základného výskumu. Ch
eli sme len poukáza´ na to, akénebezpe£né je redukova´ �nan
ovanie vedy na podporu projektov s vy£ís-lite©ným úºitkom. Takéto správanie sa je extrémne krátkozraké a vedie
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ie znalostí a 
elého vzdelávania v spolo£nosti.Spo©ahnú´ sa na samoriadenie vede
kého výskumu prostrední
tvom priemy-selného dopytu priná²a so sebou riziko stagná
ie vývoja. Ak nejaký pod-nik investoval ve©a pe¬azí do nejakej te
hnológie, nemá záujem o podstatnéte
hnologi
ké zmeny, pokia© sa mu e²te p�vodné investí
ie nezhodnotili. Lenkonkuren
ia tla£í �rmy k podstatným inová
iám. Jediný mne známy funk£nýprístup prerozde©ovania prostriedkov na vedu je prostrední
tvom posudkovnezávislý
h osobností vedy. H©ada´ akéko©vek kvantitatívne meradlá na po-sudzovanie kvality kreatívnej výskumnej prá
e je nezmyselné. Je ²koda, ºeSlovensko e²te nevedelo spravi´ podstatný krok od 
eloplo²ného so
ialisti
k-ého rozde©ovania �nan
ií v ²kolstve a vede na prerozde©ovania prostriedkovna základe taký
hto posudkov zahrani£ný
h expertov. Prive©a slovenský
hin²titú
ií má stra
h z nastavenia zrkadla. Prosperitu vo vede m�ºe prinies´len prerozdelenie prostriedkov tak, aby kreatívne vede
ké pra
oviská malizabezpe£ené dostato£né prostriedky na sledovanie náro£ný
h 
ie©ov. Sú£as-ná rovnostárska polonasýtenos´ �nan£nými prostriedkami na vede
ký
h in-²titú
iá
h bez oh©adu na i
h skuto£né kvality je tragédiou riadenia slovenskejvedy v 
elom období od vzniku Slovenskej republiky.Aké je na²e posolstvo neohrani£ené slovenskými pomermi? �ím via
 dobrejvede
kej prá
e, tým istej²ia budú
nos´, tým via
 kreatívnej prá
e a tým via
vnútornej spokojnosti. Ja osobne verím, ºe kreativita je zmyslom ná²hoºivota a preto ukon£ím doslov nasledujú
imi 
itátmi:Tvoria
 £akal som na uzdravenie, tvoria
 somvyzdravel. Heinri
h HeineKorene v²etkého zla sú v nevedomosti. BuddhaZmysel ºivota vidím v tvorbe, ktorá jenekone£ná. Maxim GorkijP�vodná verzia tohto doslovu vy²la v nem£ine ako £lánok �io new manage-ment�, Nr. 10/2006.
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