
Matematika III, 3. cvičeńı

V tomto cvičeńı se budeme věnovat extrémům funkćı v́ıce proměnných. Podobně jako u funkćı
jedné proměnné, kde byla existence extrému diferencovatelné funkce v nějakém podmı́něna nulo-
vost́ı derivace v tomto bodě, je existence extrému funkce v́ıce proměnných podmı́něna nulovost́ı
všech parciálńıch derivaćı v tomto bodě. Daľśı rozhodováńı o těchto bodech je jak uvid́ıme
obt́ıžněǰśı.

Prozkoumáme také Jacobiho matici zobrazeńı a jej́ı vztah k invertibilitě zobrazeńı.

Lokálńı extrémy funkćı v́ıce proměnných

Připomeňme, že pro funkci jedné proměnné f : R→ R a jej́ı stacionárńı bod x0 (tj. bod x0 ∈ R,
pro který plat́ı f ′(x0) = 0) plat́ı:

• je-li f ′′(x0) < 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum,

• pokud má funkce f v bodě x0 neostré lokálńı minimum, je f ′′(x0) ≥ 0,

• je-li f ′′(x0) > 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum,

• pokud má funkce f v bodě x0 neostré lokálńı maximum, je f ′′(x0) ≤ 0.

Pro jednoduchost budeme uvažovat funkci dvou proměnných f : R2 → R, obecný př́ıpad pro
funkci Rn → R byl probrán na přednášce. Podobné tvrzeńı jako pro lokálńı extrémy funkćı
jedné proměnné dostaneme pro funkce dvou (resp. v́ıce) proměnných:

Necht’ [x0, y0] je stacionárńı bod funkce f : R2 → R (tedy plat́ı f ′x(x0, y0) = 0, f ′y(x0, y0) = 0)
a necht’ má tato funkce v nějakém okoĺı bodu [x0, y0] spojité parciálńı derivace druhého řádu.
Pak plat́ı:

• Je-li f ′′xx(x0, y0) > 0 a

detHf(x0, y0) = det

(
f ′′xx(x0, y0) f ′′xy(x0, y0)

f ′′xy(x0, y0) f ′′yy(x0, y0)

)
= f ′′xx(x0, y0)f

′′
yy(x0, y0)−[f ′′xy(x0, y0)]

2 > 0,

má funkce f v bodě [x0, y0] ostré lokálńı minimum,

• Je-li f ′′xx(x0, y0) < 0 a detHf(x0, y0) > 0, má funkce f v bodě [x0, y0] ostré lokálńı maxi-
mum,

• Je-li detHf(x0, y0) < 0, extrém v bodě [x0, y0] nenastává,

• V ostatńıch př́ıpadech (tj. pokud detHf(x0, y0) = 0), nic o extrému v bodě [x0, y0] nev́ıme,
muśıme použ́ıt r̊uzné triky.

Dále plat́ı, že funkce f : R2 → R (plat́ı to i pro funkce v́ıce než dvou proměnných) může mı́t
lokálńı extrém pouze ve svém stacionárńım bodě nebo v bodě, kde alespoň jedna z parciálńıch
derivaćı neexistuje.

Př́ıklad 1. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.

Výsledek. Stacionárńı body jsou P1 = [0, 0], P2 = [1, 1], v P1 neńı extrém, v P2 je ostré lokálńı
minimum.
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Př́ıklad 2. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y, z) = x+
y2

4x
+
z2

y
+

2

z

lež́ıćı v prvńım oktantu (tj v části prostoru, kde jsou všechny tři souřadnice nezáporné) a určete
jejich typ.

Výsledek. Jediný stacionárńı bod je [12 , 1, 1], ve kterém je lokálńı minimum, nebot’

Hf =

 4 −2 0
−2 3 −2

0 −2 6


je pozitivně definitńı např. podle Sylvestrova kritéria (a11 > 0, a11a22−a12a21 > 0, detHf > 0).

Př́ıklad 3. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2.

Řešeńı. Funkce, jej́ıž extrémy hledáme, je polynomem proměnných x, y, proto jsou jej́ı parciálńı
derivace spojité v celém R2. Lokálńı extrémy mohou tedy nastat pouze ve stacionárńıch bodech,
které najdeme jako řešeńı soustavy rovnic

f ′x = 4x3 − 2x− 2y = 0, f ′y = 4y3 − 2x− 2y = 0.

Odečteńım rovnic dostaneme 4(x3−y3) = 0, tj. (x−y)(x2 +xy+y2) = 0. Z prvńı závorky plyne
x = y, druhá závorka je nulová pouze pro x = y = 0, nebot’ pokud ji budeme uvažovat jako
kvadratickou rovnici s proměnnou x, jej́ı diskriminant −3y2 bude nezáporný pouze pro y = 0 a
v tomto př́ıpadě vyjde x = 0. Tento př́ıpad x = y = 0 je však již zahrnutý v prvńım př́ıpadě
x = y.

Dosazeńım x = y do obou rovnic výše uvedené soustavy dostaneme stejnou rovnici 4x3−4x =
0, tj. 4x(x+ 1)(x− 1) = 0, tj. x = 0, x = 1, x = −1. Dostáváme tři stacionárńı body:

P1 = [0, 0], P2 = [1, 1], P3 = [−1,−1].

Parciálńı derivace druhého řádu jsou f ′′xx = 12x2−2, f ′′xy = −2, f ′′yy = 12y2−2, tud́ıž detHf(x, y) =
(12x2 − 2)(12y2 − 2) − 4. Protože detHf(1, 1) = detHf(−1,−1) = 96 > 0 a f ′′xx(1, 1) =
f ′′xx(−1,−1) = 10 > 0, má funkce f v obou stacionárńıch bodech P2, P3 ostré lokálńı minimum.

Pro stacionárńı bod P1 ale vycháźı detHf(0, 0) = 0, takže o existenci extrému v tomto bodě
zat́ım neumı́me rozhodnout. Budeme tedy muset postupovat jiným zp̊usobem:

Jistě f(0, 0) = 0. Ukážeme-li, že funkce f nabývá v libovolném okoĺı bodu [0, 0] kladných i
záporných hodnot, bude to d́ıky faktu f(0, 0) = 0 znamenat, že v tomto bodě extrém nenastává.

Funkci f si uprav́ıme na tvar f(x, y) = x4 + y4 − (x + y)2). Volbou y = −x dostaneme
f(x,−x) = 2x4 > 0 pro x 6= 0. Jinou volbou y = 0 dostaneme f(x, 0) = x4−x2 = x2(x2−1) < 0
pro x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). V libovolném okoĺı bodu [0, 0] lež́ı body [ε,−ε], [ε, 0] pro dostatečně
malé ε > 0, přičemž f(ε,−ε) > 0 a f(ε, 0) < 0, takže v bodě [0, 0] extrém nenastává.

Výsledek. Tři stacionárńı body: P1 = [0, 0], P2 = [1, 1], P3 = [−1,−1]. V P1 extrém ne-
nastává, v obou bodech P2, P3 má funkce f ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad 4. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = xy ln(x2 + y2).

Výsledek.

f ′x = y

[
ln(x2 + y2) +

2x2

x2 + y2

]
, f ′y = x

[
ln(x2 + y2) +

2y2

x2 + y2

]
,
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stacionárńı body jsou

P1,2 = [0,±1], P3,4 = [±1, 0], P5−8 = [±1/
√

2e,±1/
√

2e].

Dále

f ′′xx =
2xy(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
, f ′′xy = ln(x2 + y2) + 2− 4x2y2

(x2 + y2)2
, f ′′yy =

2xy(3x2 + y2)

(x2 + y2)2
.

detHf(P1−4) = det ( 0 2
2 0 ) = −4 < 0, tud́ıž v bodech P1−4 neńı extrém.

Pro P5 = [1/
√

2e, 1/
√

2e] a P6 = [−1/
√

2e,−1/
√

2e] je f ′′xx(P5,6) = 2 > 0, detHf(P5,6) = 4 > 0,
tud́ıž v bodech P5, P6 je ostré lokálńı minimum.
Pro P7 = [1/

√
2e,−1/

√
2e] a P8 = [−1/

√
2e, 1/

√
2e] je f ′′xx(P7,8) = −2 < 0,detHf(P5,6) = 4 >

0, tud́ıž v bodech P7, P8 je ostré lokálńı maximum.

Jacobiho matice zobrazeńı z R2 do R2 a jeho inverze

Necht’ F = (f, g) : R2 → R2 a předpokládejme, že funkce f, g (tj. složky zobrazeńı F ) maj́ı

v bodě [x0, y0] spojité parciálńı derivace a že Jacobiho matice F ′(x0, y0) =
(

f ′
x(x0,y0) f ′

y(x0,y0)

g′x(x0,y0) g′y(x0,y0)

)
zobrazeńı F v bodě [x0, y0] je regulárńı, tj. detF ′(x0, y0) 6= 0 (detF ′(x0, y0) se nazývá jacobián
zobrazeńı F v bodě [x0, y0]). Pak existuje okoĺı bodu [x0, y0], v němž je zobrazeńı F prosté, tud́ıž
k němu existuje inverzńı zobrazeńı F−1 v okoĺı bodu F (x0, y0), a pro Jacobiho matici tohoto
inverzńıho zobrazeńı v bodě [u0, v0] = F (x0, y0) plat́ı (F−1)′(u0, v0) = [F ′(x0, y0)]

−1.

Př́ıklad 5. Rozhodněte, zda je zobrazeńı F = (f, g) : R2 → R2, kde f(x, y) = x2 − y2, g(x, y) =
2xy (tj. zobrazeńı z 7→ z2, uvažujeme-li F jako zobrazeńı C → C), prosté v nějakém okoĺı bodu
[2, 1]. V př́ıpadě, že ano, určete Jacobiho matici inverzńıho zobrazeńı v bodě F (2, 1).

Řešeńı. F ′(x, y) =
(

2x −2y
2y 2x

)
, F ′(2, 1) =

(
4 −2
2 4

)
, detF ′(2, 1) = 16 + 4 6= 0, tud́ıž v nějakém okoĺı

bodu [2, 1] je F prosté. Dále F (2, 1) = [3, 4],

(F−1)′(3, 4) = [F ′(2, 1)]−1 =

(
4 −2
2 4

)−1
=

1

20

(
4 2
−2 4

)
=

(
1/5 1/10

−1/10 1/5

)
.

Výpočet inverzńı matice k regulárńı matici A =
(
a b
c d

)
je snadný, nebot’ A−1 = 1

ad−bc
(

d −b
−c a

)
.

Výsledek. detF ′(2, 1) = 20 6= 0, tud́ıž v nějakém okoĺı bodu [2, 1] je F prosté. Dále

(F−1)′(3, 4) =

(
1/5 1/10

−1/10 1/5

)
.

Př́ıklad 6. Rozhodněte, zda je zobrazeńı F = (f, g) : R2 → R2, kde f(x, y) = xy, g(x, y) = x
y ,

prosté v nějakém okoĺı bodu [2, 1]. V kladném př́ıpadě určete Jacobiho matici inverzńıho zobrazeńı
F−1 v bodě F (2, 1).

Výsledek. detF ′(2, 1) = −4 6= 0, tud́ıž F je prosté v nějakém okoĺı bodu [2, 1]. Dále

(F−1)′(2, 2) =

(
1/2 1/2
1/4 −1/4

)
.

Př́ıklad 7. Rozhodněte, zda je zobrazeńı F = (f, g) : R2 → R2, kde f(x, y) =
√
x2 + y2, g(x, y) =

xy, prosté v nějakém okoĺı bodu [0, 1]. V kladném př́ıpadě určete Jacobiho matici inverzńıho zob-
razeńı F−1 v bodě F (0, 1).
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Výsledek. detF ′(0, 1) = −1 6= 0, tud́ıž F je prosté v nějakém okoĺı bodu [0, 1]. Dále

(F−1)′(1, 0) =

(
0 1
1 0

)
.

Př́ıklad 8. Spoč́ıtejte jacobián funkce F , která je transformaćı dvou proměnných do polárńıch
souřadnic, a př́ıslušné inverzńı transformace.

Nápověda. Funkce F je definována následuj́ıćım zp̊usobem:

[x, y] 7→
[√

x2 + y2, arctg
y

x

]
pro x > 0,

[x, y] 7→
[√

x2 + y2, π + arctg
y

x

]
pro x < 0,

[0, y] 7→
[
y,
π

2
sgn(y)

]
.

Z polárńıch souřadnic nazpět je to F−1 : [r, ϕ] 7→ [r cosϕ, r sinϕ]. Lépe se bude poč́ıtat, když
napřed urč́ıme jacobián zobrazeńı F−1 a z něj pak jacobián zobrazeńı F .

Výsledek. det(F−1)′ = r, detF ′ = 1
r .
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