
Matematika III, 5. cvičeńı

Integrálńı počet funkćı dvou proměnných

Pokud lze množinu S ⊆ R2 zadat pomoćı spojité funkčńı závislosti souřadnic hraničńıch bod̊u
tak, že pro danou prvńı souřadnici (např. x ∈ 〈a, b〉) umı́me zadat dvěma funkcemi rozsah daľśı
souřadnice y ∈ 〈ϕ(x), ψ(x)〉, pak∫∫

S
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ ψ(x)

ϕ(x)
f(x, y) dy

)
dx.

Př́ıklad 1. Vypočtěte
∫∫
〈0,1〉×〈−1,2〉(x

2 + 2xy) dx dy.

Výsledek. 5
2 .

Př́ıklad 2. Vypočtěte
∫∫
〈0,1〉×〈0,3〉[3(x− 1)2 + (y − 2)2 + 2] dx dy.

Výsledek. 12.

Př́ıklad 3. Vypočtěte
∫ 1
0

∫ x
x2(2− xy) dy dx.

Výsledek. 7
24 .

Př́ıklad 4. Vypočtěte
∫ 1
0

∫ π
0 (x sin y) dy dx.

Výsledek. 1.

Př́ıklad 5. Vypočtěte
∫ 4
3

∫ 2x
x

1
x2−3x+2

dy dx. (Tip: po nějaké době rozložte na parciálńı zlomky.)

Výsledek. 3 ln 2− ln 3.

Př́ıklad 6. Zaměňte pořad́ı integrace:
∫ 2
0

∫ 2x
x2 f(x, y) dy dx.

Výsledek.
∫ 4
0

∫ √y
y
2

f(x, y) dx dy.

Př́ıklad 7. Zaměňte pořad́ı integrace:
∫ π

2
0

∫ sinx
0 f(x, y) dy dx.

Výsledek.
∫ 1
0

∫ π
2
arcsin y f(x, y) dx dy.

Př́ıklad 8. Spoč́ıtejte
∫√π

2
0

∫√π
2

y y2 sinx2 dx dy.

Nápověda. Protože integrál
∫

sinx2 dx neumı́me vypoč́ıtat, zaměňte nejdř́ıve pořad́ı integrace a
pak výsledný integrál spoč́ıtejte pomoćı substituce t = x2.

Výsledek. 1
6 .

Př́ıklad 9. Spoč́ıtejte I =
∫∫
M 8y dx dy, kde M = {[x, y] ∈ R2;x ≥ 0, xy ≥ 1, x+ y ≤ 5

2}.

Nápověda. I =
∫ 2

1
2

∫ 5
2
−x

1
x

8y dy dx.

Výsledek. 9
2 .

Př́ıklad 10. Spoč́ıtejte
∫∫
S xy

2 dx dy, kde S je plocha v 1. kvadrantu ohraničená grafy funkćı
y = x a y = x2.

Výsledek. 1
40 .

Př́ıklad 11. Spoč́ıtejte
∫∫
A x

3y dx dy, kde A je plocha v 1. kvadrantu ohraničená grafy funkćı
y = x a y = x3.

Výsledek. 1
30 .

1


