
Matematika III, 1. cvičeńı

Ćıl cvičeńı: Rozvoj základńı představy o funkčńıch hodnotách závisej́ıćıch na v́ıce proměnných,
práce s jednoduchými výrazy pro takové funkce, znázorněńı funkce pomoćı grafu. Zároveň v této
souvislosti připomeneme jednoduché pojmy z elementárńı geometrie.

Definičńı obory

Poznámka. Pro kružnici se středem v bodě [x, y] a poloměrem r budeme použ́ıvat označeńı
k([x, y]; r).

Př́ıklad 1. Určete definičńı obor funkce f a zobrazte ho v rovině:

f(x, y) =
√

(x2 + y2 − 1)(4− x2 − y2).

Řešeńı. Muśı platit: (x2 + y2 − 1 ≥ 0, 4− x2 − y2 ≥ 0) nebo (x2 + y2 − 1 ≤ 0, 4− x2 − y2 ≤ 0),
tj. (x2 + y2 ≥ 1, x2 + y2 ≤ 4) nebo (x2 + y2 ≤ 1, x2 + y2 ≥ 4), což je mezikruž́ı mezi k([0, 0]; 1) a
k([0, 0]; 2).

Výsledek. Mezikruž́ı mezi k([0, 0]; 1) a k([0, 0]; 2)

Př́ıklad 2. Určete definičńı obor funkce f a zobrazte ho v rovině:

f(x, y) =
√

1− x2 +
√

1− y2.

Výsledek. Je to čtverec se středem v bodě [0, 0], jeho vrcholy jsou v bodech [±1,±1].

Př́ıklad 3. Určete definičńı obor funkce f a zobrazte ho v rovině:

f(x, y) =

√
x2 + y2 − x
2x− x2 − y2

.

Výsledek. Prostor mezi k([12 , 0]; 1
2) a k([1, 0]; 1), menš́ı kružnice tam patř́ı, větš́ı ne.

Př́ıklad 4. Určete definičńı obor funkce f a zobrazte ho v rovině:

f(x, y) = arcsin
x

y
− 1

|y| − |x|
.

Výsledek. Prostor mezi př́ımkami y = x a y = −x kromě těchto př́ımek (do této množiny patř́ı
osa y kromě bodu [0, 0], množina vypadá jako přesýpaćı hodiny).

Př́ıklad 5. Určete definičńı obor funkce f a zobrazte ho v rovině:

f(x, y) =
√

1− x2 − 4y2.

Výsledek. Elipsa (i s vnitřkem) se středem v bodě [0, 0], hlavńı poloosou a = 1 (procháźı bodem
[1, 0]) a vedleǰśı poloosou b = 1

2 (procháźı bodem [0, 12 ]).

Př́ıklad 6. Určete definičńı obor funkce f a zobrazte ho v rovině:

f(x, y) =

√
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
.

Výsledek. Elipsoid (i s vnitřkem) se středem v bodě [0, 0, 0] a poloosami a (procháźı bodem
[a, 0, 0]), b (procháźı bodem [0, b, 0]) a c (procháźı bodem [0, 0, c]).

1



Vrstevnice funkćı, polárńı souřadnice

Máme funkci f : M → R, kde M ⊆ R2 a necht’ c ∈ R. Množinu fc = {[x, y] ∈ M ; f(x, y) = c}
nazýváme vrstevnice funkce f na úrovni c. Chápeme-li graf funkce f jako reliéf krajiny, pak
vrstevnice funkce na úrovni c je množina všech bod̊u s nadmořskou výškou c, což se shoduje s
pojmem vrstevnice v mapách.

Př́ıklad 7. Určete vrstevnice funkce z = x2 + y2.

Výsledek. Vrstevnice jsou x2 + y2 = c. Pokud c < 0, pak zc = ∅. Pro c = 0 je z0 = [0, 0] a pro
c > 0 máme x2 + y2 =

√
c
2
, takže vrstevnice jsou kružnice k([0, 0];

√
c).

Př́ıklad 8. Pomoćı vrstevnic a řez̊u rovinami %xz : y = 0 a %yz : x = 0 určete v prostoru graf
funkce

z = 2−
√
x2 + y2.

Řešeńı. Vrstevnice jsou 2−
√
x2 + y2 = c, tj. x2 +y2 = (2−c)2, což jsou kružnice k([0, 0]; 2−c),

přičemž 2− c ≥ 0, tj. c ≤ 2.
Řez rovinou %xz: plat́ı y = 0, tud́ıž z = 2−

√
x2 = 2− |x|.

Řez rovinou %yz: plat́ı x = 0, tud́ıž z = 2−
√
y2 = 2− |y|.

Celkem z toho dostáváme, že graf funkce z je rotačńı kužel s vrcholem v bodě [0, 0, 2] a hlavńı
osou, která je část́ı osy z od 2 do −∞.
Graf funkce z = 2−

√
x2 + y2 se dá určit také převedeńım do polárńıch souřadnic r, ϕ:

x = r cosϕ,

y = r sinϕ.

Souřadnice r udává vzdálenost bodu [x, y] od počátku [0, 0] (tedy r ≥ 0), ϕ je orientovaný úhel
od kladné poloosy x k polopř́ımce zač́ınaj́ıćı v bodě [0, 0] a procházej́ıćı bodem [x, y]. Po dosazeńı
dostaneme

z = 2−
√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = 2−

√
r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = 2−

√
r2 = 2− |r| = 2− r,

tedy z nezáviśı na ϕ. Z toho, že z = 2− r, dojdeme ke stejnému výsledku jako výše.

Výsledek. Graf funkce z je rotačńı kužel s vrcholem v bodě [0, 0, 2] a hlavńı osou, která je část́ı
osy z od 2 do −∞

Př́ıklad 9. Pomoćı vrstevnic a řez̊u rovinami %xz, %yz určete v prostoru graf funkce

z =
√

1− x2 − y2.

Výsledek. Grafem je horńı polovina kulové plochy (lež́ı v poloprostoru z ≥ 0), jej́ımž středem je
bod [0, 0, 0] a poloměr je 1.

Př́ıklad 10. Pomoćı vrstevnic a řez̊u rovinami %xz, %yz určete v prostoru graf funkce

z = x2 + y2.

Výsledek. Grafem je rotačńı paraboloid lež́ıćı v poloprostoru z ≥ 0, jeho vrchol (
”
nejnižš́ı“ bod)

je [0, 0, 0].
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Křivky v Rn, tečna ke křivce

Křivka v Rn je zobrazeńı c : R → Rn, tedy c zobraźı reálné č́ıslo x na bod [c1(x), . . . , cn(x)]
v prostoru Rn, přičemž c1, . . . , cn jsou funkce R → R. Derivace funkce c v bodě t0, tj. vektor
c′(t0) = (c′1(t0), . . . , c

′
n(t0)), je tečným vektorem ke křivce c v bodě c(t0). Př́ımka

p = {c(t0) + sc′(t0); s ∈ R}

je tečna ke křivce c v bodě t0.

Př́ıklad 11. Určete tečnu křivky dané předpisem c(t) = (ln t, arctg t, esin(πt)) v bodě t0 = 1.

Výsledek. Tečna p = {[s, π4 + s
2 , 1− πs]; s ∈ R}.

Př́ıklad 12. Na křivce c(t) = (t2 − 1,−2t2 + 5t, t − 5) nejděte takový bod, že j́ım procházej́ıćı
tečna je rovnoběžná s rovinou % : 3x+ y − z + 7 = 0.

Nápověda. Směrový vektor c′(t0) tečny ke křivce c(t) v bodě t0 muśı být kolmý k normálovému
vektoru roviny %, takže skalárńı součin těchto dvou vektor̊u muśı být roven 0. Pomoćı tohoto
skalárńıho součinu vypoč́ıtáme t0.

Výsledek. Bod [3,−18,−7].

Př́ıklad 13. Určete parametrickou rovnici tečny v bodě [1, 1,
√

2] ke křivce, jež vznikla jako
pr̊useč́ık plochy o rovnici x2 + y2 + z2 = 4 s plochou x2 + y2 − 2x = 0.

Nápověda. Křivku si v okoĺı daného bodu vyjádřete stejným zp̊usobem jako ve výše uvedených
př́ıkladech.

Výsledek. Tečna p = {[1−
√

2s, 1,
√

2 + s]; s ∈ R}.
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