Matematika 111, 1. cviceni

CiL CVICENI: Rozvoj zékladni pfedstavy o funkénich hodnotéch zavisejicich na vice proménnych,
prace s jednoduchymi vyrazy pro takové funkce, znazornéni funkce pomoci grafu. Zaroven v této
souvislosti pfipomeneme jednoduché pojmy z elementarni geometrie.

Defini¢ni obory

Pozndmka. Pro kruznici se stfedem v bodé [z,y] a polomérem r budeme pouzivat oznaceni

k([z,ylr)-

Piiklad 1. Urcete definiéni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:

fla,y) = V(@ +y2 - 14— 22 —¢?).

Resend. Musf platit: (22 4+ 3% — 1> 0,4 — 22 —y? > 0) nebo (22 +y? —1<0,4 — 22 — 4% <0),
tj. (22 +y% > 1,22 +y% < 4) nebo (22 +y? < 1,22 + y? > 4), coz je mezikruz{ mezi k([0,0];1) a
k([0,0]; 2).

Visledek. Mezikruzi mezi k([0,0];1) a ([0, 0];2)

Piiklad 2. Urcete definicni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:

f(:c,y):\/l—x2+\/1—y2.

Visledek. Je to ¢tverec se stfedem v bodé [0, 0], jeho vrcholy jsou v bodech [+1, £1].

Priklad 3. Urcete definiéni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:

2 4+y? -

f(z,y) =

2r — 22 —y?
Vijsledek. Prostor mezi k([3,0];3) a k([1,0]; 1), mens{ kruznice tam pati{, véts{ ne.

Piiklad 4. Urcete definiéni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:

T 1
f(z,y) = arcsin — — ———.
y oyl =l
Visledek. Prostor mezi piimkami y = x a y = —z kromé téchto piimek (do této mnoziny patif

osa y kromé bodu [0, 0], mnozina vypad4 jako presypaci hodiny).
Piiklad 5. Urcete definiéni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:
flzy) = v1—a% =4y

Viysledek. Elipsa (i s vnitikem) se stfedem v bodeé [0, 0], hlavni poloosou a = 1 (prochdzi bodem
[1,0]) a vedlejsi poloosou b = % (prochézi bodem [0, %])

Piiklad 6. Urcete definiéni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:

Viysledek. Elipsoid (i s vnitikem) se stfedem v bodé [0,0,0] a poloosami a (prochdzi bodem
[a,0,0]), b (prochazi bodem [0, b,0]) a ¢ (prochdzi bodem [0, 0, c]).



Vrstevnice funkci, polarni souradnice

Méme funkci f: M — R, kde M C R? a necht ¢ € R. Mnozinu f. = {[z,y] € M; f(z,y) = c}
nazyvame vrstevnice funkce f na trovni c. Chéapeme-li graf funkce f jako reliéf krajiny, pak
vrstevnice funkce na drovni ¢ je mnozina vSech bodu s nadmoiskou vyskou ¢, coz se shoduje s
pojmem vrstevnice v mapach.

Piiklad 7. Urcete vrstevnice funkce z = z% + y>.

Vijsledek. Vrstevnice jsou 22 + y? = c. Pokud ¢ < 0, pak z. = ). Pro ¢ = 0 je 29 = [0,0] a pro
¢ > 0 méme z2 + y2 = \/c*, takze vrstevnice jsou kruznice k([0,0]; /).

Piiklad 8. Pomoci vrstevnic a Tezi rovinami 0y.:y = 0 a 9y.: x = 0 urcete v prostoru graf

funkce
z=2— a2 +y%

Resend. Vrstevnice jsou 2 — /22 + 32 = ¢, tj. 22 +y? = (2—¢)?, coz jsou kruznice k([0,0];2 —c),
pficemz 2 —c > 0, tj. ¢ < 2.

Rez rovinou g,.: plati y = 0, tudiz z = 2 — Va2 = 2 — |z

Rez rovinou Oy>: plati x =0, tudiz z = 2 — \/y>2 =2—y|

Celkem z toho dostdvame, ze graf funkce z je rotacni kuzel s vrcholem v bodé [0, 0, 2] a hlavni
osou, kterd je ¢asti osy z od 2 do —o0.

Graf funkce z = 2 — /22 + 32 se d4 urcit také prevedenim do poldrnich souradnic r, :

T =1Cosp,
Yy = rsin .
Soufadnice r udava vzdalenost bodu [z,y] od pocatku [0,0] (tedy r > 0), ¢ je orientovany iihel

od kladné poloosy x k polopiimce zacinajici v bodé [0, 0] a prochazejici bodem [z, y]. Po dosazen{
dostaneme

222—\/7’20082904-7“28111290:2—\/T‘Q(COSQQO—i-SiHQ(p):2—\/T>2:2—|7“‘:2—7',

tedy z nezavisi na . Z toho, ze z = 2 — r, dojdeme ke stejnému vysledku jako vyse.

Visledek. Graf funkce z je rota¢ni kuzel s vrcholem v bodé [0, 0, 2] a hlavni osou, kterd je ¢asti
osy z od 2 do —o¢

Piiklad 9. Pomoci vrstevnic a Tezi rovinami 0, 0y. urcete v prostoru graf funkce

z2=1/1—a2%—9y2.

Visledek. Grafem je horni polovina kulové plochy (lezi v poloprostoru z > 0), jejimz stfedem je
bod [0, 0,0] a polomér je 1.

Piiklad 10. Pomoci vrstevnic a ezt rovinami 0y, 0y. urcete v prostoru graf funkce
z=a?+ y2.

Visledek. Grafem je rotaéni paraboloid lezici v poloprostoru z > 0, jeho vrchol (,,nejnizsi“ bod)
je 0,0, 0].



Krivky v R", te¢na ke krivce

Kiivka v R™ je zobrazeni ¢: R — R", tedy ¢ zobrazi redlné ¢islo x na bod [c1(z),...,cn(x)]
v prostoru R", pficemz ci,...,c, jsou funkce R — R. Derivace funkce ¢ v bodé tg, tj. vektor
d(to) = (| (to), ..., c,(to)), je teénym vektorem ke kiivce ¢ v bodé c(tg). Piimka

p = {c(to) + sc'(to); s € R}
je tecna ke ktivce ¢ v bodé tg.
Piiklad 11. Uréete tecnu kiivky dané predpisem c(t) = (Int,arctgt, e™(™) v bodé ty = 1.
Vijsledek. Tecna p = {[s, 7 + 5,1 — 7s];s € R}.

Pi#iklad 12. Na krfivce c(t) = (12 — 1,—2t% + 5t,t — 5) nejdéte takovyj bod, Ze jim prochdzejici
teéna je rovnobéznd s rovinou ¢: 3r +y —z+7=0.
Ndpovéda. Smérovy vektor ¢ (tg) tecny ke kiivee ¢(t) v bodé ¢ty musi byt kolmy k normélovému

vektoru roviny o, takze skaldrni soucin téchto dvou vektori musi byt roven 0. Pomoci tohoto
skalarniho soucinu vypocitame tg.

Visledek. Bod [3, —18, —T].

Piiklad 13. Urcete parametrickou rovnici tecny v bodé [1,1,/2] ke krivce, jez venikla jako
priisecik plochy o rovnici x® + y* + 22 = 4 s plochou 2 + y* — 2x = 0.

Ndpovéda. Kiivku si v okoli daného bodu vyjddiete stejnym zpusobem jako ve vyse uvedenych
prikladech.

Vijsledek. Tecna p = {[1 —v/2s,1,v/2 + s];s € R}.



