Matematika 111, 2. cviceni

V tomto cviceni si procvi¢ime limity funkei vice proménnych, v§imneme si rozdilu proti limitam
funkei jedné proménné. Déle pak parcidlni a smérové derivace funkci vice proménnych také jejich
diferencidl a jeho pouziti v Taylorové rozvoji. Zamyslime se nad souvislostmi s te¢nou rovinou
ke grafu funkce. Tyto pojmy také vyuzijeme pii aproximacich funkce.

Limity funkci vice proménnych

Pro pocitdani limit % a 5. nemdme k dispozici zddnou analogii L'Hospitalova pravidla, musime
tedy pouzivat ruzné tpravy. Rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a limitou funkce dvou
proménnych spo¢iva v odlisnosti okoli limitniho bodu: u funkce jedné proménné se k tomuto
bodu muzeme blizit jen po piimce, tj. ze dvou stran (pak ma funkce limitu v bodé, pokud existuji
obé jednostranné limity, které se rovnaji), ale u funkce dvou a vice proménnych se k limitnimu
bodu muzeme blizit nekone¢né mnoha zpusoby (po piimkéch, parabolédch, ... ). Existence limity
v daném bodé znamend, ze nezalezi na cesté, po které se k danému bodu blizime. Pokud tedy
dostaneme ruzné hodnoty limity pro rizné cesty, limita v daném bodé neexistuje. V nésledujicich
piikladech vypocitejte limity, piipadné dokazte, ze neexistuji.

Ndpovéda. Pokud po dosazeni limitnich bodu nevyjde neur¢ity vyraz, muzeme tyto limitni body
dosadit. Pokud vyjde neurcity vyraz, muzeme zkouset ruzné postupy:

(1) rozlozit ¢itatel nebo jmenovatel na soucin podle néjakého zndmého vzorce a pak by se néco
mohlo vykratit;

(2) rozsitit ¢itatel i jmenovatel nééim vhodnym podle néjakého zndmého vzorce a pak by se
néco mohlo vykratit;

(3) ohraniceny vyraz _ () ).

= (ohraniceny vyraz) = 0;

(4) pouzit vhodnou substituci, po které bychom dostali limitu jedné proménné;

(5) prevést limitu dvou proménnych do poldrnich souradnic

T =T1Cos,

Yy =rsing

(je-li v limité vyraz x? + y2, poldrni souradnice vétsinou funguji, protoze pak dostaneme
jednodusst vyraz 22 + y? = 12 cos? ¢ + r?sin? p = r2(cos? ¢ + sin? ) = r2, ktery nezdvist
na ¢);

(6) zvolit y = kz (k limitnimu bodu [0,0] se blizime po piimkéch, v piipadé jiného li-
mitniho bodu je potieba drobn4 tiprava, aby pifmky limitnim bodem prochézely), y = kx>
(k limitnimu bodu [0,0] se blizime po paraboldch, v pfipadé jiného limitniho bodu je
opét potieba drobnd tprava), piipadné jinak vhodné parametricky nahradit z = f(k) a
y = g(k), a pokud bude hodnota limity zéviset na parametru k, limita neexistuje; tento
postup lze pouzit pouze k dikazu neexistence limity, nikoliv k vypoc¢tu jeji hodnoty za
predpokladu, Ze existuje!
Piiklad 1. lim, )2 1) 2
Visledek. 2.
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Ndpovéda. Rozlozte jmenovatel na soucin podle vzorce pro rozdil druhych mocnin.
Vysledek. %.

Priklad 3. Dokazte, Ze lim(, ) (0,0) neezistuje.
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Ndpovéda. Zkuste uvidét, pro¢ limita neexistuje: zvolte y = kz?, tedy k bodu [0,0] se budeme
blizit po parabolach.

Spojitost funkci vice proménnych
Funkce je spojitd v bodech, ve kterych m4 vlastni limitu (tj. limita existuje a je ruzna od +o0),
ktera je rovna funkéni hodnoté.

2x—5y
2 +y2 —1°

Priklad 4. Urcete body, v nichz neni spojitd funkce f(xz,y) =
Vysledek. Kruznice k([0,0];1).

Piiklad 5. Urcete body, v nichZ nent spojitd funkce

$3+y3
_ ) 2 PO [z,y] 7& [070]’
flz,y) = {0 ’ pro [z,y] = [0,0]

Visledek. Funkce je vSude spojitd, véetné bodu [0, 0].

Smeérové derivace

Je-li u = (uy,u2) nenulovy vektor, pak smérové derivace funkce f(x,y) v bodé [zg, yo] ve sméru

vektoru u je

1 o +Ut7 + uot) — xo,
f;(mo,yo):%g%f( 0 1%, Yo t ot) — f(=zo yo)'

Ziejme fl = f(/l,o) a f, = f(IO,l)'

Jiny zpusob vypoctu smérové derivace (pouze v piipadé, ze funkce je diferencovatelna!):
Nejdifve spocitdme obé parcidlni derivace f; (o, 0) a fy(zo,yo). Pak

ful@o,y0) = fr(xo,y0) - ur + fy (20, yo) - ua.
Pro funkce tfi a vice proménnych je to analogické.

Piiklad 6. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = x® + 4ay v bodé [2,—1] ve sméru
vektoru (1, 3).

Visledek. f(’1 3)(2, —1) =32.
Piiklad 7. Vypoctéte fl(1,—1), kde f(x,y) = arctg(z? +y?) au = (1,2).

Visledek. — %



Parcialni a smérové derivace

Je-li u = (u1,u2) nenulovy vektor, pak smérové derivace funkce f(z,y) v bodé [z, yo] ve sméru

vektoru u je
. f(xo+uit,yo + uat) — f(xo, yo
fu(@o,y0) = }1_1;% ( ; )= H )-

Ziejmé fl = f(/l,O) a f, = f(IO,l)’
Jiny zpusob vypocétu smérové derivace (pouze v pripadé, ze funkce je diferencovatelnal):
Nejdiive spocitdme obé parcidlni derivace f;.(zo,0) a f,(zo, o). Pak
fu(o,90) = fr(0,y0) - ur + fy (o, y0) - ua.
Pro funkce ti{ a vice proménnych je to analogické.

Piiklad 8. Dvéma zpiisoby vypoctéte smérovou derivaci funkee f(x,y) = 23 +4xy v bodé [2, —1]
ve sméru vektoru (1,3).

Visledek. f(’1 3)(2, —1) = 32.

Pi#iklad 9. S vyuzitim parcidlnich derivaci vypoctéte f!(1,—1), kde f(z,y) = arctg(z? + y?) a
u=(1,2).

Vysledek. —%.

Diferencial, aproximace, te¢na rovina

Pro funkei jedné proménné y = f(z) je diferencidl v bodé x¢ dén vztahem df (z) = f'(xo)dz.
Pro funkci dvou proménnych f: R? — R plati df (x,y) = f.(x,y)dx + fy(z,y)dy, diferencial v
pevném bodé [xo, yo] je
df (x0,90) = fr(z0,y0)(x — z0) + f, (0, Y0)(y — vo) = f2(z0, y0)dz + f,(x0, yo0)dy.
Pomoci diferencidlu se urci rovnice teéné roviny ke grafu funkce f(z,y) v bodé [z, yo, f(z0, y0)]:
z= f(xo,y0) + fr(z0,90)(x — x0) + fy(z0,90)(y — v0) (= f(w0,%0) + df (x0,%0))-

V okoli bodu dotyku teéné roviny muzeme tedy piiblizné vypocitat funkéni hodnoty (misto
presné funkéni hodnoty vezmeme hodnotu z teéné roviny):

f(x,y) = f(xo,90) + df (x0,y0) = f(0,90) + [z (20, y0)(x — 0) + fy(x0,%0) (¥ — ¥o)-

Analogicky se pomoci parcidlnich derivaci prvniho fadu uréi vztahy pro diferencidl a tecnou
nadrovinu funkce vice proménnych.

Priklad 10. Pomoci diferencidlu priblizné vypoctéte /2,982 + 4,052,
Reseni. Pouzijeme diferencial funkce f(x,y) = v/22 + y2 v bodé [3,4]. Pak

! T ! y ‘>
fr= T%y?’fy = T tudiz

3 4 0,06 0,2
V2,982 +4,052 = /32 + 424+ —(2,98-3)+———=(4,05—4) = 5———+—— = 5,028.
\/32+42( ) \/32+42( ) 5 5
Piiklad 11. Pomoci diferencidlu priblizné vypoctéte arctg é’gg.

Ndpovéda. Zvolte funkci arctg 5, To = 1yo = 1.

Vysledek. 7 + 0,035.

Piiklad 12. Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce f(x,y) = x® + 2y + 2y> v bodé
(20, Yo, z0] = [1,1,7].

Vysledek. zg = 4,3z + 5y — z = 4.



Taylortv polynom

Piiklad 13. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = xty+xy? + 2 +2 v bodé
1,1].

Priklad 14. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné priblizné vypoctéte /2,982 + 4,052,

Resend. Zvolime funkci f(z,y) = /22 + 42,20 = 3,90 = 4. Pak

_r oY

Druhé derivace vychazi takto:

F34) =5, f = fudiz FL(3,4) = o, F1(3,4) = %

5 Yy

" 2¢/z2+y _ Y ] ( ) _ Y
xx 2 +y2 (1.2 +y2)%7 TEAT ].25’
no_ Ty 1 o _172
fxy_ (1’2+y2)%, fxy( ) >_ 1257
/2 2_ 2
= Y ey £,(3,4) = —
vy x2 + 92 (22 + yz)% A 125°
Tayloruv polynom je tedy
3 4 1. 16 12 9
T =5+ —(z— —(y =)+ =[x —3) = ——(x = 3)(y —4) + —(y — 4)?.
Pak
... 3 4 1 )
V2,982 + 4,052 =5+ —(—0,02) + —(0,05) + —[16(—0,02)"+

5 250
(0,05) + 9(0,05)?] = 5,0282116.

~ Ut

+2(—12)(—0, 02

Na strané 1 jsme aproximaci pomoci diferencidlu (uvédomme si, ze to je totéz jako vypocet
pomoci Taylorova polynomu 1. stupné) ziskali pfibliznou hodnotu 5,028, pfesnd hodnota je
5,028210417... Vidime tedy, ze s pouzitim pracnéjsitho vypoctu ziskame vyrazné presnéjsi hod-
notu.



