Matematika 111, 3. cviceni

V tomto cvic¢eni se budeme vénovat extrémum funkei vice proménnych. Podobné jako u funkei
jedné proménné, kde byla existence extrému diferencovatelné funkce v néjakém podminéna nulo-
vosti derivace v tomto bodé, je existence extrému funkce vice proménnych podminéna nulovosti
v8ech parcidlnich derivaci v tomto bodé. Dalsi rozhodovani o téchto bodech je jak uvidime
obtiznéjsi.

Prozkoumame také Jacobiho matici zobrazeni a jeji vztah k invertibilité zobrazeni.

Lokalni extrémy funkci vice proménnych
Pfipomenme, zZe pro funkci jedné proménné f: R — R a jeji staciondrni bod ¢ (tj. bod zy € R,
pro ktery plati f’(x¢) = 0) plati:

e je-li f”(zp) <0, md funkce f v bodé z( ostré lokalni maximum,

e pokud mé funkce f v bodé zp neostré lokdlni minimum, je f”(zq) > 0,

e je-li f”(zp) > 0, md funkce f v bodé z( ostré lokaln{ minimum,

e pokud mé funkce f v bodé zy neostré lokalni maximum, je f”(zg) <O0.

Pro jednoduchost budeme uvazovat funkci dvou proménnych f: R? — R, obecny pifpad pro
funkci R® — R byl probran na prednasce. Podobné tvrzeni jako pro lokalni extrémy funkci
jedné proménné dostaneme pro funkce dvou (resp. vice) proménnych:

Necht [z, 30] je stacionarni bod funkce f: R? — R (tedy plati f.(xo, o) = 0, fy(x0,90) = 0)
a nechf m4 tato funkce v n&jakém okoli bodu [z, yo] spojité parcidlni derivace druhého Fadu.
Pak plati:

o Je-li fI (x0,50) >0 a

det H f (20, y0) = det (fg’;’x(xo, o) fu, (o, y0)>

"
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mé funkce f v bodé [zg, yo] ostré lokdlni minimum,

= fu.(z0,50) f1, (0, yo)— [ fy (z0, 0)]* > 0,

e Je-li gx

(xo,y0) < 0 a det H f(x0,y0) > 0, mé funkce f v bodé [z, yo] ostré lokalni maxi-
mum,

o Je-li det H f(zg,y0) < 0, extrém v bodeé [z, yo] nenastéva,
e V ostatnich pripadech (tj. pokud det H f(xq, yo) = 0), nic o extrému v bodé [z, yo] nevime,
musime pouzit rtizné triky.

Déle plati, ze funkce f: R? — R (plati to i pro funkce vice nez dvou proménnych) mize mit
lokalni extrém pouze ve svém stacionarnim bodé nebo v bodé, kde alespon jedna z parcidlnich
derivaci neexistuje.

Piiklad 1. Urcete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = z3 + 3> — 3zy.

Piiklad 2. Urcete lokdlni extrémy funkce
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lezici v pronim oktantu (tj v édsti prostoru, kde jsou vSechny tri soutadnice nezdaporné) a urcete
jejich typ.
Piiklad 3. Urcete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 2* + y* — 22 — 2zy — 2.

Piiklad 4. Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = zyIn(z? + y?).



Jacobiho matice zobrazeni z R? do R? a jeho inverze

Necht F = (f,g) : R?> — R? a piedpoklddejme, ze funkce f,g (tj. slozky zobrazeni F') maji
Ja(z0,y0) f{,(ﬂfouyo)>

9z(20,%0) 9y(w0,y0)

zobrazeni F' v bodé [xg,yo] je reguldrni, tj. det F'(xo,y0) # 0 (det F'(zg, yo) se nazyva jacobiin

zobrazeni F' v bodé [z, yo]). Pak existuje okoli bodu [z, yo], v némz je zobrazeni F' prosté, tudiz
k nému existuje inverzni zobrazeni F~! v okoli bodu F(zg, o), a pro Jacobiho matici tohoto
inverzniho zobrazeni v bodé [ug, vo] = F(x0,y0) plati (F~1) (ug,vo) = [F' (w0, y0)] L.

v bodé [zg,yo] spojité parcidlni derivace a ze Jacobiho matice F'(zg,yo) = <

Piiklad 5. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R? — R2?, kde f(z,y) = 2% — y?, g(z,y) =
22y (tj. zobrazeni z — 2°, wvazujeme-li F jako zobrazeni C — C), prosté v néjakém okoli bodu
[2,1]. V pripadé, Ze ano, urcete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bodé F'(2,1).

Pi#iklad 6. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R? — R2%, kde f(x,y) = zy,9(x,y) = bl
prosté v néjakém okoli bodu [2,1]. V kladném pripadé urcete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni
F~! v bod¢ F(2,1).

Piiklad 7. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R? — R?, kde f(x,y) = /22 +y%, g(z,y) =
xy, prosté v néjakém okoli bodu [0,1]. V kladném pripadé uréete Jacobiho matici inverzniho zob-
razeni F~1 v bodé F(0,1).

Piiklad 8. Spocitejte jacobidn funkce F, kterd je transformaci dvou proménngch do poldrnich
soutadnic, a prislusné inverzni transformace.

Ndpovéda. Funkce F je definovana nésledujicim zpusobem:
[z, y] — [\/W, arctg %} pro x > 0,
[z, y] — [\/W,ﬁ + arctg %} pro x < 0,
[0,y] — [y,gsgn(y)] :

Z polarnich soutadnic nazpét je to F~1 : [r,¢] = [rcosp,rsing]. Lépe se bude poéitat, kdyz
napfed uréime jacobidn zobrazeni F~! a z néj pak jacobidn zobrazeni F.



