Matematika 111, 3. cviceni

V tomto cvic¢eni se budeme vénovat extrémum funkei vice proménnych. Podobné jako u funkei
jedné proménné, kde byla existence extrému diferencovatelné funkce v néjakém podminéna nulo-
vosti derivace v tomto bodé, je existence extrému funkce vice proménnych podminéna nulovosti
v8ech parcidlnich derivaci v tomto bodé. Dalsi rozhodovani o téchto bodech je jak uvidime
obtiznéjsi.

Prozkoumame také Jacobiho matici zobrazeni a jeji vztah k invertibilité zobrazeni.

Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Pfipomenme, ze pro funkci jedné proménné f: R — R a jeji staciondrni bod z¢ (tj. bod zy € R,
pro ktery plati f/(z¢) = 0) plati:

e je-li f"(xp) <0, ma funkce f v bodé zg ostré lokalni maximum,
e pokud m4 funkce f v bodé xy neostré lokalni minimum, je f”(z¢) > 0,
e je-li f"(xp) > 0, ma funkce f v bodé zy ostré lokdln{ minimum,
e pokud mé funkce f v bodé zp neostré lokalni maximum, je f”(zg) < 0.

Pro jednoduchost budeme uvazovat funkci dvou proménnych f: R? — R, obecny pifpad pro
funkci R® — R byl probrdan na prednasce. Podobné tvrzeni jako pro lokalni extrémy funkci
jedné proménné dostaneme pro funkce dvou (resp. vice) proménnych:

Necht [0, yo] je staciondrni bod funkce f: R? — R (tedy plati f7(xo,y0) = 0, f; (20, y0) = 0)
a necht mé tato funkce v ngjakém okoli bodu [zg,yo] spojité parcidlni derivace druhého radu.
Pak plati:

o Je-li fI (x0,y0) >0 a
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mé funkce f v bodé [xg,yo] ostré lokdlni minimum,

o Je-li :/C/I

mum,

(xo,y0) < 0 a det H f(x,y0) > 0, mé funkce f v bodé [z, yo] ostré lokalni maxi-

o Je-li det H f(z0,yo) < 0, extrém v bodé [z, yo] nenastava,

e V ostatnich piipadech (tj. pokud det H f(zg,yo) = 0), nic o extrému v bodé [xg, yo| nevime,
musime pouzit ruzné triky.

Déle plati, ze funkce f: R? — R (plati to i pro funkce vice nez dvou proménnych) mize mit
lokalni extrém pouze ve svém staciondrnim bodé nebo v bodé, kde alespon jedna z parcidlnich
derivaci neexistuje.

Piiklad 1. Urcete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 23 + 3> — 3zy.

Visledek. Stacionarni body jsou P; = [0,0], P» = [1,1], v P; neni extrém, v P, je ostré lokalni
minimum.



Piiklad 2. Urcete lokdlni extrémy funkce
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lezici v pronim oktantu (tj v édsti prostoru, kde jsou vSechny tri souradnice nezaporné) a urcete

jejgich typ.

Vysledek. Jediny stacionarni bod je [%, 1,1], ve kterém je lokdln{ minimum, nebot
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je pozitivné definitni napt. podle Sylvestrova kritéria (a11 > 0, a11a22 — a12a21 > 0,det H f > 0).
Piiklad 3. Urcete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 2* + y* — 22 — 2zy — 2.

Resend. Funkce, jejiz extrémy hleddme, je polynomem proménnych x, y, proto jsou jeji parcidlni
derivace spojité v celém R?. Lokalni extrémy mohou tedy nastat pouze ve staciondrnich bodech,
které najdeme jako feSeni soustavy rovnic

f;:41‘3—21‘—2y:0, f;:4y3—2x—2y:0.

Odeétenim rovnic dostaneme 4(x® —y3) = 0, tj. (x —y)(z? +zy+y?) = 0. Z prvni zdvorky plyne
x = y, druhd zévorka je nulovd pouze pro x = y = 0, nebof pokud ji budeme uvazovat jako
kvadratickou rovnici s proménnou z, jeji diskriminant —3y? bude nezédporny pouze pro y = 0 a
v tomto piipadé vyjde x = 0. Tento pfipad x = y = 0 je vSak jiz zahrnuty v prvnim piipadé
T =1y.

Dosazenim x = y do obou rovnic vyse uvedené soustavy dostaneme stejnou rovnici 423 —4zx =
0, tj. dx(x +1)(x — 1) =0, tj. x = 0,z = 1,2 = —1. Dostavame tii staciondrni body:

P =000, P=[11, Py=[-1,-1]

Parcidln{ derivace druhého fadu jsou f, = 12222, foy = =2, i, = 12y%—2, tudiz det H f(z, y)
(1222 — 2)(12y? — 2) — 4. Protoze det Hf(1,1) = det Hf(—1,—1) = 96 > 0 a f/.(1,1) =
7 (=1,—1) =10 > 0, mé funkce f v obou staciondrnich bodech Py, Ps ostré lokdln{ minimum.
Pro staciondrni bod P; ale vychdzi det H f(0,0) = 0, takzZe o existenci extrému v tomto bodé
zatim neumime rozhodnout. Budeme tedy muset postupovat jinym zpusobem:
Jisté £(0,0) = 0. Ukdzeme-li, Ze funkce f nabyva v libovolném okoli bodu [0, 0] kladnych i
zapornych hodnot, bude to diky faktu f(0,0) = 0 znamenat, ze v tomto bodé extrém nenastava.
Funkci f si upravime na tvar f(z,y) = z* + y* — (z + y)?). Volbou y = —x dostaneme
f(z,—x) = 22* > 0 pro x # 0. Jinou volbou y = 0 dostaneme f(z,0) = z* — 2% = 2?(22 - 1) < 0
pro z € (—1,0) U (0,1). V libovolném okoli bodu [0, 0] lezi body [e, —¢], [,0] pro dostatecné
malé € > 0, piicemz f(e,—¢) > 0 a f(e,0) < 0, takze v bodé [0,0] extrém nenastava.

Vysledek. Tti stacionarni body: Py = [0,0], P, = [1,1], P3; = [-1,—1]. V P; extrém ne-
nastava, v obou bodech P», P3 ma funkce f ostré lokalni minimum.

Piiklad 4. Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = zyIn(z? + y?).

Vysledek.
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stacionarni body jsou

Pio=1[0,%£1], P34=[+1,0], Ps_g=[+1/V2e, +1/V2e].
Dale

43323/2

(22 + y2)2’
det Hf(Pi—4) = det (92) = —4 <0, tudiz v bodech P;_4 nenf extrém.
Pro P5 = [1/v/2e,1/V/2¢] a Ps = [~1/v/2e,—1/\/2¢] je f.(Ps6) =2 > 0,det Hf(Psg) = 4 > 0,
tudiz v bodech Ps, Py je ostré lokalni minimum.

Pro P; = [1/v/2e,—1/v/2¢] a Ps = [-1/v/2¢,1/\/2¢] je f2.(Prs) = —2 < 0,det Hf(Psg) = 4 >
0, tudiz v bodech P, Pg je ostré lokdlni maximum.
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Jacobiho matice zobrazeni z R? do R? a jeho inverze

Necht F = (f,g) : R?> — R? a piedpoklddejme, ze funkce f,g (tj. slozky zobrazeni F') maji
fa(z0,90) fy(x0,y0) )
9% (z0,90) gy (x0,y0)
zobrazeni F' v bodé [z, yo] je reguldrni, tj. det F'(xo,y0) # 0 (det F'(xzg, yo) se nazyva jacobiin
zobrazeni F' v bodé [z, yo]). Pak existuje okoli bodu [xg, yo], v némz je zobrazeni F' prosté, tudiz
k nému existuje inverzni zobrazeni F~! v okolf bodu F(zo,40), a pro Jacobiho matici tohoto

inverzniho zobrazeni v bodé [ug, vo] = F(xo,y0) plati (F~1) (ug,vo) = [F'(x0,%0)] "

v bodé [xg,yo] spojité parcidlni derivace a ze Jacobiho matice F'(zg,yo) = (

Piiklad 5. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R? — R2, kde f(z,y) = 2% — y?, g(z,y) =
22y (tj. zobrazeni z — 22, wvazujeme-li F jako zobrazeni C — C), prosté v néjakém okoli bodu
[2,1]. V pripadé, Ze ano, urcete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bodé F'(2,1).

Reseni. F'(x,y) = (290 7%%) JF'(2,1) = (577) . det F'(2,1) = 16 +4 # 0, tudiz v néjakém okoli
)
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bodu [2,1] je F prosté. Déle F(2,1) = [3,4],
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Vypocet inverzni matice k regularni matici A = (‘CL g) je snadny, nebof A~ = - dibc (72’ *Z).

Visledek. det F'(2,1) = 20 # 0, tudiz v néjakém okoli bodu [2,1] je F prosté. Déle
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Piiklad 6. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R? — R2, kde f(x,y) = xy, g(x,y) = z,
prosté v néjakém okoli bodu [2,1]. V kladném pripadé urcete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni
F~1 v bod¢ F(2,1).

Vysledek. det F'(2,1) = —4 # 0, tudiz F je prosté v néjakém okoli bodu [2,1]. Déle

van- (2 22)

Piiklad 7. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R? — R2?, kde f(x,y) = /22 + 92, g(z,y) =
xy, prosté v néjakém okoli bodu [0,1]. V kladném pripadé uréete Jacobiho matici inverzniho zob-
razeni F~1 v bodé F(0,1).



Vysledek. det F'(0,1) = —1 # 0, tudiz F je prosté v néjakém okoli bodu [0, 1]. Déle

o= (] g).

Priklad 8. Spocitejte jacobidan funkce F, kterd je transformaci dvou promeénngch do poldarnich
soutadnic, a prislusné inverzni transformace.

Ndpovéda. Funkce F je definovdna nasledujicim zpusobem:
[x,y] — [\/m, arctg %} pro x > 0,
[z, y] — [\/xQ + y2, 7 + arctg %} pro x < 0,
[0,9] = [y,gsgn(y)] :

7 polarnich souradnic nazpét je to F~! : [r,¢] = [rcosp,rsing]. Lépe se bude pocitat, kdyz
napied uréfme jacobidn zobrazeni F~! a z néj pak jacobidn zobrazeni F.

Vijsledek. det(F~1) =r det F/ = 1.



