Matematika 111, 6. cviceni

Transformace souradnic pri integraci

Necht G(z,y): M C R? — R? je prosté, prvky Jacobiho matice G’(x,%) jsou spojité funkce a
det G'(x,y) # 0 pro vSechna [z,y] € M. Pak pro kazdou ,rozumnou® (pfesnéji Riemannovsky
méfitelnou) mnozinu K a spojitou funkei f: G(K) — R plati:

// (s,t)dsdt = // f(G(z,y))|det G’ (z,y)| dz dy.

Velmi dtlezitd je transformace do polarnich soufadnic:
T =7cosp, Yy =rsiny,

tj. pro dané r a ¢ dostaneme bod ve vzdélenosti r od pocatku [0, 0], pficemz velikost orien-
tovaného uhlu, vedeného v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych rucicek) od osy x k
polopiimce zac¢inajici v [0, 0] a prochdzejici pies tento bod, je .

Tedy G(r,p) = [rcosg,rsing] = [g(r,¢), h(r,¢)]. Pak Jacobiho matice zobrazeni G je

G'(r,p) = (Zé ZZ) = (Z?j:ﬁ ;ﬁif) . Déle jacobian je det G'(r,p) = rcos?p + rsin?p = r.
Protoze polomér r > 0, je |det G'(r,p)| = |r| = r. Transformace do poldrnich soufadnic je
obvykle vyhodnd, pokud je mnozina, pfes kterou integrujeme, kruhem, mezikruzim, kruhovou
vyse¢i nebo né¢im podobnym.

Nekdy je lepsi pouzit transformaci do polarnich soufadnic se stiedem v bodé [a,b] (obvykle
v piipadech, kdy je mnozina, pies kterou integrujeme, podobna kruhu se stfedem v bodé [a, b])

misto vyse uvedené transformace se stiedem v bodé [0, 0]:
r=rcosp+a, y=rsing+b>.

Snadno si muzete ovéfit, ze jacobidn této transformace je opét r. Pfipustné hodnoty novych
proménnych jsou r € (0,00), ¢ € (0, 27).

Zduraznéme zejména, ze transformace pii vypoctu integrall vice proménnych vybirdme podle
tvaru mnoziny, pfes kterou se integruje, nikoliv podle integrované funkce, jako je tomu u integrala
jedné proménné!

Piiklad 1. Pomoci prechodu k poldrnim soutadnicim zjednoduste dvojng integrdl

I—// Va2 +y?) ddy,

kdeM:xQ—i-yzgl.

Priklad 2. Spocitejte integral

J[ Ve Ry,
M

kde M :1< (x—1)24 (y+1)2<4.

Napovéda. M je mezikruzi se stiedem [1,—1], tudiz pouzijeme poldrni soufadnice se stiedem
[17 _1]'

Piiklad 3. Uzitim transformace u = xy,y = v spoctéte I = [[, x?y? da dy, kde mnoZina A je
ohranicena krivkami xy = %, Ty =2,2y =x,y = 2z, pricemZ x,y > 0.



Priklad 4. Uzitim transformace u = xy,v = % spoctéte I = ffA vxydx dy, kde mnoZina A je
ohranicena kiivkami y? = 2x,y? =z, vy = 1,2y = 2.

Napovéda. Neni potieba vyjadiovat transformaci G : x = f(u,v),y = g(u,v). Sta¢i uvazovat
2 Y — . I~ —
inverzni transformaci G : u = zy,v = £, nebot G o G™! = id, tudiz det G’ - det(G™')" =
10y / _ 1 - .
det(q V)=1laz toho, det G'(u,v) = TGz gy PFicemz pravou stranu rovnosti budeme muset
prevést do proménnych u,v.

Piiklad 5. Vypoctéte integrdl [[,2(x* +y?)dA, kde A:1<a? +y* <4,y > |z|.
Ndpovéda. Preved'te do polarnich souradnic.

Piiklad 6. Vypoctete [} [V "0 dyda.

Ndpovéda. Transformujte do polarnich soufadnic.

Integraly muzeme vyuzit napiiklad pfi vypoc¢tu nédsledujicich véci:

// dx dy,
A

(2) hmotnd desticka majici plochu A a hustotu v bodé [z, y| danou funkei o(z, y) ma hmotnost

u— [ /A o(z,y) de dy,

(3) hmotnd desticka majici plochu A a hustotu v bodé [z, y] danou funkeci o(z, y) ma souradnice

tézisteé [xo, yo| dané vztahy

1 1
Ty = M//A:r@(a%y) dedy, yo= M//Ay@(m,y) dx dy.

Piiklad 7. Urcete obsah mnoziny A ohranicené krivkami v = y? a x = 4y® — 3.

(1) obsah plochy A je

Piiklad 8. Urcete obsah rovinného obrazce omezeného krfiwkami o rovnicich x = 0, y = +

T’
y=8 ay=4zx.

Piiklad 9. Mdme desticku ve tvaru rovnoramenného pravouhlého trojiuhelnika s preponou délky
1, jejiz hustota je primo umérnd vzddlenosti od jedné z odvésen a v protéjsim vrcholu je rovna
2. Najdéte tezisté desticky.

Ndpovéda. Uvazujte trojihelnik s vrcholy [0, 0], [1/v/2,0], [0,1/+/2].

Piiklad 10. Uréete soufadnice téZisté homogenni desticky ohranicené grafy kiivek y = z° a

r4+y=2.



