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Stredni hodnota a rozptyl
[ elelelele]

Stredni hodnota

Necht X je ndhodna veli¢ina s diskrétnim rozdélenim. Jestlize fada
> w1 XiP(X = x;) konverguje absolutné (zejména tedy pro
vsechny X s koneéné mnoha moznymi hodnotami x;), pak jeji
soucet E X nazyvame stredni hodnotou X.

Je-li X nahodna velic¢ina se spojitym rozdélenim s hustotou f(x) a
nevlastni integral ffooo xf(x)dx konverguje absolutng, pak jeho
hodnota E X se nazyva stredni hodnota X.
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Vlastnosti stfedni hodnoty

Theorem

Uvazme nahodné veliciny X, Y, skalary a, b € R, nahodny vektor
W = (Xi,...,Xy), vektor c a ¢tvercovou skalarni matici B s n
radky.

@ Pro konstantni nahodnou velicinu X = a € R jeEa= a.
e E(a+bX)=a+bEX.

e E(X+Y)=EX+EY.

e E(c+BW)=c+ B(EW).

v

Jsou-li veliciny X a Y nezavislé, pak E(XY) =EXEY.
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Rozptyl

Dalsi charakteristika popisuje, jak moc se da ¢ekat, ze se hodnoty
nahodné veliciny ,,hemzi” kolem né&jaké hodnoty.

Definition

Necht X je nahodna velicina s konecnou stredni hodnotou. Pak
definujeme rozptyl veli¢iny X vyrazem

var X = E(X — EX)?,

pokud takova kone¢na hodnota existuje.
Odmocnina z rozptylu v/var X se nazyva smerodatna odchylka
nahodné veliciny X.

Jde o zjevnou obdobu definice kvadratu vzdalenosti vektord nebo
funkci. Zachycujeme tak ,,oéekavanou vzdalenost” hodnot X od jeji
stfedni hodnoty.
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Jestlize ma nahodna velicina X koneény rozptyl, pro libovolné
skalary a, b € R plati

o var X = EX? — (EX)?
o var(a+ bX) = b?var X
e y/var(a+ bX) = |b|Vvar X.

Obcas prifazujeme k X normovanou veli¢inu Z,

_X—-EX
B vvar X ’

kterd ma zjevné nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.

Z
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kvantilova funkce

Je-li F(x) distibu¢ni funkce nahodné veliciny X, pak
Flu)=inf{xeR;F(x)>u}, 0<u<1

je kvantilova funkce nahodné veliciny X.
Hodnota F~1(a) se nazyva a-kvantil.
Tzv. kritické hodnoty pro veli¢inu X jsou pak F~1(1 — ).
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Cebysevova nerovnost

Ma-li X rozptyl a € > 0 je libovolné, pak plati

var X
e

P(IX —EX|>e) <
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Kovariance veli¢in

Jsou-li X a Y dvé nahodné veliCiny, pro které existuji jejich konecné
royptyly, pak definijeme jejich kovarianci vztahem

cov(X,Y)=E(X —-EX)(Y —EY).
Evidentné je cov(X, X) = var X a cov(X, Y) = cov(Y, X).

Theorem

Necht existuji konecné rozptyly velicin X a Y. Pak
e cov(X,Y)=E(XY)—(EX)EY)
@ pro jakékoliv skalary a, b, ¢, d plati
cov(a+ bX,c+ dY) = bd cov(X, Y)
e var(X + Y) =var X +var Y 4+ 2cov(X, Y).
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Od kovariance snadno odvodime tzv. korelacni koeficient dvou
nahodnych veli¢in X a Y. Definujeme jej jako kovarianci
prislusnych normovanych velicin:

o <X—EX Y—EY> cov(X,Y)
= cov , = .
pX.Y VvarX  VvarY v/var X varY

® patbX,c+dy = sign(bd)px y, pro bd # 0
° pxx =1

e pxy =0, pokud jsou veliciny X a 'Y nezavislé.

e pokud je px y definovan, pak je roven jedné prave, kdyz
existuji konstanty a, b, ¢ tak, ze P(aX + bY =¢) = 1.




Kovariance
ocoe

Varian¢ni matice

Uvazme nahodny vektor W = (Xi,..., X,) takovy, ze pro vsechny
jeho komponenty existuje rozptyl. Pak variancni matice var W je

dana
var Xi cov(Xi, X2) ... cov(Xi, Xp)
var W — cov(Xz, X1) var Xo co.cov(Xa, Xp)
cov(Xpn, X1) cov(Xn, X2) var X,

Pro nahodny vektor X, skalary a, matice skalari B plati

var(a+ BX) = Bvar XB'.
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Momenty

Podobné jako rozptyl miizeme uvazovat vyrazy vyssich rada:
pe =EX*, e =E(X —EX)X

Nazyvame je k-ty moment a k-ty centralni moment nahodné
veliéiny X. Momenty Ize vsechny dostat jako koeficienty v
mocninné Fadé nasledujicim zpisobem.

Pro volny realny parametr t definujeme momentovou vytvorujici
funkci pro ndhodnou veli¢inu X vztahem

Mx (t) = E e,

Tato funkce (za docela rozumnych predpokladiina sledujici véty)

zcela urCuje nahodné veli¢iny a ma fadu uzitecnych vlastnosti (tj.
stejnd momentova funkce na néjakém netrivialnim intervalu —-

stejna distribucni funkce).
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Theorem

Necht X je ndhodnéa veli¢ina pro kterou na intervalu (—a, a)
existuje jeji analytickd momentova vytvorujici funkce. Pak na tomto
intervalu je Mx(t) dana absolutné konvergujici fadou

M.(X) =Y —EXk

N k!
k=0

Theorem

Pro soucet nahodnych velicin plati:

Mx v (t) = Mx(t)My(t).
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Momentova vytvorujici funkce pro X ~ Bi(0, 1)

Casto je jednodussi pocitat momenty z jejich vytvorujici funkce nez
primo.

Pro alternativni rozdéleni nahodné veliciny Y ~ A(p) spocteme
snadno

My (t) = EetY = &%(1 — p) + efp = p(et — 1) + 1.

Protoze je binomické rozdéleni X ~ Bi(n, p) dano jako soucet n
alternativnich rozdéleni Y; ~ A(p), je zjevné v tomto pfipadé

M(t) = Mx(t) = (p(et — 1) +1)".

Obecné plati ), = dt’ ~ My (t)|t=o. Je tedy napf. prvni moment
binomického rozdéleni skuteéné np (prvni derivace M(t) v nule),
coz je stfedni hodnota. Druhy moment je np(1 — p), ¢imz jsme
ovérili vysledek pro rozptyl.
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Momentova vytvorujici funkce pro Z ~ N(0, 1)

Mz(t) = /_(: etx\/lz?exp(—x2/2)dx

/°° 1 < x2—2tx+t2—t2>d
= xp | — X
oo V2T P 2

00 _£)\2
—exp(t2/2)/ L exp (—(X 2t) )dx

oo V2T
= exp(t?/2).

(V predposlednim radku je integralem dana pravdépodobnost
jakékoliv hodnoty pro normalni rozdéleni, proto je to jednicka.)
Derivovanim: (Mz)'(0) = 0 a (Mz)"(0) = (tet*/2)’(0) = 1. Je tedy
skutecné

EZ=0, varZ=1.
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Uvazme nezavislé nahodné veli€iny Y7, Ya, ..., které maji vsechny
stejné rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1.
Predpokladejme, ze treti absolutni moment E|Y;|3 je konegny.

Pro ndhodnou veliéinu S, = ﬁ 27:1 Y; spoctéme momentovou

funkci (koeficient n=1/2 je volen tak, aby rozptyl S, byl stale 1)

Ms, = [ Ee/VMYi = (My(t/v/n))",
i=1

kde My je spolecna momentova funkce vsech velic¢in Y;. Nyni

My (t/\/n) =1+ Oin + 11';2 + o(t?/n)

vno 2n

a v limité proto dostavame

: o t2 " t2/2
nll~>mooMS"(t)_nh~>n;o (1+2n+o(1/n)> =e" /"

To je pravé momentova funkce pro rozdeleni N(0,1)!.
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Tim jsme skoro dokazali:

Theorem (Centralni limitni véta)

Necht Y1, Yo, ... jsou nezavislé ndhodné veliciny se spole¢nou
stfedni hodnotou E Y; = p, rozptylem var Y; = 0® > 0 a konecnym
tretim absolutnim momentem E|Y;|3. Pro distribucni funkce
nahodnych velicin

1 <1
sn—ﬁl;g(v,-u)

plati
n||_>ngo P(S, < x) = ®(x),

kde ®(x) je distribucni funkce normalniho rozdéleni N(0, 1).

Vsimnéme si: soucty X, = > .7 ; Y; maji stfedni hodnotu nyu a
rozptyl no?. Veli¢iny S, jsou tedy pravé normované veliciny X,,.
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Pokud jsou Y; ~ A(p) nezavislé, pak E(Y;)® = p < co a viechny
podminky centralni limitni véty jsou splnény, 1 = p, 0 = p(1 — p).
Souctové veliciny X, = >°7_; Y; pak predstavuji pravé binomicka
rozdéleni Bi(n, p) a pfislusné normované veli€iny jsou

5_1z":< Yi—p ) Xn — np

n= "= = :

vn =\ \/p(1-p) v np(1 - p)

Podle centralni limitni véty ma tato veli¢ina pro velka n rozdéleni
velmi podobné rozdéleni N(0, 1).

Jinymi slovy, rozdéleni Bi(n, p) je velice blizké rozdéleni

N(np, np(1 — p)) pro velkd n. To je obsahem tzv.
Laplaceovy—Moivreovy véty. To jsme uz vidéli minule na obrazcich:
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Pro hodnoty Bi(5000,0.5) je vysledek vidét na obrazku nize. Druha
kiivka na obrazku je grafem funkce f(x) = e /2.
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Aproximace binomického rozdéleni normalnim se Casto povazuje v
praxi za dostatecnou, jestlize np(1 — p) > 9



Centralni limitni véta
ooooe

P¥i praktickych priizkumech zpravidla véfime ,,zakonu velkych
Cisel”. Potfebujeme pritom rozhodnout, jak velky vzorek uz
postacuje.

Typickym prikladem je napf. tato aloha: Chceme zjistit pomér p
osob s danou krevni skupinou A v populaci. U kolika osob je tfeba
krevni skupinu skutecné zjistit, abychom méli 90%
pravdépodobnost, Ze nase zjisténi se nebude lisit o vice nez 5%.
Propoéitanim zjistime, ze (nezavisle na p) vzdy stacéi odhadnout

p = X/n, kde X je ndhodna veli¢ina udavajici pocet osob majicich
pozadovanou skupinu, pro vzorek 270 lidi.
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