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V praxi mivaji optimalizaéni tlohy ¢asto m + n parametri, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencialniho poctu
tedy hledame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na mnoziné
bodii M zadanych implicitné rovnici F(xi,...,Xm+n) = 0.
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V praxi mivaji optimalizaéni tlohy ¢asto m + n parametri, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencialniho poctu
tedy hledame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na mnoziné
bodii M zadanych implicitné rovnici F(xi,...,Xm+n) = 0.

Pokud je M ve viech svych bodech grafem hladkého zobrazeni v m
proménnych, musi byt kazdy extrém P € M stacionarnim bodem,
tj. pro kazdou kfivku c(t) C M prochazejici pres P = ¢(0) musi byt
h(c(t)) extrémem pro tuto funkci jedné proménné. Proto musi
platit

d

S e(®)je=0 = der(o)h(P) = dh(P)(c'(0)) = 0.

Tato vlastnost je ekvivalentni tvrzeni, ze gradient h lezi v
normalovém podprostoru (presnéji v jeho zaméreni). Takové body
P € M budeme nazyvat stacionarni body funkce H vzhledem k
vazbam F.
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Normalovy prostor k nasi mnoziné M je generovan radky Jacobiho
matice zobrazeni F a stacionarni body jsou proto ekvivalentné
ureny nasledujicim tvrzenim, kterému se fika metoda
Lagrangeovych multiplikatora:

Theorem

Necht F = (f1,...,f,) : R™" — R" je spojité diferencovateln v
okoli bodu P, F(P) =0 a M je zadana implicitné rovnici

F(x,y) = 0 a hodnost matice D*F v bodé P je n. Pak P je
stacionarnim bodem spojité diferencovatelné funkce h : R™" — R
pravé, kdyz existuji redlné parametry A1, ..., \, takové, Ze

gradh = Ay gradfi + - + A, grad 7,.
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Vsimnéme si poc¢tu neznamych a rovnic v tomto algoritmu:
gradienty jsou vektory o m + n souradnicich, tedy pozadavek z véty
dava m + n rovnic. Jako proménné mame jednak soufadnice

X1, - .-, Xmin hledanych stacionarnich bodd P, ale navic také n
parametri \; v hledané linearni kombinaci. Zbyva viak pozadavek,
ze hledany bod P patfi implicitné zadané mnoziné M, coz
predstavuje dalSich n rovnic. Celkem tedy mame 2n + m rovnic pro
2n 4+ m proménnych a proto Ize ocekavat, ze fesenim bude diskrétni

mnozina bodi P (tj. kazdy z nich zpravidla bude izolovanym
bodem).
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Integrace funkci vice proménnych

Tak jak jsme motivovali integrovani predstavou o vypoctu plochy
pod grafem funkce jedné proménné, mizeme prakticky stejné
postupovat u objemu ¢asti trojrozmérného prostoru pod grafem
funkce z = f(x, y) dvou proménnych. Misto vybéru malych
intervall [x;, xj+1] délicich cely interval, pres ktery integrujeme, a
pfiblizenim pfislusné ¢asti objemu ploskou obdélniku s vyskou danou
hodnotou funkce f v reprezentantu tohoto intervalu &;, tj. vyrazem

F(&) (xit1 — xi)

budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami
reprezentujicimi vysku grafu nad timto obdélnickem v roviné.
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Tak jak jsme motivovali integrovani predstavou o vypoctu plochy
pod grafem funkce jedné proménné, mizeme prakticky stejné
postupovat u objemu ¢asti trojrozmérného prostoru pod grafem
funkce z = f(x, y) dvou proménnych. Misto vybéru malych
intervall [x;, xj+1] délicich cely interval, pres ktery integrujeme, a
pfiblizenim pfislusné ¢asti objemu ploskou obdélniku s vyskou danou
hodnotou funkce f v reprezentantu tohoto intervalu &;, tj. vyrazem

F(&) (xit1 — xi)

budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami
reprezentujicimi vysku grafu nad timto obdélnickem v roviné.
Co jsou obory integrace?

Nejjednodussim pfistupem je uvazovat pouze obory integrace S,
které jsou dany jako souciny intervali, tj. jsou zadany rozsahem
x €la,blay€][cd].

Hovofime v této souvislosti o vicerozmerném.intervalu.
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Pokud je S jina ohrani¢ena mnozina v R?, pracujeme misto ni s
dostatecné velikou oblastni [a, b] X [c, d], ale upravime nasi funkci
tak, ze f(x,y) = 0 pro vsechny body mimo S.

Definice Riemannova integralu vérné sleduje nas postup pro jednu
proménnou.
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Pokud je S jina ohrani¢ena mnozina v R?, pracujeme misto ni s
dostatecné velikou oblastni [a, b] X [c, d], ale upravime nasi funkci
tak, ze f(x,y) = 0 pro vsechny body mimo S.
Definice Riemannova integralu vérné sleduje nas postup pro jednu
proménnou.
Integral existuje, jestlize pro kazdou volbu posloupnosti déleni =
(nyni ve viech proménnych zaroven) a reprezentantd jednotlivych
krychlicek

&€ [X,',XiJrl] X ... X [Zj,szrl] C R”,
s maximalni velikosti mezi véemi pouzitymi intervaly jdouci k nule,
budou integralni soucty

Sz = Z F(&)(Xip1 — xi) .- (Z41 — 7).

fyensf

konvergovat k jedné hodnoté, kterou zapisujeme

/f(x,...,z)dx...dz
S
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Pro vsechny spojité funkce f opét lze dokazat existenci Riemannova
integralu a tento vysledek budeme umét snadno rozsifit pro
»dostatecné spojité” funkce na ,dostatecné rozumnych" oborech
integrace.
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Pro vsechny spojité funkce f opét lze dokazat existenci Riemannova
integralu a tento vysledek budeme umét snadno rozsifit pro
~dostatecné spojité” funkce na ,dostatecné rozumnych" oborech
integrace.

Definition

Omezenou mnozinu S C R"” nazyvame Riemannovsky
meéritelnou?, jestlize je jeji charakteristicka funkce, definovana
X(x) =1 pro x € S a x(x) = 0 jinak, Riemannovsky integrovatelna.

“Lépe by bylo fikat ,,méfitelnou pomoci Riemannova integralu®, této mire se
ve skutecnosti fika Jordanova-Peanova mira.
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Definice Riemannova integralu sice nedava rozumny navod, jak
hodnoty integralt skutecné vypodist, okamzité ale vede k zakladnim
vlastnostem Riemannova integralu (srovnejte s vlastnostmi
integralu v jedné proménné):
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Definice Riemannova integralu sice nedava rozumny navod, jak
hodnoty integralt skutecné vypodist, okamzité ale vede k zakladnim
vlastnostem Riemannova integralu (srovnejte s vlastnostmi
integralu v jedné proménné):

Theorem

Mnozina Riemannovsky integrovatelnych funkci na vicerozmérném
intervalu S C R" je vektorovym prostorem a Riemanndv integral je
na ném linearni formou.

Pokud je obor integrace S zadan jako disjunktni sjednoceni konecné
mnoha Riemannovsky méritelnych oborii S;, je integral funkce f
pres S dan souctem integrélii pres obory S;.
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Ohranicena funkce f : R" — R s kompaktnim nosicem je
Riemannovsky integrovatelna, pravé kdyz je mnozZina jejich bodii
nespojitosti Riemannovsky méritelnou mnozinou miry nuly.
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Theorem

Ohranicena funkce f : R" — R s kompaktnim nosicem je
Riemannovsky integrovatelna, pravé kdyz je mnozZina jejich bodii
nespojitosti Riemannovsky méritelnou mnozinou miry nuly.

Theorem

Spojité obrazy Riemannovsky méritelnych mnoZin jsou opét
meéritelné.
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Theorem

Ohranicena funkce f : R" — R s kompaktnim nosicem je
Riemannovsky integrovatelna, pravé kdyz je mnozZina jejich bodii
nespojitosti Riemannovsky méritelnou mnozinou miry nuly.

Theorem

Spojité obrazy Riemannovsky méritelnych mnoZin jsou opét
meéritelné.

Riemannova mira mnoZzin je nezavisla na volbé ortogonalnich
souradnic v E,.
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Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoziny zejména zahrnuji pfipady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti soufadnic
hraniénich bod@ tak, Ze pro danou prvni soufadnici x umime zadat
dvémi funkcemi rozsah dalsi souradnice y € [p(x), ¥ (x)], poté
rozsah dalsi soufadnice z € [n(x, y), ((x, y)] atd.
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Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoziny zejména zahrnuji pfipady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti soufadnic
hraniénich bod@ tak, Ze pro danou prvni soufadnici x umime zadat
dvémi funkcemi rozsah dalsi souradnice y € [p(x), ¥ (x)], poté
rozsah dalsi soufadnice z € [n(x, y), ((x, y)] atd.

Theorem
V pripadé mnoziny S zadané jako vySe a Riemannovsky
integrovatelné funkce f na S je Riemanniv integral vycislen formuli

/f(X)ya---,Z)dX...dz:
S

b ¥(x) CO6yse)
/ / f(x,y,...,z)dz | ...dy | dx
a e(x) n(x.y--)




Nasobné integraly
oce

Vysledek vyplyva docela snadno pfimo z definice Riemannova
integralu pomoci kone¢nych souéti. Staci si peclivé hlidat vhodné
poskladani jednotlivych scitancti koneénych souctii tak, aby
vychazely postupné priblizeni integralti ve vnitfnich zavorkach. [

Pfimym disledkem je:

Theorem (Fubiniho véta)

Pro vicerozmérny interval S = [a1, b1] X [a2, ba] X ... X [an, bs] a
spojitou funkci f(x1,...,%,) na S je nasobny integral

by b b
/f(xl,...,x,,)dxl...dx,,:/ // f(x1,...,xn)dxi...dx,
S ap Ja an

nezavisly na poradi ve kterém postupné integraci provadime.
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