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Pripomeneme (a trochu zobecnime) pojmy a vysledky z druhé
pfednasky prvniho semestru.

Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledki, kterou nazyvame zakladni prostor.
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Pripomeneme (a trochu zobecnime) pojmy a vysledky z druhé
pfednasky prvniho semestru.

Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledki, kterou nazyvame zakladni prostor.
Prvky w € Q predstavuji jednotlivé mozné vysledky.
Systém podmnozin A zakladniho prostoru se nazyva jevové pole a
jeho prvky se nazyvaji jevy, jestlize
o Q € A, tj. zakladni prostor, je jevem,
o je-li A,B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i
jejich mnozinovy rozdil,
o je-li A; € A, i € | nejvyse spocetny systém jevii, pak také
jejich sjednoceni je jevem, tj. U;c/A; € A.
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o Komplement A€ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.
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o Komplement A€ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.

@ Priinik dvou jevii opét jevem, protoze pro kazdé dvé
podmnoziny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnB.
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o Komplement A€ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.

@ Priinik dvou jevii opét jevem, protoze pro kazdé dvé
podmnoziny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnB.

Jevové pole je tedy systém podmnozin zakladniho prostoru
uzavfeny na konecné priiniky, spocetna sjednoceni a mnozinové
rozdily. Jednotlivée mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy

(vzhledem k A).
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skute¢nych jevii a
jejich statistickym popisem:
o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,
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@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,
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@ jev A ma za dasledek jev B, kdyz A C B,



Pravdépodobnost
00®00000000

Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skute¢nych jevii a
jejich statistickym popisem:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyvd nemozny jev,

@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

@ spolecné nastoupeni jevi A;, i € I, odpovida jevu N;c/A;,
nastoupeni alespon jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu
UielAj,

@ A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B = 0),

@ jev A ma za dasledek jev B, kdyz A C B,

e je-li A€ A, pak se jev B =Q\ A nazyva opacny jev k jevu
A, pisSeme B = A°.
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(Ujc1Ai) = > ic; P(Ai), pro kazdy nejvyse
spocetny systém po dvou disjunktnich jevi,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(Ujc1Ai) = > ic; P(Ai), pro kazdy nejvyse
spocetny systém po dvou disjunktnich jevi,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).

Diisledky
Pro vsechny jevy plati P(A) =1 — P(A).
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(Ujc1Ai) = > ic; P(Ai), pro kazdy nejvyse
spocetny systém po dvou disjunktnich jevi,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).

|

Diisledky

Pro vsechny jevy plati P(A°) =1 — P(A).

Additivnost plati pro jakykoliv spocetny pocet neslucitelnych jevi
A CQ, i€l tj.

P(UiciA)) = > P(A;), kdykoliv je AiVA; =0, i #j, i,j€l.
iel
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Pfipomenme si klasickou kone€nou pravdépodobnost.
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Pfipomenme si klasickou kone€nou pravdépodobnost.

Definition

Necht Q je konecny zakladni prostor a necht jevové pole A je pravé
systém vsech podmnozin v Q. Klasicka pravdepodobnost je

pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) s pravdépodobnostni funkci
P:A— R,

_ A

P(A) = 1o

Zjevné takto zadana funkce skutecné definuje pravdépodobnost.
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Peterburgsky paradox (Bernoulli, 1738)

Typicky pfiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici s
hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:



Pravdépodobnost
00000e00000

Peterburgsky paradox (Bernoulli, 1738)

Typicky pfiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici s
hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:
Navstévnik zaplati vklad C a poté hazi minci. Je-li T pocet hodi
potfebnych k prvni hlavé, pak obdrzi vyhru 2T Jaka je .fer
hodnota" pro vklad C?
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Peterburgsky paradox (Bernoulli, 1738)

Typicky pfiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici s
hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:
Navstévnik zaplati vklad C a poté hazi minci. Je-li T pocet hodi
potfebnych k prvni hlavé, pak obdrzi vyhru 2T Jaka je .fer
hodnota" pro vklad C?

Pravdépodobnost, ze padne hlava je u férové mince 1/2, je proto
P(T = k) = 27k. Pravdépodobnost, Ze po n&jakém konecném
poctu hodti hra skonéi je dana souctem 32, 27% = 1. Proto je
pravdépodobnost jevu, ze stale pada orel nulova.

Secteme-li vsechny pravdépodobnosti vysledkd vynasobenych
vyhrami 2%, dostaneme 171 = oo. Zda se proto, ze se vyplati
vlozit i velky vklad. ..
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Peterburgsky paradox (Bernoulli, 1738)

Typicky pfiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici s
hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:
Navstévnik zaplati vklad C a poté hazi minci. Je-li T pocet hodi
potfebnych k prvni hlavé, pak obdrzi vyhru 2T Jaka je .fer
hodnota" pro vklad C?

Pravdépodobnost, ze padne hlava je u férové mince 1/2, je proto
P(T = k) = 27k. Pravdépodobnost, Ze po n&jakém konecném
poctu hodti hra skonéi je dana souctem 32, 27% = 1. Proto je
pravdépodobnost jevu, ze stale pada orel nulova.

Secteme-li vsechny pravdépodobnosti vysledkd vynasobenych
vyhrami 2%, dostaneme 171 = oo. Zda se proto, ze se vyplati
vlozit i velky vklad. ..

Ve skute€nosti simulaci hry zjistime, Ze nezavisle na poctu pokust
se prakticky vsechny vyhry budou pohybovat v rozmezi T do 6.
Diivodem je, ze vysoké vyhry jsou velice nepravdépodobné a proto
je pfi realnych avahach nelze brat vazné.
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Podminéna pravdépodobnost

Obvyklé je také klast dotazy s dodatec¢nou podminkou. Napf. ,jaka
je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvémi kostkami padly dvé pétky,
je-li souCet hodnot deset?". PFipomeneme, ze formalizovat takové
Gvahy umime nasledovné.

Definition

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v
pravdépodobnostnim prostoru (2,.4, P). Podminéna

pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k hypotéze H je
definovana vztahem

P(AN H)

P(AIH) = =5

Definice odpovida pozadavku, ze jevy A a H nastanou zaroven, za
predpokladu, Ze A nastal s pravdépodobnosti P(AN H)/P(A).
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Podminéna pravdépodobnost

Obvyklé je také klast dotazy s dodatec¢nou podminkou. Napf. ,jaka
je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvémi kostkami padly dvé pétky,
je-li souCet hodnot deset?". PFipomeneme, ze formalizovat takové
Gvahy umime nasledovné.

Definition

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v
pravdépodobnostnim prostoru (2,.4, P). Podminéna
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k hypotéze H je
definovana vztahem

P(AN H)

P(A[H) = TR(H)

Definice odpovida pozadavku, ze jevy A a H nastanou zaroven, za
predpokladu, Ze A nastal s pravdépodobnosti P(AN H)/P(A).

Je také vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou nezavislé
tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
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Bayesovy véty

Pfepsanim formule pro podminénou pravdépodobnost dostavame

P(AN B) = P(BN A) = P(A)P(BJA) = P(B)P(A|B).

Theorem (Bayesovy véty)

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati

@ P(A|B) = EAZEA).
P(A)P(B|A
© P(AIB) = paypsia): A )PETAY
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Bayesovy véty

Pfepsanim formule pro podminénou pravdépodobnost dostavame

P(AN B) = P(BN A) = P(A)P(BJA) = P(B)P(A|B).

Theorem (Bayesovy véty)

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati

@ P(A|B) = EAZEA).
P(A)P(B|A
© P(AIB) = paypsia): A )PETAY

Prvni tvrzeni je prepsanim predchozi formule, druhé z prvého plyne
doszenim P(B) = P(A)P(B|A) + P(A")P(B|A"). O
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Priklad — testovani

Predpokladejme, ze predpokladem prijeti studentil na univerzitu
jsou testy zpflisobilosti ke studiu. Inteligentni osoba v ném ma 99%
Gspésnost. Zaroven predpokladejme, ze Gspésnost neinteligentnich
osob je 0.5%.
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Priklad — testovani

Predpokladejme, ze predpokladem prijeti studentil na univerzitu
jsou testy zpflisobilosti ke studiu. Inteligentni osoba v ném ma 99%
Gspésnost. Zaroven predpokladejme, ze Gspésnost neinteligentnich
osob je 0.5%.

S jakou pravdépodobnosti je ndhodné vybrany student/ka univerzity

inteligentni, jestlize je v populaci je p promile inteligentnich osob
(tj. p osob z tisice povazujeme za inteligentni).
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Priklad — testovani

Predpokladejme, ze predpokladem prijeti studentil na univerzitu
jsou testy zpflisobilosti ke studiu. Inteligentni osoba v ném ma 99%
Gspésnost. Zaroven predpokladejme, ze Gspésnost neinteligentnich
osob je 0.5%.

S jakou pravdépodobnosti je ndhodné vybrany student/ka univerzity
inteligentni, jestlize je v populaci je p promile inteligentnich osob
(tj. p osob z tisice povazujeme za inteligentni).

Oznacme A jev, ze je dana osoba je inteligentni, a B jev, ze prosla
testem. Dle Bayesovy véty je hledana pravdépodobnost

p/1000 - 99,/100
p/1000 - 99,/100 + (1000 — p),/1000 - 5,/1000

P(AB) =

Jestlize zvolime za p néjaké konkrétni Eetnosti, dostaneme prislusné
ocCekavatelné spolehlivosti testu. V nasledujici tabulce je spocten
vysledek pro nékolik p:
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p [ 500 100 10 1 0.1
P(A[B) [ 0.99 096 0.67 0.17 0.02

Pokud stejné Ciselné zadani pouzijeme pro screening nékteré
nemoci, feknéme HIV pozitivity, dostavame hrozné vysledky!
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Vysledek asi neodpovida nasi intuici a miize se zdat sokujici ve
vztahu k pouziti takovychto testi.
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Vysledek asi neodpovida nasi intuici a miize se zdat sokujici ve
vztahu k pouziti takovychto testi.

Evidentné prosty vybér ndhodné osoby a pouziti jediného testu, byt
velmi citlivého, specifického a acinného, nejsou vhodné ani na
otestovani skutecného stavu populace, ani na preventivni vysetfeni
jednotlivei, pokud nemame dalsi podpiirné informace a lepsi
nastroje.
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Vysledek asi neodpovida nasi intuici a miize se zdat sokujici ve
vztahu k pouziti takovychto testi.

Evidentné prosty vybér ndhodné osoby a pouziti jediného testu, byt
velmi citlivého, specifického a acinného, nejsou vhodné ani na
otestovani skutecného stavu populace, ani na preventivni vysetfeni
jednotlivei, pokud nemame dalsi podpiirné informace a lepsi
nastroje.

Pravé matematicka statistika dava nastroje na kvalifikovanéjsi
postupy v medicinské i primyslové diagnostice, ekonomickych
modelech, vyhodnocovani experimentalnich dat atd.



Nahodné veli€iny

Plan prednasky

© Nahodné veliciny



Nahodné veli€iny
®000000

Vratme se k jednoduchému a nazornému prikladu statistik kolem
vysledkii studenti’ v daném predmétu. Je a neni podobny klasické
pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice pfi hazeni kostkou.

Myslime samoziejmé na ,studenty a studentky", pro zestruénéni textu ale
pouzivam podobné jako v legislativnich textech bezpohlavni-oznaéni ,student®
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Vratme se k jednoduchému a nazornému prikladu statistik kolem
vysledkii studenti’ v daném predmétu. Je a neni podobny klasické
pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice pfi hazeni kostkou.
Na jedné strané jsme pfipustili pouze kone€ny pocet moznych
bodovych hodnoceni (cela €isla od 0 do 20), zaroven ale neni
patrné vhodné predstavovat si vysledky jednotlivych studentii jako
analogii nezavislého hazeni kostkou (to by byla skute¢né divné
vedena prednaska).

Myslime samoziejmé na ,studenty a studentky", pro zestruénéni textu ale
pouzivam podobné jako v legislativnich textech bezpohlavni-oznaéni ,student®
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Vratme se k jednoduchému a nazornému prikladu statistik kolem
vysledkii studenti’ v daném predmétu. Je a neni podobny klasické
pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice pfi hazeni kostkou.
Na jedné strané jsme pfipustili pouze kone€ny pocet moznych
bodovych hodnoceni (cela €isla od 0 do 20), zaroven ale neni
patrné vhodné predstavovat si vysledky jednotlivych studentii jako
analogii nezavislého hazeni kostkou (to by byla skute¢né divné
vedena prednaska).

Misto toho mame na zakladnim prostoru £ v3ech studenti
definovanu funkci bodového ohodnoceni X : Q — R. Je to typicky
pfiklad nahodné veliciny.

S kazdou nahodnou veli¢inou potfebujeme umét pracovat s
vhodnou mnozinou jevii. Zpravidla pozadujeme, abychom mohli
pracovat s pravdépodobnostmi pfislusnosti hodnoty X do predem
zadaného intervalu.

!Myslime samoziejmé na ,studenty a studentky", pro zestruénéni textu ale
pouzivam podobné jako v legislativnich textech bezpohlavni-oznaéni ,student®
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Na prostoru R¥ uvazujme nejmensi jevové pole B obsahujici
vsechny k—rozmérné intervaly. Mnozinam v B fikame Borelovské
mnoziny na RX.
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Na prostoru R¥ uvazujme nejmensi jevové pole B obsahujici
vsechny k—rozmérné intervaly. Mnozinam v B fikame Borelovské

mnoziny na RX.

Definition (Nahodné veli¢iny a distribu¢ni funkce)

Nahodna velicina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) je
takova funkce X : Q — R, ze vzor X ~1(B) patfi do A pro kazdou
Borelovskou mnozinu B € B na R.
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Na prostoru R¥ uvazujme nejmensi jevové pole B obsahujici
vsechny k—rozmérné intervaly. Mnozinam v B fikame Borelovské
mnoziny na RX.

Definition (Nahodné veli¢iny a distribu¢ni funkce)

Nahodna velicina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) je
takova funkce X : Q — R, ze vzor X ~1(B) patfi do A pro kazdou
Borelovskou mnozinu B € B na R.

Nahodny vektor (Xi,..., Xx) na (2, A, P) je k—tice ndhodnych

veliéin.
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Definice nahodné veliciny zajistuje, ze pro vsechny
—00 < a < b < oo existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouzivame strucné znaceni pro jev A = (w € Q; a < X(w) < b)).

Definition
Distribucni funkci nahodné veli¢iny X je funkce F: R — R
definovana pro viechny x € R vztahem

F(x) = P(X < x).
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Definice nahodné veliciny zajistuje, ze pro vsechny
—00 < a < b < oo existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouzivame strucné znaceni pro jev A = (w € Q; a < X(w) < b)).

Definition
Distribucni funkci nahodné veli¢iny X je funkce F: R — R
definovana pro viechny x € R vztahem

F(x) = P(X < x).

Distribucni funkci ndhodného vektoru (Xi, ..., Xx) je funkce
F : Rk — R definovana pro viechny (xi,...,xx) € R vztahem

F(X):P(X1<X1/\~'-/\Xk<xk).
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Diskrétni nahodné veliciny

Predpokladejme, ze pro nahodna velicina X na
pravdépodobnostnim prostoru (£, .4, P) nabyva jen koneéné mnoha
hodnot x{, xo, ..., x, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni
funkce f(x) takova, ze

f(x) = {g . ;n:k).(i

Evidentné Y7 f(x;) = 1.
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Diskrétni nahodné veliciny

Predpokladejme, ze pro nahodna velicina X na
pravdépodobnostnim prostoru (£, .4, P) nabyva jen koneéné mnoha
hodnot x{, xo, ..., x, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni
funkce f(x) takova, ze

f(x) = {g . ;n:k).(i

Evidentné Y7 f(x;) = 1.
Takové nahodné veli¢iné se rika diskrétni.
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Diskrétni nahodné veliciny

Predpokladejme, ze pro nahodna velicina X na
pravdépodobnostnim prostoru (£, .4, P) nabyva jen koneéné mnoha
hodnot x{, xo, ..., x, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni
funkce f(x) takova, ze

f(x) = {g . ;n:k).(i

Evidentné Y7 f(x;) = 1.

Takové nahodné veliciné se fika diskrétni.

Kazda nahodna velic¢ina definovana pro klasickou pravdépodobnost
je diskrétni.
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Diskrétni nahodné veliciny

Predpokladejme, ze pro nahodna velicina X na
pravdépodobnostnim prostoru (£, .4, P) nabyva jen koneéné mnoha
hodnot x{, xo, ..., x, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni
funkce f(x) takova, ze

f(x) = {g . ;n:k).(i

Evidentné Y7 f(x;) = 1.

Takové nahodné veliciné se fika diskrétni.

Kazda nahodna velic¢ina definovana pro klasickou pravdépodobnost
je diskrétni. Obdobné Ize definici pravdépodobnostni funkce rozsirit
na veliiny se spocetné mnoha hodnotami (pracujeme pak s
absolutné konvergentnimi nekonecnymi fadami :-)
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Spojité nahodné veliciny

| kdyz hodnoty nahodné veliciny X nejsou diskrétni, mizeme
postupovat podobné s uzitim nastroji diferencialniho a integralniho
poctu. Intuitivné Ize uvazovat takto: hustotu f(x)
pravdéepodobnosti pro X si predstavime jako

P(x < X < x + dx) = f(x)dx.
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Spojité nahodné veliciny

| kdyz hodnoty nahodné veliciny X nejsou diskrétni, mizeme
postupovat podobné s uzitim nastroji diferencialniho a integralniho
poctu. Intuitivné Ize uvazovat takto: hustotu f(x)
pravdéepodobnosti pro X si predstavime jako

P(x < X < x + dx) = f(x)dx.

To znamena, Ze chceme pro —co < a< b <

Pa< X < b) = /b F(x)dx. (%)
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Spojité nahodné veliciny

| kdyz hodnoty nahodné veliciny X nejsou diskrétni, mizeme
postupovat podobné s uzitim nastroji diferencialniho a integralniho
poctu. Intuitivné Ize uvazovat takto: hustotu f(x)
pravdéepodobnosti pro X si predstavime jako

P(x < X < x + dx) = f(x)dx.

To znamena, Ze chceme pro —co < a< b <

Pa< X < b) = /b F(x)dx. (%)

Definition

Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota
pravdépodobnosti spliujici (%), se nazyva spojita.
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Theorem

Pro kazdou ndhodnou velicinu X ma jeji dstribu¢ni funkce
F : R — [0, 1] nasledujici vlastnosti

@ F je neklesajici funkce;
© F ma v kazdém bodé x € R limitu zleva i limitu zprava;
© F je zleva spojita;
@ v nevlastnich bodech ma F limity
X|I_)FT;O F(x) =1, xhrl]oo F(x) = 0; (1)

@ pravdépodobnost, Ze X nabyva pravé hodnotu x je dana

P(X =x)= lim F(y)— F(x). (2)

YrX4

O Distribuéni funkce ndhodné veliciny ma vzdy nejvyse spocetné
mnoho bodii nespojitosti.




Nahodné veli€iny
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Diikaz véty je zalozeny na pozorovani vyplyvajicim vcelku jednoduse
z axiomil pravdépodobnosti:

Theorem
Uvazme pravdépodobnostni prostor (2, A, P) a neklesajici retézec
jevii A1 C Ay C .... Pak plati

P(G A,-> = lim P(4)).

i=1

Pokud je naopak A1 D A D A3 D ..., potom plati

P(Q A,-) = lim P(A).
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Plan prednasky

@ Pravdépodobnostni funkce a hustoty
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Diskrétni nahodné veliciny

Jestlize nahodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) nabyva jen konecné nebo spocetné mnoha hodnot

x1, X2, -+ € R, pak existuje pravdépodobnostni funkce f(x)
takova, ze
P(X = xi = Xj
) = { H=r) =
0 jinak.

Spojité nahodné veliciny

Hustota f(x) pravdépodobnosti pro nahodnou veli¢inu X je
funkce splaujici pro —co < a< b < o0

P(a< X < b) = /b F(x)dx. ()

Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota
pravdépodobnosti spliujici (%), se nazyva spojita.




Pravdépodobnostni funkce a hustoty
O®0000000000

Degenerované a alternativni rozdéleni.

Degenerované rozdéleni D(u) odpovida konstantni hodnoté
X = . Distribuéni funkce Fx a pravdépodobnostni funkce fx jsou
tedy rovny

Fx(t):{(l) E<p fx(t):{l t=n

t>pu 0 jinak
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Degenerované a alternativni rozdéleni.

Degenerované rozdéleni D(u) odpovida konstantni hodnoté
X = . Distribuéni funkce Fx a pravdépodobnostni funkce fx jsou
tedy rovny

Fx(t):{(l) E<p fx(t):{l t=n

t>pu 0 jinak

Alternativni rozdeleni A(p) popisuje pokus s pouze dvéma
moznymi vysledky, kterym budeme fikat zdar a nezdar. Nahodné
veliéiné X pro urcitost prifadime hodnotu 0 pro nezdar a 1 pro
zdar. Pokud ma zdar pravdépodobnost p, pak nezdar musi mit
pravdépodobnost 1 — p. Jsou tedy distribu¢ni a pravdépodobnostni
funkce tvaru:

0 t<0 p t=1

Fx(t)=4q1—-p 0<t<1 fx(t)y=<¢1—-p t=0.
1 t>1 0 jinak
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Binomické rozdeleni Bi(n, p)

odpovida n—krat nezavisle opakovanému pokusu popsanému
alternativnim rozdélenim, pfi€emz nase nahodna veli¢ina méFi pocet
zdari. Je tedy zjevné, ze pravdépodobnostni funkce bude mit

nenulové hodnoty pravé v celych Cislech 0,.. ., n odpovidajicim
celkovému poctu aspéchii v pokusech (a nezalezi nam na poradi).
Je tedy

f(t) = {é?)pt(l —-pt J_tineak{o, L....n}
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Na obrazku jsou pravdépodobnostni funkce pro Bi(50,0.2),
Bi(50,0.5) a Bi(50,0.9). Rozdéleni pravdépodobnosti dobie
odpovida intuici, ze nejvice vysledki bude blizko u hodnoty np:

013

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
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S binomickym rozdélenim se potkavame velice Casto v praktickych
alohach. Jednou z nich je popis nahodné veliciny, ktera popisuje
pocet X pfedmétil v jedné zvolené pihradek z n moznych, do nichz
jsme nahodné rozdélili r predméta.

Umisténi kteréhokoliv pfedmétu do pevné zvolené prihradky ma
pravdépodobnost 1/n (kazda z nich je stejné pravdépodobna).
Zjevné tedy bude pro jakykoliv pocet k =0,...,r

e () (3 (e

jde proto o rozlozeni X typu Bi(r,1/n).
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Jestlize ndm bude vzriistat pocet pFihradek n spoleéné s poctem
pfedméta r, tak, ze v priiméru ndm na kazdou pfihradku bude
pripadat (priblizné) stejny pocet prvkii A, mizeme dobre vyjadrit
chovani naseho rozdéleni veli¢in X, pfi limitnim pfechodu n — oc:
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Jestlize ndm bude vzriistat pocet pFihradek n spoleéné s poctem
pfedméta r, tak, ze v priiméru ndm na kazdou pfihradku bude
pripadat (priblizné) stejny pocet prvkii A, mizeme dobre vyjadrit
chovani naseho rozdéleni veli¢in X, pfi limitnim pfechodu n — oc:

im P0G = #) = Jim ((7) =D

n—00 n—oo \ k nn
_ r(ra—1)...(m—k+1) 1 1_1 o
oo (n—1)k k! n
)\k ) _%1 I'n
= F nII_)n’]c>O <]. + " >
= )\—kei)\
k!

protoze obecné funkce (1 4 x/n)" konverguji stejnomérné k funkci
e* na kazdém omezeném intervalu v R.
To dava Poissonovo rozdeéleni Po()).
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Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni Po() popisuje napf. udalosti, které se
vyskytuji nahodné v Case a pfitom pravdépodobnost vyskytu v
nasledujicim Casovém intervalu o jednotkové délce nezavisi na
pfedchozi historii a je rovna stale stejné hodnoté \.

V praxi jsou takové procesy spojeny napf. s poruchovosti stroji a
zafizeni.
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Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni Po() popisuje napf. udalosti, které se
vyskytuji nahodné v Case a pfitom pravdépodobnost vyskytu v
nasledujicim Casovém intervalu o jednotkové délce nezavisi na
pfedchozi historii a je rovna stale stejné hodnoté \.

V praxi jsou takové procesy spojeny napf. s poruchovosti stroji a
zafizeni.

Theorem (Poissonova véta)

Jsou-li X, ~ Bi(n, pp) alim,—o0 n- pp = A je konecna, pak

lim P(X, = k) = P(X = k),

kde X ~ Po(\).
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Priklady spojitych rozdéleni

Nejjednodussi je tzv. rovnomerné rozdeleni. Jestlize chceme, aby
pravdépodobnost kazdé hodnoty v pfedem daném intervalu

(a, b) C R byla stejna, pak hustota fx naseho rozdéleni nahodné
veli¢iny X ma byt konstantni. Pak oviem jsou pro libovolna realna
Cisla —00 < a < b < o jen jediné mozné hodnoty

0 t<a 0 t<a
fx(t) =14 5 te€(ab) Fx(t)={ 2 te(ab)
0 t>h, 1 t>b
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Exponencialni rozdeleni ex()\)

je dalsim rozdélenim, které je snadno uréeno pozadovanymi
vlastnostmi nadhodné velic¢iny. Predpokladejme, ze sledujeme vyskyt
nahodného jevu tak, ze vyskyty v neprekryvajicich se intervalech
jsou nezavislé. Je-li tedy P(t) pravdépodobnost, Ze jev nenastane
béhem intervalu délky t, pak nutné P(t + s) = P(t)P(s) pro
vsechna t,s > 0. Predpokladejme navic diferencovatelnost funkce
P a P(0) = 1. Pak In P(t +s) = In P(t) + In P(s).
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Exponencialni rozdeleni ex()\)

je dalsim rozdélenim, které je snadno uréeno pozadovanymi
vlastnostmi nadhodné velic¢iny. Predpokladejme, ze sledujeme vyskyt
nahodného jevu tak, ze vyskyty v neprekryvajicich se intervalech
jsou nezavislé. Je-li tedy P(t) pravdépodobnost, Ze jev nenastane
béhem intervalu délky t, pak nutné P(t + s) = P(t)P(s) pro
vsechna t,s > 0. Predpokladejme navic diferencovatelnost funkce
P a P(0) = 1. Pak In P(t +s) = In P(t) + In P(s). Limitnim
pfechodem:

im In P(t+s) —InP(t)

s—04 S

= (InP)'(0) = —\.
Odtud vyplyva diferencialni rovnice

(InP(t)) = —A.



Odtud dostavame In P(t) = —At + C a pocatecni podminka dava
jediné feseni
P(t) = e .

Vsimnéme si, ze z definice nasich objekti vyplyva, ze A > 0.



Odtud dostavame In P(t) = —At + C a pocatecni podminka dava
jediné feseni

P(t) = et
Vsimnéme si, ze z definice nasich objekti vyplyva, ze A > 0.
Uvazme nahodnou veli¢inu X udavajici okamzik, kdy nas jev poprvé
nastane. Zrejmé tedy je distribuéni funkce rozdéleni pro X dana

1l—e ™M ¢t>0

Fﬂﬂzl—PU%={o <o

Je vidét, Ze je to rostouci funkce s hodnotami mezi nulou a
jednickou a spravnymi limitami v +oo.
Hustotu tohoto rozdéleni dostaneme derivovanim distribuéni

funkce, tj.
o Ae M >0
* o t <0.



Pravdépodobnostni funkce a hustoty
000000000080

Normalni rozdeleni

je ze viech nejdiilezitéjsi.
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Normalni rozdeleni

je ze viech nejdiilezitéjsi.

Jestlize v binomialnim rozdéleni zachovame konstatni tspésnost p,
ale budeme pridavat pocet pokusti n, bude pravdépodobnostni
funkce kupodivu porad mit podobny tvar (i kdyz jiné rozméry). Na
obrazku pfi rostoucim n se budou vynesené bodové hodnoty slévat
do kfivky, pro hodnoty Bi(500,0.5) a Bi(5000,0.5) je vysledek vidét
na obrazku nize. Treti kfivka na obrazku je grafem funkce

f(x) =e /2,

o 8

o

.
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Hledame-li podobné spojité rozdéleni, potfebovali bychom spocist
b 2 R ) . L N
fa e *°/2 dx coz neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je viak
L, “r ., o« (2 2 o - .
docela snadné ovéfit (vypoctem [, e O*+y9)/2 dxdy), ze prislusny
nevlastni integral konverguje k hodnoté

/ e /2 gy = V2.

Odtud vyplyva, ze mozna hustota rozdéleni ndhodného rozdéleni
miize byt
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Hledame-li podobné spojité rozdéleni, potfebovali bychom spocist
b 2 R ) . L N
fa e *°/2 dx coz neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je viak
L, “r ., o« (2 2 o - .
docela snadné ovéfit (vypoctem [, e O*+y9)/2 dxdy), ze prislusny
nevlastni integral konverguje k hodnoté

/ e /2 gy = V2.

Odtud vyplyva, ze mozna hustota rozdéleni ndhodného rozdéleni
miize byt
1
fx(x) = —e /2.

V2r

Rozdéleni s touto hustotou se nazyva normalni rozdéleni N(0, 1).
Prislusnou distribu¢ni funkci

Fx(x) = \/%/ 12 g

nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci, pfesto se s ni
numericky bézné pocita (pomoci tabulek nebo softwarovych
aplikaci).
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Hledame-li podobné spojité rozdéleni, potfebovali bychom spocist
b 2 R ) . L N
fa e *°/2 dx coz neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je viak
L, “r ., o« (2 2 o - .
docela snadné ovéfit (vypoctem [, e O*+y9)/2 dxdy), ze prislusny
nevlastni integral konverguje k hodnoté

/ e /2 gy = V2.

Odtud vyplyva, ze mozna hustota rozdéleni ndhodného rozdéleni
miize byt
1
fx(x) = —e /2.

V2r

Rozdéleni s touto hustotou se nazyva normalni rozdéleni N(0, 1).
Prislusnou distribu¢ni funkci

Fx(x) = \/%/ 12 g

nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci, pfesto se s ni
numericky bézné pocita (pomoci tabulek nebo softwarovych
aplikaci). Hustoté fx se také Casto fika Gaussova krivka.
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