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Néahodné vektory
®00

Obdobné k ndhodnym veli¢indm definujeme distribucni funkce a
hustotu a pravdépodobnostni funkci pro spojité a diskrétni nahodné
vektory. Hovofime také o simultannich (sdruzenych)
pravdépodobnostnich funkcich a hustotach.

Pro dvé proménné (vektor (X, Y) nahodnych veli¢in):

F(x,y) = PX=xiNY =y)) x=xi\Ny=yY
R jinak.

u diskrétnich a pro viechny a, b € R pro spojité:

a b
F(b,a) = P(—o0o < X < byoo < Y < a) :/ / f(x,y)dxdy.
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Marginalni rozlozeni

pro jednu z proménnych obdrzime tak, ze pfes ostatni poscitame

nebo zintegrujeme. Napf. u diskrétnich vektorovych velicin (X, Y)
tvori jevy (X = x;, Y = y;) pro viechny mozné hodnoty x; a y; s

nenulovymi pravdépodobnostmi pro X a Y aplny systém jevil pro
vektor (X, Y) a dostavame vztah:

oo

PX=x)=> P(X=x,Y =y
j=1

mezi marginalnim rozdélenim pravdepodobnosti nahodné
veli¢iny X a sdruzenym rozdélenim pravdépodobnosti
nahodného vektoru (X, Y).



Néahodné vektory
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Nahodné veliciny X a Y jsou stochasticky nezavislé, jestlize
jejich sdruzena distribuéni funkce spliuje

F(x,y) = G(x) - H(y),

kde G a H jsou distribu¢ni funkce velicin X a Y.
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Funkce ndhodnych veliéin
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Definition

Pro danou spojitou funkci 1) : R — R a nadhodnou veli¢éinu X mame
danu také nahodnou veli¢inu Y = 9(X). Nazyvame ji funkci
nahodné veliciny X.

V pripadé nahodného vektoru (Xi,..., X,) a funkce ¢ : R” —» R
hovofime o funkci Y = ¢(X1, ..., X,) ndhodného vektoru.

Pozadavek spojitosti ¢ zaruCuje, ze je Y opét ndhodnou veli¢inou
podle nasi definice, protoze vzor borelovské mnoziny ve spojitém
zobrazeni je opét borelovska mnozina.

Obecnéji miizeme pravé tento pozadavek na 1) vztahnout pro kazdy
specialni pfipad veliiny i vektoru a definovat tak pojem funkce

z ndhodné veliciny ¢&i vektoru obecnégji.



Funkce ndhodnych veliéin
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Nejjednodussi funkci po konstantach je afinni zavislost
P(X) =a+ bX

s konstantami a,b € R, b # 0.
Je-li fx(x) pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny s diskrétnim
rozdélenim, snadno se vypocte

fao) = P(X)=y)= > f(x).

P(xi)=y

V pripadé afinni zavislosti Y = a + bX je proto pravdépodobnostni
funkce nenulova pravé v bodech y; = ax; + b.

Napf. soucet n nezavislych nahodnych velicin s alternativnim
rozdélenim A(p) je velicina s binomialni rozdéleni Bi(n, p).
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Podobné miizeme prepocist distribuéni funkci rozdéleni funkce ze
spojité nahodné veli¢iny, ¢i vektoru. Napf. ma-li Z s normalni
rozdéleni N(0, 1), pak velic¢iny Y = p 4 0Z budou mit distribuéni
funkci

y—p
= 1
Fy(y) = / Eeizpdz {substituce x = 1+ oz}

o1 (x —n)?
= ——|d
/_oo 2no exp( 202 x

Takovému rozdéleni fikame také normalni, piseme Y ~ N(u,o?).
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Podobné miizeme prepocist distribuéni funkci rozdéleni funkce ze
spojité nahodné veli¢iny, ¢i vektoru. Napf. ma-li Z s normalni
rozdéleni N(0, 1), pak velic¢iny Y = p 4 0Z budou mit distribuéni
funkci

y—p
= 1
Fy(y) = / Eeizpdz {substituce x = 1+ oz}

o1 (x —n)?
= ——|d
/_oo 2no exp( 202 x

Takovému rozdéleni fikame také normalni, piseme Y ~ N(u,o?).
Se soucty nezavislych spojitych veli¢in X a Y s hustotami fx a fy
je to slozitéjsi. PFimym vypoctem spoéteme distribuéni funkci
ndhodné promnné V=X + Y.

Fy(u) = /Xﬂ/<u fx (x)fy (y) dxdy = /u (/oo fx(x)fy (v — x) dx) dv.

—0o0 — o0

Je tedy sdruzenou hustotou souétu dvou nezavislych velicin pravé
konvoluce jejich hustot fyy = fx * fy.
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Stredni hodnota a rozptyl
[ Jelelelele)

Stredni hodnota

Necht X je nahodna velic¢ina s diskrétnim rozdélenim. Jestlize rada
Y ey xiP(X = x;) konverguje absolutné (zejména tedy pro
vsechny X s konecné mnoha moznymi hodnotami x;), pak jeji
soucet E X nazyvame stredni hodnotou X.
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Stredni hodnota

Necht X je nahodna velic¢ina s diskrétnim rozdélenim. Jestlize rada
Y ey xiP(X = x;) konverguje absolutné (zejména tedy pro
vsechny X s konecné mnoha moznymi hodnotami x;), pak jeji
soucet E X nazyvame stredni hodnotou X.

Je-li X nahodna velicina se spojitym rozdélenim s hustotou f(x) a
nevlastni integral ffooo xf(x)dx konverguje absolutné, pak jeho
hodnota E X se nazyva stredni hodnota X.
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Stredni hodnota

Necht X je nahodna velic¢ina s diskrétnim rozdélenim. Jestlize rada
Y ey xiP(X = x;) konverguje absolutné (zejména tedy pro
vsechny X s konecné mnoha moznymi hodnotami x;), pak jeji
soucet E X nazyvame stredni hodnotou X.

Je-li X nahodna velicina se spojitym rozdélenim s hustotou f(x) a
nevlastni integral ffooo xf(x)dx konverguje absolutné, pak jeho
hodnota E X se nazyva stredni hodnota X.

Je tedy EX = np, je-li X ~ Bi(n, p), zatimco pro rovhomérné
rozdéleni na intervalu (a, b) dostaneme dle ocekavani

b 2 _ .2

X 1b°—a 1
EX = dx = - == b).
/a b—a " 2 b_a 2(a—i— )
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Vlastnosti stfedni hodnoty

Uvazme nahodné veliciny X, Y, skalary a, b € R, ndhodny vektor
W = (Xi,...,X,) a ctvercovou skalarni matici B s n radky.

@ Pro konstantni nahodnou velicinu X = a € R jeEa = a.
e E(a+ bX)=a+ bEX.

e E(X+Y)=EX+EY.

e E(a+ BX) =a—+ B(EX).
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Vlastnosti stfedni hodnoty

Uvazme nahodné veliciny X, Y, skalary a, b € R, ndhodny vektor
W = (Xi,...,X,) a ctvercovou skalarni matici B s n radky.

@ Pro konstantni nahodnou velicinu X = a € R jeEa = a.
e E(a+ bX)=a+ bEX.

e E(X+Y)=EX+EY.

e E(a+ BX) =a—+ B(EX).

v

Jsou-li veliciny X a Y nezavislé, pak E(XY) =EXEY.
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Dalsi charakteristika popisuje, jak moc se da ¢ekat, ze se hodnoty
nahodné veliciny ,,hemzi“ kolem né&jaké hodnoty.

Definition

Necht X je nahodna velicina s konecnou stredni hodnotou. Pak
definujeme rozptyl veli¢iny X vyrazem

var X = E(X — EX)?,

pokud takova kone¢na hodnota existuje.
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[ele] le]ele]

Dalsi charakteristika popisuje, jak moc se da ¢ekat, ze se hodnoty
nahodné veliciny ,,hemzi“ kolem né&jaké hodnoty.

Definition

Necht X je nahodna velicina s konecnou stredni hodnotou. Pak
definujeme rozptyl veli¢iny X vyrazem

var X = E(X — EX)?,

pokud takova kone¢na hodnota existuje.
Odmocnina z rozptylu v/var X se nazyva smerodatna odchylka
nahodné veliciny X.

Jde o zjevnou obdobu definice kvadratu vzdalenosti vektord nebo
funkci. Zachycujeme tak ,,oéekavanou vzdalenost” hodnot X od jeji
stfedni hodnoty.
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Jestlize ma nahodna velicina X koneény rozptyl, pro libovolné
skalary a, b € R plati

o var X = EX? — (EX)?
o var(a+ bX) = b?var X
e y/var(a+ bX) = |b|Vvar X.
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Jestlize ma nahodna velicina X koneény rozptyl, pro libovolné
skalary a, b € R plati

o var X = EX? — (EX)?
o var(a+ bX) = b?var X
e y/var(a+ bX) = |b|Vvar X.

Obcas prifazujeme k X normovanou veli¢inu Z,

_X—-EX
B vvar X ’

kterd ma zjevné nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.

Z
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Normalni rozdéleni Z ma hustotu <p( )= ﬁeﬂzﬁ distribu¢ni

funkei ®(z) = [*__p(t)dt = [ \/—ﬂ e=2*/2dt.
Nahodna vellcma Y=p+0oZ po€R, o>0 ma distribuéni
funkci

Y—p

FY()/)Z/ -1 e /?2dz

00 2w

{substituce x = 1 + oz}

y 1 — )2
= J/p exp <:__()<ét):> Cb(
—0o V2O 20
Takové rozdéleni je normalni, piseme Y ~ N(u,c?).
Parametry odpovidaji stfedni hodnoté a rozptylu.
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Uvazme Z ~ N(0,1) a podivejme se na nahodnou velicinu X = Z2.
Fx(x) = P[Z* < ]

:/\/; L e 2 /2dz
—/x V2m

:/Xl t=1/2e=t/244
0

2T

s hustotou )
fe(x) = ——=t 12712,

V2r

Rikame mu rozdéleni X2, piseme X ~ X2(1).
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