NAHODNOSTNE TECHNIKY

e vlastnosti ndhodnostnych algoritmov
e typy ndhodnostnych algoritmov

e nahodnostné algoritmy pre optimalizaéné problémy
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ZAKLADNE POJMY

Definicia 1

Nech S je (konelny) priestor (elementarnych) udalosti.
Pravdepodobnostné rozdelenie je kaZda funkcia
Pr:P(S) — [0,1] s vlastnostami

(i) Pr({x}) > 0 pre kaZdi elementdrnu udalost x € S
(i) Pr(S)=1
(iii) Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) pre kaZdé udalosti A,B C S
také, Ze AN B = ().

o hodnota Pr(A) sa nazyva pravdepodobnost udalosti A

e dvojica (S, Pr) sa nazyva pravdepodobnostny priestor

o ak Pr({x}) = ﬁ pre vietky elementdrne udalosti x € S, tak
Pr sa nazyva uniformné pravdepodobnostné rozdelenie



Definicia 2
Nech S je kone&ny priestor udalosti. KaZda funkcia X : S — R sa
nazyva (diskrétna) nahodnd premennd na S.

Definicia 3
Nech (S, Pr) je pravdepodobnostny priestor a X nahodnd
premennd na S. Ocakdvand hodnota ndhodnej premennej X je

EIX] £ 3" X(s) - Pr({s})

seS

ekvivalentné oznalenie stfedni hodnota nahodni velic¢iny



olakdvand hodnota konStantny c je
Elc]=c

olakdvand hodnota sicinu ndhodnej premennej X a
konstantny c je
E[cX] = cE[X]

olakavana hodnota si¢tu ndhodnych premennych X a Y je
E[X + Y] = E[X] + E[Y]
pre nezavislé ndhodné premenné X a Y je olakdvana hodnota

ich sacinu

E[XY] = E[X]E[Y]
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PROBLEM ROVNOSTI

e na potitadi X je uloZend databdza x, na potitadi Y je uloZend
databdza y

e x a y st bindrne retazce dlliky n

e tlohou je rozhodniit, & x a y st zhodné

e zaujima n3s, kolko bitov si musia po&itate vymenit, aby
dokazali vyriesit problém rovnosti

e neexistuje deterministicky komunikaény protokol, ktory by
rieSil problém rovnosti a pritom si pocditace vymenili menej nez
n bitov

e navrhneme nahodnostny protokol, ktory je vyrazne efektivnejsi



Nahodnostny protokol pre problém rovnosti

vstup  poditaé X m3 bindrny retazec x = x1x ... X,
pocitaé Y ma bindrny retazec y = y1y>...yn
krok 1 X vyberie ndhodne prvotislo p z intervalu [2, n?]
(uvaZujeme uniformné rozdelenie pravdepodobnosti)
krok 2 X vypotita &islo s = Number(x) (mod p)
X posle bindrnu reprezentaciu &isel s a p poéitatu Y
krok 3 Y vypotita &islo g = Number(y) (mod p)
ak g # s, tak Y vrati odpoved x # y
ak g = s, tak Y vrati odpoved x = y

plati s < p < n?

je rovna dizke binirneho zapisu Cisel s, p, tj.
nanajvys

2 [logy n*] < 4 - [log, n]



red kvalita protokolu

e protokol mdZe poskytnit chybnii odpoved

e nech P(n?) = {p| p je prvotislo, p < n*}

e prvotislo p z P(n?) nazveme , ak jeho vyber
sposobi, Ze ndhodnostny protokol vrati

e pravdepodobnost chybnej odpovede pre vstup (x,y) je potom

polet ¥patnych prvo&isel pre (x, y)
|P(n?)]

e pre n > 9 plati

n2

|P(n?)] >

2lnn



pokralovanie

e ukaZeme, Ze

e ak x = y, tak Number(x) (mod p) = Number(y) (mod p)
pre kazdé prvotislo p a odpoved x = y je vZdy spravna.

o ak x # y, tak poéitat Y vréti nesprdvnu odpoved prave ak X
vybral prvotislo p také, ze

Number(x) (mod p) = Number(y) (mod p)

tj. ak p deli &islo w = |Number(x) — Number(y)|

o pretoZe x a y si bindrne retazce dfiky n, tak w < 2"

o faktorizaciou ¢isla w dostdvame w = pil . pg e p;-f, pri¢om
k<n-1

e w m3 nanajvy$ n — 1 prvotiselnych delitelov



ZAVER

pravdepodobnost, e protokol vrati nespravnu odpoved je pre
n>9

n—1 n—1 In n?

IP(n?)] — n?/Inn> — n




ZAVER

pravdepodobnost, e protokol vrati nespravnu odpoved je pre
n>9

n—1 n—1 In n?

IP(n?)] — n?/Inn> — n

deterministicky vs. ndhodnostny protokol

e n=10%
e zlo¥itost deterministického protokolu je 101°
e zloZitost ndhodnostného protokolu je 256

o pravdepodobnost, Ze ndhodnostny protokol vrati nespravnu
odpoved' je nanajvy¥ 0.36892 - 10~ 14
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MODEL 1

nahodnostny algoritmus A chdapeme ako pravdepodobnostné
rozdelenie nad kolekciou A, A, ..., A, deterministickych
stratégii

pre vstupnu inStanciu w sa ndhodne vyberie stratégia A;

10



kvalitu ndhodnostného algoritmu uréuje jeho

zloZitost olakdvand &asovd zloZitost

presnost spravnost vysledku pre rozhodnovacie problémy resp.
cena rieSenia pre optimaliza¢né problémy

11



ocakavana ¢asova zlozZitost

e vypotet A; na w oznatme C;, jeho &asovi zloZitost Time(C;)

o definujeme pravdepodobnostny priestor
Saw={G,...,Cn}, Pr), kde Pr je pravdepodobnostné
rozdelenie nad stratégiami Az, ..., A, (typicky sa uvaZuje
uniformné rozdelenie)

e nad S, definujeme ndhodni premennd Z,
Z(C) & Time(C;)

o olakavan3 zloZitost A na w je

ExpTimea(w) < E[Z] =Y Pr({G}) - Z(C)
i=1

e otakavani zloZitost ndhodnostného algoritmu A je

ExpTime 4(n) def max{ExpTime,(w) | |w| = n}
12



presnost pre

e nad S, definujeme ndhodni premennd X predpisom

def |1 ak C; vypotita pre w spravnu odpoved

0 inak

e pravdepodobnost Ze A vypotita pre w spravnu odpoved je
Errora(w) = E[X] = Z Pr({C}) - X(G;)

e pravdepodobnost chyby pre algoritmus A je
Errorp = max{1 — Errora(w)}
w

pre sa meni definicia ndhodnej premennej X

tak, aby vypovedala o kvalite vypocitaného rieSenia

13
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MAX-SAT

dand je booleovska formula v konjunktivnom normalnom tvare,
hladdme priradenie, ktoré splia maximalny mozny potet klauzulf

nahodnostny algoritmus pre MAX-SAT

vstup formula ® = F{ A Fo A ... A F v CNF nad mnoZinou
premennych {xi,x2,..., %}

vypocet pre i =1,...,n, ndhodne uniformne vyber hodnotu
a; € {0,1} (tj. Pr(cj =1) = Pr(aj =0) = 1)

vystup (a1, @2, ..., ap)

algoritmu je rovna dizke vystupu (a je

optimélna)
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o kvalite algoritmu vypovedd pomer poctu splnenych klauzuli
k pottu vsetkych klauzuli

pravdepodobnostny priestor je ({0,1}", Pr), kde Pr je
uniformné rozdelenie nad {0,1}"

pre vstup ® = F; A Fo A ... A Fpy, definujeme ndhodné
premenné 71,2, ..., Zy, predpisom

def | 1 ak klauzula F; je splnend priradenim «

0 ak klauzula F; nie je splnena priradenim «

nahodnd premennd Z = >, Z; vyjadruje polet splnenych
klauzuli; kvalita algoritmu je tak vyjadrend hodnotou E[Z]

EZl=E[)_z] =) E[Z]
j i=1

i=1

15



pokralovanie

o predpokladdme, Ze Ziaden literdl sa v klauzule neopakuje, Ze Ziadna
klauzula neobsahuje sti¢asne literdly x a —x a Ze v3etky klauzule su
navzajom rézne

e klauzula F; je nesplnend prave ak vsetky jej literdly maji hodnotu 0

E[Z] = 1-Pr(F; jesplnend) + 0- Pr(F; nie je splnend)
-
B 2k = 2
Elz] = SEZ)=2Y =2
[Z] ; [ ]_;2 5

e ocfakavany pocet splnenych klauzuli pre formulu s m klauzulami je
aspoil m/?2

16



pokracovanie

ak kazda klauzula obsahuje aspon k literdlov, tak o¢akdvany
pocet splnenych klauzuli pre formulu s m klauzulami je

(1= ()

algoritmus je vyhodny pre formule s dlhymi klauzulami

ak kazdd klauzula m3 prave 3 literdly (MAX-E3-SAT), tak
olakavany pocet splnenych klauzuli je %m
tj. aproximativny pomer algoritmu (v ofakdvanom pripade)

.7
JEé 3

17
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MAXIMALNY REZ GRAFU (MAX-CUT)

dany je neorientovany hranovo ohodnoteny graf

hladdme taky rozklad (rez) mnoZiny vrcholov grafu, ktory

maximalizuje sucet cien hran rezu

nahodnostny algoritmus pre MAX-CUT

vstup graf G = (V, H), ohodnotenie hrin w : H — Z

vypocet pre kazdy vrcholv v € V: s pravdepodobnostou % pridaj v
do mnoziny U

vystup U, V\ U

algoritmu je rovnd pottu vrcholov (a je

optimdlna)
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e definujeme ndhodné premenné Zj pre i,j € {1,...,|V|}
predpisom

Z"d—ef 1 ak{i,j}EH,fEU,jEV\U
! 0 inak

e nadhodna premennd Z = Z{ij}eH w;;Z;; vyjadruje vdhu hran
rezu

E[Z] = Z wi E[Z;] = Z wiiPr[{i, j}je hrana rezu]
{ij}eH {ij}eH

v
\
o
Y,
\{



VLASTNOSTI
NAHODNOSTNYCH
ALGORITMOV

MODEL II



MODEL 2

v kazdom kroku vypottu existuje niekolko moZnosti, ako vo
vypotte pokraZovat

kaZd4 moZnost ma ur&enti pravdepodobnost

pravdepodobnostny priestor sa definuje rovnako ako pre
model 1

hodnota Pr(C;) je definovand ako sicin pravdepodobnosti
vyberov uskuto&nenych vo vypocte C;

vietky ostatné pojmy su definované analogicky ako pre
model 1

20



PRIKLAD - QUICKSORT

Nahodnostny Quicksort

vstup mnozina &isel A

krok 1 ak A= {b} tak vystup je b
ak |A| > 2, tak ndhodne vyber prvok a € A

krok 2 Ac :={be A|b< a}
As ={bec A|b> a}
vystup (Quicksort(A<), a, Quicksort(Ax))

21
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KLASIFIKACIA NAHODNOSTNYCH ALGORITMOV

Las Vegas

e bez chybnej odpovede

e s pripustnou odpovedou neviem

Monte Carlo

e s jednostrannou chybou
e s dvojstrannou chybou

e s neohrani¢enou chybou

22
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LAS VEGAS ALGORITMY

e algoritmus pre kazdy vstup vypodita spravny vystup

o kltGovou charakteristikou Las Vegas algoritmu je jeho
otakdvand €asova zloZitost

o priklad: Quicksort s o&akdvanou &asovou zloZitostou O(nlog n)

23



LAS VEGAS ALGORITMY S ODPOVEDOU NEVIEM

predpokladdme, Ze algoritmus ako vystupni hodnotu méze

poskytnit tzv. neutrdlnu odpoved, ozna&ujeme ju neviem

Pr(A(x) = F(x)) > 1/2
Pr(A(x) = neviem) = 1 — Pr(A(x) = F(x))

e algoritmus pre kazdy vstup bud vypotita spravny vystup,
alebo ako vystup poskytne hodnotu neviem

e spravny vystup vypotita s pravdepodobnostou aspoii 1/2

24



PRIKLAD - ROVNOST PODRETAZCOV

e potita& X md desat retazcov xi, xp, ..., x10 € {0,1}"
potital Y ma desat retazcov yi, s, ..., y10 € {0,1}"

e potitaé X ma rozhodnlit, & existuje j € {1,...,10} také, Ze
Xj = Yj

e zaujima nas, kolko bitov si musia X a Y vymenit, aby
dokazali problém vyriegit

o deterministicky protokol potrebuje v najhorSom pripade 10n

bitov

o ukdZeme, Ze existuje randomizovany protokol, ktorému sta&i
n + O(log n) bitov

25



nahodnostny protokol RP pre rovnost podretazcov

vstup X ma retazce xi, x2,...,x10 € {0,1}"
Y m3 retazce y1,yo,...,y10 € {0,1}"

krok 1 X vyberie nahodne (uniformne) 10 prvoiisel p1, ..., pio
z intervalu [2, n?]

krok 2 X vypotita s; = Number(x;) (mod p;) pre i=1,...,10 a
posle &isla p1, ..., pio,S1,...,S10 politatu Y

krok 3 Y vypotita g = Number(y;) (mod p;) pre i =1,...,10

krok 4a ak s; # q; pre vsetky i = 1,...,10, tak Y posle X
hodnotu 0 a X vrati odpoved zamietam

krok 4b v opanom pripade nech j je najmensie &islo pre ktoré
Sj = qj
Y posle retazce j a yj potitatu X

krok 5 X porovnd x; a y;
ak sti zhodné, vrati odpoved akceptujem

ak st rozne, vrati odpoved neviem -



v najhorSom pripade si po&itale vymenia ¢&isla p1, ..., pio,

S1,-..,510, J,Yj (presnejsie: ich bindrne zapisy)

&isla p1,..., p1o, Si,-..,S10 sU mendie neZ n? a kadé sa da
9y ) )

reprezentovat bindrnym retazcom dlzky 2[log, n]

Eislo j sa dd reprezentovat 4 bitmi, y; md n bitov

spolu n+ 40[log, n| +4 = n+ O(log n) bitov
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e ak pre vietky vybrané prvotisla plati
Number(x;) (mod p;) # Number(y;) (mod p;), tak protokol
vrati spravnu (zamietajdcu) odpoved

e pre nahodne vybrané p; € P(n?) je pravdepodobnost toho, Ze

Number(x;) (mod p;) # Number(y;) (mod p;) aspofi

2Inn
1 2nn

2Inn 20Inn
>

1
Pr(RP(r) = zamietam)) > (1 — )0>1— 5
n

n

e naopak, ak pre nejaké vybrané prvodislo plati
Number(x;) (mod p;) = Number(y;) (mod p;), tak protokol
vrati odpoved neviem

28



nech r = x1,...,x10,¥1,--., Y10 J€ VStup a nech j je najmensie
Cislo take, Ze xj = y;

e zrejme Number(x;) (mod p;) = Number(y;) (mod p;)
a protokol akceptuje prave ak Number(x;) (mod p;) #
Number(y;) (mod p;) pre vietky i € {1,...,j — 1}

e analogicky ako v predchadzajiicom pripade sa dd ukizat, Ze
pravdepodobnost takejto udalosti je

(1-

e vyraz nadobuda minimalnu hodnotu pre j = 10 a preto

2Inn)j_121_2(1—1).lnn

n n

18Inn 1

Pr(RP(r) = akceptujem) > 1 — >3

e naopak, ak existuje i € {1,...,j — 1} také, Ze Number(x;)
mod p; = Number(y;) mod p;, tak protokol vrati odpoved
neviem.

29



TRANSFORMACIE LAS VEGAS ALGORITMOV |

transformdcia algoritmu A s odpoved ou neviem na algoritmus

B, ktory vypotita vzdy spravnu odpoved

e B simuluje A
e ak A vypotita odpoved neviem, tak B za&ne novy beh
algoritmu A

e v opa¢nom pripade vrati B rovnaky vysledok ako A

vlastnosti algoritmu B

o ak vypocet B skon&i, tak vZdy vrati sprdvnu odpoved
e olakavani Zasova zloZitost algoritmu B je
ExpTimeg(n) € O(Timea(n))

30



s

otakavana tasova zlozitost algoritmu B

pravdepodobnost, Ze B skon&i po jednom behu A je aspof
1/2,

po dvoch behoch 3/4, atd.

pravdepodobnost, 7e B skon&i v &ase nanajvy$ k - Timea(w)
je aspon 1 — 2%

bino vsetky vypocty A na w s vysledkom neviem maju dizku
Timea(w)

pre i € N nech Set; oznaluje mnoZinu tych vypo&tov C
algoritmu B na w, pre ktoré

(i —1)Timea(w) < Time(C) < i- Timea(w)

> Pr({c}) < 2,

CESet;

31



ExpTimeg(n)

IN
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TRANSFORMACIE LAS VEGAS ALGORITMOV I

e transformacia ma opodstatnenie v pripadoch, ked niektoré
vypolty algoritmu A st nelimerne dlhé

e ako zvolit hramicu, po ktorej B zastavi beh A a vrati odpoved
neviem tak, aby B bol stile Las Vegas algoritmus?

e postacujicou hranicou je
2 ExpTime(w)

pretoZe viac neZ polovica vypoétov A na w nemdZe mat

.....

ExpTime4(w))

33
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MONTE CARLO S JEDNOSTRANNOU CHYBOU

Nech A je randomizovany algoritmus pre jazyk L. A je Monte Carlo
algoritmus s jednostrannou chybou (1IMC) pre L ak

(i)
(if)

Specidlny pripad IMC algoritmu: hodnota Pr(A(x) = 1) sa
s rastiicou diZkou x limitne bli%i k 1

34



prikladom Monte Carlo algoritmu s jednostrannou chybou je
randomizovany protokol pre problém rovnosti

protokol akceptuje jazyk

L={(xy)|xye{0,1}" x #y,neN}

protokol akceptuje slovo z jazyka L s pravdepodobnostou
asponi 1 — %’1‘”

pre slovo nepatriace do L vypodita protokol vzdy spravnu
(zamietajicu) odpoved

pre uvedeny protokol plati, Ye pravdepodobnost akceptovania
sa pre slovad z L s rastlicou di¥kou slov limitne bliZi k 1

35



AMPLIFIKACIA

uprava algoritmu s ciefom znizit pravdepodobnost chybnej
odpovede pri zachovani jeho (asymptotickej) zloZitosti
motivacia

e presnost vs ddveryhodnost

e rozdiel medzi hodom mincou a ndhodnostnym vypo&tom

36



konstruujeme algoritmus Ay

algoritmus Ay zopakuje vypolet algoritmu A na vstupe x
nezdvisle(!) k krat za sebou

nech ag,ap,...,a st vystupy jednotlivych vypoctov

ak existuje index j taky, Ze a; = 1, tak algoritmus Ay
akceptuje vstup; v tomto pripade x zaruéene patri do L
naopak, ak a3 = ap = ... = ay = 0, tak algoritmus Ay
zamietne; zamietajlica odpoved algoritmu A, mdze byt
nespravna

pravdepodobnost nespravnej odpovede algoritmu A je
(Pr(A(x) = 0))¥ ; vlastnost (i) IMC algoritmu A garantuje,
se (Pr(A(x) = 0))k < (1/2)"

37



vlastnosti amplifikovaného algoritmu Ay

o volba parametru k je dand poZadovanou presnostou
amplifikovaného algoritmu: ak poZadujeme presnost ¢, tak
. k
volime k tak, aby 1 — (1/2) <eg
e lasova zloZitost algoritmu Ay je k ndsobkom zloZitosti
algoritmu A ( narast)

e pravdebobnost chybnej odpovede klesd
s rasticim parametrom k

38



ALGORITMUS MONTE CARLO S OHRANICENOU CHYBOU

Randomizovany algoritmus A je Monte Carlo algoritmus s ohrani-
¢enou chybou pre funkciu F prave ak existuje e € R, 0 < e < 1/2,
také, Ze pre kazdy vstup x

Las Veegas a Monte Carlo algoritmy s jednostrannou chybou st
Specidlnym pripadom Monte Carlo algoritmov s ohrani¢enou
chybou
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amplifikacia algoritmu A typu Monte Carlo s ohrani¢enou
chybou

konstruujeme algoritmus A;, ktory pre vstup x

e zopakuje vypolet A na x (nezdvisle!) t krat za sebou

vystupy jednotlivych vypoctov oznadi ag, ..., ot
e ak existuje hodnota «, ktoré sa v postupnosti ag, ..., a;
opakuje aspoit [5] krat, tak vystupom vypottu je o

e v opa¢nom pripade je vystupom neviem

algoritmus A; vypotita spravny vysledok s pravdepodobnostou
aspon
1—(1—4-£%):2

40



dokaz vlastnosti amplifikovaného algoritmu A;

e pre vstup x oznalme p a &4 Cisla také, ze

p = Pr(A(x) = F(x)) = % +ex

o urtime, akd je pravdepodobnost pr;(x) toho, Ze algoritmus A;
vypotita spravny vysledok v prave i vypottoch (i < [t/2])

41
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A: vypotita spravny vysledok F(x) préve ak aspofi [t/2] behov A
vypodita spravny vysledok a preto

13]
= 1-) pri(x)
i=0
N 1 .
o\
13]
1 t t
AR ()
i=0
> 1—(%—5)%)% 2t
> 1-(1-4-£2)
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o horna hranica pre velkost chyby (1 — 4 - £2)2 sa s rastiicim t
blizi k 0

e ak chceme, aby pre dand konstantu § platilo
Pr(Ai(x) = F(x)) > 1—94,

tak stadi zvolit t také, Ze

. 2-Iné
T In(1—-4-¢?)

e ak J a € s dané konstanty, tak t je tiez konstanta a

Timea,(n) € O(Timea(n))
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MONTE CARLO S NEOHRANICENOU CHYBOU

Randomizovany algoritmus A je Monte Carlo algoritmus
s neohranienou chybou pre funkciu F prave ak pre kazdy vstup x
plati
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e pre algoritmus A s neohranienou chybou sa rozdiel medzi
pravdepodobnostou chyby a hodnotou 1/2 méZe s rasticou
dizkou vstupu blizit k 0

e ak chceme, aby pre dané fixné ¢ platilo
Pr(Ai(x) = F(x)) > 1 -,

tak potet nezdvislych opakovani algoritmu A musi byt

t(| |)>2'7|”‘5
X = In(1—4-¢2)
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o uvazme situdciu ked Pr(A(x) = F(x)) = 5 + 557 > 3
o aky musi byt polet t nezdvislych opakovani vypoétu A na x,

ak pozadujeme, aby pre danu konstantu § platilo
Pr(A¢(x) = F(x)) >1—-0

t(|x[)

e asova

S 2-Inéd

~ In(l—4-£2)

_ __ 2o PN
In(1—4-2-K)) o
2-Inéd

> 52 In(l—y)<-—-yprel<y<l1

= (=2-Ing)- 2%,

zloZitost je exponencidlna vodi dlzke x,

Timea,(x) > (=2 -In¢8) - 22X . Timea(x)
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AMPLIFIKACIA

e (prava algoritmu s cielom zni%it pravdepodobnost chybnej
odpovede pri zachovani jeho (asymptotickej) zloZitosti

e trividlny postup: opakovanie celého vypoctu

o ako postupovat v situdcii, ked opakovanie celého vypoltu

vedie k neakceptovatelnému zvyseniu zloZitosti?
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MINIMALNY REZ

vstup neorientovany graf

pripustné riesenie rez grafu, tj. rozklad mnoZiny vrcholov grafu na
mnoZziny (A, B)

cena riegenia velkost rezu (A, B). tj. je po&et hrdn (s, t) grafu
takych, zZes€ A, t€ B

ciel pripustné rieSenie s minimalnou cenou
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DETERMINISTCKY ALGORITMUS

e redukcia na problém ndjdenia minimalneho s — t rezu
v orientovanom grafe

e v grafe G nahradime neorientovanu hranu (u, v) € E dvojicou
opa&ne orientovanych hran (u,v) a (v, u) s kapacitou 1

e zvolime pevne vrchol s a pre v3etky vrcholy t € V' \ {s}
vypotitame velkost minimélneho s — t rezu

e kapacita minimalneho s — t rezu je rovna hodnote

maximalneho s — t toku

o celkovd zlozitost O(n?)
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NAHODNOSTNY ALGORITMUS

e algoritmus zaloZeny na kontrakcii vrcholov

e multigraf G = (V, E) - ndsobné hrany medzi vrcholmi

o kontrakcia: ndhodne vyberieme hranu (u, v) grafu G a
vytvorime graf G’

e u a v st spojené do jedného nového vrcholu w; vSetky ostatné
vrcholy zostdvaju nezmenené

e hranu, ktorej jeden z koncovych vrcholov tvori u alebo v,
nahradime hranou s koncovym vrcholom w; ostatné hrany s
nezmenené

e postup rekurzivne aplikujeme na G’

e G’ ma supervrcholy w; kaZdy supervrchol w zodpoveda
mnoZine S(w) C V

e vypocet kon&i ked G’ obsahuje len dva supervrcholy vi a v

e mnoziny S(v1) a S(v2) uréujd rozklad mnoZiny vrcholov
51



N O a s W N o=

inicidlne volanie: graf G(V, E) a funkcia S(v) = {v}

Funkce KONTRAKCE(G = (V,E),S: V — 2V)

if G ma dva vrcholy v; a v» then return (rez (S(vi), S(w2))

ndhodne vyber hranu (u,v) € E

V — VUu{zy}\{u v}

E«— EUu{{x,zn}|{x,y} €E,y = ualeboy = v}
E« E\{{x,y} | {x,y} €E,y =ualebo y = v}
S(zu) < S(u) US(v)

Kontrakce(G = (V,E),S: V — 2Y)
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oznaéme k velkost minimalneho rezu

nech F je mnoZina hrdn, ktoré tvoria minimalny rez (A, B)

ak algoritmus v niektorom z krokov kontrahuje hranu z F, tak
jeho vystupom nembdZe byt rez (A, B)

pre odhad pravdepodobnosti kontrakcie hrany z F
potrebujeme odhad poctu hran: kazdy vrchol ma stupeni
aspofi k a preto |E| > Skn

pravdepodobnost, e v prvej iterdcii je kontrahovand hrana

z F je nanajvys
k 2
n
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uvazujme situdciu po j iteraciach, ked graf G ma n—j
supervrcholov a Ziadna hrana z F nebola kontrahovana

kazdy rez grafu G je rezom grafu G a preto kazdy vrchol v G
m3a stupeii aspoii k

celkovy poet hrdn v G je aspoi k(n—j)

pravdepodobnost, Ye v iteracii j + 1 je kontrahovand hrana

z F je nanajvy3

k 2

sk(n—j)  n—j
algoritmus najde rez (A, B) prave ak v Ziadnej iteracii sa

nekontrahuje hrana z F
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e udalost ¢; - v iterdcii j nie je kontrahovand hrana z F
e Pr(e1) >1—-2/n
o Pr(gjs1]leiNean...Nej) >1—-2/(n—))

Pr(e1) - Pr(ea | e1) - Pr(en—2|e1N...Nep3)

Z(l_i)(l_nil)...(l_nij (1 2
=220 - OG)

n

()




zloZitost algoritmu kontrakcii

o pravdepodobnost, Ze algoritmus nendjde globdlny minimdiny
rez je nanajvys (1 —1/(3))
e opakovanim vypotu mdZeme zni%it pravdepodobnost

netspechu (z ndjdenych rezov vyberdme najmensy)

e ak opakujeme vypocet (g) krat, tak pravdepodobnost
nedspechu je nanajvys

a-y(JHe <]

e celkovd zloZitost vy3Sia ako u deterministického algoritmu
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optimalizacia algoritmu kontrakcii

1. graf kontrahujeme aZ kym nema /(n) vrcholov, dalej po&itame
deterministicky

(optimélna volba funkcie /(n) = [n?/3))

2. pretoZe pravdepodobnost chybnej volby hrany rastie s po&tom
iterdcii, pri opakovani vypoltu opakujeme len kontrakcie
v zavere¢nych iteraciach

pri optimalnej volba parametra h a po&tu opakovani je
pravdepodobnost nelispechu ohrani¢end konstantou a zloZitost
vypottu je O(n?(log n)3)
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DERANDOMIZACIA

e algoritmicka technika transformécie randomizovaného
algoritmu na deterministicky algoritmus, ktory garantuje
rovnako dobré vysledky ako randomizovany algoritmus

e preto navrhujeme randomizovany algoritmus?

o (velmi Zasto) je jednoduchgie analyzovat a dokdzat vlastnosti
randomizovaného algoritmu nez jeho deterministickej varianty

« s s - s . 1 , s
e randomizdcia prindsa jednoduchost navrhu a analyzy
algoritmu, derandomizacia zachovava parametry algoritmu
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MAXIMALNA SPLNITELNOST (MAX-SAT)

N3ahodnostny algoritmus pre MAX-SAT

vstup formula ® = F; AFy A... A Fp, v CNF nad mnoZinou
premennych {xj,x2,...,x,}

vypotet ndhodne vyber priradenie (a1, an,...,a,) € {0,1}"
s pravdepodobnostou Pr(a; = 1) = Pr(a; = 0) = 3,

vystup (a1, a,...,ap)

e nahodna premennd Z vyjadruje pocet splnenych klauzulf

e olakdvany pocet splnenych klauzuli je
1
E[Z] > m/2 = §OPT
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DERANDOMIZACIA ALGORITMU PRE MAX-SAT

e namiesto ndhodného rozhodnutia, &i premennd x; ma hodnotu
true alebo false, priradime hodnotu premennej x;
deterministicky

e postupujeme sekven&ne: najprv uréime hodnotu premennej xi,
potom xo, atd'.

e vyuZiva sa vlastnost self-redukcie problému
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ako uréime hodnotu premennej x17

predstavme si, Ze hodnotu premennej x; uréime
deterministicky, ale hodnoty vSetkych ostatnych premennych
uréime ndhodne

v takom pripade m3 zmysel zvolit hodnotu premennej x; tak,
aby sa maximalizovala o¢akdvana hodnota poctu splnenych
klauzuli vysledného rieSenia

predpokladajme, Ze vieme vypoéitat o€akdvany pocet
splnenych klauzuli E[Z|,=1] formule F,,.—1, ktord vznikne z F
dosadenim hodnoty true za xq

premennej x; priradime hodnotu true prave ak ofakavany

N4

potet je vySsi pre formulu Fy .—1 neZ pre formulu Fy .—g
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predpis pre urlenie hodnoty premennej x;

1 ak E[Z|xy=1] > E[Z]|x=0]
0 inak

z definicie o¢akavanej hodnoty plati

E[Z] = E[Z|qg=1]Pr[x1 = 1]+ E[Z|x=0]Pr[x1 = 0]
= (ELZ]omr] + E[Z]go])

ak zvolime x; = 1, tak

ak zvolime x; = 0, tak
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nech ai, ..., a; si hodnoty, ktoré sme priradili premennym
X1y ey X
ako uréime hodnotu premennej X117

analogickym postupom:

1 ak E[Z|X1:31,...,x,-:a,-,x,-+1:1] 2 E[Z|x1:31,...,x,—:a,—,x,-+1:0]

Xi+1 = .
0 inak

z definicie o¢akavanej hodnoty plati

1
E[Z|X1=31,-~,Xf=ai] = EE[Z’X1=317~--,Xi=3i,Xi+1:1]

1
+§ E[Z’X1:31,~~~7Xi:ahxi+l:0]
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e pokracujeme az kym neuréime hodnoty vSetkych premennych

e oltakdvany potet splnenych klauzuli E[Z|s=a,. .. x,=a,] VO
formule F —5, .. x,—a, je rovny pottu splnenych klauzuli pre
zvolené hodnoty premennych

e indukciou overime, Ze

1
pocet splnenych klauzuli = E[Z|x=a;,...xp=2,] = E[Z] > EOPT
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ako vypotitame hodnotu E[Z |y =2, x—=a;]?

m
ElZ|q=a,,.. x=a] = E Prlklauzula C; formule Fy —,,, . x,=a; je splnend]
i=1

pre klauzulu C; je

e pravdepodobnost jej spinenia rovna 1 ak klauzula je po
dosadeni hodndt splnend

o pravdepodobnost je (1 — (3)¥) ak po dosadeni hodnét
obsahuje klauzula k literdlov
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priklad
F=(x1VxoV-x3Vxa)A(—x1V-x2Vxa)AxaA(x3V-xa)

_ 15,7, 1,3 _4
Z_16+8+2+4_16

Faq=1 = true A (—x2 V xa) A xo A (X3 V —xz)

Zy—1=1+3+3+3=1

Fro—0 = (x2 V —ix3 V xa) A true A xo A (x3 V —xa)

Zoo=5+1+3+3="2

pre x; volime hodnotu false
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priklad - pokracovanie

F= (Xl V X2 V —x3 \/X4) A (—\Xl V —Xo \/X4) A X2 N\ (X3 \/_‘X4)

Fa=0=0 = (X3 V xa) A true A false A\ (x3 V —x3)

Zy—0o—0=3+14+0+3 ="

Fr=0,,=1 = true A true A true A (x3 V —xa)

ZX1:0,X2:1=1+1—|—1_I’_%=%

pre x> volime hodnotu false
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DERANDOMIZACIA - ZHRNUTIE

e method of conditional expectations
o ,selfredukovatelnost” problému

e technika sa d4 aplikovat na dalSie prezentované algoritmy
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NAHODNOSTNE ALGORITMY
PRE OPTIMALIZACNE
PROBLEMY



RANDOMIZACIA A OPTIMALIZACNE PROBLEMY

aproximativny pomer R, algoritmu A chapeme ako nahodnu
premennu
cielom je

o odhadniit strednd hodnotu ndhodnej premennej Ry, alebo

e garantovat, e aproximativny pomer § sa dosiahne
s pravdepodobnostou aspo# 1/2.
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RANDOMIZOVANE APROXIMATIVNE ALGORITMY

Nech § je konstanta, § > 1. Randomizovany algoritmus A je

pre optimalizaény
problém U prave ak pre kazdy vstup x plati, Ze A(x) je pripustné
rieSenie x a zarovefi

Nech § je konstanta, § > 1. Randomizovany algoritmus A je

pre optimalizaény
problém U prave ak pre kaZzdy vstup x plati, Ze A(x) je pripustné
rieSenie x a zarovefi

Ra(x) je aproximativny pomer algoritmu A na vstupe x
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NAHODNOSTNE ALGORITMY
PRE OPTIMALIZACNE
PROBLEMY

MAXIMALNA SPLNITELNOST



Nahodnostny algoritmus pre MAX-SAT

vstup formula & = G A ... A Cp, v CNF nad mnoZinou

premennych {xj,x2,..., X}
vdhova funkcia w: C = {Gy,...Cn} — R
vypocet ndhodne vyber priradenie (a1, o, ..., a,) € {0,1}"

s pravdepodobnostou Pr(a; = 1) = Pr(a; =0) = 3

vystup (a1, @2, ..., ap)

analyza algoritmu
e nahodna premenna W = véaha splnenych klauzulf

e pre klauzulu ¢, ndhodna premennd W/, je rovnd vahe, ktorou

klauzula c prispieva do W, W =3 . W,
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oznaéme k pocet literdlov v klauzule ¢

klauzula je nesplnena prave ak vietky jej literdly su false, tj.
s pravdeposobnostou 27K

olakavand hodnota ndhodnej premennej W, je
E[W,] = wcPr[c je splnend] + OPr[c nie je splnend] = w,(1 —27%)
pre k > 1 plati 1 — 27k > 1/2 a preto

1 1
EW]=> E[W] > 52“’62 5 OPT

ceC ceC

kde OPT je hodnota optimalneho riesenia
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MAX-SAT A ULOHA LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

pre konstruckiu nahodnostného algoritmu pre MAX-SAT
vyuZijeme redukciu na tlohu linedrneho programovania
pre kazdi klauzulu ¢ € C oznatme S} (SZ) mnoZinu tych
literdlov, ktoré sa v ¢ vyskytuju v pozitivnom tvare

(s negéciou)

kaZdej premennej x; booleovskej formule F zodpoveda

premennd y; ulohy linedrneho programovania

kaZdej klauzule ¢ zodpoveda premennd z.; hodnota z. =1
indikuje, Ze klauzula je splnend

linedrne ohranicenia garantuju, Ze z. = 1 len ak aspoii jeden
literdl klauzuly je splneny
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redukcia MAX-SAT na ulohu LP

maximalizovat Z WeZe
ceC
pri splneni Z yi+ Z (1-yi) >z
ieSt i€eSc
z. € {0,1}
yi €{0,1}

relaxovana uloha LP

maximalizovat Z WeZe
ceC
pri splnen{ Z yi + Z (1-yi) >z
ieST ieSc
0<2z <1
<yi<l1

ceC

celC

| =



vyrieSime relaxovanu dlohu LP
nech (yi,...,¥n, 21, -.,2Zm) je optimalne rieZenie

booleovskej premennej x; priradime hodnotu true

s pravdepodobnostou y;

kvalitu ndjdeného rieSenia vyjadrime pomocou ndhodnych
premennych W a W,
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Ak klauzula ¢ ma k literdlov, tak

EMQ:%l—u—%ﬁﬁwq.

e binoc=(x1V...Vx)
e c je splnend prave ak nie vietky jej literdly maji hodnotu
false; pravdepodobnost takejto udalosti je

- [ (1- ) 21— (B = (1 Zank
>1- (1 %) ze €[0,1]

>1—(1—3)kz
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Ak vdetky klauzule maju velkost nanajvy$ k, tak
E[W] > (1—(1—%))OPT

e oznatme k. velkost klauzule ¢ a OPT¢ hodnotu optimalneho
rieSenia relaxovanej tlohy LP

o vyuZijeme fakt, Ze funkcia (1 — (1 — £)) je klesajica

¢ E[W] chec E[W]

> ZCEC(]' (1- —)kC)WCzC

> (1— (1= 0)") Xeee Weze

> (1-(1-3)9)OPT¢ > (1— (1— $)X)OPT
Algoritmus zaloZeny na redukcii na dlohu LP je

randomizovanym (1 — 1/e) aproximativnym algoritmom pre
MAX-SAT.
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KOMBINOVANY NAHODNOSTNY ALGORITMUS

e pozorovanie
e algoritmus, ktory ndhodne priraduje hodnoty premennym, sa
chova dobre pre formule s velkymi klauzulami
e naopak, algoritmus zaloZeny na redukcii na dlohu LP, sa chova
dobre pre formule s malymi klauzulami
e otazka

e ako postupovat pre obecni formulu?
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e A; - algoritmus ndhodného vyberu
Ay - algoritmus redukcie na tlohu LP
o dokazali sme, Ye ak klauzula ¢ ma velkost k, tak

EW A = (1-2"F)w,

E[W | A3] > (1—%)k)wczc

e pre kombinovany algoritmus plati

EIW] = S(EIWelA) + S EIW] Ag])
> 0= +2(1_i)k))wczc > 2wz,
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DERANDOMIZACIA KOMBINOVANEHO ALGORITMU

pouZi derandomizovany 1/2 aproximativny algoritmus pre
MAX-SAT

pouZi derandomizovany 1 - 1/e aproximativny algoritmus pre
MAX-SAT

vystupom je lepSie z vypocitanych priradeni

jedno z vypotitanych rie$eni musi mat cenu aspol E[W] > %OPT
a preto deterministicky algoritmus
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o F=0x1Vx)A(=x1Vx)A(x1V-x)A(—x1V-x2)
s jednotkovou védhou klauzuli (OPT=3 a OPT; = 4)

o f=(xVy)A(xV-y)A(—aVz)svahami klauzuli1l,1a2+¢
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