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11 Formalizace a d̊ukazy pro algoritmy11 Formalizace a d̊ukazy pro algoritmy

Je faktem, že situace, kdy programátorem zapsaný kód ve skutečnosti poč́ıtá něco
trochu jiného, než si autor p̌redstavuje, je snad nejčastěǰśı programátorskou chybou –
o to zákěrněǰśı, že ji žádný

”
chytrý“ p̌rekladač nemůže odhalit.

Proto již na počátku studia informatiky je žádoućı klást důraz na správné chápáńı
zápisu algoritmů i na p̌resné důkazy jejich vlastnost́ı a správnosti.

✷Stručný p̌rehled lekceStručný p̌rehled lekce

* Jednoduchá formalizace pojmu algoritmus.

* Jak dokazovat vlastnosti a správnost algoritmů.

* Indukce p̌ri dokazováńı algoritmů.
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11.1 Formálńı popis algoritmu11.1 Formálńı popis algoritmu

Před samotným závěrem kurzu si položme otázku, co je vlastně algoritmus?

Poznámka : Za definici algoritmu je obecně p̌rij́ımána tzv. Church–Turingova teze
tvrd́ıćı, že všechny algoritmy lze

”
simulovat“ na Turingově stroji. Jedná se sice o

p̌resnou, ale značně nepraktickou definici.

Mimo Turingova stroje existuj́ı i jiné matematické modely výpočt̊u, jako ťreba stroj
RAM, který je abstrakćı skutečného strojového kódu, nebo neprocedurálńı modely. ✷

Konvence 11.1. Zjednodušeně zde algoritmem rozuḿıme konečnou posloup-
nost elementárńıch výpočetńıch krok̊u, ve které každý daľśı krok vhodně využ́ıvá
(neboli záviśı na) vstupńı údaje či hodnoty vypočtené v předchoźıch kroćıch.
Tuto závislost přitom poj́ımáme zcela obecně nejen na operandy, ale i na
vykonávané instrukce v kroćıch.

Pro zápis algoritmu a jeho zpřehledněńı a zkráceńı využ́ıváme ř́ıd́ıćı konstrukce
– podḿıněná větveńı a cykly. ✷

Vid́ıte, jak bĺızké si jsou konstruktivńı matematické důkazy a algoritmy v našem pojet́ı?
Jedná se nakonec o jeden ze záměr̊u našeho p̌ŕıstupu. . .
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Ukázka algoritmického zápisu

Př́ıklad 11.2. Zápis algoritmu pro výpočet pr̊uměru daného pole a[] s n prvky.

• Inicializujeme sum← 0 ;

• postupně pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme
∗ sum← sum+a[i] ;

• vyṕı̌seme pod́ıl (sum/n) . ✷

✷

Ve
”
vyšš́ı úrovni“ formálnosti se totéž dá zapsat jako:

Algoritmus 11.3. Pr̊uměr z daného pole a[] s n prvky.

input pole a[] délky n ≥ 1;
sum← 0;

foreach i← 0,1,2,...,n-1 do

sum← sum+a[i];

done

res← sum/n;

output res .
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Symbolický zápis algoritmů

Značeńı. Pro poťreby symbolického formálńıho zápisu algoritmů v předmětu
FI: IB000 si zavedeme následuj́ıćı pravidla:

• Proměnné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odlǐśıme závorkami p[].

• Přǐrazeńı hodnoty zapisujeme a← b, př́ıpadně a := b, ale nikdy ne a=b.

• Jako elem. operace je možné použ́ıt jakékoliv aritmetické výrazy v běžném
matematickém zápise. Rozsahem a přesnost́ı č́ısel se zde nezabýváme. ✷

• Podḿıněné větveńı uvedeme kĺıčovými slovy if ... then ... else

... fi , kde else větev lze vynechat (a někdy, na jednom řádku, i fi).

• Pevný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy foreach ... do ... done ,
kde část za foreach muśı obsahovat předem danou množinu hodnot pro
přǐrazováńı do ř́ıd́ıćı proměnné.

• Podḿıněný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy while ... do ... done .
Zde se může za while vyskytovat jakákoliv logická podḿınka. ✷

• V zápise použ́ıváme jasné odsazováńı (zleva) podle úrovně zanǒreńı
ř́ıd́ıćıch struktur (což jsou if, foreach, while).

• Pokud je to dostatečně jasné, elementárńı operace nebo podḿınky
můžeme i ve formálńım zápise popsat běžným jazykem.
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Co poč́ıtá následuj́ıćı algoritmus?

Př́ıklad 11.4. Je dán následuj́ıćı symbolicky zapsaný algoritmus. Co je jeho
výstupem v závislosti na vstupech a, b?

Algoritmus 11.5.
input a, b;

res← 7;

foreach i← 1,2,...,b-1,b do

res ← res + a + 2·b + 8;
done

output res .
✷

Vypoč́ıtáme hodnoty výsledku res v počátečńıch iteraćıch cyklu:

b = 0: res = 7,
b = 1: res = 7 + a+ 2b+ 8,
b = 2: res = 7 + (a+ 2b+ 8) + (a+ 2b+ 8), . . .✷

Co dále? Výčet hodnot naznačuje pravidelnost a závěr, že obecný výsledek po b
iteraćıch cyklu bude ḿıt hodnotu

res = 7 + b(a+ 2b+ 8) = ab+ 2b2 + 8b+ 7 . ✷
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11.2 O
”
správnosti“ a dokazováńı programů11.2 O

”
správnosti“ a dokazováńı programů

Jak se máme přesvědčit, že je daný program poč́ıtá
”
správně“?✷

• Co ťreba laděńı programů? ✷

Jelikož počet možných vstupńıch hodnot je (v principu) neohraničený, nelze
otestovat všechna možná vstupńı data.✷

• Situace je zvláště komplikovaná v př́ıpadě paralelńıch, randomizovaných,
interaktivńıch a nekonč́ıćıch programů (operačńı systémy, systémy ř́ızeńı
provozu apod.). Takové systémy maj́ı nedeterministické chováńı a opako-
vané experimenty vedou k r̊uzným výsledk̊um.
Nelze je tud́ıž ani rozumně ladit. . . ✷

• V některých př́ıpadech je však ťreba ḿıt naprostou jistotu, že program
funguje tak jak má, př́ıpadně že splňuje základńı bezpečnostńı požadavky.✷

∗ Pro
”
malé“ algoritmy je možné podat přesný matematický důkaz✷.

∗ Nar̊ustaj́ıćı složitosti programových systémů si pak vynucuj́ı vývoj jiných

”
spolehlivých“ formálńıch verifikačńıch metod. ✷

Mimochodem, co to vlastně znamená
”
poč́ıtat správně“?
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Ukázka formálńıho d̊ukazu algoritmu

Př́ıklad 11.6. Je dán následuj́ıćı symbolicky zapsaný algoritmus. Dokažte, že
jeho výsledkem je

”
výměna“ vstupńıch hodnot a, b.

Algoritmus 11.7.
input a, b;

a ← a+b;

b ← a-b;

a ← a-b;

output a, b . ✷

Pro správný formálńı důkaz si muśıme nejprve uvědomit, že je ťreba symbolicky
odlǐsit od sebe proměnné a,b od jejich daných vstupńıch hodnot, ťreba ha, hb.✷

Nyńı v kroćıch algoritmu poč́ıtáme hodnoty proměnných:

∗ a = ha, b = hb,
∗ a← a+ b = ha + hb, b = hb, ✷

∗ a = ha + hb, b← a− b = ha + hb − hb = ha, ✷

∗ a← a− b = ha + hb − ha = hb, b = ha,

T́ımto jsme s důkazem hotovi. ✷
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Jednoduché indukčńı dokazováńı

Pro dokazováńı algoritmů se jev́ı nejvhodněji matematická indukce, která je

”
jako stvǒrená“ pro formálńı uchopeńı opakovaných sekvenćı v algoritmech. ✷

Př́ıklad 11.8. Dokažte, že násl. algoritmus navrát́ı výsledek ab+ 2b2 + 8b+ 7.

Algoritmus 11.9.
input a, b;

res← 7;

foreach i← 1,2,...,b-1,b do

res ← res + a + 2·b + 8;
done

output res .

✷

V prvé řadě si z důvodu formálńı přesnosti přeznač́ıme mez cyklu v algoritmu
na foreach i← 1,2,...,c do .. (kde c = b). Poté postupujeme přirozeně
indukćı podle počtu c iteraćı cyklu (už nezávisle na vstupńı hodnotě b); dokazu-
jeme, že výsledek výpočtu algoritmu bude

res = (a+ 2b+ 8)c+ 7 = ac+ 2bc+ 8c+ 7 .
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Algoritmus .
input a, b;

res← 7;

foreach i← 1,2,...,c-1,c do

res ← res + a + 2·b + 8;
done

output res .

Tvrzeńı: res = ac+ 2bc+ 8c+ 7. ✷

Důkaz indukćı podle c (= počtu iteraćı cyklu
”
foreach i“):

∗ Pro c = 0 je výsledek správně res = 0 + 7. ✷

∗ Pokud dále předpokládáme platnost vztahu res = ac + 2bc + 8c + 7 po
nějakých c iteraćıch cyklu foreach, tak následuj́ıćı iterace pro i← c + 1
(jej́ıž pr̊uběh na samotné hodnotě i nezálež́ı) ✷změńı hodnotu na

res ← res+ a+ 2b+ 8 = ac+ 2bc+ 8c+ 7 + a+ 2b+ 8 =

= a(c+ 1) + 2b(c+ 1) + 8(c+ 1) + 7 .

Důkaz indukćı je t́ım hotov. ✷
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11.3 Rekurzivńı algoritmy11.3 Rekurzivńı algoritmy

∗ Rekurentńı vztahy posloupnost́ı, stručně uvedené v Odd́ıle 5.1, maj́ı svou
přirozenou obdobu v rekurzivně zapsaných algoritmech. ✷

∗ Zjednodušeně řečeno to jsou algoritmy, které se v pr̊uběhu výpočtu
odvolávaj́ı na výsledky sebe sama pro jiné (menš́ı) vstupńı hodnoty. ✷

∗ U takových algoritmů je zvláště důležité kontrolovat jejich správnost a také
praktickou proveditelnost (časovou i pamět’ovou). ✷

Př́ıklad 11.10. Symbolický zápis jednoduchého rekurzivńıho algoritmu.

Algoritmus .
function factorial(x ):

if x ≤ 1 then t← 1;

else t ← x · factorial(x-1);
return t .

Co je výsledkem výpočtu? ✷

Jednoduše řečeno, výsledkem je faktoriál vstupńı přirozené hodnoty x, tj. hod-
nota x! = x · (x− 1) · · · · · 2 · 1. ✷
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Fibonacciho č́ısla

Pro jiný př́ıklad rekurze se vrát́ıme k Odd́ılu 5.1, kde byla zḿıněna
známá Fibonacciho posloupnost 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . . . Ve
skutečnosti tuto posloupnost budeme uvažovat již od nultého členu, tj. jako
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . . ✷

Algoritmus 11.11. Rekurzivńı výpočet členů Fibonacciho posloupnosti.
Pro dané přirozené x ≥ 0 vypoč́ıtáme x-té Fibonacciho č́ıslo následovně:

function fibonacci(x ):

if x < 2 then t← x;

else t ← fibonacci(x-1)+fibonacci(x-2);

return t . ✷

Správnost Algoritmu 11.11 je v́ıceméně žrejmá z jeho p̌ŕımé podoby s rekurentńım
vzorcem v definici Fibonacciho č́ısel. Zamyslete se však, jak je to s praktickou

”
proveditelnost́ı“ takového algoritmu. . .

Co ťreba fibonacci(40) nebo fibonacci(50)?
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Př́ıklad 11.12. Nerekurzivńı algoritmus pro Fibonacciho č́ısla.

Dokažte, že následuj́ıćı algoritmus pro každé přirozené n poč́ıtá tutéž hodnotu
jako rekurentńı funkce fibonacci(n) v Algoritmu 11.11.

Algoritmus .
input n;

b[0]← 0; b[1]← 1;

foreach i← 2,3,...,n do

b[i] ← b[i-1]+b[i-2];

done

output b[n] . ✷

Indukćı budeme dokazovat, že po i-té iteraci cyklu algoritmu bude vždy platit
b[i] = fibonacci(i): Co se týče báze indukce, toto vyplývá z úvodńıho přǐrazeńı.✷

∗ Pro libovolné i ≥ 1 předpokládáme platnost indukčńıho předpokladu
b[j] = fibonacci(j) pro j ∈ {i, i − 1}.

∗ V (i+ 1)-ńı iteraci cyklu nastane

b[i+1]← b[i]+b[i−1] = fibonacci(i)+fibonacci(i−1) = fibonacci(i+1),

přesně podle definice. ✷
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11.4 Přehled technik d̊ukazu indukćı11.4 Přehled technik d̊ukazu indukćı

• Doposud zde byla matematická indukce představována ve své př́ımočaré
formě, kdy dokazované tvrzeńı obvykle př́ımo nab́ızelo celoč́ıselný parametr,
podle nějž bylo poťrebné indukci vést. ✷

• Indukčńı krok pak prostě zpracoval přechod
”
n = i ❀ n = i+ 1“. ✷

• To však u dokazováńı správnosti algoritmů typicky neplat́ı a našim ćılem
zde je ukázat možné techniky, jak správně indukci na dokazováńı algoritmů
aplikovat. ✷

• Uvid́ıme, jak si z nab́ızej́ıćıch se parametr̊u správně vybrat a jak je př́ıpadně
kombinovat.



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2018 14 / 26 FI: IB000: Důkazy pro algoritmy

Technika fixace parametru

Př́ıklad 11.13. Mějme následuj́ıćı algoritmus. Co je jeho výsledkem výpočtu?

Algoritmus .
input x, y;

res ← 0;

while x > 0 do

res ← res + y; x ← x-1;

done

output res . ✷

Sledováńım algoritmu zjist́ıme, že hodnota proměnné res bude nar̊ustat jako
součet y + · · · + y, dokud se x nesńıž́ı na nulu. Poté odhadneme:

Věta. Pro každé x, y ∈ N Algoritmus 11.13 vypoč́ıtá hodnotu res = x · y.
Jaký je vhodný postup k důkazu tohoto tvrzeńı indukćı? Je snadno vidět, že na
hodnotě vstupu y vlastně nijak podstatně nezálež́ı (lze y fixovat) a důležité je
sledovat x. Tato úvaha nás dovede k následuj́ıćımu:
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while x > 0 do

res ← res + y; x ← x-1;

done

Důkaz: Budiž hy ∈ N libovolné ale pro daľśı úvahy pevné.

Dokážeme, že pro každý vst. x ∈ N je výsledkem výpočtu hodnota r0 + x · hy,
kde hy byla hodnota vstupu y a r0 byla hodnota v proměnné res na začátku
uvažovaného výpočtu (pro poťreby indukce, r0 = 0 na úplném začátku). ✷

• Báze x = 0 znamená, že tělo cyklu ve výpočtu ani jednou neproběhne a
výsledkem bude počátečńı r0. ✷

• Indukčńı krok. Necht’ je tvrzeńı známo pro x = i ∈ N a uvažujme nyńı
vstup x := i+ 1 > 0. Prvńım pr̊uchodem cyklem se ulož́ı res← res+ y =
r0 + hy = r1 a x← x− 1 = i.
Počátečńı hodnota res nyńı (pro naše indukčńı úvahy) tud́ıž je r0 + hy = r1
a podle indukčńıho předpokladu je pak výsledkem výpočtu hodnota

r1 + i · hy = (r0 + hy) + i · hy = r0 + (i+ 1) · hy = r0 + x · hy .

Důkaz matematickou indukćı je t́ımto ukončen (a ještě polož́ıme r0 = 0).
✷
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Indukce k součtu parametr̊u

Př́ıklad 11.14. Co je výsledkem následuj́ıćıho rekurzivńıho výpočtu?

Algoritmus .
function kombinacni(m,n ) :

res ← 1;

if m> 0 ∧ n> 0 then

res ← kombinacni(m-1,n)+ kombinacni(m,n-1);

fi

return res . ✷

Výše uvedený vzorec (a ostatně i název funkce) naznačuje, že funkce má co
společného s kombinačńımi č́ısly a Pascalovým trojúhelńıkem

(

a+ 1

b+ 1

)

=

(

a

b+ 1

)

+

(

a

b

)

,

je však ťreba správně
”
nastavit“ význam parametr̊u a, b. . .✷

Věta. Pro každé parametry m,n ∈ N je výsledkem výpočtu funkce
kombinacni(m,n) hodnota res =

(m+n
m

)

(kombinačńı č́ıslo) – počet všech

m-prvkových podmnožin (m+ n)-prvkové množiny.
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res ← 1;

if m> 0 ∧ n> 0 then

res ← kombinacni(m-1,n)+ kombinacni(m,n-1);

fi

res ?

=

(

m+n
m

)

Důkaz indukćı vzhledem k součtu parametr̊u i = m+ n: ✷

• Báze i = m + n = 0 pro m,n ∈ N znamená, že m = n = 0. Zde však s
výhodou využijeme tzv.

”
rozš́ı̌reńı báze“ na všechny hraničńı př́ıpady m = 0

nebo n = 0 zvlášt’.

V obou rozš́ı̌rených př́ıpadech daná podḿınka algoritmu neńı splněna, a
proto výsledek výpočtu bude iniciálńı res = 1. Je toto platná odpověd’? ✷

∗ Kolik je prázdných podmnožin (m = 0) jakékoliv množiny? Jedna, ∅.
∗ Kolik je m-prvkových podmnožin (n = 0) m-prvkové množiny? Zase

jedna, ta množina samotná.

T́ım je důkaz rozš́ı̌rené báze indukce dokončen.
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res ← 1;

if m> 0 ∧ n> 0 then

res ← kombinacni(m-1,n)+ kombinacni(m,n-1);

fi

• Indukčńı krok přecháźı na součet i+ 1 = m+ n pro m,n > 0.
Nyńı je podḿınka algoritmu splněna a vykonaj́ı se rekurentńı voláńı

kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1) .✷

Rekurentńı voláńı se vztahuj́ı k výběru podmnožin nosné množiny, která
má m − 1 + n = m + n − 1 = i prvk̊u, např́ıklad M = {1, 2, . . . , i}.
Výsledkem tedy je, podle indukčńıho předpokladu pro součet i, počet všech
(m− 1)-prvkových plus m-prvkových podmnožin množiny M . ✷

Kolik je m-prvkových podmn. (i+1)-prvkové množiny M ′ = M ∪ {i+ 1}?
Pokud ze všech těchto podmnožin odebereme prvek i+1, dostaneme právě

* m-prvkové podmnožiny (z těch neobsahuj́ıćıch prvek i+ 1)
plus

* (m− 1)-prvkové podmnožiny (z těch původně obsahuj́ıćıch i+ 1). ✷

A to je v součtu rovno kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1), jak
jsme měli dokázat. ✷
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Ześıleńı dokazovaného tvrzeńı

Př́ıklad 11.15. Zjistěte, kolik znak̊u ’z’ v závislosti na celoč́ıselné hodnotě n
vstupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 11.16.
input n;

st ← "z";

foreach k ← 1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni řetězec st;

st ← st . st ; (žretězeńı dvou kopíı st za sebou)
done ✷

Zkuśıme-li si výpočet simulovat pro n = 0, 1, 2, 3, 4 . . . , postupně dostaneme
počty ’z’ jako 0, 1, 3, 7, 15 . . . . ✷Na základě toho již neńı obt́ıžné

”
uhodnout“,

že počet ’z’ bude (asi) obecně určen vztahem 2n − 1.

Toto je však ťreba dokázat! ✷

Jak záhy zjist́ıme, matematická indukce na naše tvrzeńı p̌ŕımo
”
nezab́ırá“, ale mnohem

lépe se nám povede s následuj́ıćım p̌rirozeným ześıleńım dokazovaného tvrzeńı:
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Algoritmus .
st ← "z";

foreach k ← 1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni řetězec st;

st ← st . st ; (žretězeńı dvou kopíı st za sebou)
done

Věta. Pro každé přirozené n Algoritmus 11.16 vyṕı̌se právě 2n − 1
znak̊u ’z’ a proměnná st bude na konci obsahovat řetězec 2n znak̊u ’z’.✷

Důkaz: Postupujeme indukćı podle n. Báze pro n = 0 je žrejmá, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tud́ıž bude vytǐstěno 0 = 20 − 1 znak̊u ’z’, což bylo
ťreba dokázat. Mimo to proměnná st iniciálně obsahuje 1 = 20 znak ’z’.✷

Necht’ tedy tvrzeńı plat́ı pro jakékoliv n = i ≥ 0 a uvažme vstup n := i+1. Podle
indukčńıho předpokladu po prvńıch i iteraćıch bude vytǐstěno 2i− 1 znak̊u ’z’

a proměnná st bude obsahovat řetězec 2i znak̊u ’z’. V posledńı iteraci cyklu
(pro k← n= i + 1) vytiskneme z proměnné st daľśıch 2i znak̊u ’z’ a poté
délku řetězce st

”
zdvojnásob́ıme“. ✷

Proto po n iteraćıch bude vytǐstěno celkem 2i − 1 + 2i = 2i+1 − 1 = 2n − 1
znak̊u ’z’ a v proměnné st bude uloženo 2 · 2i = 2i+1 = 2n znak̊u ’z’.

✷
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11.5 Dodatek: Zaj́ımavé algoritmy aritmetiky11.5 Dodatek: Zaj́ımavé algoritmy aritmetiky

Euklid̊uv algoritmus

Algoritmus 11.17. Euklid̊uv pro nejvěťśıho společného dělitele.

input p, q ;

while p>0 ∧ q>0 do

if p>q then p ← p-q;

else q ← q-p;

done

output p+q . ✷

Věta. Pro každé p, q ∈ N na vstupu algoritmus vrát́ı hodnotu největš́ıho
společného dělitele č́ısel p a q, nebo 0 pro p = q = 0.✷

Důkaz povedeme indukćı podle součtu i = p+ q vstupńıch hodnot.
(Jak jsme psali, je to přirozená volba v situaci, kdy každý pr̊uchod cyklem
algoritmu sńıž́ı jedno z p, q, avšak neńı jasné, které z nich.) ✷

• Báze indukce pro i = p + q = 0 je žrejmá; cyklus algoritmu neproběhne
a výsledek ihned bude 0.
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while p>0 ∧ q>0 do

if p>q then p ← p-q;

else q ← q-p;

done

• Ve skutečnosti je zase výhodné uvažovat rozš́ı̌renou bázi, která zahrnuje i
př́ıpady, kdy jen jedno z p, q je nulové (což je ukončovaćı podḿınka cyklu).✷
Pak výsledek p+ q bude roven tomu nenulovému z obou sč́ıtanc̊u, což je v
tomto př́ıpadě zároveň jejich největš́ı společný dělitel. ✷

• Indukčńı krok. Uvažme vstupy p := hp a q := hq, přičemž hp + hq = i+1
a hp > 0 a hq > 0 – tehdy dojde k prvńımu pr̊uchodu tělem cyklu. ✷

∗ Předp. hp > hq; poté po prvńım pr̊uchodu tělem cyklu budou hodnoty
p = hp − hq a q = hq, což znamená p+ q = hp ≤ hp + hq − 1 = i.

∗ Podle indukčńıho předpokladu tud́ıž výsledkem algoritmu pro vstupy
p = hp−hq a q = hq bude největš́ı společný dělitel NSD(hp−hq, hq).✷

∗ Symetricky pro hp ≤ hq algoritmus vrát́ı NSD(hp, hq − hp).

Důkaz proto bude dokončen následuj́ıćım Lematem 11.18. ✷
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Nejvěťśı společný dělitel

Lema 11.18. NSD(a, b) = NSD(a− b, b) = NSD(a, b− a).

Všimněte si, že dělitelnost je dob̌re definována i na záporných celých č́ıslech. ✷

Důkaz: Ově̌ŕıme, že c = NSD(a− b, b) je také největš́ı společný dělitel č́ısel a
a b (druhá část je pak symetrická). ✷

• Jelikož č́ıslo c děĺı č́ısla a− b a b, děĺı i jejich součet (a− b)+ b = a. Potom
c je společným dělitelem a a b. ✷

• Naopak necht’ d nějaký společný dělitel č́ısel a a b. Pak d děĺı také rozd́ıl
a−b. Tedy d je společný dělitel č́ısel a−b a b. Jelikož c je největš́ı společný
dělitel těchto dvou č́ısel, nutně d děĺı c a závěr plat́ı.

✷
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Modulárńı umocňováńı

Dále např́ıklad umocňováńı na velmi vysoké exponenty je podkladem RSA šifry.

Algoritmus 11.19. Binárńı postup umocňováńı.
Pro daná č́ısla a, b vypočteme jejich celoč́ıselnou mocninu (omezenou na
zbytkové ťŕıdy modulo m pro prevenci přetečeńı rozsahu celých č́ısel v poč́ıtači),
tj. hodnotu ab mod m, následuj́ıćım postupem.

input a,b, m ;

res ← 1;

while b> 0 do

if b mod 2 > 0 then res ← (res·a) mod m ;

b ← ⌊b/2⌋ ; a ← (a·a) mod m ;

done

output res . ✷

K důkazu správnosti použijeme indukci podle délky ℓ binárńıho zápisu č́ısla b.

Věta. Algoritmus 11.19 skonč́ı a správně vypočte hodnotu ab mod m.
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res ← 1;

while b> 0 do

if b mod 2 > 0 then res ← (res·a) mod m ;

b ← ⌊b/2⌋ ; a ← (a·a) mod m ;

done

output res .

Důkaz: Báze indukce je pro ℓ = 1, kdy b = 0 nebo b = 1. Přitom pro b = 0 se
cyklus v̊ubec nevykoná a výsledek je res = 1. Pro b = 1 se vykoná jen jedna
iterace cyklu a výsledek je res = a mod m. ✷

Necht’ tvrzeńı plat́ı pro všechny vstupy b délky ℓ = i ≥ 1 a uvažme vstup délky
ℓ := i+ 1. Pak žrejmě b ≥ 2 a vykonaj́ı se alespoň dvě iterace cyklu. ✷

Po prvńı iteraci budou hodnoty proměnných po řadě

a1 = a2, b1 = ⌊b/2⌋ a res = r1 = (ab mod 2) mod m.✷

Tud́ıž délka binárńıho zápisu b1 bude jen ℓ − 1 = i a podle indukčńıho před-
pokladu zbylé iterace algoritmu skonč́ı s výsledkem

res = r1 · a b1
1 mod m =

(

ab mod 2 · a2⌊b/2⌋
)

mod m = ab mod m.
✷
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Dodatek IIDodatek II

Relativně rychlé odmocněńı

Na závěr odd́ılu si ukážeme jeden netradičńı krátký algoritmus a jeho analýzu a
důkaz zde ponecháme otev̌rené. Dokážete popsat, na čem je algoritmus založen?

Algoritmus 11.20. Celoč́ıselná odmocnina.
Pro dané přirozené č́ıslo x vypočteme dolńı celou část jeho odmocniny ⌊√x⌋:

input x;

p← x; res← 0;

while p> 0 do

while (res+ p)2 ≤ x do res ← res + p ;

p ← ⌊p/2⌋ ;
done

output res .


