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IB015 — Pointfree a pointwise

Prevod do pointfree a pointwise

0.1 Uvod

Z hlediska uvadéni formdlnich argumenti lze vyrazy prevést do dvou specidlnich tvart —
pointfree a pointwise.

Pointfree tvar se vyznacuje tim, ze neobsahuje zadnou A-abstrakci, a tedy ani zadny formélni
argument. U jednodussich vyrazi je tento tvar pomérné uzitecny v pozici argumentu funkeci
vyssich tadi, napriklad map, filter, atd. Namisto \x y -> x * y lze psat (x) nebo namisto
\x -> map f (filter p x) jenom map f . filter p. Odstranuje se tim zbytecny Sum a
zapis je kratsi. Vyraz v pointfree tvaru také neobsahuje identifikatory formalnich argumenti,
které jsou leckdy arbitrarné oznaceny. Na druhou stranu, tento tvar je potieba uzivat s mirou,
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se skryva ekvivalentni zapis jednoduchého vyrazu

\x y z > (x, (y, 2))
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Pointwise tvar je zas opakem pointfree — nejvice vnéjsi funkce musi mit pres A-abstrakci uvedeny
vsechny formalni argumenty, které mize dostat. Tento tvar je explicitni v tom, kolik argumentt
funkce prijima a aplikace jsou v ni ptimo viditelné.

Pripomenme, Ze pointfree a pointwise tvary jsou krajnimi tvary vyrazi. Vyraz nemusi byt ani
v jednom z nich, napiiklad vyraz \f g -> f . g neni v pointfree, ani pointwise tvaru, vyraz
(.) je v pointfree tvaru a \f g x -> £ (g x) je v pointwise tvaru.

Upravy do pointfree /pointwise tvaru, které 1ze provadét na vyrazech, 1ze provadét i na funkeich
(musi vSak byt definovana na jednom tadku). Tedy fun x = £ (g x) lze obdobné jako \x ->
f (g x) upravit na fun = £ . g.

Zéaroven, vzhledem na moznou variabilitu kroki, 1ze pri prevodech dospét k mirné odlisSnym
vysledktim. Vzniklé vyrazy vSak musi byt ekvivalentni.

0.2 n-redukce (eta-redukce)

Zékladnim nastrojem, ktery umoznuje prevod do pointwise nebo pointfree tvaru, je n-redukce,
nekdy nazyvana také n-konverze. n-redukce je pravidlo, které ika, ze vyrazy \x -> M x a M
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jsou ekvivalentni, za predpokladu, ze proménné x se nenachazi ve vyrazu M volnd. Volny vyskyt
proménné je takovy, ktery neni vazan zadnou A-abstrakeci ve vyrazu. Opakem je vdzany vyskyt.
Pokud bychom totiz prevedli vyraz \x -> (zipWith (+) x) x na zipWith (+) x, je zjevné,
ze tato uprava neni korektni. V dalsim textu budeme mit pod vyskytem proménné automaticky
na mysli volny vyskyt.

Prakticky nam tato definice klade nékolik podminek na to, kdy mizeme provést n-redukci:
o redukovand proménnd se musi nachazet v téle A-abstrakce pravé jednou,

o redukovana proménna se musi nachazet uplné na konci A-abstrakce, tj. vyraz musi byt ve
tvaru \x -> ... x, pricemz v ném musi existovat implicitni zavorky \x -> (...) x.

U implicitnich zavorek musi jit skutecné o nové zavorky. Pokud bychom do vyrazu \x -> 3 + x
doplnili zavorky na \x -> (3 +) x, dostaneme ekvivalentni vyraz s operatorovou sekci, avsak
tfeba myslet na to, ze tyto zavorky nelze povazovat za implicitni, nybrz za soucast syntaxe
operatorové sekce. Totiz samotny vyraz 3 + neni korektni.

Pozor, n-redukované vyrazy jsou sice funkéné ekvivalentni v tom smyslu, ze kdekoli mizeme
pouzit pivodni vyraz, muzeme pouzit i n-redukovany vyraz, nemusi vSak byt typové ekviva-
lentni:

\xy >xy:: (a->b) ->a->b

\x ->x :ra->a -- po eta-redukci y

Vsimnéte si vsak, ze typ n-redukovaného vyrazu je obecnéjsi, nez typ ptivodniho vyrazu. Obecné,
typ vyrazu po n-redukci je stejny, nebo obecnéjsi nez typ ptivodniho vyrazu.

0.3 Prevod do pointfree tvaru

P1i tomto prevodu opakujeme stejny postup. Dokud se ve vyrazu nachazi A-abstrakce, odstra-
nime pomoci n-redukce posledni formalni argument. Tedy pokud mame M-abstrakci \x y z
-> ..., odstranujeme postupné z, pak y a nakonec x. Na to, abychom mohli pouzit n-redukei,
musime splnit podminky uvedené v 0.2.

Predpokladédme, Ze odstranovanou proménnou mame ve vyrazu v pravé jednom vyskytu (ji-
nak viz 0.3.1). Cilem je pak dostat ji na konec téla A-abstrakce. Toho lze dosdhnout riuznymi
Upravami pricemz vzdy musime mit na paméti cil — dostat proménnou na konec téla. Obecné
muzeme narazit na nékolik situaci, které popiseme, a u kazdé uvedeme tipravu, ktera nas priblizi
k cili.

Pouzitd notace: x — odstranovana proménnd, expr — vyraz neobsahujici proménnou x, expr_x
— vyraz obsahujici proménnou x, & — operator.

e proménna ve vyrazu napravo od operatoru:

\x -> exprl @& expr2 x
\x > ((@) exprl) expr2 x
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nebo, pomoci operatorové sekce:

\x -> (exprl @) expr2_x

Priklad:
\x -> flip . const x
\x => ((.) flip) (const x)

e proménna ve vyrazu nalevo od operatoru:

\x -> exprl _x & expr2
\x -> (flip (&) expr2) exprl x

nebo, pomoci operatorové sekce:

\x -> (6 expr2) exprl x
Priklad:

\a -> even a || any [True, False]
\a -> (flip (I]) (any [True, Falsel)) (even a)

e slozend funkce

\x -> exprl (expr2 x)
\x -> (exprl . expr2) x
Priklad:

\f -> zipWith (flip f)
zipWith . flip

e proménnd pred jinymi parametry funkce

\x -> f exprl expr2_x expr3 ... exprn
\x -> flip (f exprl) expr3 expr2 x ... exprn
Priklad:

\x -> take x [(1+), (2%)] 10
\x -> (flip take [(1+), (2%)]) x 10

nebo

\s -> take 2 s 10
\s -> flip (take 2) 10 s

o proménnd jako funkce

\x -> x exprl
\x -> id x expril
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Priklad:
\f -> f 1 10
\f -> id £ 1 10

0.3.1 Uprava vyrazu na jeden vyskyt formalni proménné

Vyse uvedeny postup lze pouzit, pokud mame ve vyrazu pouze jeden vyskyt proménné. V
opacném pripadu je potfeba vyraz upravit. K tomuto tucelu je nékdy zapotiebi pridavat do
vyrazu nové funkce (lze vystacit s id, const, dist, flip').

Pokud se nenachazi ani jednou, pouzijeme funkci const na jeji doplnéni. Majice vyraz \x -> M,
kde M neobsahuje x, provedeme tpravu na \x -> const M x.

Poznamka: Funkce dist a jeji pouZiti je nad rdmec predmétu a nebude probirano na prednadsce
ani zkouSeno. Jeji pouZiti je zde zahrnuto pouze pro uplnost. V rozsahu predmeétu muZete tedy
predpokladat, Ze nikdy nebude vasi ulohou prevadét do pointfree virazy obsahujici stejny argu-
ment v téle vice neZ jednou.

Pokud se proménnd nachdzi v téle vice nez jednou, lze pouzit funkci dist (dist f g x =
f x (g x)) a to tak, ze vyraz upravime na tvar téla této funkce a nésledné ho nahradime
odpovidajicim vyrazem s funkci dist. Tuto upravu opakujeme, dokud vyraz neobsahuje pravé
jeden vyskyt dané proménné. Napiiklad \x -> 1 <= x && x <= 10 prevedeme ndsledovné:

\x => (&) ((1<=) x) ((x=10) x)
\x -> ((&&) . (1<=)) x ((<=10) x)
\x —> dist ((&&) . (1<=)) (<=10) x

0.4 Prevod do pointwise tvaru

Cilem prevodu do pointwise tvaru je zvyraznéni vsech argumentti, na které se dany vyraz vzdy
aplikuje. Vyraz do pointwise tvaru dostaneme tak, ze mu priddvame argumenty a postupné
ho zjednodusujeme vyhodnocovanim tzv. kombindtorovjch funkei (id, const, flip, dist,
(.), ...), ¢imz upravime vyraz na prehlednéjsi tvar a obycejné tim odhalime potiebu dodéni
dalsich argumenti, které tieba pridat.

Postup je nasledovny:

o Zjistime, ktera funkce je zadaném vyrazu nejvice vnéjsi.

o Pokud mé tato funkce dostatek argumentii dle jejiho typu, koncime.

« Pokud této funkei chybi néjaky argument, priddme cerstvy (dosud nepouzity) argument
na konec hlavicky. Existujici télo uzavieme do zavorek a stejny argument pridame i za
télo.

o Jde-li zaroven o kombinatorovou funkei, rozepiseme ji dle definice (ale viz poznamka déle).

'Funkce dist jako jedind ze jmenovanjch neni definovana v standardni knihovné.
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P1i tomto postupu vSak treba byt také obezretny. Vyhodnoceni nékterych funkci miize zpusobit
ztratu informaci o typu vyrazi. Naptiklad u vyrazu \x -> const True (not x) dojde po
vyhodnoceni na \x -> True ke ztraté informace o tom, ze x :: Bool. V takovychto ptripadech
ukonc¢ime pfevod na pointwise tvar u vyrazu \x -> const True (not x), protoze bychom
jinak dospéli k (typové) neekvivalentnimu vyrazu.

Rovnéz je také moznost postupovat timto algoritmem pro kazdou funkci nachazejici se ve
vyrazu. Tedy map (f . g) lze upravit nejenom na tvar \s -> map (f . g) s, ale také na
tvar

\s ->map (\y > f (g y)) s
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