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Algoritmicky postup otypovani
0.1 Uvod

Typovani vyrazi lze provadét v zasadé dvéma zptisoby — intuitivné a algoritmicky.

U intuitivniho typovdni neexistuje presny postup. Snazime se jenom na zakladé rtiznych infor-
maci, které lze ze zadaného vyrazu nebo funkce odvodit, zjistit pozadovany typ. To lze délat
predstavenim si, co zadany vyraz déla, napriklad na konkrétnich argumentech, uré¢enim typt vy-
skytujicich se funkci a jejich mentalnim pospojovanim do vysledného typu nebo zjednodusenim
vyrazu tak, aby bylo typovani jednoduseji proveditelné.

Tato metoda samoziejmé nese s sebou riziko chyby, nespravného odhadu nebo ji nelze viibec
pouzit kvili prilisné slozitosti vyrazu. Proto je vhodné ji pouzivat jenom u jednodussich vyrazi.
Také pri zjednodusovani nékterych vyrazi lze zménit jejich typ, coz je zjevné nezadouci. Jedna
se zejména o vyrazy obsahujici funkci s polymorfnim typem, z kterych po vyhodnoceni dojde
k zjednodusSeni vyrazu a odstranéni podvyrazu, které kladli omezeni na ptavodni tvar vyrazu,
napriklad tail [True] ~» [].

V tomto textu se intuitivnhim typovanim nebudeme déle zaobirat a soustifedime se na algorit-
micky postup otypovdni.

Popis celého tohoto postupu bude pomérné dlouhy, avsak na druhou stranu algoritmicky postup
typovani bude vysvétlen podrobné (i na piikladech) a zmini vSechny pripady, které mohou
nastat.

0.2 Co je typem vyrazu?

Tady pripomenme, co vlastné je (a co neni) povazovano za typ vyrazu. Za typem vyrazu po-
vazujeme nejspecifiétéjsi typovy vyraz takovy, ktery je kompatibilni (unifikovatelny) s kazdym
moznym konkrétnim typem vyrazu.

To znamena, ze typ nemiizeme urcit prilis obecné. Naptiklad neplati id :: a, protoze tento
typ je prilis obecny a nevyjadruje to, ze id je funkce a vzdy méa argument.

Také prilis specificky typ neni korektni, naptiklad id :: Bool -> Bool. Funkci id lze totiz
aplikovat i na jiné argumenty nez ty typu Bool.

Typ vyrazu je jednoznac¢ny az na:

e pojmenovani proménnych,
« poradi typovych kontexti,
o pripadné uvedeni dvou typovych kontextii, kdy jeden implikuje druhy.
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0.3 Unifikace typt

Predtim, nez se pustime do samotného algoritmického postupu otypovani, je potiebné popsat
unifikace typu. V prubéhu typovani se dostaneme do situace, kdy budeme mit dano nékolik
rovnic mezi typovymi vyrazy. Z nich lze zjistit informace o jednotlivych typovych proménnych
pomoci unifikace, tedy ztotoznovani typi.

Postup unifikace je v jednodussich pripadech pomérné intuitivni. Tteba z typové rovnice
a->(, c) > [[d]] =m->n->mn

Ize jednodus$e nahlédnout, ze a = m = [[d]], n = (b, c).

Unifikaci typovych vyrazl lze provadét nasledovnym zptsobem, tzv. strukturni indukci. Vzdy
posoudime strukturu vyrazti a podle toho, jakého jsou tvaru, je rozlozime na rovnice mezi
podvyrazy, které opét timto zpusobem rekurzivné zpracujeme. Unifikace miize selhat nebo byt
uspésna. U tspésné unifikace je vystupem dosazeni za typové proménné tak, aby se oba zadané
vyrazy ztotoznili.

1. TyCon = TyCon
Pokud jsou oba typové vyrazy stejné typové konstruktory bez argumentu (napiiklad
Bool, Int, ...) a unifikace je trividlné Gspésna.

2. TyCon x1 x2 xn = TyCon y1 y2 ... yn

Pokud jsou oba typové vyrazy stejné typové konstruktory (TyCon) (automaticky pak maji
i stejnou aritu), musime postupné unifikovat typové argumenty: x1 = y1, x2 = y2,

., xn = yn. Tento pfipad zahrnuje pripady 3-5, které vSak pro prehlednost rozepiseme
specidlné. Sem také spadaji i uzivatelsky definované datové typy.

3. (x1, x2) = (y1, y2) nebo (x1, x2, x3) = (y1, y2, y3) nebo ...

(TyCon € { (,) , (,,) ,...}) U vSech ptipadi n-tic dostavame x1 = y1, x2 = y2,
., Xn = yn.

4. [x] = [yl
(TyCon = [1) Musi platit x = y.
5. x1 > x2 =yl -> y2

(TyCon = (->)) Opét musi platit x1 = y1, x2 = y2. U funkénich typu se bézné vysky-
tuje vice Sipek. Snadno lze tedy unifikaci zobecnit na x1 -> x2 -> ... -> xn = yl
> y2 -> ... yn = x1 =yl, x2 =y2, ..., xn = yn. Co vSak v pripad¢, ze je
na jedné strané vice Sipek nez na druhé? Operator Sipka ma asociativitu zprava, tedy
a->b->c=a-> (b ->c). Totedy znamena, ze u dvou funkénich typl s riznym
poctem Sipek postupujeme zleva a davame do rovnosti typové podvyrazy, az nam na jedné
strané ztistane posledni podvyraz. Ten pak ddme do rovnosti se zbytkem z druhé strany:
x1 > ... >xm=yl-> ... ->yn

6. a= ...

Trividlné plati.
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Nékolik poznamek:

e Pokud jsme ze ziskanych typovych rovnic schopni dojit k rovnici, kde néjaka typova
proménna se rovna vyrazu, ktery v sobé obsahuje tu stejnou proménnou, znamena to, ze

vyraz nelze otypovat. Na zakladé této rovnice je totiz mozno zkonstruovat nekonecny typ.
Naptiklad pokud mame a = [a], pak také a = [a] = [[a]] = [[[al]] = ...

o Uvedené body popisuji pripady, kdy je mozné vyrazy daného tvaru dal unifikovat v pod-
vyrazech. Pokud nelze uplatnit ani jedno pravidlo, pak to znamena, ze typové vyrazy
nelze unifikovat kvili nekompatibilnim typovym konstruktorim (Bool = Int, [a] =
(b, ¢),

o Typové tridy unifikaci neovliviiuji, jenom se propaguji pres rovnosti, tj. je-li a = b,
Integral a => a, pak také Integral b => b.

0.4 Postup

Postupem se zaméfime na otypovani vyrazu. Jak postup aplikovat na jiné konstrukce (funkce)
najdete v ¢asti 0.5.

Nejprve strucné popiseme jednotlivé kroky:

1. Kazdy vyskyt funkce, konstanty a formélntho argumentu otypujeme (nezavislé typové
proménné).

2. Uréime rovnosti vyplyvajici z aplikaci funkei na argumenty (aplikace vynucuje shodu typu
formalniho a skutecného parametru).

Rozepiseme a zjednodusime rovnosti na co nejjednodussi.
Vyjadiime vSechny typové proménné pomoci minimalni mnoziny typovych proménnych.
Urcéime hledany typ a dosadime do néj vyjadieni.

Zohlednime typové kontexty, jsou-li néjaké.

N e W

Volitelné prevedeme typ do kanonického tvaru.

0.4.1 Otypovani vstupi

Ve vyrazu nalezneme vsechny identifikatory (funkce, konstanty nebo formélni argumenty) a
kazdy(!) vyskyt nezavisle otypujeme. Vynimkou jsou formalni proménné, které jsou definovany
v hlaviéce M-abstrakce. Tj. napriklad ve vyrazu head . head nelze urcit typ head jenom jed-
nou, nybrz je ho potfeba urc¢it pro prvni a druhy vyskyt. Pro prehlednost lze vyskyty indexovat:
head; . head,. Nezavislé otypovani zas znamend, ze pokud jsme v type jedné funkce pouzili
néjakou proménnou, nesmime ji pouzit v typu jiné funkce. Prikladem chybného zavislého oty-
povani vyrazu head; . heads je head; :: [a] -> a, heady :: [a] -> a, protoze bychom
pak dostali faleSnou rovnici a = [a], kterd zabrani v otypovani vyrazu, avsak tento vyraz
otypovatelny je.
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Typovani konstrukci Haskellu Znamé funkce a konstanty (¢isla, fetézce, ...) otypujeme
na zakladé jejich typu.

Formélni argumenty otypujeme typovou proménnou.

A-abstrakce \x1 x2 ... xn -> body otypujeme jako type(x1) -> type(x2) -> ... -> type(xn)
-> type(body). Typ body urcime z typu funkce (nebo operatoru), kterd je ve vyrazu nejvice
vnéjsi, pricemz z jeji funkéniho typu odstranime tolik prvnich typovych argumentt, na kolik
argumentt je funkce aplikovana.

Vyraz tvaru if cond then branchl else branch?2 otypujeme jako b, kde cond :: a, branchi
:: b, branch2 :: c. Do typovych rovnic v kroku 0.4.2 priddme b = ¢, a = Bool.

Vyrazy s (levou nebo pravou) operatorovou sekei otypujeme jako (b -> ¢ nebo a -> ¢), kde
a -> b -> cje typ operédtoru a do typovych rovnic v kroku 0.4.2 pfiddme (t = anebot = b),
kde t je typem ,vestavéného® operandu operatorové sekce.

U seznamovych vyrazi uré¢ime typ jako [al], kde na misté al bude typovy vyraz odpovi-
dajici typu prvnitho prvku vyrazu (protoze je stejny jako typ ostatnich prvkil). Stejnost typu
jednotlivych prvki zajistime pridanim rovnic al = a2, a2 = a3, ... a(n-1) = an v kroku
0.4.2.

0.4.2 Urceni aplikacnich rovnosti

Nasledné najdeme ve vyrazu vsechny aplikace funkci na vSechny jednotlivé argumenty. Aplikace
totiz vynucuje, ze typ formalniho argumentu funkce se musi rovnat typu skutecného argumentu.
Tedy pokud mame vyraz f x y zamame f :: a => b ->c ->d, x :: el, y :: e2,
z :: e3, tak ziskame tri aplikacni rovnice: a = el, b = e2, ¢ = e3. Stejné postupujeme u
bindrnich operatoru.

Typové tridy pri urcovani aplikac¢nich rovnic nebereme do tivahy — budeme je zohlednovat az
na konci.

0.4.3 Rozepsani aplikacnich rovnosti na elementarni

Tento krok je obycejné pomérné jednoduchy, avsak ziskané rovnice mtizou byt nékdy pomérné
slozité (a => [[b]] -> d = (b, c) -> ¢ -> a, proto je muZe byt tfeba rozepsat tak, aby v
kazdé rovnice byla alespon na jedné strané typova proménna. To lze dosdhnout unifikovanim
obou stran rovnic.

0.4.4 Minimalni vyjadreni typovych proménnych

Typové proménné budeme potfebovat pri dosazovani unifikaci zjisténych informaci do hleda-
ného typu. Cilem minimalizace je zajistit, ze v hledaném typu budou rovnajici se typové pro-
ménné vyjadreny vzdy jen pomoci jedné z nich. V opacném pripadé bychom nespravné urcili
obecnéjsi typ.

Pokud jsou typové rovnice jednoduché, je tento krok snadny a muzeme jej provést tak, ze pro
kazdou typovou proménnou prozkoumame rovnice a zjistime nejvice omezujici typ, ktery na

4
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zakladé nich pro ni vyplyva. Pritom recyklujeme typové proménné vzdy, kdyz je to mozné.
Tento postup miize byt riskantni v tom, ze bychom u obdobného prikladu typovych rovnic jako
jea = [bl, d = e, a = [[c]] prehlidli fakt, ze b = [c].

vvvvvv

arnich rovnic pomoci matic (iprava na trojuhelnikovy tvar a zpétné dosazovani).

Ze sady puvodnich typovych rovnic vybereme vyjadieni nékteré typové proménné, poznacime
si ji na zacatek seznamu a do vytvorime novou sadu typovych rovnic, kde kazdy vyskyt této
typové proménné rozepiseme podle vybrané rovnice. V pripadé, ze dostaneme typovou rovnici,
kde na ani na jedné strané neni typova proménnad, rozlozime ji na mensi rovnice dle unifikac-
niho algoritmu. Pokud by vznikla rovnice, kterd ma nekompatibilni typové konstruktory nebo
vyjadiuje nekonecny typ, lze typovani ukoncit a vyhléasit otypovavany vyraz za typové neko-
rektni a neotypovatelny. Pokud se néktera rovnice vyskytuje vicekrat, vSechny jeji duplikaty
odstranime. Jinak tento postup opakujeme na vzniklou sadu typovych rovnic, ktera je o jednu
rovnici mensi a dalsi vyjadreni typovych proménnych priddvame na konec. Takto postupujeme,
az zustane sada typovych rovnic prazdna. Tento stav odpovida u matic ziskani trojihelnikového
tvaru.

Pak z konce seznamu vybereme typovou rovnici a typovou proménnou, kterou vyjadruje, do-
sadime do vSech rovnic v seznamu, kde se vyskytuje. Takto postupujeme az se dostaneme na
zacatek seznamu. Tento postup odpovida u matic zpétnému dosazovani proménnych a vysled-
kem je diagonalni matice.

Po tomto poslednim kroku mame vyjadieny vsechny typové proménné minimalné.

0.4.5 Urcime hledany typ
Na to, abychom minimalni vyjadifeni méli jak pouzit, musime uréit vyjadreni typu, ktery hle-
dame. To udélame dle postupu pro uréeni typu A-abstrakce, ktery jsme uvedli v ¢asti 0.4.1.

Nasledné za vSechny typové proménné v tomto vyrazu dosadime jejich minimalni vyjadieni.

0.4.6 Zohlednéni typovych kontexti

Pokud se pri otypovani vstupt vyskytli typové kontexty, nezapomeneme je na zakladé rovnic
mezi typy propagovat mezi vSechny typové proménné. Do hledaného typu je vSak pridame
pouze kdyz se v ném odpovidajici typova proménna vyskytne.

Volitelné lze odstranit ty typové kontexty, jez jsou implikovany jinymi, naptiklad Integral a
= Num a nebo Num a = Eq a.

0.4.7 Kanonicky tvar

Tento krok je volitelny. Aby bylo kontrolovani typu snadnéjsi, Ize typové proménné prejmenovat
tak, ze kdyz budeme prechazet hledany typ zleva (neuvazujice typovy kontext), prvni pouzita
typova proménna bude a, dalsi nova typova proménna b, pak c, atd.
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0.5 Typovani jinych pripada

Predchozi postup lze pouzit pouze pro vyrazy.

Pokud chceme typovat funkci a je definovana pomoci jedné rovnosti, mizeme ji prevést na A-
abstrakci: £ 1 _ x -> length x + 2 prevedeme na \1 _ x -> length x + 2 a ziskany typ
M-abstrakce bude typem funkce f.

Pokud chceme otypovat funkci definovanu pomoci vice rovnosti, Ize tento problém prevést na
otypovani seznamu odpovidajicich A\-abstrakei:

10
x -1

f True x
f False x

prevedeme na otypovani [\True x -> 10, \False x -> x - 1], nacez ziskame typ tvaru [a]
a hledanym typem bude £ :: a.
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