Domaci ikol 8: Formule predikatové logiky

Od devatého tydne se téma predmétu zméni z funkciondlniho programovani na Prolog a logické pro-
gramovani. V ném hraje hlavni roli predikatova logika. Tento tikol je tak trochu pfeklenutim mezi obéma
tématy: reseny bude v Haskellu, budete si v ném vsak hrat se syntaxi predikatové logiky prvniho radu.

Syntaxe predikatové logiky prvniho radu

Pro vyfeseni tohoto tkolu nemusite védét nic o sémantice predikatové logiky (ptivlastek ,prvniho rddu*
budeme od této chvile vynechdvat) mimo véci zndmych z logiky vyrokové (napiiklad vyznam logickych

vevs

V predikatové logice pracujeme se dvéma typy objekti: s termy a formulemi.

Term je jakési zobecnéni hodnoty. Konstanty jsou termy: napt. a, 42, brno. Proménné jsou termy:
napt. XS, N. Pozor, neplést s vyrokovymi proménnymi zndmymi z vyrokové logiky! Z konstant
a proménnych je mozné tvorit dalsi hodnoty aplikovanim funkei: sin(45) i f(g(brno), X) jsou termy.

Formalnéjsi definice:

1. Proménna je term.

2. Jsou-li t1 az t, (kde n € Ny) termy a f jméno n-arni funkce, pak f(t1,t2,...,t,) je term. Pfin =0
se jedna o nularni funkci, coz je vlastné konstanta, a zapisujeme ji bez zavorek: f.

3. Nic jiného termem neni.

Formule se podobaji formulim vyrokové logiky. Misto vyrokovych proménnych jsou ale jejich zakladnim
stavebnim kamenem predikdty. Predikaty vyjadiuji vlastnosti termt a relace mezi nimi. Jsou to vlastné
funkce, jejichz argumenty jsou termy a vysledkem pravdivostni hodnota. Ptfikladem binarniho predikatu
je <. Ve formuli se mize objevit tfeba jako < (0, N).

Podobné jako termy se formule definuji induktivné:

1. Jsou-li t; az t,, (kde n € Ny) termy a P jméno n-drnfho predikdtu, pak P(t1,ts,...,t,) je formule.
Pii n = 0 se jedna o nularni predikét, coz odpovida vyrokové proménné, a zapisujeme jej bez zavorek:
P.

2. Jsou-li t; a to termy, potom jejich porovnani t; = t5 je formule.
3. Je-li ¢ formule, je —p formule.
4. Jsou-li ¢ a 1 formule, je (¢ A1) formule.
5. Jsou-li ¢ a v formule, je (¢ V 1) formule.
6. Jsou-li ¢ a @ formule, je (¢ = ) formule.
7. Je-li ¢ formule a X proménnd, je 3X ¢ formule.
8. Je-li ¢ formule a X proménnd, je VX ¢ formule.
9. Nic jiného formuli neni.
Zadani

Stahnéte si kostru feseni. V ni uz jsou definovany datové typy reprezentujici termy a formule predikatové
logiky: Term a Formula. Veskerd jména funkci, proménnych i predikata jsou typu String a neklademe na
né zadné omezeni. Argumenty funkci a predikatu jsou umistény do seznamu, kde prvni prvek odpovida
prvnimu argumentu atd. Arita funkci a predikatia je tak presné dana délkou seznamu argumentii. Funkce
a predikaty se stejnym nazvem se mohou vyskytovat v riznych aritach.

Ve v

Uloha mé t¥i ¢asti. Prvni je funkce pro pfevod formule do NNF, neboli negation normal form (Wikipedie®™).
Druhou je funkce pro ovéreni, ze kvantifikdtory jsou ve formuli pouzity smysluplné. Treti podilohou je
funkce pro hezké a ¢itelné zobrazeni formuli a termu. Tyto Casti jsou na sobé nezavislé, ale pro snazsi
ladéni prvnich dvou muze prijit vhod mit uz implementované vypisovani.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Predik%C3%A1tov%C3%A1_logika_prvn%C3%ADho_%C5%99%C3%A1du
https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2018/IB015/um/homework/zadani08.hs
https://en.wikipedia.org/wiki/Negation_normal_form

1. Negation normal form (NNF)
Napiste funkci nnf :: Formula -> Formula, ktera zadanou formuli prevede do NNF. Aby byla formule
v NNF, musi byt splnény dvé podminky:
1. Negace se v ni nesmi vyskytovat jinde nez tésné u predikatu ¢i porovnani.
Formdlnéji: V kazdé podformuli tvaru —p je ¢ bud tvaru P(t1,...,t,), nebo tvaru t; = ts.
2. Nevyskytuje se v ni spojka implikace (,,=).

Na funkci nnf navic klademe jedno omezeni technického razu: predikaty a porovnani musi byt ve vysledku
ve stejném pofadi jako na vstupu. Jinymi slovy neprohazujte strany operatorii a myslete na to i pri
prepisovani implikace.

Postup prevodu do NNF je popséan treba na anglické Wikipedii, ale vystacite si s De Morganovymi zédkony
pro vyrokovou logiku a nasledujicimi ekvivalencemi:

o T = @
e WXp = dX g
. ﬁaX(p = VX“QD

Vyhodnoceni prikladovych formuli z kostry:

nnf formula2 ~»*
And (Equal (Var "A") (Fun "f" [Var "A"]))
(Not (Equal (Var "A") (Fun "g" [Fun "c¢" [11)))
nnf formulad ~*
Forall "x" (Or (Not (Pred "P" [Var "x"]))
(0r (Not (Pred "P" [1))
(Pred "P" [Fun "x" [],Fun "x" [Var "x"11)))

nnf formulab ~»*

Exists "A" (Forall "B" (And (0Or (Not (Pred "P" [Var "A",Fun "5555" []1]1))
(Not (Pred "Q" [Fun "5555" [],Var "B"1)))

(0r (Not (Pred "R" []1)) (Not (Pred "S" [Var "B"1)))))

2. Smysluplnost formule

Napiste funkci validate :: Formula -> Bool, kterd o zadané formuli rozhodne, zda je smysluplna. Za
smysluplnou oznacujeme takovou formuli, kterd splinuje nasledujici dvé podminky:

1. Ve formuli se nevyskytuji nekvantifikované proménné (tj. je uzavrend).

Kvantifikovanost: Proménnd X je ve formuli ¢ kvantifikovand, pokud se vyskytuje pouze v jejich
podformulich tvaru VX1 nebo 3X1.

2. Tatadz proménnda neni kvantifikovana vicekrat.

Formdlneji: Méjme podformuli tvaru 3X ¢ nebo VX, kde X je zvoleno libovolné. Potom ¢
neobsahuje podformuli tvaru 3X nebo VX41).

Vsimnéte si, Ze se i ve smysluplné formuli mohou vyskytovat kvantifikované proménné, které nejsou pouzity
v zaddném termu. Také si povsSimnéte, ze ve smysluplné formuli mohou byt kvantifikovany dvé proménné
se stejnym ndzvem, pokud se nachézi v disjunktnich podformulich (a jsou to tedy rtzné proménné).

Vyhodnoceni prikladovych formuli z kostry:

validate formulal ~~* True
validate formula2 ~~* False
validate formula3 ~~* False
validate formulad ~»* True
validate formulab ~»* True


https://en.wikipedia.org/wiki/Negation_normal_form

3. Pékny vypis

Definujeme typovou tfidu Pretty, ktera predepisuje jednu funkci pprint :: Pretty a => a -> String.
Funkce pprint ma termy a formule vypisovat tak, jak bychom je napsali v matematice. A protoZze jsme
v roce 2018, budeme ve vypise pouzivat i jiné znaky nez ty pattici do pul stoleti starého ASCII.

3.1. Pékné termy
Instance typu Term pro Pretty bude poskytovat nésledujici zobrazeni term:

1. Proménné jsou reprezentovany pouze svym jménem.

2. Nularni funkce jsou reprezentoviany pouze svym jménem.

3. Aplikace funkce na termy je reprezentovana jménem funkce nasledovanym v kulatych zavorkach
uzavienym seznamem argumentu oddélenych carkou.

Na poctu mezer pri automatickych testech nezalezi, ale snazte se o rozumné vypadajici vystup.

Priklady:

pprint (Var "X") ~»* "X"

pprint (Fun "42" []) ~»* "42"

pprint (Fun "f" [Fun "g" [Var "X"1]) ~* "f(C g( X ) )"

pprint (Fun "exec" [Var "Ord", Fun "66" []]) ~»* "exec( Ord, 66 )"

3.2. Pékné formule
Instance typu Formula pro Pretty bude poskytovat nasledujici zobrazeni formuli:

1. Predikéaty se vypisuji podobné jako funkce:
a. nularni predikaty jsou reprezentovany pouze svym jménem,
b. ostatni jsou reprezentoviny jménem predikdtu nasledovanym v kulatych zdvorkach uzavienym
seznamem argumentl oddélenych carkou.
2. Porovnéni termu Equal t1 t2 je vypsdno jako t1 = t2 (bez zdvorek kolem)
. Negace formule Not fml je vypsana jako —fml.
4. Konjunkce a disjunkce formuli jsou vypsany s infixové zapsanym prislusnym operatorem a s kulatymi
zéavorkami kolem:
a. And f1 £2 se vypiSe jako (f1 A £2),
b. Or f1 £2 se vypise jako (f1 VvV £2).
Ale pozor: Vypis navic bere v potaz asociativitu obou operaci a vnorené konjunkce zobrazi jako
jedinou zavorku s vice konjunkty. Totéz pro disjunkce.
a. Napriklad ((a A b) A (¢ A d)) ani (((a A b) A ¢) A d) neni pripustné. Spravné zo-
brazenije (a A b A c A d).
b. Napiiklad ((a A (b V ¢)) A d) ma byt zobrazeno jako (a A (b V ¢) A d), rozhodné ne
vsak jako (a A d A (b V ¢)), nebot komutativity se nevyuziva.
5. Implikace Implies x y je vypsana jako (x = y). Zadné zavorky se pii vicendsobnych implikacich
nevynechavaji.
6. Existen¢ni kvantifikace Exists "X" fml je vypsana jako JX fml.
7. Univerzalni kvantifikace Forall "X" fml je vypsana jako VX fml.

w

Veskeré podformule a termy se samoziejmé opét vypisuji pekné, tedy funkci pprint. Na poctu mezer
kolem operatoru, zavorek apod. automatickym testiim nezélezi. Vsechny potifebné symboly mimo rozsah
ASCII jsou umistény i v kostte feseni, miZete je proto kopirovat na patiiéna mista v kédu.!

Vyhodnoceni prikladovych formuli z kostry:

pprint formulal ~* "Jz Vx Jy x = y"

pprint formula2 ~* "=(A = f(A) = A = g(c))"

pprint formula3 ~~»* "(P(3) A QX) A X = 3)"

pprint formula4 ~~* "Vx (P(x) = (P = P(x, x(x))))"

pprint formulab ~* "=VA 9B —((P(A, 5555) = —Q(5555, B)) A (=R V —S(B)))"

1Je ale mozné, ze va$ opera¢ni systém nabizi piiméjsi metodu pres kéd znaku. Pouzivite-li linuxovou distribuci s grafickym
rozhranim, muzete si nastavit kldvesu Compose. Uzivatelé textového editoru Vim mohou s vyhodou vyuzit digrafy.


https://en.wikipedia.org/wiki/Compose_key
http://www.alecjacobson.com/weblog/?p=443

Zadate-li vsak tyto priklady do interpretu, jim pouzitd funkce show nahradi znaky mimo rozsah ASCII
zpétnym lomitkem nasledovanym ¢iselnym kédem znaku. Vyfesit to mizete pouzitim funkce putStrLn
nebo obalenim fetézcu do vlastniho datového typu a napsdnim jeho neescapujici instance pro Show. Je to
jednodussi, nez by se mohlo na prvni pohled zdat.

Poznamky a tipy

e Sméle vyuzivejte funkci z Prelude.

e Importovat smite i jiné moduly z baliku base, prohlédnéte si kupiikladu Data.List.

o Nepiste podobné funkce porad dokola, ale pokuste se problém co nejvic abstrahovat.

e Vénujte chvilku premysleni o efektivité svého feseni. Prochazet formule prilis mnohokrat, da-li se
problém vytesit jednim prichodem, neni hezké. Pozor: pokud bude vase feseni prilis neefektivni,
miuze pri automatickém testovani vyprset casovy limit a vy neziskate zadné body.

o Prebirate-li kéd odjinud, nezapomente uvést zdroj. V opacném pripadé bude na vasi praci pohlizeno
jako na plagiat.

o Nezapomente, ze opisovani je zakdzano a bude postihovano podle studijniho fadu.

e V diskusnim féru si prectéte, ceho se v kédu vyvarovat, aby byli opravujici spokojeni s tthlednosti
vaseho Teseni.

Odevzdani a bodovani

Domaci kol se odevzdava pres odpovédnik v ISu. Tento odpovédnik obsahuje jediné pole, do kterého
vlozite svou implementaci pozadovanych funkci, véetné potiebnych importt, avsak bez definic z kostry.
Tato tloha opét podléhd rucéni kontrole cvicicimi, pii niz se prihlizi i k jasnosti a pochopitelnosti reseni.
Myslenku svého feseni proto struéné komentujte v kédu. Je-li kéd srozumitelny sam o sobé, nemusi byt
zadny komentar zapotiebi.

Méte dvé mozZnosti odevzdani (a samozfejmé kontrolu syntaxe pred odevzdanim). Dokud nekliknete
na ,odevzdat®, mizete odpovédnik zavrit a znovu oteviit bez penalizace. Nezapominejte na prubézné
ukladani. Po kazdém odevzdani uvidite vysledky automatickych testi, vénujte vSak dostatek casu
vlastnimu testovani.

Pokud vase reseni projde vSemi automatickymi testy, obdrzite jeden bod. V pripadé, ze se vim podatilo
implementovat jen ¢ast funkci, sice zddny bod automaticky nedostanete, ale cvic¢ici vam podle miry
vyTeSenosti pfi rucni kontrole tlohy udéli ¢ast bodu. Za kvalitu kédu a jeho efektivitu vim cvicici mohou
udélit dalsi jeden bod nebo jeho ¢ast.

Pozor: cvicici budou vzdy opravovat vase posledni odevzdani.

Bonus

V tomto tkolu muzete navic ziskat jesté jeden bod navic, doplnite-li feseni o funkcionalitu netrivialné
pouzivajici vstup a vystup (a tedy typovy konstruktor IO)E

Napriklad muzete napsat funkci typu Formula -> I0 (), kterd pro zadanou formuli spusti interaktivni
znézornéni prevodu do NNF (tedy jakysi step-by-step vyukovy rezim). Mélo by byt mozné minimélné
ruéné odkrokovat postup prevodu, ale klidné se mtzete rozvasnit a implementovat i krokovani dozadu ¢i
volitelny dodateény popis toho, jaka tiprava se zrovna provadi.

Navrzenym zadanim se ale viibec nemusite ridit, vas bonus by jen nemél opoustét téma predikatové logiky
a, jak jiz bylo feceno, musi netrivialnim zptsobem pouzivat I0.

Bonusovou ¢ést odevzdavejte jako samostatny soubor do odevzdavarny v ISu. Soubor musi byt prelozitelny
sam o sobé; musi tedy obsahovat definice datovych typu a typové tiidy ze zadani. Na zacatku souboru
strucné popiste implementovanou bonusovou funkcionalitu a zptsob pouziti. Na bonusovou ¢dst méte
vice Casu — odevzdavarna se uzavrie az na konci nedéle 25. listopadu.

2Chcete-li se pfi Feseni bonusu jesté i naudit néco nad ramec zédkladniho kurzu, miizete vyuzit i jinych monad nez I0.
Rozhodnete-li se drzet navrzeného bonusu, muzete elegantné vyuzit toho, ze dvojice se chova jako monada pisafte.


http://hackage.haskell.org/package/base-4.10.0.0/docs/Prelude.html
http://hackage.haskell.org/package/base-4.10.0.0
http://hackage.haskell.org/package/base-4.10.0.0/docs/Data-List.html
https://is.muni.cz/auth/discussion/predmetove/fi/podzim2018/IB015/codestyle
https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2018/IB015/ode/hw08_bonus/
http://learnyouahaskell.com/for-a-few-monads-more#writer
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