Bezkontextove jazyky

Bezkontextova gramatika (context-free grammar, CFG) G je Ctverice
(N, X, P,S), kde

m N je neprazdna kone¢na mnozina neterminalnich symbolu,

m X je koneCnha mnozina terminalnich symbolt takova, ze NNX = ()
(znaceni: V= NUY),

m S c N je pocatecni neterminal,
m P C N x V* je konecna mnozina pravidel.

Jazyk je bezkontextovy, pokud je generovany néjakou bezkontextovou
gramatikou.
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Priklad
G={E, T,F},{+,%(,),i}, P, E), kde P obsahuje pravidla
E—- E+T | T

T — T«F | F
F— (E)|i
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Derivacni stromy pro bezkontextove gramatiky

Definice 3.1. Necht G = (N, %, P, S) je CFG.
Strom T nazveme derivaénim stromem v G prave kdyz

koren ma naveésti S, vnitrni uzly maji naveésti z N, listy maji navesti

z NUX U{e},
ma-li vnitrni uzel navésti A a jeho vS8ichni synové ny, ..., ng
maji v usporadani zleva doprava navesti Xi,..., Xk e NUX U {e},

pak A — Xi... Xk € P,

kazdy list s navestim ¢ je jedinym synem svého otce.

Vysledkem derivacniho stromu T nazveme slovo vzniklé zfetézenim
navesti listu v usporadani zleva doprava.
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Vztah mezi derivacnimi stromy a relaci =*

Veta 3.3. Necht G = (N, %, P, S) je CFG. Pak pro libovolné a € (N U ¥)*
plati S =* « prave kdyz v G existuje derivacni strom s vysledkem «.

Dukaz. Oznacme Gy aef (N,%,P,A), kde A € N. Dokazeme, ze pro

kazdé A € N plati
A="a <= Vv Gu existuje derivacni strom s vysledkem «

(<) Necht « je vysledkem derivacniho stromu, ktery ma k vnitfich uzlu.
Indukci vzhledem ke k ukazeme, ze pak A =* «.
Zakladni krok k = 1:
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Indukéni krok k > 1:
(IP) Tvrzeni plati pro stromy s nejvyse k — 1 vnitrnimi uzly.
Strom T s k uzly:

m je-li X;list, oznacme «o; = X;
m neni-li X; list, pak «; je vysledkem podstromu T; s korenem X;

m vysledek T je aq...ap

Plati: X; =" «; (pro X, které neni listem, podle (IP))
A— X;...X, € P (zdefinice derivacniho stromu)

Dostavame A= X;... Xp =" a4 ... an.
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(=) Necht A =" a. Ukazeme, ze v G4 existuje derivacni strom
s vysledkem «. Pouzijeme indukci k délce odvozeni A =* «.

Zakladni krok A 2 o: Pak o = Aa odpovidajici derivacni strom ma jen
jeden uzel (kofen je list) s oznacenim A.

Indukéni krok A'S' o, k > 0:
(IP) Pro kazdé B < N plati: pokud B =* 5 v nejvySe k krocich, pak v Gg
existuje derivacni strom s vysledkem S.

K41 K <k
AS y — A= Xi.. Xp=> a1...ap kde Xi = q;

Konstrukce stromu s vysledkem «:
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Jednoznacnost derivacnich stromu

Derivace je sekvence S = a1 = as = ... = ap.

Leva (resp. prava) derivace je takova derivace, kde kazdé a; ¢ vznikne
Z «j prepsanim nejlevejsino (resp. nejpravejsiho) neterminalu.

Kazdému derivacnimu stromu odpovida jedina leva derivace.
Kazdé levé derivaci odpovida jediny deriva¢ni strom.

Analogicky pro pravou derivaci.

Existuje pro kazdé w € L(G) prave jeden derivacni strom?
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Definice 3.5. CFG G se nazyva viceznacna (nejednoznacna) prave
kdyz existuje w € L(G) majici alespon dva ruzné derivacni stromy.

V opacéném pripadé rikame, ze G je jednoznacéna.
Bezkontextovy jazyk L se nazyva vnitfné (inherentné) viceznacny,

prave kdyz kazda bezkontextova gramatika, ktera jej generuje, je
viceznacna.
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Kanonicke tvary bezkontextovych gramatik

m redukované bezkontextové gramatiky
m gramatiky bez e-pravidel

m gramatiky bez jednoduchych pravidel
m vlastni gramatiky

m Chomského normalni forma

m gramatiky bez levé rekurze

m Greibachové normalni forma
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Redukované bezkontextove gramatiky

Definice 3.7. Symbol X € NU X je nepouzitelny v CFG G = (N, %, P, S)
pravé kdyz v G neexistuje derivace tvaru

S="wXy =" wxy
pro zadné w, x, y € ¥*. Rekneme, Ze G je redukovana, jestlize
neobsahuje zadné nepouzitelné symboly.
X je nepouzitelny typul <— neexistuje w € ©*

(tj. nenormovany) splnujici X =* w

X je nepouzitelny typu ll < neexistuji o, € (NUXZ)*
(tj. nedosazitelny) splnujici S =* aXp
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Nalezeni nepouzitelnych symbolu typu |
(neexistuje w € X*: A=" w)

Vstup: CFGG=(N,%L,P,S)
Vystup: N ={A|3dw € ¥*. A=* w} (nhormované neterminaly)
1: 1:=0; Ng:=10

2: repeat

3: =141

4: N,'Z: ,'_1U{A’A—>CKEP,(XE(N/_1UZ)*}
5: until N,' — N,'_1

6: Ng .= N,
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Korektnost algoritmu

Konecnost.
Spravnost vysledku: Dokazeme A€ Ng <— dw e ¥*. A=* w.

(=) Indukci k i dokazeme Ac N, — dwe¥X*. A=*w.

Zakladni krok i = 0: Plati trivialné, protoze Ny = 0.
Indukcni krok: (IP) Tvrzeni plati pro i. Dokazeme pro i + 1.
m Ac N;. Tvrzeniplyne z (IP).

mAc N1~ N, Pakexistue A— X;... X € P,
kde kazdé X; je terminal nebo neterminal patrici do N;.
Podle (IP) existuje w; tak, ze X; =* w;.
Tedy A= Xi .. Xk = "W Xo... Xk =" ...=" wy... W,
kde wy ... w, € X%,
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(<) Indukci k n dokazeme
A2 w,weX* — Aec N, pronéjaké i.

Zakladni krok n=1: A— w € P okamzité dava i = 1.

Indukcni krok: (IP) Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro véechna n’ < n.

Necht A5 w.Pak A= X; ... X« 2 w,kde X, £ w;an; <n.
Pokud X; € N, pak podle (IP) X; € N pro nejakeé .

Pokud X; € X, klademe j; = 0.

Polozme i =1+ max{i,...,ik}. Pak zrejme A € N.,.
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Dusledek 3.10. Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G
rozhoduje, zda L(G) = 0.

Dukaz. Staci ovérit, zda S ¢ Ne. ]

Véta. Necht G = (N, X, P, S) je CFG takova, ze L(G) # (. Pak existuje
ekvivalentni CFG G’ bez nepouzitelnych neterminalu typu .

Dukaz. Staci spocCitat mnozinu Ng a polozit G = (Ng, x, P, S), kde
P'=P N Ng x (NgUZX)* . []
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Nalezeni nepouzitelnych symbolu typu I
(neexistuji o, 3 € (NUX)* : S =" aX))

Vstup: CFGG=(N,%,P,S)
Vystup: CFG G' = (N, Y/, P, S) bez nedosazitelnych symbolu
spliujici L(G) = L(G")

i:=0; Vop:={S}
repeat
| =1+ 1
Vi=Vi_1U{XeNUX|JdAcV, 1. A= d X5 € P}
until V;, = V,_;
N =NnV; Z=xnV; P:=Pn(Vix V)

o g &K @h=

Korektnost: X e N UY <« da,€ (NUX)*. S="aXf
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Priklad
G =({S,A B}, {ab,c,d, e}, P,S), kde P obsahuje pravidla
S — aSb | c | aB

A— dA | d
B — eB
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Eliminace nepouzitelnych symbolu

Véta 3.11. Kazdy neprazdny bezkontextovy jazyk L je generovan néjakou
redukovanou CFG.

Dukaz. Necht L je generovan nejakou CFG G.
Krok 1. Z G odstranime symboly typu | (vysledek oznacme G ).
Krok 2. Z G4 odstranime symboly typu Il (vysledek oznacme G- ).
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Korektnost: Dokazeme, ze G, je redukovana CFG.

Necht X je libovolny symbol z G».

m v G, existuje derivace S = aXp
m vsechny symboly z G- jsou téz v G;
m pro nejaky terminalni retez w plati S = aXp =g w

m zadny symbol z derivace a X3 =g w neni krokem 2 eliminovan a
proto aXjg =g w

Vime tedy, ze existuje derivace S = aXg =, w, kde w je terminalni
fetéz. Tudiz X neni nepouzitelny v G». ]
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