1 Cvicenie 1

1.1 Opakovanie: Funkcie

(Totalna) funkcia f z mnoziny A do mnoziny B, f : A — B: Zobrazenie
prvkov mnoziny A na prvky mnoziny B. Pre kazdé a € A existuje prave jedno
be Btz f(a)=b.

f(x) =2 —5 (kde f : N — N) je totdlna funkcia.

Ak nie je uvedené inak, predpokladame ze vSetky premenné a funkcie
pracujd s prirodzenymi ¢islami (N).

Parcidlna (Giastoénd) funkcia: Zobrazenie prvkov z A na B, avSak nie
pre kazdy prvok z A musi existovat obraz.
f(x) = %; f nie je definovana napr. pre x = 5 kvoli deleniu nulou.

Injektivna funkcia (prostd): Dva rozne prvky sa vzdy zobrazia na dve
rozne hodnoty (formélne: f(x) = f(y) = = = y). Injektivita je ”opacnou”
vlastnostou k vlastnosti byt funkciou” — nie len ze mé kazdy vzor maximéalne
jeden obraz (f je funkcia), ale zdrovenl ma aj kazdy obraz maximélne jeden vzor
(injektivita). Injektivita je nutnd ak k funkeif f zostrojujeme inverzni funkciu.

Inkrement (na N) je injektivny (rozne éisla maji réznych ndslednikov).
Dekrement nie je injektivny: 1 —1=0a0—1=0 (0 m4 dva vzory).

Surjektivna funkcia: Pre kazdy prvok z B existuje prvok z A ktory sa
nai zobrazi (formélne: Vb € B.3a € A.f(a) = b). Surjektivita je "opaénou”
vlastnostou k totdlnosti. Nie len Ze m4 kazdy prvok z A nejaky obraz (totalnost),
ale aj kazdy provok z B m4 nejaky vzor (surjektivita).

Dekrement je surjektivny (pre kazde x existuje « + 1 ktoré sa nan zobrazi).
Inkrement nie je surjektivny: neexistuje x t.z. x+1 = 0, teda 0 nem4 vzor.

Bijekcia: Totalna funkcia ktora je injektivna a surjektivna. Bijekcia je
mapovanie ”jedna-k-jednej”, teda pokryva tiplne obe mnoziny (totalnost a sur-
jektivita), je funkciou a m4 inverznu funkciu (injektivita). Bijekcia je uzitocnd
ked chceme prvky jednej mnoziny ”previest” alebo “kédovat” prvkami inej
mnoziny.

f N —Z taka ze:

x je liché

z x je sudé
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je bijekciou medzi prirodzenymi a celymi ¢islami.



1.2 While programy: Syntax a sémantika

Aby sme sa mohli vyjadrovat o vyéislitelnosti, potrebujeme najskor definovat
vypocetny model ktorym sa budeme zaoberat. V tomto pripade ide o while-
programy. Tie ndm dovoluju pisat jednoduché imperativne programy (podobné
ako napriklad v Pythone), teda by mali poskytovat lepsiu intuiciu ako napr.
Turingove stroje, ktoré sa ¢loveku ”programuji” pomerne tazko.

While program predpokladé konetne vela (neohranicenych) celoéiselnych
premennych, pricom kazdd premennd m4 svoj identifikdtor (identifikdtor moze
byt prakticky Iubovolny retazec, napriklad x1, foo, alebo is-valid). Mnozinu
vietkych takychto identifikdtorov budeme oznacovat ako Var.

While program vzdy za¢ina klicovym slovom begin a konéi kliéovym slovom
end, pricom medzi tymito slovami je (potencidlne prazdna) sada prikazov:

<program> ::= begin end | begin <sequence> end

Sada prikazov je potom tvorens bud jednym samostatnym prikazom alebo

9,9

klasickym zretazenim prikazov pomocou znaku ” ;

<sequence> ::= <statement> | <statement> ; <sequence>

Prikazy sd bud priradenia alebo while cykly alebo nové vnorené begin/end
bloky. Dolezité je si v§imnif, Ze while cyklus dokaze testovat len nerovnost
dvoch premennych:

<statement> ::= <assignment> | while <var> # <var> do <statement> | <program>

While programy umoziiuji modifikovat premenné tromi zékladnymi prirade-
niami: nastavenim na nulu, inkrementom a dekrementom.

<assignment> ::=var :=0|var :=var + 1| var :=var — 1

Takyto programovaci jazyk je samozrejme znacne obmedzeny, asi by sme
chceli miniméalne moznost vykondvat klasicku aritmetiku, logické operécie, pripadne
nejaké if-else konstrukcie. Z dévodu zachovania jednoduchosti si tieto operacie
definujeme ako tzv. makra, teda kusy kédu ktoré vlozime do nasich programov
miesto pozadovanych operacii.



Priklad: Makro program P; pre prikaz a := a4+ b:

begin
b’ :=b + 1; b’ :=Db’ - 1;
zero := 0;
while b’ != zero do
begin
b’ :=b’” -1; a:=a+1
end
end

Dolezité je si uvedomit, Ze premenné v makro prikazoch (a obecne while
programoch) su vzdy globalne naprie¢ celym programom. Teda ak by nejaky
program ktory vyuziva toto nase makro ukladal iné medzivysledky do premen-
nej zero, pouzitim makra by sa tieto medzivysledky stratili. Pri definici{ makra
je teda ¢asto dobré spomentit napr. ze premennd zero je takzvand Gerstvé pre-
menna, tj. premenna ktord sa inde v programe nevyskytuje. Taktiez si mézeme
v8imnut Ze z toho istého dovodu kopirujeme obsah premennej b do premennej
b’ — aby sme sa vyhli nepozadovanej modifikacii ” vstupnej” premennej b.

To je jeden z dolezitych aspektov while programov ktory sa ned4 obsiahnut
len pomocou hore uvedenej syntaxe. Na to aby sme sa o while programoch
mohli exaktne formélne vyjadrovat, potrebujeme vediet akd je ich sémantika.
Cielom teda bude formélne definovat ¢o to znamend ze program nie¢o pocita.

Ako uz sme naznacili, vSetky premenné v nasich programoch su globélne,
teda stav, alebo inak povedané prostredie v ktorom sa nas program vykonava
budeme uvazovat ako valudciu premennych. To bude v nasom pripade totélna
funkcia Var — N. Teda funkcia ktorad dostane identifikdtor premennej a vrati
jej celociselntd hodnotu.

Aby sme si pracu s programami ulahéili (a aby mohli byt takéto valuécie vzdy
totélne), predpokladdme ze vSetky premenné ktoré nie si explicitne nastavené
na nejakd hodnotu maji hodnotu nula. Mnozinu vSetkych moznych valuacii
budeme oznagovat ako Env.

Priklad: vy = {x1 — 16; foo — 4} je valudcia v; ktord premennej x;
priraduje hodnotu 16 a premennej foo hodnotu 4. Vsetky ostatné premenné
(napr. a) maji hodnotu nula. Kedze v1 je funkcia, mozem pouzit aj nasle-
dujici zépis vi(foo) = 4 (tu je ale dolezité si uvedomit, Ze foo je identifikdtor
premennej).

Akonéhle vieme aké je prostredie v ktorom sa budi nase programy vyhodno-
covat, mozeme interpretovat program P ako &iasto€ént (program moze cyklit)
funkciu ktora ako vstup berie pociatoénu valudciu pred spustenim programu a
na vystupe vracia nova koncovu valuaciu ktord je platnd po vykonani celého
programu: [P]: Env — Enwv.

Nebudeme presne definovat ako ziskat tiito funkciu zo syntaktického predpisu
programu a budeme predpokladat 7e kazdy student uz mé intuitivnu predstavu
o fungovani while cyklu, inkrementu a dekrementu (naviac sa tomu venujui iné
predmety na tejto fakulte).

Priklad: Uvazujme program Ps:



begin

a :=b+1;

while b != zero do b :=b - 1
end

Pre inicidlnu valudciu v; = {b — 5} plati, ze [P](v1) = {a — 6} (b je nula,
teda ju nemusime uvadzat). Vsimnime si tiez Ze inicidlna valudcia nedefinuje
premennt zero, teda sa automaticky predpoklada ze ma hodnotu nula.

Pre inicidlnu valudciu vy = {b — 6; zero — 3} plati [P](v2) ={a = 7; b —
3; zero — 3}. No a nakoniec, pre inicidlnu valudciu v3 = {b — 1; zero — 5}
je hodnota [P»](v3) nedefinovana (program cykli).

Takato funkcia ndm stac¢i na popis toho “ako” program pocita (ako sa
inicidlna valudcia meni na koncovi valudciu), ale nehovori ndm to ”¢o” pro-
gram pocita. Na to sa musime zhodnuf ¢o si vstupy a vystupy programu,
kedze ako sme videli v predchddzajicom priklade, program moze pocitat rozne
podla toho o st jeho vstupné parametre, a ¢o je povazované za jeho vystup.

K programu P potom definujeme tzv. sémantickd funkciu nasledovne:

vp(ay,...ay) = [P](v)(x1) kde v(x;) = a;

Samozrejme, pokial program pre dant valudciu cykli, je aj hodnota ¢p
nedefinovand. Dalej si mozeme viimnuf dve veci: Prvé, ze inicidlnu vaudciu
tvorime pomocou argumentov sématickej funkcie, priCom prvy argument vk-
laddme do premennej x;, druhy do x,, atd. Druhd, ze nivratovd hodnota je
vzdy ulozend v prvej premennej, teda x;.

Toto je ¢asto krat nepraktické z hladiska citatelnosti a nie je teda na skodu
definovat si "makro” ktoré nam umozni povedat ¢o st vstupné a vystupné
premenné programu (takéto "makro” potom len do nich skopiruje hodnoty z
X1,...X, a po skonceni programu zase prekopiruje hodnotu z névratovej pre-
mennej). V nasom zépise budeme takito skutoénost uvddzat na zaciatku pro-
gramu pomocou priznakov input a output.

Priklad: Striktne vzaté, sémanticka funkcia programu Ps, ¢p,, bude pre
Iubovolny pocet vstupnych premenngch vidy konstantna funkcia 0, kedze pro-
gram nepouziva premenné z; a tym padom bude na konci z; vzdy nula (a
program vidy skonéi, kedze ostatné premenné pouzité v programe si nula).
Pokial ale pouZijeme konvenciu z hore uvedeného makra a povieme Ze vstup-
nou premennou programu je b a vystupnou premennou programu je a, potom
wp,(b) =b+ 1. Pokial by sme povedali Ze vstupnymi premennymi st b a zero,
pricom vystupnou zostava premennd a, dostavame o nieco zlozitejsiu sémantiku
b+1 b>zero
1 inak

Pozndmka: Pokial hladdme while program ktory nieco pocita, typicky nés
nebude v tomto predmete zaujimat zlozitost takéhoto riesenia, teda sa ne-
musite trépit tym ze v4s program je extrémne neefektivny. Ovela radsej budeme

©p, (b, zero) = kedze P, moze zacat cyklit.



opravovat kratky zrozumitelny program ktory by ale teoreticky poéital az do vy-
hasnutia slnka (ale musf sa dat samozrejme ukazat ze skonéf a spocita spravny
vysledok) ako komplikovany optimalizovany kéd nad ktorym opravujuci stravi
par bezsennych noci.

Priklad:

a) Zostrojte program )7 ktorého sémanticka funkcia bude g, (n) = 3n+1:

input: n; output n;

begin
b:=n+1; b :=b-1;
while b != zero do
begin
n n 1;
n:=n + 1;
b:=b -1
end;
n:=n+1
end

b) Zostrojte program Q2 ktorého sémantickd funkcia bude ¢g,(n) = 5:

input: n; output: n;

begin
b:=n+1; b :=Db-1;
while b != zero do
begin
n:=n-1;
b :=b - 1;
b:=b-1
end
end

1 o liché
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input: n; output p;

begin
p := 0;
n’ :=n+1; n’ :=n’ - 1;
while n’ != 0 do
begin
n’ :=n’ - 1;
if p != zero do
p:=p-1
else
p:=p+1
end
end



Pozndmka: Pre zlepsenie Eitatelnosti sme v tomto programe pouzili makro
If-else definované na prednéagke.
d) Zostrojte program Q4 ktorého sémantickd funkcia bude:

3n+1 njeliché
©Q.(n) =9 . o
2 n je sudé

2

Na zostrojenie programu pouzijeme programy z predchadzajicich cviceni
(bez input/output makier). Najskor spustime program @3 aby sme do premen-
nej p ulozili paritu ¢isla n, nasledne vyhodnotime vhodnt funkciu programami

@1 alebo Qs:

input: n; output: n;
begin

Q3; if p != zero do Q1 else Q2
end

Vsimnime si ze programy vkladame ¢isto ”syntakticky”. Teda nenastiava
ziadne volanie funkcie ani ni¢ podobné, kéd programu sa jednoducho skopiruje
na dantu poziciu. Taktiez stale plati ze vSetky premenné st globalne naprie¢
celym takto vzniknutym programom (preto napr. v programe Q)3 vytvarame
képiu premennej n).

e) Ak4 je sémantika programu Q5?7

input: n; output: n;

begin
one := 0; one := one + 1;
while n != one do Q3

end

Prvym pozrovanim by mohlo byt, ze sémantikou tohoto programu je funkcia
w5 (n) =1, kedze ak while cyklus skonéi, hodnota n je 1. Bohuzial sa zatial ale
nikomu nepodarilo dokézat ze takyto program aj vzdy skonéi (zatiai sa ale ani
nenasla hodnota nad ktorou by cyklil). Konrétne tento program generuje tzv.
Collatzovu postupnost a je jednoduchou ukdzkou toho ako aj velmi kratky pro-
gram (ak by sme si nemuseli pfsat vlastné makra na ndsobenie/podmienky /etc.
da sa napisat prakticky na jeden riadok) méze narazit na sicasné hranice
analyzy programov. Napriek tomu ze sémantika programu @3 je trividlna, jeho
opakovanym volanim vznika netrividlne spravanie ktoré v sicasnosti nevieme
dobre popisat.

1.3 Iné priklady

Priklad:  Napiste while program pocitajuci funkciu z¥ bez pouzitia makier
(okrem testu na rovnost):



input: x,y; output: result;

begin
result := 0; result := result + 1;
while y != zero do
begin
y 1=y - 1;
m :=result + 1; m :=m - 1;
while m != zero do
begin
m:=m - 1;
a:=x+1; a :=a-1;
while a != 0 do
a :=a-1;
result := result + 1
end
end
end

Strucnd myslienka: Umocnenie je y-krat zopakované nasobenie, kde nasobenie
je result-krat zopakované s¢itavanie, no a s¢itavanie je x-krat zopakovany inkre-
ment, pricom vSetko sa to kumuluje do premennej result.

Priklad: Ako vo while programoch implementovat celé ¢isla? Pomocou bi-
jekcie uvedenej na konci prvej sekcie dokazeme celé éislo kédovat pomocou jed-
noho prirodzeného ¢isla, pricom samotnu bijekciu vieme urcite tiez implemen-
tovat vhodnym while programom (teda vieme otestovat ¢i je ¢islo kladné alebo
zéporné a dostat jeho absolitnu hodnotu).

Vsetko ¢o ndm zostdva je nejakym vhodnym spésobom naimplementovat
makrd pre inkrement a dekrement (ostatné aritmetické operdcie potom vy-
robime podobne ako pre prirodzené ¢isla). Kedze nasa bijekcia mapuje kladné
¢isla na sudé a zdporné na liché, mdzeme ako operdciu inkrementu/dekrementu
pouzit +/ —2, s tym Ze je nutné nejak vhodne vyriesit problém prechodu medzi
zépornymi a kladnymi ¢islami (teda ze dekrement od 0 je —1, teda v naSej
bijekcif 1 a pre inkrement naopak). To sa dé4 ale zabezpeénit obyéajnou pod-
mienkou kedze ide len o koneény pocet Specifickych pripadov.



