Jméno:

Souradnice:

qoot . | .

Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyplite zleva

dle priloZeného vzoru ¢islic. Jinak do této oblasti nezasahujte.

0124456 1HY

body

(a)

Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva? Svou odpovéd zdtvodnéte.

(i) Mnozina A; C N je rekurzivni pravé tehdy, kdyz existuje totalné
vydcislitelnd funkce f takové, ze x € A & Vo' <z : f(z) > f().

(ii) Mnozina Ay C N obsahujici ty ¢ € N, Ze se i-ty while-program
zastavi pro néjaky vstup, je rekurzivni.

(iii) Mnozina As C N z pfedchoziho bodu je rekurzivné spocetna.

Definujte, co znamend, Ze rozhodovaci problém je polynomiélné re-
dukovatelny na jiny rozhodovaci problém. Plati, ze kazdy NP-uplny
problém je polynomialné redukovatelny na kazdy PSPACE-uplny pro-
blém? Svou odpovéd zdivodnéte.

(i) Neni pravdivé. Mnozina A; = {1} je rekurzivni, ale libovolna
funkce f spliiuje Vo’ < 0: f(0) > f(z').
Na dalsim listu je uvedeno nesprdvné resent této casti prikladu, za
ktere bychom také dali plng pocet bodi - nebylo nasim dmyslem
vytvorit ,chytak*.

(ii) Neni pravdivé. Mnozina A, je netrividlni mnozina, ktera respek-
tuje funkce, a neni tedy rekurzivni dle Prvni Riceovy véty.

(iii) Je pravdivé. Nésledujici algoritmus se zastavi pravé tehdy, kdyz
1 € Ay. Postupné pro k£ = 1,2,... budeme simulovat prvnich
k krok vypoctu i-tého programu na vstupech 1,..., k. Pokud
pro néjaké k a néjaky vstup simulace skonéi, pak se popisovany
algoritmus zastavi. Pokud takové k nikdy nenalezneme, pak se
popisovany algoritmus nikdy nezastavi. To ale nastane jen tehdy,
pokud se i-ty program pro zadny vstup nezastavi. Existence vyse
popsaného algoritmu dokazuje, ze Ay je rekurzivné spocetné.

Problém P je polynomialné redukovatelny na problém (), pokud exis-
tuje polynomidlni algoritmus A, t.z. x € P pravé tehdy, kdyz A(x) € Q
pro vSechny mozné vstupy x, kde A(x) je vystup algoritmu A pro z.
Ano, plati. Necht P je PSPACE-uplny problém. Protoze kazdy pro-
blém ze t¥idy PSPACE je na P polynomialné redukovatelny, kazdy NP-
uplny problém patii do NP dle definice NP-tiplnosti a NP C PSPACE,
je kazdy NP-tuplny problém polynomiélné redukovatelny na P.

Oblast strojové snimatelnych informaci, nezasahugjte.



Jméno:

Souradnice:

qoot . | .

Oblast strojové snimatelnych informaci. Své UCO vyplite zleva

dle priloZeného vzoru ¢islic. Jinak do této oblasti nezasahujte.

0124456 1HY

body

(a) Ktera z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva? Svou odpovéd zdivodnéte.

(i)
(i)
(ii)

Mnozina A; C N je rekurzivni pravé tehdy, kdyz existuje totalné
vydcislitelnd funkce f takové, ze x € A & Vo' <z : f(z) > f().

Mnozina As C N obsahujici ty ¢ € N, ze se i-ty while-program
zastavi pro néjaky vstup, je rekurzivni.

Mnozina As C N z pfedchoziho bodu je rekurzivné spocetna.

(b) Definujte, co znamend, ze rozhodovaci problém je polynomialné re-
dukovatelny na jiny rozhodovaci problém. Plati, ze kazdy NP-uplny
problém je polynomialné redukovatelny na kazdy PSPACE-uplny pro-
blém? Svou odpovéd zdivodnéte.

(a)

(i)

(ii)
(iii)

Toto Tesent je chybné — viz komentdr na predchozim listu.
Je pravdivé. Ekvivalenci dokazujeme jako dvé implikace.

Ay je rekurzivni = existence funkce f ze zadani. Necht f(x) je
pocet hodnot y < z, t.%. y € A;. Funkci f je souctem prvnich
x hodnot charakteristické funkce mnoziny A; a je tedy totalné
vy¢islitelnd. Pokud x ¢ Aj, pak f(x) = f(z — 1) a tedy neplati
Vo' < x ¢ f(x) > f(2). Pokud z € Aj, pak f(z) > f(2') pro
viechna 2/ < . (Tento argument selhdvd pro x = 0, pokud 0 &
Ar.)

Ezistence funkce f ze zaddni = Ay je rekurzivni. Nasledujici al-
goritmus pocCita charakteristickou funkci mnoziny A;. Postupné
proz’ =0,...,z—1 vypocteme f(z') a ovéfime, ze f(z') < f(x).
Pokud test nékdy selze, pak vystoupime 0. Jinak vystoupime 1.

Neni pravdivé. Mnozina As je netrividlni mnozina, kterd respek-
tuje funkce, a neni tedy rekurzivni dle Prvni Riceovy véty.

Je pravdivé. Nasledujici algoritmus se zastavi pravé tehdy, kdyz
1 € Ay. Postupné pro £ = 1,2,... budeme simulovat prvnich
k krokl vypoctu i-tého programu na vstupech 1,...,k%k. Pokud
pro néjaké k a néjaky vstup simulace skonéi, pak se popisovany
algoritmus zastavi. Pokud takové k nikdy nenalezneme, pak se
popisovany algoritmus nikdy nezastavi. To ale nastane jen tehdy,
pokud se i-ty program pro zadny vstup nezastavi. Existence vyse
popsaného algoritmu dokazuje, ze Ay je rekurzivné spocetné.

(b) Problém P je polynomialné redukovatelny na problém @, pokud exis-
tuje polynomidlni algoritmus A, t.z. x € P pravé tehdy, kdyz A(x) € Q
pro vSechny mozné vstupy x, kde A(x) je vystup algoritmu A pro z.

Ano, plati. Necht P je PSPACE-uplny problém. Protoze kazdy pro-
blém ze t¥idy PSPACE je na P polynomialné redukovatelny, kazdy NP-

uplny problém patii do NP dle definice NP-tiplnosti a NP C PSPACE,
je kazdy NP-tuplny problém polynomiélné redukovatelny na P.

Oblast strojové snimatelnych informaci, nezasahugjte.
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(a) Vysvétlete, co znamend, ze mnozina B C N respektuje funkce.

(b) Necht f: N — NU{L} je funkce, t.z. f(x) # L pro koneéné mnoho
x € N, a necht C' je mnozina téch i € N, ze funkce ; je rozsifenim f.

(i)
(ii)
(iii)

Pro které funkce f je mnozina C' rekurzivni?
Pro které funkce f je mnozina C' rekurzivné spocetna?

Pro které funkce f je mnozina C' rekurzivné spocetna?

Své odpovédi zdivodnéte.

(a) Mnozina B respektuje funkce, pokud pro kazdé dva indexy i a j, t.z.

wYi =

¢, plati, Ze bud jsou oba v B nebo neni ani jeden v B.

(b) Protoze f(x) je riznd od L pouze pro koneéné mnoho hodnot = € N,
je funkce f vydislitelna a tedy existuje a, t.z. f = . Déle zvolme 3,
t.z. funkce g cykli na vSech vstupech.

(i)

(iii)

Pravé tehdy, kdyz f = ¢g. Pokud f = ¢g, pak C = N a C je
tedy rekurzivni. Pokud f # ¢g, pak @« € C a 8 € C, a C neni
rekurzivni dle Prvni Riceovy véty, nebof respektuje funkce a neni
trividlni.

Vzdy. Necht x4, . .., xy jsou pravé ty hodnoty, pro které f(x) # L.
Nasledujici algoritmus se zastavi na vstupu ¢ pravé tehdy, kdyz
1 € C: postupné pro j = 1,...,k simulujeme i-ty program pro
vstup z; a pokud simulace skon¢i a vysledek neni f(xz;), tak se
algoritmus zacykli. Pokud simulace skoné¢i pro vsech k hodnot
x1,...,2; a vysledek je vzdy f(z;), pak se algoritmus zastavi.
Pravé popsany algoritmus se na vstupu 7 zastavi pravé tehdy,
kdyz i € C. Plati tedy, Ze mnozina C' je vzdy rekurzivné spocetna.
Pravé tehdy, kdyz f = ¢g. Protoze mnoZina C je rekurzivné
spoéetné, je mnozina C rekurzivné spocetna pravé tehdy, kdyz C
je rekurzivni, coz jsme vyteSili v prvni ¢asti této podotazky.

Oblast strojové snimatelnych informaci, nezasahugjte.
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(a)
(b)

Definujte prostorovou slozitost nedeterministického algoritmu.

Zformulujete a dokazte vétu z prednasky, ktera hovori o inkluzi t¥idy
NSPACE(f(n)) pro f(n) € Q(logn) ve tfidé problému Fesitelnych de-
terministicky v omezeném case.

Prostorovéa slozitost nedeterministického algoritmu je funkce f : N —
N, t.z. f(n) se rovné nejmensimu ¢éislu K, pro které plati, ze kazda
vétev vypoctu algoritmu pro libovolny vstup velikost n pracuje v pro-
storu nejvyse K.

Zadéani popisuje vétu, ktera iik4, ze NSPACE(f) € TIME (2O(f)).
Zvolme problém z NSPACE( f) a nedeterministicky algoritmus A, ktery
jej fesi v prostoru O(f). Nyni popiSeme deterministicky algoritmus,
ktery zvoleny problém fesi v ¢ase 20(1). Pro dany vstup velikosti n
a vhodné zvolené ¢islo s sestavime pomocny orientovany graf, jehoz
vrcholy jsou mozné stavy vypoctu algoritmu A, ktery pouziva prostor
néjvyse s. Takovych stavil je nejvyse 20): pokud uvazujeme vypodetni
mode Turingovych stroj, je stav vypoctu urcen stavem stroje, pozici
hlav na vstupni pasce (n moznosti) a pracovni pasce (s moznosti) a
obsahem pracovni pasky (3° moznosti v ptipadé bindrni abecedy). Z
vrcholu odpovidajicitho stavu s vede hrana do vrcholu odpovidajici
stavu s’ pravé tehdy, kdyz ze stavu s lze piejit v jednom kroku do
stavu s’. Pokud je s zvolené tak, Ze prostorova sloZitost algoritmu pro
danny vtsup je nejvyse s, pak sta¢l v tomto pomocném grafu ovérit
existenci cesty z pocatecéniho stavu vypocétu do nékterého z prijimaji-
cich stavi. To Ize snadno udélat v ¢ase v polynomialnim ve velikosti
pomocného grafu, tj. v v Case 20(s).

Zbyvé tedy popsat, jak nalézt takové cislo s, které zaroven neni o
mnoho vétsi nez f(n). Nejdiive zvolime s = 1 a sestavime pomocny
graf pro tuto hodnotu s. Pokud v ném existuje cesta z pocatecniho
stavu vypoctu do stavu, ze kterého lze prejit do stavu pouzivajiciho
prostor s + 1 (toto lze vyhodnotit v ¢ase 2005)), pak zjevné s < f(n)
a v takovém pripadé hodnotu s zdvojnasobime a postup opakujeme.
Zastavime se nejpozdéji, kdyz s > f(n). Postup popsany v prvnim
odstavci pak pouzijeme pro tuto hodnotu s. Vzhledem k popsanému
postupu bude tedy nakonci platit, ze s < 2f(n) a tedy s € O(f).
Celkova casova slozitost pravé popsaného algoritmu je tedy 20(s).

Oblast strojové snimatelnych informaci, nezasahugjte.



