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Radek Pelánek
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xkcd: Tabletop Roleplaying

https://xkcd.com/244/
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To iterate is human, to recurse divine. (L. Peter Deutsch)
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Rekurze

použit́ı funkce p̌ri jej́ı vlastńı definici

voláńı sebe sama (s jinými parametry)
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Sebereference

https://xkcd.com/688/
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Sebereferenčńı test

1 Které ṕısmeno neńı správnou odpověd́ı na žádnou otázku:
(A) A (B) C (C) B

2 Odpověd’ na 3. otázku je:
(A) stejná jako na 1. otázku (B) stejná jako na 2.
otázku (C) jiná než odpovědi na 1. a 2. otázku

3 Prvńı otázka, na kterou je odpověd’ A, je otázka:
(A) 1 (B) 2 (C) 3

Hlavolamikon
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Piráti

5 pirát̊u si děĺı poklad: 100 minćı

nejstařśı pirát navrhne rozděleńı, následuje hlasováńı

alespoň polovina hlas̊u ⇒ rozděleno, hotovo

jinak ⇒ navrhuj́ıćı pirát zabit, pokračuje druhý nejstařśı
(a tak dále) (rekurze!)

priority
1 p̌rež́ıt
2 ḿıt co nejv́ıce minćı
3 zab́ıt co nejv́ıc ostatńıch pirát̊u

složitěǰśı varianty: 6 pirát̊u a 1 mince, 300 pirát̊u a 100 minćı
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Rekurze a sebereference

Rekurze a sebereference – kĺıčové myšlenky v informatice

některé souvislosti:

matematická indukce

funkcionálńı programováńı

rekurzivńı datové struktury (nap̌r. stromy)

gramatiky

logika, neúplnost

nerozhodnutelnost, diagonalizace
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Rekurze a sebereference

... nejen v informatice

M. C. Escher; Drawing Hands, 1948

Gödel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid; Douglas
Hofstadter
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Rekurze a úvodńı programováńı

uvedené aplikace rekurze a sebereference často poměrně
náročné

hod́ı se pǒrádně pochopit rekurzi na úrovni
jednoduchých programů

bezprosťredńı návaznost – Algoritmy a datové struktury
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Faktoriál

n! = 1 · 2 · · · (n − 1) · n

f (n) =

{
1 pokud n = 1

n · f (n − 1) pokud n > 1
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Faktoriál iterativně (pomoćı cyklu)

def fact(n):

f = 1

for i in range(1, n+1):

f = f * i

return f
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Faktoriál rekurzivně

def fact(n):

if n == 1: return 1

else: return n * fact(n-1)
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Faktoriál rekurzivně – ilustrace výpočtu

fact(4)

4 * fact(3)

3 * fact(2)

2 * fact(1)

1
1

2

6

24
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Př́ıklad: výpis č́ısel

Vymyslete funkci, která:

vyṕı̌se č́ısla od 1 do N

pomoćı rekurze – bez použit́ı cykl̊u for, while
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Př́ıklad: výpis č́ısel

Vymyslete funkci, která:

vyṕı̌se č́ısla od 1 do N

pomoćı rekurze – bez použit́ı cykl̊u for, while

def sequence(n):

if n > 1:

sequence(n-1)

print(n)
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Co udělá tento program?

def test(n):

print(n)

if n > 1:

test(n-1)

print(-n)

test(5)
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Ilustrace zanǒrováńı

test(1)

test(2)

test(3)

3

2

1 -1

-2

-3
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Nep̌ŕımá rekurze

def even(n):

print("even", n)

odd(n-1)

def odd(n):

print("odd", n)

if n > 1:

even(n-1)

even(10)
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Rekurzivńı stromeček
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Rekurzivńı stromeček

nakreslit stromeček znamená:

udělat stonek

nakreslit dva menš́ı stromečky (pootočené)

vrátit se na původńı pozici
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Stromeček želv́ı grafikou

def tree(length):

forward(length)

if length > 10:

left(45)

tree(0.6 * length)

right(90)

tree(0.6 * length)

left(45)

back(length)

22 / 72



Podoby rekurze, odstraněńı rekurze

koncová rekurze (tail recursion)

rekurzivńı voláńı je posledńı p̌ŕıkaz funkce
lze vesměs p̌ŕımočǎre nahradit cyklem

”
plná“ rekurze

”
zanǒruj́ıćı se“ voláńı

nap̌r. stromeček
lze p̌repsat bez použit́ı rekurze za použit́ı zásobńıku
rekurzivńı podoba často výrazně elegantněǰśı
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Hanojské věže aneb O konci světa

video:

https://www.fi.muni.cz/~xpelanek/IB111/hanojske_veze/

https://www.youtube.com/watch?v=8yaoED8jc8Y

klášter kdesi vysoko v horách u města Hanoj

velká ḿıstnost se ťremi vyznačenými ḿısty

64 r̊uzně velkých zlatých disk̊u

podle věštby maj́ı mnǐsi p̌resouvat disky z prvńıho na ťret́ı
ḿısto

a až to dokonč́ı ...
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Hanojské věže: pravidla

N disk̊u r̊uzných velikost́ı naskládaných na sobě

vždy může být jen menš́ı disk položen na věťśım

možnost p̌resunout jeden horńı disk na jiný koĺıček

ćıl: p̌resunout vše z prvńıho na ťret́ı
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Hanojské věže: řešeńı

A B C A B C A B C A B C

A B CA B CA B CA B C
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Hanojské věže: výstup programu

>>> solve(3, "A", "B", "C")

A -> B

A -> C

B -> C

A -> B

C -> A

C -> B

A -> B
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Hanojské věže: rekurzivńı řešeńı

def solve(n, start, end, auxiliary):

if n == 1:

print(start, "->", end)

else:

solve(n-1, start, auxiliary, end)

solve(1, start, end, auxiliary)

solve(n-1, auxiliary, end, start)
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Řešeńı včetně vypisováńı stavu

*

***

*****

-------------------

***

***** *

-------------------

***** *** *

-------------------

*

***** ***

-------------------

*

*** *****

-------------------

* *** *****

-------------------
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Stav úlohy, reprezentace

stav úlohy = rozḿıstěńı disk̊u na koĺıćıch

disky na koĺıku A → seznam

celkový stav:

3 proměnné, v každé seznam – nepěkné
seznam seznamů, koĺıky interně znač́ıme 0, 1, 2

p̌ŕıklad stavu (6 disk̊u): [[4], [5, 2, 1], [6, 3]]
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Řešeńı včetně vypisováńı stavu

def solve(n, start, end, aux, state):

if n==1:

disc = state[start].pop()

state[end].append(disc)

print_state(state)

else:

solve(n-1, start, aux, end, state)

solve(1, start, end, aux, state)

solve(n-1, aux, end, start, state)

def solve_hanoi(n):

state = [list(range(n,0,-1)), [], []]

print_state(state)

solve(n, 0, 2, 1, state)
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Vypisováńı stavu – jednoduše

def print_state(state):

print(state)

print("--")

def print_state(state):

for i in range(3):

print("Peg", chr(ord(’A’)+i), state[i])

print("--")
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Vypisováńı stavu – textová grafika

def print_state(state):

n = sum([len(s) for s in state])

for y in range(n+1):

line = ""

for peg in range(3):

for x in range(-n+1, n):

if len(state[peg]) > n-y and

abs(x) < state[peg][n-y]:

line += "*"

else:

line += " "

line += " "

print(line)

print("-"*(n*6+1))
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Sierpińského fraktál

rekurzivně definovaný geometrický útvar
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Sierpińského fraktál
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Sierpińského fraktál: kód

def sierpinski(n, length):

if n == 1:

triangle(length)

else:

for i in range(3):

sierpinski(n - 1, length)

forward((2 ** (n - 1)) * length)

right(120)
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Daľśı podobné fraktály
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Robotanik

tutor.fi.muni.cz, úloha Robotanik

jednoduché
”
grafické“ programováńı robota

těžš́ı p̌ŕıklady založeny na rekurzi

vizualizace pr̊uběhu
”
výpočtu“, zanǒrováńı a vynǒrováńı z

rekurze
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Robotanik – Kurz poč́ıtáńı

rekurze jako
”
pamět’“
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Robotanik
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Pokrýváńı plochy L kostičkami

mř́ıžka 8× 8 s chyběj́ıćım levým horńım polem

úkol: pokrýt zbývaj́ıćı poĺıčka pomoćı L kostiček

rozš́ı̌reńı:

rozměr 2n × 2n

chyběj́ıćı libovolné pole
obarveńı 3 barvami, aby sousedi byli r̊uzńı
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Ukázky řešeńı
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Řešeńı

rozdělit na čtvrtiny

uḿıstit jednu kostku

rekurzivně aplikovat řešeńı na jednotlivé části
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Kahoot
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Kahoot: program A

def magic(n):

return n + magic(n)
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Kahoot: program B

def test(n):

if n > 0:

print(n, end="")

test(n-1)

print(n, end="")

test(3)
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Přemýšleńı o funkćıch (rekurzivńıch obzvlášt’)

obecně pro funkce:

ujasnit vstupně-výstupńı chováńı než začnu psát funkci

rekurzivńı funkce nav́ıc:

p̌ri psańı funkce p̌redpokládám, že mám již funkci hotovou

problém p̌revedu na řešeńı menš́ıho problému (který již
uḿım vy̌rešit)

ošeťŕım
”
koncovou podḿınku“
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Otočeńı řetězce rekurzivně

>>> reverse("star wars")

’sraw rats’

def reverse(s):

if len(s) <= 1: return s

return reverse(s[1:]) + s[0]
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Otočeńı řetězce rekurzivně
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def reverse(s):
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Kontrolńı otázka

Co dělá následuj́ıćı funkce (vstup je řetězec)?

def magic(s):

if len(s) <= 1: return s

return magic(s[1:])
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Seznam vnǒrených seznamů

Seznam č́ısel a vnǒrených seznamů č́ısel (SČAVSČ) je seznam,
který obsahuje č́ısla nebo SČAVSČ.

rekurzivńı datová struktura

scavsc = [[2, 8], 4, [3, [1, 7], 6], [2, 4]]

Jak vypoč́ıtat součet všech č́ısel?
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Součet vnǒrených seznamů

def nested_list_sum(alist):

total = 0

for x in alist:

if isinstance(x, list):

total += nested_list_sum(x)

else:

total += x

return total
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Př́ıklady použit́ı rekurze v informatice

Euclidův algoritmus – NSD

vyhledáváńı opakovaným půleńım

řadićı algoritmy (quicksort, mergesort)

generováńı permutaćı, kombinaćı

fraktály

prohledáváńı grafu do hloubky

gramatiky
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Euklidův algoritmus rekurzivně

def nsd(a,b):

if b == 0:

return a

else:

return nsd(b, a % b)
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Vyhledáváńı opakovaným půleńım

hra na 20 otázek

hledáńı v seznamu

hledáńı v binárńım stromu
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Vyhledáváńı: rekurzivńı varianta

def binary_search(value, alist, lower, upper):

if lower > upper:

return False

mid = (lower + upper) // 2

if alist[mid] < value:

return binary_search(value, alist, mid+1, upper)

elif alist[mid] > value:

return binary_search(value, alist, lower, mid-1)

return True
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Řadićı algoritmy

quicksort

vyber pivota
rozděl na menš́ı a věťśı
zavolej quicksort na podčásti

mergesort

rozděl na polovinu
každou polovinu sěrad’ pomoćı mergesort
spoj obě poloviny
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Generováńı permutaćı, kombinaćı

permutace množiny = všechna možná pǒrad́ı

p̌ŕıklad: permutace množiny {1, 2, 3, 4}
jak je vypsat systematicky?
jak využ́ıt rekurzi?

k-prvkové kombinace n-prvkové množiny = všechny
možné výběry k prvk̊u

p̌ŕıklad: 3-prvkové kombinace množiny {A,B,C ,D,E}
jak je vypsat systematicky?
jak využ́ıt rekurzi?
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Kombinace

(
n

k

)
=

(
n − 1

k − 1

)
+

(
n − 1

k

)

def combinations(alist, k):

if k == 0: return [[]]

if len(alist) < k: return []

output = []

for comb in combinations(alist[1:], k-1):

comb.append(alist[0])

output.append(comb)

output.extend(combinations(alist[1:], k))

return output
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Nevhodné použit́ı rekurze

ne každé použit́ı rekurze je efektivńı

Fibonacciho posloupnost (kráĺıci):

f1 = 1

f2 = 1

fn = fn−1 + fn−2

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .

Vi Hart: Doodling in Math: Spirals, Fibonacci, and Being a Plant
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Fibonacciho posloupnost: rekurzivně

def fib(n):

if n <= 2: return 1

else: return fib(n-1) + fib(n-2)
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Fibonacciho posloupnost: rekurzivńı výpočet

fib(4)

fib(2)

1

fib(3)

fib(2)fib(1)

1 1

fib(5)

+

+ + fib(3)

fib(2)fib(1)

1 1

+
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Problém N dam

šachovnice N × N

rozestavit N dam tak, aby se vzájemně neohrožovaly

zkuste pro N = 4

pozn. speciálńı p̌ŕıpad
”
problému splněńı podḿınek“
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Problém N dam – řešeńı
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Problém N dam – algoritmus

ilustrace algoritmu backtracking

hrubá śıla, ale
”
chyťre“

začneme s prázdným plánem, systematicky zkouš́ıme
umist’ovat dámy

pokud najdeme kolizi, vraćıme se a zkouš́ıme jinou
možnost

p̌rirozený rekurzivńı zápis
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Problém N dam – backtracking

řešení
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Problém N dam – reprezentace stavu

pro každé pole si pamatujeme, zda na něm je/neńı dáma

dvourozměrný seznam True/False

pro každou dámu si pamatujeme jej́ı soǔradnice

seznam dvojic xi , yi

pro každý řádek si pamatujeme, v kterém sloupci je dáma

seznam č́ısel xi
nejvýhodněǰśı reprezentace
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Problém N dam – řešeńı

def solve_queens(n, state):

if len(state) == n:

output(state)

return True

else:

for i in range(n):

state.append(i)

if check_queens(state):

if solve_queens(n, state): return True

state.pop()

return False
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Kdy se ohrožuj́ı dvě dámy?

x

y

1

1

x2

y2
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Kdy se ohrožuj́ı dvě dámy?

x

y

1

1

x2

y2

x1 = x2
y1 = y2
x1 + y1 = x2 + y2
x1 − y1 = x2 − y2
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Problém N dam – řešeńı

def output(state):

for y in range(len(state)):

for x in range(len(state)):

if state[y]==x: print("X", end=" ")

else: print(".", end=" ")

print()

print()

def check_queens(state):

for y1 in range(len(state)):

x1 = state[y1]

for y2 in range(y1+1, len(state)):

x2 = state[y2]

if x1 == x2 or x1-y1 == x2-y2 or\

x1+y1 == x2+y2:

return False

return True
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Backtracking – daľśı p̌ŕıklady použit́ı

mnoho logických úloh:

Sudoku a podobné úlohy
algebrogramy (SEND + MORE = MONEY)

optimalizačńı problémy (nap̌r. rozvrhováńı, plánováńı)

obecný
”
problém splněńı podḿınek“
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Shrnut́ı

rekurze: využit́ı rekurze pro definici sebe sama

logické úlohy: Hanojské věže, L kostičky, dámy na
šachovnici

fraktály

aplikace v programováńı: vyhledáváńı, řazeńı,
prohledáváńı grafu

kĺıčová myšlenka v informatice

nezapomeňte na piráty
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