Matematika 111, 4. cviceni

Derivace funkce zadané implicitné

Funkci znac¢ime pismenem y, proménnou pismenem z, muzeme si predstavit, ze y = f(z). Proto
derivace x je 1, ale derivace y je 3/, takze napt. (z2) = 2z a (y?)" = 2yy/'.

Piiklad 1. Urcete proni a druhou derivaci, pokud x* + y*> = 1.
Piiklad 2. Uréete derivaci, pokud xy® — 2zxy + 23 — 3y%> + 5 = 0.
Pi#iklad 3. Urcete derivaci, pokud sin(x?) + cos(y?) — 1 = 0.

Piiklad 4. Necht je funkce y = y(z) ddna v okoli bodu [1,1] implicitné rovnici y® —2xy+x? = 0.
Urcete y'(1) a y"(1).

Piiklad 5. Necht je funkce y = y(z) ddna v okoli bodu [%, 5] implicitné rovnici y — Sl% =z.

Urcete y'(%51) a y"(Z5).

Pi#iklad 6. Rozhodnéte, zda kiivka x® — y3 + 2zy = 0 lezi v okoli bodu [1,—1] nad (nebo pod)
svoji tecnou.

Ndpovéda. Krivku v okoli bodu [1, —1] povazujte za funkci y(x) zadanou implicitné, odpovézte
podle hodnoty druhé derivace této funkce v daném bodé.

Piiklad 7. Rozhodnéte, zda kiivka 2% — 3xy® + y3 — 3 = 0 lezi v okoli bodu [1,3] nad (nebo
pod) svoji tecnou.

Piiklad 8. Vypoctéte vsechny parcidlni derivace proniho a druhého tddu v bodé [1, V2, 2] funkce
z = f(z,y) definované v okoli daného bodu implicitné rovnici x> + y* + 2% — xz — /2yz = 1.

Ptriklad 9. Vypoctéte vsechny parcidlni derivace pruniho a druhého 7ddu v bodé [—2,0, 1] funkce
z = f(z,y) definované v okoli daného bodu implicitné rovnici 2z* + 2y + 22 + 8xz — 2 +8 = 0.

Implicitné zadana funkce

Necht F(z,y): R? — R je spojité diferencovatelnd funkce v okolf bodu [z, yo], ddle F(zq, yo) = 0
a Fé(wo,yo) # 0. Pak existuje spojitda funkce f: R — R definovanad na néjakém okoli U bodu
xg, pricemz F(x, f(z)) = 0 pro vSechna x € U. Funkce y = f(x) je tedy rovnosti F(z,y) = 0
implicitné definovand v okoli bodu xy. Pokud Fé (zo,y0) = 0, funkce f se zminénymi vlastnostmi
neexistuje.

Podobné tvrzeni plati pro funkci vice proménnych, uvedeme si jesté ptipad pro 3 promeénné:
Necht F(x,y,2): R®> — R je spojité diferencovatelnd funkce v okoli bodu [z, yo, 20], déle
F(xo,90,20) = 0 a Fl(wo,y0,20) # 0. Pak existuje spojitd funkce f: R?> — R definovana
na néjakém okoli U bodu [z, yo], pFicemz F(z,y, f(x,y)) = 0 pro vSechna x € U. Pokud
Fl(z0,v0,20) = 0, funkce f se zminénymi vlastnostmi neexistuje.

Priiklad 10. V okoli kterijch bodiu jednodilného hyperboloidu h o rovnici
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nelze vyjddrit z jako funkci z = f(x,y)?
Ndpovéda. Urcete body [zg, yo, 20] na h splaujici F.(zo,yo,20) = 0, kde F(x,y,z) = i—; + Zé—; -
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Piiklad 11. V okoli kterjch bodii kiivky x2 4 2zy — y?> — 8 = 0 nelze vyjddrit y jako funkci
y=f(z)?

Piiklad 12. V okoli kterijch bodii parabolické vdlcové plochy 2% — 2px = 0, kde p > 0, nelze
vyjadrit z jako funkci z = f(x,y)?



