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Derivace a diferencial
°0

Definition

Funkce f : R” — R ma derivaci ve smeru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t— f(x+tv) vbodé t =0, tj.

LF(x+ tv) — F(x)).

= lim
t—0 t

d,f(x)




Derivace a diferencial
°0

Definition

Funkce f : R” — R ma derivaci ve smeru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t— f(x+tv) vbodé t =0, tj.

1
dyf(x) = lim =(f(x + tv) — f(x)).
t—0 t
Specialni volbou pfimek ve sméru souradnych os dostavame tzv.
parcialni derivace funkce f, které znaéime %, i=1,...,n, nebo

bez odkazu na samotnou fukci jako operace %.




Derivace a diferencial
°0

Definition
Funkce f : R" — R ma derivaci ve smeéru vektoru v € R"” v bodé

x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t— f(x+tv) vbodé t =0, tj.

LF(x+ tv) — F(x)).

d,f(x) = lim

v ( ) t—0 t

Specialni volbou pfimek ve sméru souradnych os dostavame tzv.
parcialni derivace funkce f, které znaéime g)f,, i=1,...,n, nebo

bez odkazu na samotnou fukci jako operace %.

Pro funkce v E, dostavame

9 Fx,y) = lim S(F(x+ £y) — F(x,))
aX X7y - tl—rn-) t X 7.y X?.y )
0 o1

aiyf(x7y) - tl_l_% ;(f(X,y + t) - f(X>y))



Derivace a diferencial
oce
Example

Se samotnymi parcialnimi nebo smérovymi derivacemi nevystacime
pro dobrou aproximaci chovani funkce linearnimi vyrazy:

1 kdyzxy =0 1 kdyzy =x>+#0
g(x.y) = . , h(x,y) = ) :
0 jinak 0 jinak




Derivace a diferencial
oce

Example

Se samotnymi parcialnimi nebo smérovymi derivacemi nevystacime
pro dobrou aproximaci chovani funkce linearnimi vyrazy:

1 kdyzxy =0 1 kdyzy =x>+#0
g(x,y) = . , h(x,y) = ) :
0 jinak 0 jinak

Zadna z nich neprodluzuje viechny hladké kfivky prochazejici
bodem (0, 0) na hladké krivky.

Pro g existuji obé parcialni derivace v (0,0) a jiné smérové derivace
neexistuji, zatimco pro h existuji vsechny smérové derivace v bodé
(0,0) a plati d,h(0) = 0 pro viechny sméry v, takze jde o linearni
zavislost na v € R
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Nasledujici definice vérné sleduje chovani diferencialu funkci jedné
promeénné:



Derivace a diferencial
®00

Nasledujici definice vérné sleduje chovani diferencialu funkci jedné
promeénné:

Definition

Funkce f : R” — R je diferencovatelna v bode x, jestlize
@ v bodé x existuji vSechny smérové derivace d, f(x), v € R",
@ d,f(x) je linearni v zavislosti na pfiristku v

Q 0= limy_0 i (F(x + v) — f(x) — dvf(x)).

lIvll
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®00

Nasledujici definice vérné sleduje chovani diferencialu funkci jedné
promeénné:

Definition

Funkce f : R” — R je diferencovatelna v bode x, jestlize

@ v bodé x existuji vSechny smérové derivace d,f(x), v € R”,
@ d,f(x) je linearni v zavislosti na pfiristku v
Q 0= limy_0 i (F(x + v) — f(x) — dvf(x)).

vl
Linearni vyraz d,f (zavisly na vektorové proménné v) nazyvame
diferencial funkce f vycisleny na pfiréistku v.

Pozor na pochopeni obsahu definice limity funkce na R"! Je treba
vidét v kontextu metriky na R”. Pro diferencial je zde pro kazdé

€ > 0 k dispozici 6 > § takové, ze pro pfirtistky v mensi nez § bude
chyba aproximace pomérného pfiriistku hodnot pomoci pomérného
prirtistku diferencialu mensi nez e.

V literature se Casto také rika totalni diferencial df funkce f.



Derivace a diferencial
oeo

Uvazujme f : E; — R se spojitymi parcialnimi derivacemi.
Diferencial v pevném bodé (xo, yo) je linearni funkce df : R> — R

of of
f = — R —
d 8XdX+ 8ydy

na pfirastcich se soufadnicemi danymi pravé parcialnimi derivacemi.



Derivace a diferencial
oeo

Uvazujme f : E; — R se spojitymi parcialnimi derivacemi.
Diferencial v pevném bodé (xo, yo) je linearni funkce df : R> — R

of of
= dx + —
d 8d+8d

na pfirastcich se soufadnicemi danymi pravé parcialnimi derivacemi.
Obecnéji v pripadé funkci vice proménnych piseme obdobné
of of 87‘

df = —d d . d
Oxq Mt o Oxo ot 3Xn o *)

a plati:

Necht f : E, — R je funkce n proménnych, kterda ma v okoli bodu
x € E, spojité parcialni derivace. Pak existuje jeji diferencial df
v bodé x a jeho souradné vyjadreni je dano rovnici (x).




Derivace a diferencial
ooe

Funkce tridy C*

Definition

Rikame, ze funkce f : R” — R je tfidy C! na mnoziné A, jestlize
mé ve vsech bodech mnoziny A spojité parcialni derivace. Piseme
f € CH(A).

Vidéli jsme, ze funkce v C1(A) maji na A diferencial, tj. jsou na A
diferencovatelné.



Derivace a diferencial
®00

Pro f : E; — R a pevny bod (xp, yo) € E> uvazme rovinu v Ej:

of of
z = f(xo0,y0) + a(Xo,YO)(X — xo) + a*y(xodfo)(y — Y0)-

Je to jedina rovina prochazejici (xo, yo), ve které lezi derivace a
tedy i tecny viech kiivek c(t) = (x(t), y(t), f(x(t), y(t))). Rikame
ji te€na rovina ke grafu funkce f.
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®00

Pro f : E; — R a pevny bod (xp, yo) € E> uvazme rovinu v Ej:

of of

z = f(x0, yo) + a(xoa}’o)(x —X0) + a*y(xodfo)(y — ¥0)-

Je to jedina rovina prochazejici (xo, yo), ve které lezi derivace a
tedy i tecny viech kiivek c(t) = (x(t), y(t), f(x(t), y(t))). Rikame
ji te€na rovina ke grafu funkce f.

Na obrazku jsou zobrazeny dvé tecné roviny ke grafu funkce
f(x,y) = sin(x) cos(y). Cervena Eara je obrazem kivky

c(t) = (t,t,f(t,t)).
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Diferencial zadava tecné (nad)roviny funkce n proménnych.

Graf funkce f(x, y) = sin(x) cos(y), Cervena Cara je obrazem kfivky
c(t) = (t,t, f(t,t)).

Diferencovatelna funkce f na E, v bodé x € E, ma nulovy
diferencial tehdy a jen tehdy, kdyz jeji slozeni s libovolnou kfivkou
prochazejici timto bodem zde ma stacionarni bod. To oviem
neznamena, ze v takovém bodé musi mit f aspon lokalné bud
maximum nebo minimum. Stejné jako u funkci jedné proménné
miizeme rozhodovat teprve podle derivaci vyssich.
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Obecné pro f : E, — R je tecnou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
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Obecné pro f : E, — R je tecnou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zaméreni je grafem linearniho zobrazeni df (x) : R" — R,
tj. diferencidlu v bodé x € E,,.
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Derivace vyssich radt

0O

Pro pevny prirtistek v € R” je vycisleni diferencialé na tomto
prirGistku opét (diferencialni) operace na funkcich f : E, — R

f s df = df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opét
diferencovatelna, miazeme iterovat.
Pro parcialni derivace druhého radu piseme

2 2
(Lo Dy 0
ox;  Ox; Ox;0x; O0x;0x;

v pripadé opakované volby i = j piseme také

0 0. _ P _PF



Derivace vyssich radt

oe

Uplné stejné postupujeme pfi dalsich iteracich a hovofime o
parcialnich derivacich k-tého radu
o f
Oxjy - .. Ox;,

Necht f : E, — R je k-krat diferencovatelna funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi az do radu k véetné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcialni derivace nezévisi na poradi derivovani.




Derivace vyssich radt

L Je}

Definition

Je-li f : R" — R libovolna dvakrat diferencovatelna funkce,
nazyvame symetrickou matici funkci

52f 52f

azf- Ox10x1 (X) to Ox10xn (X)
Hf (x) =( <x>) [
0x;0; 2f 82 f

OXxnOXx1 (X) T OXnOXn (X)

Hessian funkce f v bodé x.




Derivace vyssich radt

oe

Pro kivku c(t) = (x(t), y(t)) = (x0 + &t, yo + nt) maji funkce

B(t) = f(x0, y0) + 1~ (g}i(xo,)/o)ﬁ + g;(xo,)/o)ﬁ>

+ %tz (fxx(XOJ/o)fz + 2 (X0, Y0)&m + fyy(XOJ/O)??z>
stejné derivace do druhého Fadu véetné. Funkci S piseme vektorové:
B(t) = F(x0, y0) + tdf (o, y0) - (f;) +32(En) - H(x0,30)- (7’57)

nebo ((t) = f(xo, yo) + tdf (xo0, yo)(v) + %tsz(xo,yo)(v, v), kde
v = (&,m) = c/(t) je priristek zadany derivaci kfivky c(t) a Hessian
symetrickd 2—forma.
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Taylorova véta

@00

Pouziti Hessianu pfipomina Taylorovu vétu funkci jedné proménné!

4
SIS
N

Tecna rovina je vynesena spolu s kvadratickym pfiblizenim pro
funkci f(x, y) = sin(x) cos(y).

Obecné pro funkce f : E, — R, body x = (x1,...,x) € E, a
prirtistky v = (&1,...,&,) klademe

k
DF(x)(v) = > L(Xl,...,xn).g,l--.g;k.

ox;, ...0Xx
1<iy,ix<n 1 K



Taylorova véta
oeo

Ukazme ve dvou proménnych:

Teéna rovina: f(xo, o) + DY (x0, ¥0)(Xx — X0, ¥ — Yo0)

Aproximace pomoci hesianu:

f(x0, ¥0) + D (x0, ¥0)(x — X0, ¥ — Y0) + 3 D?(x0, y0) f (x — X0, ¥ — y0)
vyraz tretiho rfadu

a3f a 8f3

03 f

D3f(x,y)(&n) =

a obecné

k
DXF(x, y)(&:m) =Z<>3Xk gy



Taylorova véta
ooe

Theorem (Taylortv rozvoj se zbytkem)

Necht f : E, — R je k—krat diferencovatelna funkce v okoli Os(x)
bodu x € E,. Pro kazdy prirtistek v € R" s velikosti ||v|| < § pak
existuje ¢islo 0 < 6 < 1 takové, Ze

f(XJrv):f(x)+D1f(X)(v)+---+ Dk_lf(x)(v)

(k—1)!

1
I HDkf(X—F 6-v)(v).

Naznak dikazu: Pro prirastek v € R"” volime ¢(t) = x+ tv v E, a
zkoumame ¢ : R — R definovanou slozenim ¢(t) = f o c(t).
Taylorova véta pro funkce jedné proménné fika:

_ _ 1
!So(k 1)(0)tk 1+H(p(k)(0)tk'

P(1) = 2(0) 2O+

Zbyva nam tedy jen ovéfit, ze postupnym derivovanim slozené
funkce ¢ dostaneme pravé pozadovany vztah. To lze provést
indukci pres rad k.
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