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Statistika v $irsim slova smyslu = jakékoliv zpracovani ciselnych
dat o nejakém souboru objekti a jejich (vice ¢i méne
prehledna) prezentace.

Podstatou matematické statistiky je pro dana data zjistovat:

@ vlastnosti objektd
@ vérohodnost odvozenych vysledki.

Zpravidla jde o data (cilené nebo ndhodné vybrané) ¢asti souboru
objektd, jejich naslednou analyzu a koneéné o vysloveni disledki
pozorovani pro cely soubor.

Teorie pravdépodobnosti studuje modely popisujici chovani
abstraktnich souborii prostfednictvim pravdepodobnosti jevi z
jevového pole, matematicka statistika studuje skuteéné nahodné
vybéry z n&jakého zakladniho souboru a zddvodiuje vybeér
teoretického pravdépodobnostniho modelu a kvalitativni
informace o jeho parametrech.
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Za soubor objektti vezméme vsechny studenty této prednasky, jako
Ciselny adaj miizeme uvazovat

@ ,.primérny pocet bodi” dosazeny pfi hodnoceni tohoto
pfedmétu v posledni pisemce,

@ primérnou znamku dosazenou u zkousky z tohoto a z jinych
pevné vybranych predméti,
© cislena data vypovidajici o historii dfivéjsiho studia,

@ pocet pracovnich hodin tydné odpracovanych mimo fakultu.
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pfedmétu v posledni pisemce,

@ primérnou znamku dosazenou u zkousky z tohoto a z jinych
pevné vybranych predméti,

© cislena data vypovidajici o historii dfivéjsiho studia,

@ pocet pracovnich hodin tydné odpracovanych mimo fakultu.

Samotny aritmeticky priimér bodi nam mnoho nefekne ani o
kvalité prednasky ani o kvalité prednasejiciho ani o samotném
hodnoceni. Zajima nas napf. hodnota, ktera bude ,,uprostfed
souboru®, tj. pocet bodii, pro které je stejné studentti pod ni a nad
ni. Obdobné prvni a posledni Etvrtina, desetina apod. Viem
takovym adajiim fikdme statistiky posuzované veliciny. V
uvedenych prikladech se jim fika median, kvartil, decil apod.
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Jde o dlouho fadu zvyklosti/postupii, jak zpracovavat a prezentovat
data, a nazvil pro jednotlivé typy sestav dat.

Zpravidla pracujeme se statistickym souborem, ktery je sestaven
ze statistickych jednotek. Na statistickych jednotkach se pak
méfi (zjistuji) jednotlivé statistické znaky.

Nap¥. souborem mohou byt vsichni studenti MU, kazdy zvlast je
pak statistickou jednotkou. O téchto jednotkach pak muazeme
schranovat mnoho znaki — napf. vechny Ciselné hodnoty zjistitelné
z ISu, jakou maji nejradéji barvu, co snédli veCer pred posledni
pisemkou, atd.

Zakladnim objektem pro zkoumani jednotlivych znaki je pak
soubor hodnot. Zpravidla jej mame ve formé usporadanych
hodnot. Usporadani je bud dano prirozené (kdyz jsou hodnotami
napf. realna Cisla) nebo je miizeme zavést pro urcitost (tfeba kdyz
budeme sledovat barvy, tak je miizeme vyjdfovat v RGB standardu
a fadit podle tohoto priznaku).
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Statisticky popis chce srozumitelné a prehledné sdélit néco o celém
souboru. Musime proto umét jednotlivé hodnoty néjak
porovnovavat a pomérfovat. Potfebujeme tedy néjaké méritko.
Podle toho jakého charakteru jsou hodnoty, hovofime o méFitku:

@ nominalnim (mezi hodnotami neni zadny vztah, jde pouze o
&etnosti moznych hodnot, napf. politicka strana v CR nebo
ucitelé MU pfi zkoumani obliby);

e ordinalni (totéz jako predchozi, ale s pfidanym usporadanim,
napf. pocet hvézdicek u hotelu v bedekrech);

e intervalové (jde o Ciselné hodnoty, ale jde o porovnani
velikosti, nikoliv absolutni hodnotu, napf. u méfeni teplot je
poloha nuly dohodnuta, ale neni podstatna);

@ pomerové (mame pevné stanovené méfitko a nulu, napf.
vétsina fyzikalnich veli¢in).
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V dalsim budeme pracovat se souborem hodnot x1,x», ..., X,
(které vznikly méfenim na n statistickych jednotkach) a
usporadame je do usporadaného souboru hodnot

X(l),X(2), e ,X(n).

Cislo n nazyvame rozsah souboru.

Nejjednodussi je u rozsahlych souborii znakii, které ale pfipousti jen
malo hodnot uvadét pouze Cetnosti. Napf. pfi priizkumu preferenci
politickych stran nebo u prezentace kvality hotelové sité uvadime u
kazdé mozné hodnoty pocet jejich vyskytd.
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Pokud je i moznych hodnot vice (nebo dokonce pfipoustime
kontinualni realné hodnoty), délime ¢asto mozny rozsah hodnot na
vhodny pocet intervalii a o statistickém znaku uvadime Eetnost
hodnot v danych intervalech. Intervaliim se €asto fika tridy a poctu
znaku ve tfidé pak tridni Cetnost.

Pouzivame také kumulativni tridni Cetnosti, které vznikaji
prostym souctem tridnich Cetnosti s hodnotami nejvyse jako ma
dana t¥ida.
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Pouzivame také kumulativni tridni Cetnosti, které vznikaji
prostym souctem tridnich Cetnosti s hodnotami nejvyse jako ma
dana t¥ida.

NejCastéji pak uvazujeme stied a; dané tfidy za hodnotu, ktera ji
reprezentuje a hodnota a;n;, kde n; je Cetnost vyskytu této tFidy
predstavuje celkovy prispévek této tfidy. Velmi asto také misto
Cetnosti zobrazujeme relativni Cetnosti a;/n, resp. relativni
kumulativni Cetnosti.
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Graf, ktery na jedné ose vynasi intervaly jednotlivych tfid a nad
nimi obdélniky s vyskou rovnou Eetnosti se nazyva histogram.
Obdobné se znazoriuje kumulativni Cetnost.

Na obrazku jsou histogramy souborii o rozsahu n = 500, které
vznikly nahodnym generovanim dat s rozdélenim normalnim, x2 a
studentovym
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Miry polohy statistickych znakd

Chceme-li velikost hodnot, kolem kterych se jednotliva pozorovani
znakii shromazduji pouzivame vétsinou nasledujici:

Necht (xi,...,x,) je soubor hodnot méfeného znaku.

e Priimer (nebo také vybérovy priimér) je dan

o Geometricky primer je dan

X6 = VX1Xx2 - Xn

a ma smysl| pouze u kladnych hodnot znaki.
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Definition (pokracovani ...)

@ Harmonicky priimér je dan

11\

i=1

a je také definovan jen pro kladné hodnoty znaki.
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multiplikativné, napf. arokové miry. Je-li totiz Grokova mira v
jednotlivych Casovych jednotkach x;%, bude za celé obdobi vysledek
takovy, jakoby byla konstatni Grokova mira x%.
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@ Harmonicky priimér je dan

11\

i=1

a je také definovan jen pro kladné hodnoty znaki.

Vybérovy priimér je jediny invariantni vici afinnim transormacim,
tj. pro libovolné skalary a, b plati (a+ b-x) = a+ b- x. Ostatni
priiméry jsou proto nevhodné pro intervalova méfitka.

Logaritmus geometrického priiméru je obycejny priimér logaritmi
znaki. Je obzvlast vhodny pro znaky, které se kumuluji
multiplikativné, napf. arokové miry. Je-li totiz Grokova mira v
jednotlivych Casovych jednotkach x;%, bude za celé obdobi vysledek
takovy, jakoby byla konstatni Grokova mira x%.

Plati Xy < X¢ < X.
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Median, kvartil, decil, percentil, ...

Jiny zpiisob vyjadfeni miry, jakou hodnotu nabyvaji znaky je najit
pro €islo o mezi nulou a jednickou takovou hodnotu x,, aby 100a%
hodnot znaku bylo nejvyse x, a zbylé byly alespon x,. Pokud
takovy znak neni urcen jednoznaéng, volime zpravidla primér mezi
dvémi moznymi hodnotami. Nejobvyklejsi jsou:
e median (Casto také vybérovy median) definovany vztahem
X = X(ns1) Pro liché na X = %(X(n/2)+x(n/2+1));
e dolni a horni kvartil Q; = xp25 a @3 = xp,75;
e p-ty kvantil (téz vybérovy kvantil nebo percentil) x,, kde
0 < p < 1 (zpravidla zadany na dvé desetinna mista).

Lze se setkat také s hodnotou modus, kterad udava hodnotu znaku
S nejvétsi Cetnosti.
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Miry variability statistickych znaki

Rozumnym pozadavkem na jakoukoliv miru variability je jeji
invariance viicéi konstantnim posunutim.

@ Rozptyl souboru znakii x je definovan vztahem

m

1 1
2 =2 =\2
ss==-> (x—%y= - > ni(aj—x)
i=1 j=1
pripadné v jmenovateli zlomku pouzivame (n — 1).
@ Smerodatna odchylka je dana jako odmocnina z vybérového
rozptylu.

o Rozpeti vybéru je R = x(,) — x(1), kvartilové rozpeti je

QR=Q— Q1.
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je ,,zpriimérovany kvadrat" standardni euklidovské vzdalenosti
vektoru vybérovych hodnot od jejich stfedni hodnoty. Diky této
definici se chova velice pfirozené a budeme se s nim Casto potkavat.
Pouziva se také tzv. praimerna odchylka

1 n
dX:;Z]x,-—&].

i=1

Vsimnéme si, ze tady jde o skutecny priimér vzdalenosti hodnot
znakd, ovéem od medianul
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je ,,zpriimérovany kvadrat" standardni euklidovské vzdalenosti
vektoru vybérovych hodnot od jejich stfedni hodnoty. Diky této
definici se chova velice pfirozené a budeme se s nim Casto potkavat.
Pouziva se také tzv. praimerna odchylka

1 n

dX = — Xj — X|.

p ; | |
Vsimnéme si, ze tady jde o skutecny priimér vzdalenosti hodnot
znakd, ovéem od medianul
Nasledujici véta fika, pro€ zrovna tyto miry volime:

o Funkce S(t) = (1/n) >°"_;(x; — t)? nabyva svého minima pro
t = X, tj. pro vybérovy primér.

o Funkce D(t) = (1/n)>_"_; |xi — t| nabyva svého minima pro
t = X, tj. pro median.
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Diagramy

Pro rychlé vstiebavani slozitéji strukturovanych informaci je clovék
skvéle vybaven zrakové. Proto se pro zobrazeni statistiky
jednotlivych znakit nebo jejich korelaci pouzivd mnoho
standardizovanych nastrojii. Jednim z nich jsou tzv. krabicové
diagramy.

] 0l S

2 Kl 1 2 3 a

Stredni linka je median, kraje boxu jsou kvartily, "packy"ukazuji 1,5
kvartilového rozsahu, ne vsak vic nez kraje rozsahu vybéru,
pfipadné hodnoty mimo jsou pfimo naznaceny body.
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Bézné zobrazovaci nastroje nam umoznéji dobfe vidét pfipadné
zavislosti dvou vybérii zjisténych znakil. Napf. na obrazku jsou za
soufadnice voleny hodnoty ze dvou nezavislych vybérti z normalnich
rozdéleni se stfedni hodnotou 1 a rozptylem 1.
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Entropie

Variabilitu chceme postihnout i u nominalnich typt znakd. K
dispozici mame jen tfidni Eetnosti a mzeme tedy relativni etnost
i-té tridy, p; = 7, vnimat jako pravdépodobnost, ze nahodné
vybrany prvek bude v této tridé.

Podbizi se pro datovy soubor x definovat entropii

Hx ==Y piln(pi).
i=1

Je-li py =1 a ostani p; = 0, pak je variabilita je nulova tomu
odpovida Hx = 0.
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Entropie je chrakterizovana nasledujici vlastnosti. Pro soubor znaki
Z tvoreny dvojicemi znaki ze souborii X a Y (napf. miizeme na
statistickych jednotkach-osobach sledovat barvu oéi a barvu vlasii),
je variabilita znakidl z sou¢tem variabilit jednotlivych znaka, tj.

Hz = Hx + Hy.
Casto se také misto Hx pracuje s velicinou

ehx — H pi—Pi’
i

pfipadné totéz s jinym zvolenym zakladem pro logaritmus.
Pro vybér X s k stejné velkymi tridnimi ¢etnostmi je

1 . . . ~
elx = ((%)_E)k = k, nezavisle na velikosti vybéru.
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Pripomeneme (a trochu zobecnime) pojmy a vysledky z druhé
pfednasky prvniho semestru.

Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledki, kterou nazyvame zakladni prostor.
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Pripomeneme (a trochu zobecnime) pojmy a vysledky z druhé
pfednasky prvniho semestru.

Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledki, kterou nazyvame zakladni prostor.
Prvky w € Q predstavuji jednotlivé mozné vysledky.
Systém podmnozin A zakladniho prostoru se nazyva jevové pole a
jeho prvky se nazyvaji jevy, jestlize
o Q € A, tj. zakladni prostor, je jevem,
o je-li A,B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i
jejich mnozinovy rozdil,
o je-li A; € A, i € | nejvyse spocetny systém jevii, pak také
jejich sjednoceni je jevem, tj. U;c/A; € A.
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o Komplement A€ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.
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@ Priinik dvou jevii opét jevem, protoze pro kazdé dvé
podmnoziny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnB.
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o Komplement A€ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.

@ Priinik dvou jevii opét jevem, protoze pro kazdé dvé
podmnoziny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnB.

Jevové pole je tedy systém podmnozin zakladniho prostoru
uzavfeny na konecné priiniky, spocetna sjednoceni a mnozinové
rozdily. Jednotlivée mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy

(vzhledem k A).
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skute¢nych jevii a
jejich statistickym popisem:
o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,
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@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,
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jejich statistickym popisem:
o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,
@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,
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UielAi,
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skute¢nych jevii a
jejich statistickym popisem:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,

@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

@ spolecné nastoupeni jevi A;, i € I, odpovida jevu N;c/A;,
nastoupeni alespon jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu
UielAj,

@ A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B = 0),
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skute¢nych jevii a
jejich statistickym popisem:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,

@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

@ spolecné nastoupeni jevi A;, i € I, odpovida jevu N;c/A;,
nastoupeni alespon jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu
UielAj,

@ A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B = 0),

@ jev A ma za dasledek jev B, kdyz A C B,
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skute¢nych jevii a
jejich statistickym popisem:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyvd nemozny jev,

@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

@ spolecné nastoupeni jevi A;, i € I, odpovida jevu N;c/A;,
nastoupeni alespon jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu
UielAj,

@ A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B = 0),

@ jev A ma za dasledek jev B, kdyz A C B,

e je-li A€ A, pak se jev B =Q\ A nazyva opacny jev k jevu
A, pisSeme B = A°.
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(Ujc1Ai) = > ic; P(Ai), pro kazdy nejvyse
spocetny systém po dvou disjunktnich jevi,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(Ujc1Ai) = > ic; P(Ai), pro kazdy nejvyse
spocetny systém po dvou disjunktnich jevi,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).

Diisledky
Pro vsechny jevy plati P(A) =1 — P(A).
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Definition (Pravdépodobnost)

Pravdepodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin
(konecného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovana
skalarni funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

e je aditivni, tj. P(Ujc1Ai) = > ic; P(Ai), pro kazdy nejvyse
spocetny systém po dvou disjunktnich jevi,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).

|

Diisledky

Pro vsechny jevy plati P(A°) =1 — P(A).

Additivnost plati pro jakykoliv spocetny pocet neslucitelnych jevi
A CQ, i€l tj.

P(UiciA)) = > P(A;), kdykoliv je AiVA; =0, i #j, i,j€l.
iel




Pravdépodobnost
0000®000000

Pfipomenme si klasickou kone¢nou pravdépodobnost.
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Pfipomenme si klasickou kone¢nou pravdépodobnost.

Definition

Necht Q je konecny zakladni prostor a necht jevové pole A je pravé
systém vsech podmnozin v Q. Klasicka pravdepodobnost je

pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) s pravdépodobnostni funkci
P:A— R,

_ A

P(A) = 1o

Zjevné takto zadana funkce skutecné definuje pravdépodobnost.
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Peterburgsky paradox (Bernoulli, 1738)

Typicky pfiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici s
hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:
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Peterburgsky paradox (Bernoulli, 1738)

Typicky pfiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici s
hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:
Navstévnik zaplati vklad C a poté hazi minci. Je-li T pocet hodi
potfebnych k prvni hlavé, pak obdrzi vyhru 2T Jaka je .fer
hodnota" pro vklad C?
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Peterburgsky paradox (Bernoulli, 1738)

Typicky pfiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici s
hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:
Navstévnik zaplati vklad C a poté hazi minci. Je-li T pocet hodi
potfebnych k prvni hlavé, pak obdrzi vyhru 2T Jaka je .fer
hodnota" pro vklad C?

Pravdépodobnost, ze padne hlava je u férové mince 1/2, je proto
P(T = k) = 27k. Pravdépodobnost, Ze po n&jakém konecném
poctu hodti hra skonéi je dana souctem 32, 27% = 1. Proto je
apravdépodobnost jevu, ze stale pada orel nulova.

Secteme-li vsechny pravdépodobnosti vysledkd vynasobenych
vyhrami 2%, dostaneme 171 = oo. Zda se proto, ze se vyplati
vlozit i velky vklad. ..
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Peterburgsky paradox (Bernoulli, 1738)

Typicky pfiklad klasické pravdépodobnosti jsou jevy souvisejici s
hazenim minci. Pfedstavme si nasledujici pravidla kasina:
Navstévnik zaplati vklad C a poté hazi minci. Je-li T pocet hodi
potfebnych k prvni hlavé, pak obdrzi vyhru 2T Jaka je .fer
hodnota" pro vklad C?

Pravdépodobnost, ze padne hlava je u férové mince 1/2, je proto
P(T = k) = 27k. Pravdépodobnost, Ze po n&jakém konecném
poctu hodti hra skonéi je dana souctem 32, 27% = 1. Proto je
apravdépodobnost jevu, ze stale pada orel nulova.

Secteme-li vsechny pravdépodobnosti vysledkd vynasobenych
vyhrami 2%, dostaneme 171 = oo. Zda se proto, ze se vyplati
vlozit i velky vklad. ..

Ve skute€nosti simulaci hry zjistime, Ze nezavisle na poctu pokust
se prakticky vsechny vyhry budou pohybovat v rozmezi T do 6.
Diivodem je, ze vysoké vyhry jsou velice nepravdépodobné a proto
je pfi realnych avahach nelze brat vazné.
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Podminéna pravdépodobnost

Obvyklé je také klast dotazy s dodatec¢nou podminkou. Napf. ,jaka
je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvémi kostkami padly dvé pétky,
je-li souCet hodnot deset?". PFipomeneme, ze formalizovat takové
avahy umime nasledovné.

Definition

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v
pravdépodobnostnim prostoru (2,.4, P). Podminéna

pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k hypotéze H je
definovana vztahem

P(AN H)

P(AIH) = =5

Definice odpovida pozadavku, ze jevy A a H nastanou zaroven, za
predpokladu, Ze A nastal s pravdépodobnosti P(AN H)/P(A).
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Podminéna pravdépodobnost

Obvyklé je také klast dotazy s dodatec¢nou podminkou. Napf. ,jaka
je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvémi kostkami padly dvé pétky,
je-li souCet hodnot deset?". PFipomeneme, ze formalizovat takové
avahy umime nasledovné.

Definition

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v
pravdépodobnostnim prostoru (2,.4, P). Podminéna
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k hypotéze H je
definovana vztahem

P(AN H)

P(A[H) = TR(H)

Definice odpovida pozadavku, ze jevy A a H nastanou zaroven, za
predpokladu, Ze A nastal s pravdépodobnosti P(AN H)/P(A).

Je také vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou nezavislé
tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
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Bayesovy véty

Prepsanim formule pro podminénou pravdépodobnost dostavame

P(AN B) = P(BN A) = P(A)P(BJA) = P(B)P(A|B).

Theorem (Bayesovy véty)

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati

@ P(A|B) = EAZEA).
P(A)P(B|A
© P(AIB) = paypsia): A )PETAY
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Bayesovy véty

Prepsanim formule pro podminénou pravdépodobnost dostavame

P(AN B) = P(BN A) = P(A)P(BJA) = P(B)P(A|B).

Theorem (Bayesovy véty)

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati

@ P(A|B) = EAZEA).
P(A)P(B|A
© P(AIB) = paypsia): A )PETAY

Prvni tvrzeni je prepsanim predchozi formule, druhé z prvého plyne
doszenim P(B) = P(A)P(B|A) + P(A")P(B|A"). O
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Priklad — testovani

Predpokladejme, ze pfedpokladem prijeti studentil na univerzitu
jsou testy zpflisobilosti ke studiu. Inteligentni osoba v ném ma 99%
Gspésnost. Zaroven predpokladejme, ze Gspésnost neinteligentnich
osob je 0.5%.



Pravdépodobnost
00000000800

Priklad — testovani

Predpokladejme, ze pfedpokladem prijeti studentil na univerzitu
jsou testy zpflisobilosti ke studiu. Inteligentni osoba v ném ma 99%
Gspésnost. Zaroven predpokladejme, ze Gspésnost neinteligentnich
osob je 0.5%.

S jakou pravdépodobnosti je ndhodné vybrany student/ka univerzity

inteligentni, jestlize je v populaci je p promile inteligentnich osob
(tj. p osob z tisice povazujeme za inteligentni).
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Priklad — testovani

Predpokladejme, ze pfedpokladem prijeti studentil na univerzitu
jsou testy zpflisobilosti ke studiu. Inteligentni osoba v ném ma 99%
Gspésnost. Zaroven predpokladejme, ze Gspésnost neinteligentnich
osob je 0.5%.

S jakou pravdépodobnosti je ndhodné vybrany student/ka univerzity
inteligentni, jestlize je v populaci je p promile inteligentnich osob
(tj. p osob z tisice povazujeme za inteligentni).

Oznacme A jev, ze je dana osoba je inteligentni, a B jev, ze prosla
testem. Dle Bayesovy véty je hledana pravdépodobnost

p/1000 - 99,/100
p/1000 - 99,/100 + (1000 — p),/1000 - 5,/1000

P(AB) =

Jestlize zvolime za p néjaké konkrétni Eetnosti, dostaneme prislusné
ocCekavatelné spolehlivosti testu. V nasledujici tabulce je spocten
vysledek pro nékolik p:
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p [ 500 100 10 1 0.1
P(A[B) [ 0.99 096 0.67 0.17 0.02

Pokud stejné Ciselné zadani pouzijeme pro screening nékteré
nemoci, feknéme HIV pozitivity, dostavame hrozné vysledky!
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Vysledek asi neodpovida nasi intuici a miize se zdat sokujici ve
vztahu k pouziti takovychto testi.
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Vysledek asi neodpovida nasi intuici a miize se zdat sokujici ve
vztahu k pouziti takovychto testi.

Evidentné prosty vybér ndhodné osoby a pouziti jediného testu, byt
velmi citlivého, specifického a acinného, nejsou vhodné ani na
otestovani skutecného stavu populace, ani na preventivni vysetfeni
jednotlivei, pokud nemame dalsi podpiirné informace a lepsi
nastroje.
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Vysledek asi neodpovida nasi intuici a miize se zdat sokujici ve
vztahu k pouziti takovychto testi.

Evidentné prosty vybér ndhodné osoby a pouziti jediného testu, byt
velmi citlivého, specifického a acinného, nejsou vhodné ani na
otestovani skutecného stavu populace, ani na preventivni vysetfeni
jednotlivei, pokud nemame dalsi podpiirné informace a lepsi
nastroje.

Pravé matematicka statistika dava nastroje na kvalifikovanéjsi
postupy v medicinské i primyslové diagnostice, ekonomickych
modelech, vyhodnocovani experimentalnich dat atd.



Nahodné veli€iny

Plan prednasky

@ Nahodné veliciny
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Vratme se k jednoduchému a nazornému prikladu statistik kolem
vysledki studentd v daném predmétu. Je a neni podobny klasické
pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice pfi hazeni kostkou.



Vratme se k jednoduchému a nazornému prikladu statistik kolem
vysledki studentd v daném predmétu. Je a neni podobny klasické
pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice pfi hazeni kostkou.
Na jedné strané jsme pripustili pouze koneény pocet moznych
bodovych hodnoceni (cela €isla od 0 do 20), zaroven ale neni
patrné vhodné predstavovat si vysledky jednotlivych studentii jako
analogii nezavislého hazeni kostkou (to by byla skute¢né divné
vedena prednaska).



Vratme se k jednoduchému a nazornému prikladu statistik kolem
vysledki studentd v daném predmétu. Je a neni podobny klasické
pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice pfi hazeni kostkou.
Na jedné strané jsme pripustili pouze koneény pocet moznych
bodovych hodnoceni (cela €isla od 0 do 20), zaroven ale neni
patrné vhodné predstavovat si vysledky jednotlivych studentii jako
analogii nezavislého hazeni kostkou (to by byla skute¢né divné
vedena prednaska).

Misto toho mame na zakladnim prostoru £ viech studenti
definovanu funkci bodového ohodnoceni X : Q — R. Je to typicky
pfiklad nahodné veliciny.

S kazdou nahodnou veli¢inou potfebujeme umét pracovat s
vhodnou mnozinou jevii. Zpravidla pozadujeme, abychom mohli
pracovat s pravdépodobnostmi pfislusnosti hodnoty X do predem
zadaného intervalu.
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Na prostoru R¥ uvazujme nejmensi jevové pole B obsahujici
vsechny k—rozmérné intervaly. Mnozinam v B fikame Borelovské
mnoziny na RX.
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Na prostoru R¥ uvazujme nejmensi jevové pole B obsahujici
vsechny k—rozmérné intervaly. Mnozinam v B fikame Borelovské

mnoziny na RX.

Definition (Nahodné veli¢iny a distribu¢ni funkce)

Nahodna velicina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) je
takova funkce X : Q — R, ze vzor X ~1(B) patfi do A pro kazdou
Borelovskou mnozinu B € B na R.
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Na prostoru R¥ uvazujme nejmensi jevové pole B obsahujici
vsechny k—rozmérné intervaly. Mnozinam v B fikame Borelovské
mnoziny na RX.

Definition (Nahodné veli¢iny a distribu¢ni funkce)

Nahodna velicina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) je
takova funkce X : Q — R, ze vzor X ~1(B) patfi do A pro kazdou
Borelovskou mnozinu B € B na R.

Nahodny vektor (Xi,..., Xx) na (2, A, P) je k—tice ndhodnych

veliéin.
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Definice nahodné veliciny zajistuje, ze pro vsechny
—00 < a < b < oo existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouzivame strucné znaceni pro jev A = (w € Q; a < X(w) < b)).

Definition
Distribucni funkci nahodné veli¢iny X je funkce F: R — R
definovana pro viechny x € R vztahem

F(x) = P(X < x).
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Definice nahodné veliciny zajistuje, ze pro vsechny
—00 < a < b < oo existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouzivame strucné znaceni pro jev A = (w € Q; a < X(w) < b)).

Definition
Distribucni funkci nahodné veli¢iny X je funkce F: R — R
definovana pro viechny x € R vztahem

F(x) = P(X < x).

Distribucni funkci ndhodného vektoru (Xi, ..., Xx) je funkce
F : Rk — R definovana pro viechny (xi,...,xx) € R vztahem

F(X):P(X1<X1/\~'-/\Xk<xk).
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Diskrétni nahodné veliciny

Predpokladejme, ze pro nahodna velicina X na
pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) nabyva jen koneéné mnoha
hodnot x{, X, ..., x, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni
funkce f(x) takova, ze

f(x) = {g . ;n:k).(i

Evidentné Y7 f(x;) = 1.
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Diskrétni nahodné veliciny

Predpokladejme, ze pro nahodna velicina X na
pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) nabyva jen koneéné mnoha
hodnot x{, X, ..., x, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni
funkce f(x) takova, ze

f(x) = {g . ;n:k).(i

Evidentné Y7 f(x;) = 1.
Takové nahodné veli¢iné se rika diskrétni.
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Diskrétni nahodné veliciny

Predpokladejme, ze pro nahodna velicina X na
pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) nabyva jen koneéné mnoha
hodnot x{, X, ..., x, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni
funkce f(x) takova, ze

f(x) = {g . ;n:k).(i

Evidentné Y7 f(x;) = 1.

Takové nahodné veliciné se fika diskrétni.

Kazda nahodna velic¢ina definovana pro klasickou pravdépodobnost
je diskrétni.
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Diskrétni nahodné veliciny

Predpokladejme, ze pro nahodna velicina X na
pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) nabyva jen koneéné mnoha
hodnot x{, X, ..., x, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni
funkce f(x) takova, ze

f(x) = {g . ;n:k).(i

Evidentné Y7 f(x;) = 1.

Takové nahodné veliciné se fika diskrétni.

Kazda nahodna velic¢ina definovana pro klasickou pravdépodobnost
je diskrétni. Obdobné Ize definici pravdépodobnostni funkce rozsirit
na veliiny se spocetné mnoha hodnotami (pracujeme pak s
absolutné konvergentnimi nekonecnymi fadami :-)
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Spojité nahodné veliciny

| kdyz hodnoty nahodné veliciny X nejsou diskrétni, mizeme
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ooooe

Spojité nahodné veliciny

| kdyz hodnoty nahodné veliciny X nejsou diskrétni, mizeme
postupovat podobné s uzitim nastroji diferencialniho a integralniho
poctu. Intuitivné Ize uvazovat takto: hustotu f(x)
pravdéepodobnosti pro X si predstavime jako

P(x < X < x + dx) = f(x)dx.

To znamena, Ze chceme pro —co < a< b <

Pa< X < b) = /b F(x)dx. (%)

Definition

Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota
pravdépodobnosti spliujici (%), se nazyva spojita.
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