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Diskrétni nahodné veliciny

Jestlize nahodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) nabyva jen konecné nebo spocetné mnoha hodnot

x1, X2, -+ € R, pak existuje pravdépodobnostni funkce f(x)
takova, ze
P(X = xi = Xj
) = { H=r) =
0 jinak.

Spojité nahodné veliciny

Hustota f(x) pravdépodobnosti pro nahodnou veli¢inu X je
funkce splaujici pro —co < a< b < o0

P(a< X < b) = /b F(x)dx. ()

Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota
pravdépodobnosti spliujici (%), se nazyva spojita.
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Degenerované a alternativni rozdéleni.

Degenerované rozdéleni D(u) odpovida konstantni hodnoté
X = p. Distribuéni funkce Fx a pravdépodobnostni funkce fx jsou
tedy rovny

Fx(t):{(l) E<p fx(t):{l t=n

t>pu 0 jinak
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Degenerované a alternativni rozdéleni.

Degenerované rozdéleni D(u) odpovida konstantni hodnoté
X = p. Distribuéni funkce Fx a pravdépodobnostni funkce fx jsou
tedy rovny

Fx(t):{(l) E<p fx(t):{l t=n

t>pu 0 jinak

Alternativni rozdeleni A(p) popisuje pokus s pouze dvéma
moznymi vysledky, kterym budeme fikat zdar a nezdar. Nahodné
veliéiné X pro urcitost priradime hodnotu 0 pro nezdar a 1 pro
zdar. Pokud ma zdar pravdépodobnost p, pak nezdar musi mit
pravdépodobnost 1 — p. Jsou tedy distribu¢ni a pravdépodobnostni
funkce tvaru:

0 t<0 p t=1

Fx(t)=491—-p 0<t<1 fx(t)y=<¢1—-p t=0.
1 t>1 0 jinak
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Binomické rozdeleni Bi(n, p)

odpovida n—krat nezavisle opakovanému pokusu popsanému
alternativnim rozdélenim, pfi€emz nase nahodna veli¢ina méFi pocet
zdari. Je tedy zjevné, ze pravdépodobnostni funkce bude mit

nenulové hodnoty pravé v celych Cislech 0, ..., n odpovidajicim
celkovému poctu aspéchii v pokusech (a nezalezi nam na poradi).
Je tedy

f(t) = {é?)pt(l —-pt J_tineak{o, L....n}
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Na obrazku jsou pravdépodobnostni funkce pro Bi(50,0.2),
Bi(50,0.5) a Bi(50,0.9). Rozdéleni pravdépodobnosti dobre
odpovida intuici, ze nejvice vysledki bude blizko u hodnoty np:

013

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
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S binomickym rozdélenim se potkavame velice Casto v praktickych
alohach. Jednou z nich je popis nahodné veliciny, ktera popisuje
pocet X predmétil v jedné zvolené piihradek z n moznych, do nichz
jsme nahodné rozdélili r predméta.

Umisténi kteréhokoliv predmétu do pevné zvolené prihradky ma
pravdépodobnost 1/n (kazda z nich je stejné pravdépodobna).
Zjevné tedy bude pro jakykoliv pocet k =0,...,r

e () (3 (e

jde proto o rozlozeni X typu Bi(r,1/n).
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Jestlize ndm bude vzriistat pocet pFihradek n spoleéné s poctem
pfedméta r, tak, ze v priiméru ndm na kazdou pfihradku bude
pripadat (priblizné) stejny pocet prvkii A, mizeme dobre vyjadrit
chovani naseho rozdéleni veli¢in X,, pfi limitnim pfechodu n — oc:
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Jestlize ndm bude vzriistat pocet pFihradek n spoleéné s poctem
pfedméta r, tak, ze v priiméru ndm na kazdou pfihradku bude
pripadat (priblizné) stejny pocet prvkii A, mizeme dobre vyjadrit
chovani naseho rozdéleni veli¢in X,, pfi limitnim pfechodu n — oc:

im P0G = #) = Jim ((7) =D

n—00 n—oo \ k nn
_ r(ra—1)...(m—k+1) 1 1_1 o
oo (n—1)k k! n
)\k ) _%1 I'n
= F nII_)n’]c>O <]. + " >
= )\—kei)\
k!

protoze obecné funkce (1 4 x/n)" konverguji stejnomérné k funkci
e* na kazdém omezeném intervalu v R.
To dava Poissonovo rozdeéleni Po()).
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Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni Po() popisuje napf. udalosti, které se
vyskytuji nahodné v Case a pfitom pravdépodobnost vyskytu v
nasledujicim Casovém intervalu o jednotkové délce nezavisi na
pfedchozi historii a je rovna stale stejné hodnoté \.

V praxi jsou takové procesy spojeny napf. s poruchovosti stroji a
zafizeni.
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Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni Po() popisuje napf. udalosti, které se
vyskytuji nahodné v Case a pfitom pravdépodobnost vyskytu v
nasledujicim Casovém intervalu o jednotkové délce nezavisi na
pfedchozi historii a je rovna stale stejné hodnoté \.

V praxi jsou takové procesy spojeny napf. s poruchovosti stroji a
zafizeni.

Theorem (Poissonova véta)

Jsou-li X, ~ Bi(n, pp) alim,—o0 n- pp = A je konecna, pak

lim P(X, = k) = P(X = k),

kde X ~ Po(\).
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Priklady spojitych rozdéleni

Nejjednodussi je tzv. rovnomerné rozdeleni. Jestlize chceme, aby
pravdépodobnost kazdé hodnoty v pfedem daném intervalu

(a, b) C R byla stejna, pak hustota fx naseho rozdéleni nahodné
veli¢iny X ma byt konstantni. Pak oviem jsou pro libovolna realna
Cisla —00 < a < b < o jen jediné mozné hodnoty

0 t<a 0 t<a
fx(t) =14 5 t€(ab) Fx(t)=1{ 2 te(ab)
0 t>h, 1 t>b
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Exponencialni rozdeleni ex(\)

je dalsim rozdélenim, které je snadno uréeno pozadovanymi
vlastnostmi nahodné veliciny. Pfedpokladejme, Ze sledujeme vyskyt
nahodného jevu tak, ze vyskyty v neprekryvajicich se intervalech
jsou nezavislé. Je-li tedy P(t) pravdépodobnost, ze jev nenastane
béhem intervalu délky t, pak nutné P(t + s) = P(t)P(s) pro
viechna t,s > 0. Predpokladejme navic diferencovatelnost funkce
P a P(0) = 1. Pak In P(t +s) = In P(t) + In P(s).
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Exponencialni rozdeleni ex(\)

je dalsim rozdélenim, které je snadno uréeno pozadovanymi
vlastnostmi nahodné veliciny. Pfedpokladejme, Ze sledujeme vyskyt
nahodného jevu tak, ze vyskyty v neprekryvajicich se intervalech
jsou nezavislé. Je-li tedy P(t) pravdépodobnost, ze jev nenastane
béhem intervalu délky t, pak nutné P(t + s) = P(t)P(s) pro
viechna t,s > 0. Predpokladejme navic diferencovatelnost funkce
P a P(0) = 1. Pak In P(t +s) = In P(t) + In P(s). Limitnim
prechodem:

im In P(t 4+ s) —In P(t)

S—)0+ )

= (InP)'(t) = —\.
Odtud vyplyva diferencialni rovnice pro zatim neznamou funkci P(t)

(In P(t)) = —A.
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Odtud dostavame In P(t) = —At + C a pocatecni podminka
P(0) = 1 dava C =0 a tedy jediné feseni

P(t) = e M.

Vsimnéme si, ze z definice nasich objekti vyplyva, ze A > 0.
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Odtud dostavame In P(t) = —At + C a pocatecni podminka
P(0) = 1 dava C =0 a tedy jediné feseni

P(t) = e M.

Vsimnéme si, ze z definice nasich objekti vyplyva, ze A > 0.
Uvazme nahodnou veli¢inu X udavajici okamzik, kdy nas jev poprvé
nastane. Zrejmé tedy je distribuéni funkce rozdéleni pro X dana

l—e ™ t>0

Bdﬂ:l—Puy:{O <o,

Je vidét, ze je to rostouci funkce s hodnotami mezi nulou a
jednickou a spravnymi limitami v £o0.
Hustotu tohoto rozdéleni dostaneme derivovanim distribu¢ni

funkce, tj.
o e ™ >0
o t<0.
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Normalni rozdeleni

je ze viech nejdiilezitéjsi.
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Normalni rozdeleni

je ze viech nejdiilezitéjsi.

Jestlize v binomialnim rozdéleni zachovame konstatni tspésnost p,
ale budeme pridavat pocet pokusti n, bude pravdépodobnostni
funkce kupodivu porad mit podobny tvar (i kdyz jiné rozméry). Na
obrazku pfi rostoucim n se budou vynesené bodové hodnoty slévat
do kfivky, pro hodnoty Bi(500,0.5) a Bi(5000,0.5) je vysledek vidét
na obrazku nize. Treti kfivka na obrazku je grafem funkce

f(x) =e /2,

o 8

o

.
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Hledame-li podobné spojité rozdéleni, potfebovali bychom spocist
fab e**/2 dx coz neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je viak
mozné (i kdyz ne Gplné snadné) ovérit, ze prislusny nevlastni
integral konverguje k hodnoté

/ e /2 gy = V2.

Odtud vyplyva, ze mozna hustota rozdéleni ndhodného rozdéleni
mize byt
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Hledame-li podobné spojité rozdéleni, potfebovali bychom spocist
b —x2/2 = . . L. . - .
fa e dx coz neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je vsak
mozné (i kdyz ne Gplné snadné) ovérit, ze prislusny nevlastni

integral konverguje k hodnoté

/ e /2 gy = V2.

Odtud vyplyva, ze mozna hustota rozdéleni ndhodného rozdéleni
mize byt

1
fx(x) = e X2,

V2T

Rozdéleni s touto hustotou se nazyva normalni rozdéleni N(0, 1).
Prislusnou distribuéni funkci

Fx(x) = \/12?/ e /2 gx

nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci, pfesto se s ni
numericky bézné pocita (pomoci tabulek nebo softwarovych
aplikaci).
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Hledame-li podobné spojité rozdéleni, potfebovali bychom spocist
fab e**/2 dx coz neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je viak
mozné (i kdyz ne Gplné snadné) ovérit, ze prislusny nevlastni
integral konverguje k hodnoté

/ e /2 gy = V2.

Odtud vyplyva, ze mozna hustota rozdéleni ndhodného rozdéleni
mize byt

1 2
fx(x) = e X /2,
() =7
Rozdéleni s touto hustotou se nazyva normalni rozdéleni N(0, 1).
Prislusnou distribuéni funkci

Fx(x) = \/12?/ e /2 gx

nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci, pfesto se s ni
numericky bézné pocita (pomoci tabulek nebo softwarovych
aplikaci). Hustoté fx se také Casto fika Gaussova krivka.
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Obdobné definujeme distribuéni funkce a hustotu a
pravdépodobnostni funkci pro spojité a diskrétni nahodné vektory.
Hovofime také o simultannich (sdruzenych)
pravdépodobnostnich funkcich a hustotach.

Pro dvé proménné (vektor (X, Y)) nahodnych veli¢in):

Fx,y) = PX=xiNY =y)) x=xi\Ny=yY
R jinak.

u diskrétnich a pro viechny a, b € R pro spojité:

a b
F(b,a) = P(—o0o < X < byoo < Y < a) :/ / f(x,y)dxdy.
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Marginalni rozlozeni

pro jednu z proménnych obdrzime tak, ze pfes ostatni poscitame

nebo zintegrujeme. Napf. u diskrétnich vektorovych velicin (X, Y)
tvori jevy (X = x;, Y = y;) pro viechny mozné hodnoty x; a y; s

nenulovymi pravdépodobnostmi pro X a Y aplny systém jevil pro
vektor (X, Y) a dostavame vztah:

oo

PX=x)=> P(X=x,Y =y
j=1

mezi marginalnim rozdélenim pravdepodobnosti nahodné
veli¢iny X a sdruzenym rozdélenim pravdépodobnosti
nahodného vektoru (X, Y).
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Nahodné veliciny X a Y jsou stochasticky nezavislé, jestlize
jejich sdruzena distribu¢ni funkce spliuje

F(x,y) = G(x) - H(y),

kde G a H jsou distribu¢ni funkce velicin X a Y.
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Definition

Pro danou spojitou funkci 1) : R — R a nadhodnou veli¢éinu X mame
danu také nahodnou veli¢inu Y = 9(X). Nazyvame ji funkci
nahodné veliciny X.

V pripadé nahodného vektoru (Xi,..., X,) a funkce ¢ : R” —» R
hovofime o funkci Y = ¢(X1, ..., X,) ndhodného vektoru.

Pozadavek spojitosti ¢ zaruCuje, ze je Y opét ndhodnou veli¢inou
podle nasi definice, protoze vzor borelovské mnoziny ve spojitém
zobrazeni je opét borelovska mnozina.

Obecnéji miizeme pravé tento pozadavek na 1) vztahnout pro kazdy
specialni pfipad veliiny i vektoru a definovat tak pojem funkce

z ndhodné veliciny ¢&i vektoru obecnégji.
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Nejjednodussi funkci po konstantach je afinni zavislost
P(X) =a+ bX

s konstantami a,b € R, b # 0.
Je-li fx(x) pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny s diskrétnim
rozdélenim, snadno se vypocte

fao) = P(X)=y)= > f(x).

P(xi)=y

V pripadé afinni zavislosti Y = a + bX je proto pravdépodobnostni
funkce nenulova pravé v bodech y; = ax; + b.

Napf. soucet n nezavislych nahodnych velicin s alternativnim
rozdélenim A(p) je velicina s binomialni rozdéleni Bi(n, p).
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Podobné mtizeme prepocist distribuéni funkci rozdéleni funkce ze
spojité nahodné veli¢iny, ¢ vektoru.

Napf. ma-li Z s normalni rozdéleni N(0,1), pak veliciny

Y = pu+ oZ budou mit normalni rozdéleni N(u, o).
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Podobné mtizeme prepocist distribuéni funkci rozdéleni funkce ze
spojité nahodné veli¢iny, ¢ vektoru.

Napf. ma-li Z s normalni rozdéleni N(0,1), pak veliciny

Y = pu+ oZ budou mit normalni rozdéleni N(u, o).

Se soucty nezavislych spojitych veli¢éin X a Y s hustotami fx a fy

je to slozitéjsi. Pfimym vypoctem spocteme distribuéni funkci
nahodné promnné V=X + Y.

/rv(u)_/+ LR () ddy

_ /OO (/Z () Fy (v — x) dx) dv.

Je tedy sdruzenou hustotou souétu dvou nezavislych velicin pravé
konvoluce jejich hustot

fv = fx x fy.
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