
Matematika III, 4. cvičeńı

Funkce zadané implicitně, jejich derivace, vázané extrémy

Funkci znač́ıme ṕısmenem y, proměnnou ṕısmenem x, můžeme si představit, že y = f(x). Proto
derivace x je 1, ale derivace y je y′, takže např. (x2)′ = 2x a (y2)′ = 2yy′.

Necht’ F (x, y) : R2 → R je spojitě diferencovatelná funkce v okoĺı bodu [x0, y0], dále F (x0, y0) =
0 a Fy(x0, y0) 6= 0. Pak existuje spojitě diferencovatelná funkce f : R→ R definovaná na nějakém
okoĺı U bodu x0, přičemž F (x, f(x)) = 0 pro všechna x ∈ U . Funkce y = f(x) je tedy rov-
nost́ı F (x, y) = 0 implicitně definovaná v okoĺı bodu x0. Pokud Fy(x0, y0) = 0, funkce f se
zmı́něnými vlastnostmi neexistuje (pokud existuje inverzńı zobrazeńı, jeho konečná derivace
existovat nemůže).
Podobné tvrzeńı plat́ı pro funkce v́ıce proměnných. Např. pro 3 proměnné:
Necht’ F (x, y, z) : R3 → R je spojitě diferencovatelná funkce v okoĺı bodu [x0, y0, z0], dále
F (x0, y0, z0) = 0 a Fz(x0, y0, z0) 6= 0. Pak existuje spojitě diferencovatelná funkce f : R2 → R
definovaná na nějakém okoĺı U bodu [x0, y0], přičemž F (x, y, f(x, y)) = 0 pro všechna x ∈ U .
Pokud Fz(x0, y0, z0) = 0, funkce f se zmı́něnými vlastnostmi neexistuje.

Na množině M implicitně zadané jednou rovnićı F = 0 lze př́ımočaře hledat extrémy jiné
funkce f . Gradienty funkćı F a f muśı být v takových bodech kolineárńı.

Z př́ıklad̊u si zvolte alespoň jeden ze všech typ̊u.

Př́ıklad 1. Určete prvńı a druhou derivaci implicitně zadané funkce y = f(x) splňuj́ıćı x2+y2 =
1. Najděte jej́ı lokálńı extrémy.

Řešeńı. Po zderivováńı obou stran máme 2x + 2yy′ = 0, z toho y′ = −x
y . Prvńı rovnost je

ekvivalentńı s rovnost́ı x + yy′ = 0, po zderivováńı dostaneme 1 + (y′)2 + yy′′ = 0. Tedy

y′′ = −1 + (y′)2

y
= −1 + x2/y2

y
= −y2 + x2

y3
.

Výsledek. y′ = −x
y , y′′ = −y2+x2

y3
. Extrémy jsou pro x = 0 maximum nebo minimum, podle

toho, kterou voĺıme větev řešeńı.

Př́ıklad 2. Určete derivaci, pokud xy2 − 2xy + x3 − 3y2 + 5 = 0.

Výsledek. y′ = 2y−3x2−y2
2xy−2x−6y .

Př́ıklad 3. Určete derivaci, pokud sin(x2) + cos(y2)− 1 = 0.

Výsledek. y′ = x cos(x2)
y sin(y2)

.

Př́ıklad 4. Necht’ je funkce y = y(x) dána v okoĺı bodu [1, 1] implicitně rovnićı y3−2xy+x2 = 0.
Určete y′(1) a y′′(1).

Výsledek. y′(1) = 0, y′′(1) = −2.

Př́ıklad 5. Rozhodněte, zda křivka x3 − y3 + 2xy = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1,−1] nad (nebo pod)
svoj́ı tečnou.

Nápověda. Křivku v okoĺı bodu [1,−1] považujte za funkci y(x) zadanou implicitně, odpovězte
podle hodnoty druhé derivace této funkce v daném bodě.

Výsledek. y′′(1) = 16 > 0, funkce je tedy konvexńı a lež́ı nad tečnou.
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Př́ıklad 6. Rozhodněte, zda křivka 9
2x

2 − 3xy2 + y3 − 9
2 = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 3] nad (nebo

pod) svoj́ı tečnou.

Výsledek. y′′(1) = 15
9 > 0, funkce je tedy konvexńı a lež́ı nad tečnou.

Př́ıklad 7. Vypočtěte všechny parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu v bodě [1,
√

2, 2] funkce
z = f(x, y) definované v okoĺı daného bodu implicitně rovnićı x2 + y2 + z2 − xz −

√
2yz = 1.

Výsledek. z′x(1,
√

2) = z−2x
2z−x−

√
2y

= 0, z′y(1,
√

2) =
√
2z−2y

2z−x−
√
2y

= 0, z′′xx(1,
√

2) = z′′yy(1,
√

2) = −2,

z′′xy(1,
√

2) = 0.

Př́ıklad 8. Vypočtěte všechny parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu v bodě [−2, 0, 1] funkce
z = f(x, y) definované v okoĺı daného bodu implicitně rovnićı 2x2 + 2y2 + z2 + 8xz − z + 8 = 0.

Výsledek. z′x(−2, 0) = − 4x+8z
8x+2z−1 = 0, z′y(−2, 0) = − 4y

8x+2z−1 = 0, z′′xx(−2, 0) = z′′yy(−2, 0) = 4
15 ,

z′′xy(−2, 0) = 0.

Př́ıklad 9. V okoĺı kterých bod̊u jednod́ılného hyperboloidu h o rovnici

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

nelze vyjádřit z jako funkci z = f(x, y)?

Nápověda. Určete body [x0, y0, z0] na h splňuj́ıćı F ′z(x0, y0, z0) = 0, kde F (x, y, z) = x2

a2
+ y2

b2
−

z2

c2
− 1.

Výsledek. Množina hledaných bod̊u je elipsa obsahuj́ıćı body [x0, y0, 0], kde
x2
0

a2
+

y20
b2

= 1.

Př́ıklad 10. V okoĺı kterých bod̊u křivky x2 + 2xy − y2 − 8 = 0 nelze vyjádřit y jako funkci
y = f(x)?

Výsledek. [2, 2], [−2,−2].

Př́ıklad 11. V okoĺı kterých bod̊u parabolické válcové plochy z2 − 2px = 0, kde p > 0, nelze
vyjádřit z jako funkci z = f(x, y)?

Výsledek. Všechny body osy y.

Př́ıklad 12. Najděte extrémy funkce f(x, y) = x − y na elipse F (x, y) = x2 + 2y2 − 6 = 0 v
rovině R2.

Výsledek. Extrém muśı nastat ve stacionárńım bodě, ty muśı mı́t vlastnost, že gradienty f a F
jsou kolineárńı. Vyjdou body [x, y] s x = ±2, y = −± 1 (jedno minimum, jedno maximum).
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