Ukazka podrobného reseni
ulohy 2 z DDU9

Oba dané predpisy jsou skutetné operacemi na mnoziné Q x Q, nebot kazda
jejich slozka vznikla skladanim sc¢itani a ndsobeni, coz jsou v obou ptipadech
korektné definované operace na mnoziné Q.

Pro vSechna x,y, u, v, w, z € Q plati
(x,y) * (u,v) * (w,2)) = (z,y) * (u+w,v+2)=(r+u+w,y+v+2),
((z,y) * (u,v)) * (w,2) = (x+u,y+v)*(w,2) = (r+u+w,y+v+2).
Dva vyse uvedené vyrazy se rovnaji, tedy operace * je asociativni. Ze vztahu
(z,y) * ((u,v) o (w, 2)) = (x,y) ¢ (vw + 2vz,uz + vw) =
= (ruw + 2zvz + 2yuz + 2yvw, Tuz + TVW + Yuw + 2yvz),

(2, ) o (1)) & (1w, 2) = (2t + 2yv, 70 + yu) o (w, 2) =
= (zuw + 2yvw + 2zvz + 2yuz, ruz + 2yvz + Tvw + yuw),

dostavame, ze i ¢ je asociativni.

V(z,y) € Q x Q: (z,y) % (0,0) = (x+0,y+0) = (z,y) = (0,0) * (z,y), tedy

dvojice (0,0) je neutrdlnim prvkem vzhledem operaci .
Pokud je (e, f) neutralni prvek vzhledem k operaci ¢, musi spliiovat V(z, y) :
(x,y) * (e, f) = (e, ) * (z,y) = (z,y), tedy musi platit
re+2yf =z, of +ye=y.
Toto spliuje dvojice (e, f) = (1,0).

Inverze k prvku (z,y), vzhledem k operaci * je prvek (—z, —y), protoze plati
(x,y) * (—x,—y) = (0,0) = (—x,—y) * (z,y). Ted uz vime, ze se jednd o
okruh.

V(z,y), (u,v) € Q x Q: (x,y) o (u,v) = (u,v) ¢ (x,y), okruh je tedy dokonce
komutativni.

Pokud k prvku (z,y) # (0,0) existuje inverze (u,v) vzhledem k operaci o,

musi splnit zu 4+ 2yv = 1, zv + yu = 0. Z druhé rovnice dostavame v = —%

pro y # 0. Pak—%+2yv:1:>v(2y—§):1:>v:21/%:62:>u:
55742 Protoze ¢ je komutativni, je nalezena dvojice (%{—fﬁ, W%) skutecné
inverz{ k (z,y). Nikdy nemuzZe nastat 2y? — 2* = 0, nebot by to znamenalo
r = ++v/2y, coz nemuze platit pro z,y € Q.

Okruh je také ztejmeé netrividlni a dohromady s predchozimi dvéma odrazkami
vidime, Ze je télesem (a tedy i oborem integrity).



