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Nahodné grafy (Erdos-Renyi)

Pravdépodobnostni modely grafl

G(n, p) model ndhodného grafu: Méjme graf s n vrcholy, pak neorientovand hrana
vznikne mezi dvojici vrcholii s pravdépodobnosti p, nezdvisle na ostatnich dvojicich uzld.

Pravdépodobnost, Ze graf G ma k hran je dana vyrazem
p(1—p)D)*

Pravdépodobnost, Zze graf G € G(n, p) obsahuje k hran ma binomialni
rozlozeni
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Prahy nahodnych grafii

Méjme model ndhodného grafu G(n, p) a necht p = c'°g" Je-li ¢ > 1, pak prakticky
vsechny grafy nemaji izolované (nespojené) vrcholy. Je- l/ ¢ < 1, pak prakticky vsechny
grafy maji alespori jeden izolovany vrchol.

DUkaz si pouze naznacime:
Necht X je poclet izolovanych vrchold v grafu G € G(n, p).
Pak horni hranice E[X] = n(1 — p)""~Y ~ nt=9
Pravdépodobnost, Zze X = 0 je priblizné E[X]
E[X] se blizi 0, pokud ¢ > 1, tedy pocet izolovanych vrcholl se blizi 0.

Naopak, pro ¢ < 1 se E[X] blizi nekonecnu, a tedy pravdépodobnost,
ze graf G nema izolovany uzel, se blizi 0.
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Nahodné geometrické grafy

Rozhodme n bodu ndhodné na jednotkovou sit. Nahodny
geometricky graf G(n, r) md n uzli odpovidajici n bodim a dva
uzly jsou spojeny hranou pokud jsou ve vzddlenosti mensi nebo
rovné r. Vzddlenost mezi dvéma body u = (x1,y1) av = (x2,y2) je
definovdna jako d(u,v) = max(|x; — X2, [y1 — ya|)-

Jedna se o oblibeny model senzorovych siti.
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Souvislost

Pokud r > 1/ <°8"_ kde c je konstanta > 4, pak G(n, r) je asymptoticky prakticky urcité

n
souvisly graf, tj. Pravdépodobnost(G(n, r) je souvisly graf) se blizi 1 jak se n blizi
nekonecnu.

Dlkaz je naznacen dale:
Rozdélme jednotkovou sit na schranky velikosti r/2 x r/2. Pocet
prihradek je 4/r* (r < 1).
G(n,r) je souvislé, pokud zadna prihradka neni prazdna.
Necht r = /<% pak pravdépodobnost, ze pfinradka je prazdna je
mensi nebo rovna n—</*,
Necht X je pocet prazdnych pfihradek. Pak £[X] < n'~</* tj. E[X] se
blizi nule, pokud ¢ > 4.
Pravdépodobnost(X > 0) < E[X] — 0.
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Power-law grafy

Power law je jakykoliv polynomidlni vztah, ktery nezdvisi na méritku. Pro dvé proménné
se nejcastéji vyjadruje vztahem

f(x) = ax* + o(x")

kde a a k jsou konstanty a o(x¥) je asymptoticky mald (tj. zanedbatelnd) funkce x.

Pro realné sité plati nasledujici empirické tvrzeni:
Distribuce stupné vrcholu sité sleduje power law, tj. pocet vrcholl
stupné k je ck=”.
Priklady:
Interneta WWW: 5 =21
Socialni sité (napf. cita¢ni grafy): 5 =3
Biologické sité (grafy interakce protein0): 8 = 2,5
VétSina grafl reprezentujicich realny svét ma 3 € (1, 4).
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Prohledavani v nestrukturovanych sitich

Mame rozsahlou sit (graf), kazdy uzel nese néjaka data. Jak
najdeme hledana data?
Centralni index

Napster
Snadné, ale neskaluje (Google ma > 100.000 server()

Decentralizované
Gnutella: Primitivni hledani: zaplava
Chytrejsi algoritmy

Zaklad vyzkumu v oblasti peer to peer siti
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Gnutella

Protokol: zaplava dotazl
Ping/Pong
Uzel se hlasi pfi pfipojeni do sité a dale pribézné
Pfipojeni: najdi néjakého ¢lena, posli ping zpravu a sbirej
pong zpravy
Dotaz
Udaje o uspéchu se vraci cestou, kterou putoval dotaz
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Gnutella - charakter sité

Power law distribuce uzld
Je zcela nezavisla na distribuci uzl( v Internetu
Prohledavani zalozeno na zaplave
Nastavena délka prohledavani (zpravidla 7)
Vysoce neefektivni
Obrovska spotfeba pasma (kapacity hran)
Obrovsky pocet redundantnich zprav

Paralelni aktivita uzivatel(: lokalni zatéz roste linearné
s velikosti sité
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Decentralizace

Co mizeme ovlivnit:
Topologii peer to peer sité
Umisténi objektd (replikaci)
Power-law sité
Zakladni principy:
Je-li distribuce stupné vrcholu py, pak distribuce stupné
sousedUl je umérna kpy.
Uzly mohou snadno uchovavat indexy objektl sousedu
Dusledky
Uzly s vysokym stupném je mozné snadno najit
Tyto uzly drzi udaje (index) o velké asti sité
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Prohledavani v power-law sitich

Nahodna prochazka (RW, Random Walk)
Nevracet se do naposled navstiveného uzlu

Nahodna prochazka ovlivnéna stupném vrcholu (DS)
Zacni v jeSté nenavstiveném vrcholu s nejvy3sim stupném
Nasledné sestupuj na uzly s niz§im stupném
Dokazatelné nejlepsi pokryti
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Prohledavani v power-law sitich - shrnuti

Maximalni flexibilita (libovolny algoritmus shody - napf. full
textove prohledavani) vykoupeno nepfilis vysokou efektivitou
Vyhody
Sublinearni ¢asova slozitost
Nevyhody

Problém s nalezenim vzacnych objekt(
Velmi vysoka zatéz uzll s vysokym stupném
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Modifikace algoritmu

Expanze rozsahu
Zaplava s postupné nar(stajicim TTL (dokud se objekt nenajde
nebo nedosahne hranice)
Smyslem je nezaplavit pfili$ velkou ¢ast sité okamzité
K-walker
K nezavislych nahodnych prochazek, zadna zaplava
Rhzné varianty

Napf. kontrola: po kazdych 4 krocich dotaz, zda druzi
nenasli cil
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Dalsi vlastnosti

Distribuce dotazu
Podil dotaz(l na jednotlivé objekty
Uniformni: vSechny objekty jsou stejné popularni
Power-law: maly polet objektll je mimoradné popularni
Replikace
Kopie rozeslany po siti: popularnéjsi objekty se snaze naleznou
(a jejich hledani méné zatizi sit)
Replikace zpravidla tmérna popularité

Optimalni replikace je tmérna odmocniné frekvence
dotazl
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Motivace dalsich rozsireni

Vyhody nestrukturovanych siti

Robustnost a fault tolerance
Nemaji omezeni na typ dotazd

Zaplava je velmi neefektivni

Nahodné prochazky
LepSi nez zaplava
Stale nepfilis efektivni bez dodatecné podpory (napf. algoritmus
DS uvedeny vyse)
Hlavnim problémem je rozlozeni zatéze (pfiliS mnoho prace délaji
uzly s vysokym stupném)
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Novy pfistup

Replikace pres sousedy
Adaptace topologie

Zajistit, aby vétSina uzld byla blizko uzldm s vysokym stupném
Dynamicka adaptace

Kazdy uzel se snazi zlepsit své sousedy
Podle poslednich dotazl( zada konkrétni uzly, zda jej
nevezmou za sve sousedy

Rizeni toku

Modifikace protokolu prohledavani

Nahodna prochazka pres uzly s vysokou kapacitou (ne stupném)
Neexistuje souvislost mezi kapacitou a stupném uzlu
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Rizeni toku

Vybér uzlu ovlivnén existenci tokenu

Tokeny pridélovany podle kapacity uzll
Davéryhodnost: sdéluje uzel korektné svou kapacitu?

Pri prohledavani se soustfed na sousedy s nejvétsi

kapacitou a volnym tokenem

Timto zpUsobem pfispivame k dynamickému rozlozeni
zatéze
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Shrnuti

Hlavni komponenty uspésného prohledavani
Vlastni algoritmus prohledavani
Topologie (pfekryvova sit)
Strategie tvorby replik
Rizeni toku
VSechny tyto komponenty lze ovlivnit
Topologie a replikace jsou ovlivnény agregovanym
chovanim uzivatell
Stale nedostatecné pro fidce se vyskytujici objekty
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Strukturované sité/prohledavani

Distributed hash tables (distribuované hash tabulky)
Re3eni pro G¢inné hledani i fidce se vyskytujicich objektd
Hash tabulky
Rychlé a levné nalezeni dat indexovanych podle klice
Vyse jsme neomezovali zpUsob vyhledani dat
Pokud pouzijeme hash tabulky, pak ztratu obecnosti musime
néjak kompenzovat (ale ¢asto i vyhledani podle kli¢e - napf.
nazev objektu - plné staci)

Obétujeme obecnost za efektivitu a rychlost
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Distribuované hash tabulky

Hash tabulky v p2p sitich: hledame data podle klice

Predpokladame, ze data jsou ulozena v distribuovanych
uzlech (ne v poli)
Dusledky:
Pouzijeme prekryvovou sit ktera spojuje uzly pro nas vhodnym
zpUsobem

Pocet uzll nezname a navic se méni v ¢ase
Pracujeme s idealizovanymi vlastnostmi

Hash funkce mapuje na idealizovany prostor
Samotny prostor je mapovan na uzly dynamicky
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Hlavni principy

Prifradime klici jedineCny uzel

Nalezneme tento uzel rychle a snadno v prekryvové siti

Zavedeme replikaci (vice uzl( pro jeden objekt/klic)

Rozlozeni zatéze mize dynamicky ménit pfifazeni klice
NejrozSifenéjsi jednoducha implementace: Chord

Velmi popularni (vice jak 3000 citaci).

Prekryvova sit: orientovana kruznice
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Chord: principy

Uzly spojeny do orientované kruznice
Kazdy uzel zna svého predchidce a naslednika

Klice i uzly hashovany SHA-1 (160 bitové ID), identifikatory
jsou rovnomeérné rozlozeny po celém prostoru
Klice jsou pfifazeny uzlim s pouzitim konzistentniho
hashovani
Nahodnost: Kazdy uzel dostane zhruba stejny pocet objektd
Lokalita: Pfidani ¢i ubrani uzlu znamena, ze O(1/N) kli¢h ziska
nové pfifazeni uzllm
Vlastni vyhledavani:
Slozitost O(log N) vyménénych zprav je mozné dosahnout pfi
znalosti jen O(log N) uzll (plus predchidce a naslednika uzlu,
ktery iniciuje hledani)
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Vyhledavani v Chordu

Naivni:
Poslu dotaz predchldci nebo nasledniku (podle identifikatoru);
rekurzivné pokracu;ji

Moznost optimalizace:

Kazdy uzel ma tzv. finger table
Obsahuje log, n — 1 polozek (n je pocet uzld v Chord siti)
Kazda polozka nese &islo uzlu, na némz je k + 2/~ -ty kli¢ (k je
identifikator aktualniho uzlu).

Vyhledavani
Nalezni v tabulce uzel, ktery bud obsahuje kli¢ nebo predchazi
uzlu, ktery kli¢ obsahuje.
Prejdi na tento uzel a pokracuj stejnym zplsobem
Celkem O(log N) pfechodd (zprav)
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Chord - pridani uzlu

Striktni algoritmus
Novy uzel musi nalézt svého predchlidce, naslednika a naplnit
finger tabulku
Musi rovnéz oznamit svou existenci vSem uzlim, ktefi by na néj
méli ukazovat ze své finger tabulky
Zvladnutelné v O(log N) Case, ale velmi slozitym protokolem.
Relaxovany algoritmus
Vyuziva toho, Ze Udaje ve finger tabulce nemusi byt presné
V nejhorsim pfipadé se prohledavani redukuje na naivni
algoritmus
Stabilizacni protokol: pfepocteni finger tabulky (periodicky kazdy
uzel)
Pridani uzlu: nalezne naslednika a spusti stabiliza¢ni protokol
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Chord - reakce na vypadky uzla

Replikaci
Misto jednoho naslednika si drzime r naslednikd
Alternativni cesty

Pokud uzel neprebere hledani, vyuzij pfedchozi uzel z finger
tabulky nebo uzel s nejblizsi replikou
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Sdileni souborti

Hybridni pfistup

DHT pro méné casté objekty

Nahodna prochazka pro popularni objekty
Gnutella a vzacne objekty:

41 % dotazl nalezne jen méné jak 10 objektl

18 % dotazll nenalezne zadny objekt (pfitom jen 6 %
dotazu vedlo na neexistujici objekty)

Nutno identifikovat vzacné objekty a ty zpfistupnit pres DHT
Také mozné ¢asové omezeni:

Jestli nahodna prochazka nenalezne objekt do 30 s, prepni
na DHT
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Celkové shrnuti prednasky

Grafy velmi dulezitou diskrétni konstrukci matematiky
i informatiky

Rada realnych problémU preveditelna na grafové problémy
Dobra znalost alespon zakladd teorie grafll pomuze
Znalost grafovych algoritmd resp. problém( m(Ze pomoci pfi
odhadu naroc¢nosti feSeni konkrétniho praktického problému
Mapovani na grafovy problém mdze najit optimalni feSeni
Planovani jako grafovy problém

Optimalizace extrémné vyznamné v mnoha oblastech



