PV027 Optimalizace
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Definice optimalizace

J1Z v minulosti fada matematiku a prirodovédcu
dospéla k presvédCeni, Ze prirodni déje 1ze
popsat jako optimalizaéni procesy.

Euler: ,, Na svété se nestane nic, v cem by nebylo
videt smysl néjakeho maxima nebo minima “.
Leibnitz: ,, Nas svet je nejlepsi ze vSech moznych
svetu, a proto Ize jeho zakony vyjadrit

extremalnimi principy *.




Definice optimalizace I1

Optimalizaci 1ze definovat naptiklad
nasledovné:

Obor zabyvajici se urcenim nejlepsiho
reSeni jistého matematicky
definovaného problému.




Definice optimalizace II1

Postup pri1 optimalizaci:
* Nastudovani optimaliza¢nich kritérii problému
» Nalezeni metody feseni problemu
e Matematicky popis feSeni (pomoci funkce)

e Nalezeni minima funkce




Definice optimalizace IV

Pfedmét PV027 se zabyva matematickou
optimalizaci, tedy minimalizaci realnych
funkeci, tj. ulohami typu:

min f(x)

kde: f;R” > R
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Definice optimalizace V

Poznamka:

Neni nutn¢ zabyvat se samostatné take
maximalizaci, nebot’ j1 1ze prevest na
minimalizaci pomoci vztahu:

maxf(x):—min(—f(x))

xLIM xUIM




Definice optimalizace VI

Specialni oblasti optimalizace:
 Diskrétni optimalizace:
Vyuzivaji se v pripadech, kdy maji vyznam pouze
celoCiselna reSeni.
* Specialni ulohy:
Existuje urcity typ uloh, jejichz fesSeni nema prilis

smysl popisovat jako mDZA’} f(x).

Priklad: problém obchodniho cestujiciho




Sylabus

» Uvod
— Definice optimalizace

— Informace o predmeétu
* Sylabus predmétu
* Vstupni pozadavky predmétu
* Pozadavky ke zkouSce a k zapocCtu
e Materialy ke studiu
— Aplikace optimaliza¢nich metod
— Motivacni priklady
— Matematicke zaklady




Sylabus II

» Optimalizace bez omezeni (unconstrained)
— Nelder-Meadova metoda
— spadove metody
— metody sdruzencho gradientu
— newtonovske metody
— metody s omezenym krokem

— uloha neymensSich Ctvercu




Sylabus III

* Optimalizace s omezenim (constrained)
— Linearni programovani:
« grafické feseni uloh
e pfima metoda
e simplexova metoda
— Nelinearni programovani:
* Obecny pristup
 kvadraticke programovani
— Celociselné programovani
* metoda veétvi a mezi




Sylabus IV

* (Globalni optimalizace:
— simulované¢ Zihani
— geneticke algoritmy

— metoda difuzni rovnice

 Prakticky projekt

» Aplikace vybrané optimaliza¢ni metody pro feseni
konkrétniho problému




Vstupni pozadavky

o Znalosti z oblasti:
— Linearni algebra

— Matematicka analyza




Pozadavky ke zkouSce a hodnoceni

Pozadavky: znalosti v rozsahu prednasek +
vypracovany projekt

Hodnoceni:
« A: 100 -90 %
 B: 90 - 80 %
e C:80-70%
e D:70-60 %
 E: 60-50%
e F:49-0%




Pozadavky k zapoctu

Pozadavky:

Vypracovat zapoctovy projekt (zadani
projektu ziska student po domluvée s uCitelem).

Hodnoceni:
z projekt spliuje pozadavky, domluveneé
pr1 zadavani
n jinak
Poznamka:
Predmét PV027 nelze ukoncit kolokviem.




Aplikace optimalizacnich metod

Optimaliza¢ni ulohy se vyskytuji vSude tam, kde je mozné
vybirat s1 z vice moznych rozhodnuti a pritom kvalitu
jednotlivych rozhodnuti ohodnotit né¢jakym realnym
Cislem. Konkrétni oblasti vyuziti optimalizace:

Matematika: teorie aproximace, optimalizace
numerickych procesu atd.

Geometrie: geodézie, minimalni kiivky a plochy,
optimalni oblasti a tvary, atd.

Ekonomické a politologicke teorie: vyuzivani zdroju a
zasob, optimalni skladba vyroby, tvorba cen, rozlozeni
rizika, strategicke hry, teorie eskalace konfliktu, atd.

Fyzika: mechanika, geometricka optika, teorie pruznosti,
hydrodynamika, teorie relativity, atd.




Aplikace optimalizacnich metod 11

Prirodni védy: modely fyzikalnich, chemickych a
biologickych procest, atd.

Teorie rizeni: optimalni fizeni, optimalni systémy,
hierarchické fizeni, koordinaCni strategie, atd.

Teorie konstruovani: optimalizace konstrukci,
optimalizace tvari, optimalni odhad neznamych
parametru, optimalizace dynamickych vlastnosti

mechanickych systému, optimalizace spolehlivosti a rizika
konstrukeci, atd.

Dalsi aplikace: pii spravé vodnich toku (vypousSténi a
napousténi nadrzi), v zemedélstvi (napf. optimalni krmna
smes pro zvitata), v doprave a logistice a kdekoliv jinde,
kde se nam podari zformulovat smysluplnou
optimaliza¢ni ulohu




Typy optimalizaci

Lokalni X globalni:
Lokalni optimalizace:

 Nalezeni jediného minima, nachazejiciho se v uritém

1ptervalu

f(x)




Typy optimalizaci 11

Lokalni optimalizace — dalSi mozny pristup:
 Nalezeni nejblizSiho minima do kter¢ho lze sestoupit ze
vstupniho bodu

f(x)
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Typy optimalizaci 111

Globalni optimalizace:

* Hledani nejhlubSiho minima v daném intervalu

f(x)

a




Typy optimalizaci IV

Bez omezeni X s omezenimi:
Bez omezeni (unconstrained)

Krom¢ podminky minimality funkce f(x) neexistuje
zadna jina podminka, kterou by méla hledana
optimalni hodnota x spliiovat.

S omezenimi (constrained)

Vedle podminky minimality pracujeme jesté s dalSimi
podminkami.

Linearni X nelinedrni:
Linearni
f(x) je linearni funkci x
Nelinearni
jinak




Motivacni priklady

Aproximace dat: nelinearni model bez omezeni

Najdéte nejlepsi aproximaci pomoci souctu ¢tvercu
pro funkci:

1

L
¢(t,x) =(1—X—ltj |

X,

kde ¢ = 96,05 a aproximovan¢ body dany tabulkou




Motivacni priklady 11
Planovani vyroby: linearni model s omezenimi
Vyrobce pouziva material (m) a praci (1) k vyrobé€ nejvyse Ctyt

vyrobku (a az d). PoZzadavky na jednotlivé vyrobky a zisk z
jejich prodeje jsou dany nasledovné:

k vyrobé 1 kusu vyrobku a je tieba 4m + 21 zdroju a zisk je 50 K¢/kus
k vyrobée 1 kusu vyrobku b je tfteba m + 51 zdroju a zisk je 80 K¢/kus
k vyrobé 1 kusu vyrobku c je tteba 2m + 1 zdroju a zisk je 30 K¢&/kus
k vyrobé 1 kusu vyrobku d je tfeba 2m + 31 zdrojt a zisk je 40 K¢/kus

Béhem jednoho dne je k dispozici nejvyse 30 jednotek materidlu a
50 jednotek (napf. hodin) prace. V jakém poctu maji byt
produkovany jednotlivé vyrobky tak, aby bylo dosazeno
maximalniho zisku?




Motivacni priklady 111

Konstrukcni problém: nelinearni model s omezenimi

Navrhnéte valcovitou plechovku o objemu 1 dm?, na kterou se
spotiebuje co nejmené kovu.




Motivacni priklady IV

Aplikace v chemii: nelinearni model bez omezeni (s vice
lokalnimi minimy)

Je dana molekula, ur¢i konformace této molekuly, ktere jsou v
definovaném chemickém prostiedi nejstabilngsi.

Konformace = usporadani atomt v prostoru.

Strukturni vzorec: Konformace:
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Motivacni priklady IV b)

Cim je konformace stabilnéjsi, tim nizsi ma
potencialni energii.

Potencialni energie = energiec dan¢ho usporadani
atomu v prostoru.

Epot = @(souradnic atomii)
kde @je potencialova funkce

@: R®™ - R, kde N je pocet atomi v molekule.




Motivacni priklady IV c)

Vytvorime model molekuly:

Nabite koule, spojené pruZinami.
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Motivacni priklady IV d)

PopiSeme vztah mezi souradnicemi a E
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Motivacni priklady 1V e)

Grafem potencidlove funkce je
potencialova hyperplocha

(PES):
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Motivacni priklady 1V §)

Hledame minima potencialové funkce.

e 1
l ﬂ\ i a
i \ — T / \
/ \ | i \
i f _ bﬁ K _/ 5,5
PE Jl/ 50 KJ Ix.l
ll II|
| .
Ia'f 3.5 Kcal IIH\
/ \
N




Matematicke zaklady

Vektory:

— budeme pracovat hlavné se sloupcovymi vektory
— vektor budeme oznaCovat malymi tu¢nymi pismeny

— transpozici vektoru oznac¢ime pomoci pismene T v hornim

indexu
a=(a,)

al=(a;, a,,...,a,)




Matematicke zaklady 11

Matice:
— budou se oznacCovat velkymi tu¢nymi pismeny

— transpozicl matice ozna¢ime pomoci pismene T v hornim
indexu

B = /Bl 32 Bn\ B’ = (Bl ]%1 Bml\
B, B, .. B, B, B, .. By

B, B, .. B B B, .. B/




Matematicke zaklady 111

Skalarni soucin:
— skalarni souCin vektoru a a z zapiSeme jako:
alz=z'a= Z a.z.
i
Posloupnost bodu z R:

— jednotlivé body v posloupnosti budeme rozliSovat hornim
indexem v zavorce. Budeme je tedy psat napiiklad jako x(V,
x? ... nebo x®.

— specialni vyznam bude mit hvézdicka (napfiklad v x*).
Budeme tak oznaCovat bod, ktery je feSenim vySetfovan¢ho
problému.




Matematicke zaklady IV

Primka v R™:

— je definovana jako mnoZina bod:
x=fa)=x"+a.s
pro vSechna a [1 R, kde x” je jisty bod, lezici na pfimce a
s L1 R" je sm¢r primky.

— kvuli jednoznacnosti je nékdy vhodneé smér normalizovat,
takze napriklad pi1 euklidovské norme plati:

sls :Zsiz =1
1




Matematicke zaklady V

Funkce, kterymi se budeme zabyvat, budou
mit spojite derivace az do druheho tadu.
Gradient:

— Vektor prvnich parcialnich derivaci funkce f v bodé
X = (X1, Xg +vey X))

— Oznacujeme ho LHf(x):

of of ij

T geeey——
Ox, Ox,  Ox,

L (x) =(




Matematicke zaklady VI

Hessova matice (hessian):

— Matice druhych parcidlnich derivaci funkce f v bod¢€ x =
(X{5 Xy -vvr X))
— Oznacujeme ho [ f(x)

(' 0 0*f )
(6x1 )2 Ox,0x,  Ox,0x,
o'f 9'f 0" f
2 —
U /() =] ax,0x,  (ax, ) 0x,0x,
0 f o f ¥
| Ox,0x, Ox,0x, (axn )2 )

— Je zfeyme, ze Hessova matice je symetricka




Matematicke zaklady VII

Gradient a hessian jako zobrazeni:

— Operator L je zobrazenim, kter¢ kazde
diferencovatlen¢ funkci f prirazuje jinou funkci

[If.
— Tedy vyrazy f(x) a [1*f(x) 1ze psat také jako
(UDH(x) a (U*H(x)




Matematicke zaklady VIII

Gradient a hessian Rosenbrockovy funkce:
— Rosenbrockova funkce:

f(x) = 100(x, — x,?)* + (1 — x;)

— Graf ma tvar bananovitého udoli se
strmymi srazy v jednom sméru
a s plochym dnem ve druhém

smeru.




Matematicke zaklady IX

Poznamka:

Globalnim minimem Rosenbrockovy funkce je bod (1, 1) a lezi na dlouh¢ pomalu
se svazujici oblasti, obklopené prudkymi srazy.

J C Velmi Obtizné Jl Contour plot of the Rosenbrock function
optimalizovat => pouZiva
se k testovani

optimaliza¢nich metod. 16
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Matematicke zaklady X

Gradient a hessian Rosenbrockovy funkce:

Gradient:
Of (x) = (-400x, (x, = x}) =2(1-x,), 200(x, ~x?))

Hessian:

) = (—1zooxf —400x, +2 —4ooxlj

~400x, 200




Typy extremiui

Lokalni minimum a lokalni maximum (Casto se
oznacuje pouze minimum a maximum):

Minimum:

[ OxLQ(x*): f(x) = f(x*)
Maximum:

[ OxUQ((x*): f(x) < f(x*)

Kde Q(x*) je (vicerozmérne) okoli bodu x*.




Typy extremu 111

Globalni minimum:

Pokud f(x) = f(x*) pro vSechna x z defini¢niho oboru
funkce f, pak je x* globalnim minimem funkce f.

Obdobn¢ je definovano globalni maximum funkce f.




Typy extremu IV

Pf1 praci s minimy a maximy, definovanymi na piedchozich
slidech se muzZe stat, ze pro nékteré funkce dostaneme
,,paradoxni‘‘ vysledky.

Napft. x = 0 je lokdlnim minimem funkce:
f(x) =min(l +x, 0, 1 - x)
a zaroven je také globalnim maximem dan¢ funkce.
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