Optimalizace bez omezeni
(unconstraint)

Nederivacni (ad hoc) metody
Jednoduch¢é metody
Nelder-Meadova (simplexova) metoda
Derivacni metody
Prvni derivace
Metoda nejvetSiho spadu + dalsi spadoveé metody
Metoda konjugovanych gradientu
Druha derivace
Newton-Raphsonova metoda

Quasi-Newtonova metoda




Metoda nejvetsiho spadu

-obecne 11

Algoritmus:
« zvolime vychozi bod x(©)
* k-t 1terace:

bod x**D yypocitame z bodu x® pomoci vztahu:

xrD) = xM) - a.g®) kde:

-g® zjednoduseny zapis -Of(x®),
uréuje smér presunu z bodu x®

o koeficient, popisujici délku daného presunu




Metoda nejvetsiho spadu

- volba a v metode nejvetsiho spadu

Z bodu x® se presunujeme po polopiimce:
x(a) = x®+ a.x® kde a >0

Hodnotu funkce f na této poloprimce popisuje funkce
@a):  @a)=1(x(a))

Je ziejmé, ze musime zvolit takové a©K, aby platilo:

f(x®) > f(xkD),  kde x&*D = x(aX) pro dostate¢ny
pocet 1teraci.

Poznamka: ,,DostateCny pocet* = dostacuje k tomu,

: (k) ) —
aby metoda konvergovala k minimu ( ,glf'fo f(x )) =0




Metoda nejvetsiho spadu

- volba a v metodé nejvétsiho spadu

Funkce @) ma nasledujici tvar:

=1f(x(a))

¢(a)

2
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Metoda nejvetsiho spadu
- volba a v metodé nejvétsiho spadu

Metoda nejvétsiho spadu voli pro kazdy krok stejnou
hodnotu q.

Konkrétné velmi malou hodnotu .

Poznamka: Hodnoty a musi byt dostate¢né, aby
metoda konvergovala.




Metoda nejvetsiho spadu

zhodnoceni

Vvyhody:
e Implementa¢né jednoduché

« Nizka prostorova slozitost

Nevyhody:

* Velmi pomald konvergence (specialn€ v oblastech malého
spadu => nizkych hodnot gradientu).

e Chyby, zptisoben¢ zaokrouhlenim. Mohou vést 1 k tomu, Ze
se vypocet vubec nedostane rozumné blizko k minimu. Ale
pi1 (1dealni) pfesné aritmetice metoda konverguje vzdy k
néjakému lokalnimu minimu.




Metoda nejvetsiho spadu
- priklad

Rosenbrockova funkce:

f(x,x,)=100(x,—x; ) +(1-x,)’
Gradient Rosenbrockovy funkce:

Uf (x,,x,)= (—4()0)c](x2 —-x;)+2(1-x,), 200(x, —xf))
Vychozi bod:

Xo = (-2, 2)
Parametry:

a =0,001
Vypocet prvni iterace - dobrovolnik u tabule :-).
Dalsi iterace - priklad v Excelu.




Metoda nejvetsiho spadu
- prikilad 11

Ukazka konvergence metody nejvétsiho spadu pro
Rosenbrockovu funkeci:




Spadove metody

- obecne

Jsou zaloZeny na stejném principu jako metoda nejvétSiho
spadu:

xkth = x® 4+ o & kde:

s(k) je smér piesunu z bodu x®),
nejcastéji jako smeér volime -g
o koeficient, popisujici délku daného presunu

Vyuzivaji sofistikovanéjsi metody k urCeni koeficientu Q.
Hodnota koeficientu O je ruzna pro kazdou iteraci.




Spadove metody
- obecne I1

Podminka pro 1dealni hodnotu (0*) koeficientu Q:
funkce @) = f(x(0)) ma v o* minimum [1]

Poznamka: Jedna se o nejmensi hodnotu A, v niZ ma ¢(0) minimum. Navic
samozieymé plati a > 0.

Tuto podminku nelze vyuzit
k volb¢€ koeficientu O.

Potiebujeme totiz urcit
1 hodnotu o pro danou
iteraci v koneCném a
pokud mozno velmi
malém poctu kroku.

* |
0 05 1 015 2




Spadove metody

- obecne 111

Predpokladejme, Ze funkce

f ma prubéh naznaceny na
obrazku.

Pak existuje a > 0 tak, ze:
f(X(k) + qs(k)) = f(X(k+1))

NejmensSi takove O
oznacujeme A",

=> Nutné podminky pro koeficient a:
O<a<a’




Spadove metody
- obecne IV

=> P11 volb¢ koeficientu a musime dodrzet podminky [2]
a co nejvice se priblizit podmince [1].

Metody pro nalezeni O:

* Goldsteinovy podminky

* Wolfe-Powellovy podminky

/Znaceni:

(N = F(x® +a.s")  budeme znacit Q)

£(x"*) budeme znacit @(0)




Spadove metody
- Goldsteinovy podminky 1

1. Goldsteinova podminka zarucuje, Ze a nebude
zvoleno prilis blizko a:
Ua) < ¢0)+p.a.¢(0)

Parametr p je zde pevné zvolene¢ Cislo z intervalu (0, 72).

I kdyz o’ neexistuje {tj. @a) < @0) pro vSechna o > 0},
je 1GP schopna omezit volbu a®. (Pokud je tedy funkce
f zdola omezena.)




Spadove metody
- Goldsteinovy podminky II

2. Goldsteinova podminka zaruc€uje, Ze 0 nebude
zvoleno pfili§ blizko O:

@a)z¢0)+(1-p).a.g(0)

Prave strany Goldsteinovych podminek urcuji dveé
piimky se zapornou smérnici. Hodnoty 0, a a,, ktere
prislusi pruse¢ikiim téchto primek s ¢(a ), urcuji interval
vhodnych hodnot Q.




Spadove metody
- Goldsteinovy podminky 111

@(a)=1(x(a))

2,5




Spadove metody
- Goldsteinovy podminky IV

Zduvodnéni Goldsteinovych podminek:

GP2: ¢(a)=¢(0)+(1-p)a.¢ (0)




Spadove metody
- Goldsteinovy podminky V

V¢éta: Necht’ funkce f je spojité diferenciovatelna a necht’
jeji gradient g = Lf je lipschitzovsky spojity na R™.

Je-1i {x®} posloupnost generovana spadovou metodou a
volba a vyhovuje Goldsteinovym podminkam, pak plati:

f(x®) — f(x&D) > - p.g® &K
kde 6K = q®gk) = xk+1) _ x(k)
— Metoda vzdy konverguje k minimu funkce f (pro
vhodné p).

Poznamka: Volba koeficientu p < % zarucuje konvergenci metody
pro kvadratické funkce.




Spadove metody
- Goldsteinovy podminky VI

Nevyhoda Goldsteinovych podminek:

V intervalu mezi 0, a 0, se nemusi nachazet minimum

funkce @(a).

@(a)=1(x(a))




Spadove metody
- Wolfe-Powellovy podminky

Misto GP2 se testuje sklon funkce @) v bod¢ a.

Vyuziva se tedy nasledujici podminka:

P(a)| < a@(0)
kde aCl(p, 1).




Spadove metody
- Wolfe-Powellovy podminky 11

¢(a)=1(x(a))




Metody konjugovanych gradienti

- obecne

= metody sdruZzenych gradientu
= conjugate gradient method
= specialni pripad metod sdruzenych sméru

Zakladni mySlenka: Pro ur¢eni sméru piesunu z bodu x® do bodu
x&*D) se vyuzivaji nejen hodnotu g1, ale rovnéz hodnotu g®.
(V obecném piipadé je mozno vyuzit hodnot g, g, ... g®)
glkt1) )

Zduvodnéni: Spojeni informaci o soucasném a piedchozim
sklonu studované funkce umoznuje rychlejsi sestup do minima
(zlepSeni konvergence na plochych oblastech).




Metody konjugovanych gradientu

- algoritmus

Vypocet x(kHD:

x&*D ge uréuje pomoci stejného vztahu jako u
spadovych metod:

xktl) = x(k) + k) gk) [2 1]
kde:
sk smér presunu z bodu x®

a® koeficient, popisujici délku daného pi‘esunu




Metody konjugovanych gradientu

- algoritmus 11

Vypocet a®:

Analogicke jako u spadovych metod:
1) Je nutno zvolit koeficient a® tak, aby platilo:
0<a® < gk’
kde: f(x® + a0’ ) = f(x(k+D)
2) a® by se méla co nejvice blizit a®”,
kde a®* je minimum funkce f(x® + a® s®),




Metody konjugovanych gradientu
- algoritmus II1

Vypocet sk*D:
skt se vypocte pomoci gradientu g&™D a sméru s®.
(Pricemz s byl vypocitan pomoci piedchozich
hodnot gradientu ...). Konkrétné:
st D) = _g(ktD) + B0 g(k) 2.2]

Kde b® je koeficient, ktery uréuje miru vlivu sméru
pfesunu v kroku k (s¥) na smér piesunu v
nasledujicim kroku (st1),

Vypocet s(:
§O = g




Metody konjugovanych gradientu
- algoritmus II1

Vypocet Bk+D:
Existuje vice moznosti, jak volit ¢islo D,

Nyni odvodime hodnotu &) za predpokladu, ze
minimalizovana funkce je kvadraticka a ma pozitivné definitni
Hessovou matici G. V tomto pripadé¢ plati:

v = G.50 [2.3]
kde y® = (kD) — g(k) 3 &k = x(k+1) _ x(k)

Protoze vektory s&&*1 a s maji byt sdruzené vzhledem ke G,
musi platit:

sDT G800 = [2.4]
Z [2.3]a[2.4] vyplyva:
0= S(kH)T.G.a(k) — S(kH)T.y(k)




Metody konjugovanych gradientu
- algoritmus IV

s(ktD) = _g(rD) 4 B0 g(K) [2.2]

Po transponovani rovnice [2.2] a nasobeni vektorem y
zprava dostavame:

0 = -gk+DT y(0) 4+ Bk gMIT y(k) [2.5]

Odtud plyne hodnota, kterou navrhli Hestenes a Stiefel
v roce 1952:

(k+1)T

w_8 (g
ST GT (kD _ g (b [2.6]

(k+1) _ _ (k)
g")




Metody konjugovanych gradientu
- algoritmus V
Pokud je x® v rovnici [2.1] pfesné urenym minimem
ve sméru s&, musi platit sOT gkt = () (jinak by se
hodnota f ve sméru s dala jesté snizit), obdobné

st-DT o) = 0, Pak je ymenovatel ve vztahu [2.6]
roven:

T, G+ _ () = _OT (k) —| k) _ k) D (k) —
SO (g0 — gh) = g7 gt =[g®) — gt (@D b =

= g _g(h _H g(k)Hj [2.7]




Metody konjugovanych gradientu
- algoritmus VI

Po dosazeni [2.7] do [2.6] ziskame vyjadieni B, které
poprve publikovali Polak a Ribiere v roce 1969:

(k T

w_ g (" -g") -
PR

Obdobné lze ukazat, ze gktDT gk = (0, odtud plyne
vztah pro B® podle Fletchera a Reevese (1963):

(k+1)

o _le
IB}(TR) _

(k)
T




Metody konjugovanych gradientu
- algoritmus VII

Pro kvadraticke funkce je Bis = Bk = Bix.

To ale neplati pro obecnéjsi funkce. Pi1 testovacich
ulohach dava obvykle nejlepsi vysledky varianta
Polaka a Ribiera.




Metody konjugovanych gradientu

- zhodnoceni

Vyhody:
Spolehlive)si nez spadove metody.

Vhodna 1 v oblastech pobliZ minima

Nevyhody:

Y v/

VEtsi prostorova slozitost (nutnost ukladat nékolik n-
prvkovych vektoru).




Metody konjugovanych gradientu

- porovnani

Vhodna 1 v oblastech pobliZ Porovnani metody nejvétsiho

spadu a metody konjugovanych gradientu (Rosenbrockova
funkce):

Daleko od minima Pobliz minima
(gradient< lkcal.A®) [(gradient<O0,lkcal. A
CPU Pocetiter. CPU Pocetiter.

Nejv. spad 67 98 1405 1893

Konj. grad. 149 213 257 367




Metody konjugovanych gradienti

- porovnani 11

Ukazka konvergence spadové metody pro Rosenbrockovu
funkci:

1.5

0.5 -

0.0 - |




Metody konjugovanych gradienti

- porovnani 111

Ukazka konvergence metody konjugovanych gradientt pro
Rosenbrockovu funkeci:
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Cviceni

Provedte prvni 2 kroky optimalizace funkce:

f(x, X,) = X% + 2%,

a) pomoci metody nejvetSiho spadu
b) pomoci metody konjugovanych gradientt

Poznamka: Vyuzyjte o = 0,25. Pocatecni bod je (2,1)




Funkce: fix;. %) =x,2 + 2x,°

Vychozi bod: x"=(2, 1)

Parametrv: o= 025

Gradient funkce: Vix;, x;) = (2x,. 4x7)

Smeér finkce: sk=-gk

Nasledujici bod: x5l =x* + o.s¥
Gradient v bodé x% g¥={4.4)

Smér v bodé x% sP=(-4.-9)

Bod x:x! =(2. 1) +0.25(-4.-hH =(1.0)
Gradient v bode x': gl =(2.0)

Smér v bodé x% sP=(-2.0)
Bod x: x! =(1.0) + 0,25(-2.0) ={0.5.0)

Funkce: f{x;, %5) = %7+ 2x,°

Vychozi bod: x7=(2, 1)

Parametry: o = 0.25

Gradient funkce: VIi(x,. x.) = (2x,. 4x,)

IO+ 11)2
. (k) _ |--[I |'__5
Beta: Brn =7 ooy

Smér funkce: s* = -gk + k.sk

Nasledujici bod: x¥! = x* + a.s*

Gradient v bodé x": g” = (4.4)
Smeér v bodeé x% s° = (-4,-4)
Bod x: x! = (2.1) + 0.25.(-4.-4) = (1.0)

Gradient v bodé x': g' =(2.0)

Beta v bodé x!: b' = (2.2)/(4.4+4.4) =4/32 = 0,125
Smeér v bodé x!: s = -(2.0)+0.125.(-4 -4) =(-2.5 -0.5)
Bod x': x'=(1.0) +0,25.(-2,5.-0.5) =(0.375.-0.125)




Priloha

Priklad je reSen v piilozeném excelovem souboru
,2Juncon metody prvni derivace.xlsx“




