Optimalizace bez omezeni
(unconstraint)

Nederivacni (ad hoc) metody
Jednoduch¢é metody
Nelder-Meadova (simplexova) metoda
Derivacni metody
Prvni derivace
Metoda nejvétsiho spadu + dalsi spadové metody
Metoda konjugovanych gradientu
Druha derivace
Newtonovské metody

Kwvazi-Newtonovské metoda




Metody druhe derivace

Pro stanoveni minima funkce f: RN -> R vyuzivaji:
* Prvni derivaci funkce f (gradient).

* Druhou derivaci funkce f (hessian).

Poskytuje informace o zakfiveni funkce v daném
bod¢.




Newtonovske metody
- obecné

Odvozent:

Zapisme s1 funkci f: R -=> R pomoci Taylorova polynomu:
f(x) = f(xM) + (x - x®).f(xW) + (x - x®)2 " (x0)/2 + ...
Pro prvni derivaci funkce f tedy plati:
f'(x) = '(x®) + (x - xW) 7 (x®) + ...
Pokud predpokladame, Ze funkci f 1ze v okoli bodu x povazovat za

kvadratickou funkci, muZzeme vySe uvedenou rovnici
zjednodusit na nasleduyici tvar:

f'(x) = £ (x0) + (x - x®).£7(x&)




Newtonovske metody
- obecne 11

V bodé x&*D tedy pro f plati:
£ (x&) = f/(x®) + (x&k+D - x®) £ (x0)
Pokud se x*D nachazi pobliZ minima, pak plati:
" (x(FD) = 0.
Takze vySe uvedenou rovnici lze prepsat:
£ (x®).50 = _f(x(0)
kde &K = x(k+1) _ x(k)

Analogicky pro f: RN -> R plati:
G950 = g




Newtonovské metody
- obecne I11

Jednotlive typy newtonovskych metod se 1181 v
postupu, jakym vyjadiuji GW:
— klasicka Newtonova metoda pocita G presné

— kvazi-newtonovské metody vyuzivaji jistou jeji
aproximaci H® = G®




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda

Konstruuje x**D pfimo pomoci G®.
V k-ém kroku Newtonovy metody se pak provedou
nasledujici operace:

a) Najdi feSeni 0 rovnice G®.0W) = -gk)
b) Poloz x&k+D = x®) + §k)




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda 11

NejcastéjSim postupem, jak ziskat O je tento:
500 = - (GW) !, g®)

Pro x&*D tedy plati:
x(ktD) = x 0 - (GO, gk)




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda 11

Priklad:
funkce: f(x, y) = x> + 2y?
bod: x( = (9, 9)T




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda 11

Priklad:
funkce: f(x, y) = x? + 2y?
bod: x(O = (9, 9)T
gradient v bodé x©: g(® = (18, 36)T

2 0
hessian v bodé x@: A = ( 0 4)

1/2 Oj
0 1/4

bod x(D: 0 :(9J _(1/2 0 J (18) :(Oj
' 9 0 1/4)\36 0

. . -1
inverze hessianu: 4 :(




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda IV

Neni-l1 k dispozici procedura pro vypocet hessianu
funkce 1, 1ze jej aproximovat pomoci kone¢nych
diferenci z gradientu. i-ty sloupec Yy hessianu G® je
pak odhadnut jako:

g(x" +he, )- g™
h

l

Yi

kde e je 1-ty jednotkovy vektor a h, > 0 je vhodné
zvolene¢ male¢ Cislo.




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda V

Problémy, spojené s pouzitim Newtonovy metody:

« Pokud matice G® neni kladné definitni, pak metoda
nemusi konvergovat k minimu funkce

e Urceni (GW)! (tedy invertovani matice G®), méa
velkou Casovou slozitost, konkrétné: O(N?).

 Uzivatel musi mit nejen algoritmus pro vypocet f(x®)
a g, ale i pro vypocet G,

VSechny uvedené problémy jsou vyieSeny v kvazi-
newtonovskych metodach.




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda VI

Newtonova metoda konverguje kvadraticky v okoli
minima, jak ukazuje véta:

Predpokladejme, ze funkce £ ma spojite druhe derivace
a jeji hessian je lipschitzovsky spojity v né¢jakém okoli
lokalniho minima x*. Pokud x® je dostate¢né blizko
x* pro néktere k a pokud G* je kladné definitni, pak
Newtonova metoda pro funkci f konverguje
kvadraticky k x*.

V praxi to znamena, Ze v kazd¢ iteraci se pocet platnych
cifer odhadu feSeni zhruba zdvojnasobuje.




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda VII

Newtonovské metody lze vyuzit 1 pro feseni
soustav nelinearnich rovnic.

Pokud feSime rovnici F(x) = 0, kde F: RN -> RN,
pak muzeme F rozvinout do Taylorovy fady
jako:

F(x(D) = F(x®) + OF(x®)T .§®

kde &) = x(k+D) _ ()

pokud zanedbame Cleny druh¢ho a vysSiho
stupne.




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda VIII

Pokud pozadujeme, aby F(x(¢*D) =0, dostavame z
predchozi rovnice vztah, popisujici Newtonovu
metodu pro soustavu nelinearnich rovnic:

- F(x®) = OF(x®)HT | 3®T
Newtonova metoda je zde op€t dana postupem:
a) Najdi feSeni 0 rovnice G® .M = -gk)
b) Poloz xk*1 = x(&) 4 §K)

Kde GM =[O F(xM)T a vektor g je nahrazen funk¢ni
hodnotou F(x®).




Newtonovske metody
- klasicka Newtonova metoda IX

V jednodimenzionarnim piipadé dostavame z

rovnice: - F(x() =

F(xT , 0T znamou

Newton-Raphsonovu metodu (nékdy je take
oznaCovana metoda tecen):

k
) = o _ F(x)

X

F'(x™)




Kvazi-newtonovské metody

V ramci Newtonovy metody je mistem s nejvetsi
slozitosti vypocet inverzniho hessianu, nutncho
pro reseni rovnice:

G®),50 = _g(k

Tento krok 1ze obejit a misto inverzniho hessianu

r~y7y

pouzit seri1 matic, kterée se mu limitné€ blizi:

lim, H® =(G®)™




Kvazi-newtonovské metody

Algoritmus kvazi-newtonovskych metod je modifikaci
algoritmu Newtonovy metody, doplnénou o linearni
vyhledavani a rekurentni vypocet matice H® (ktera je
nyni pouze aproximaci hessianu):

a) Najdi feSeni s rovnice H® s®) = -g(k)

b) Najdi vhodné a® a poloz:
< (k+1) = (0 4 gk

¢) Vypocti H&*D na zaklade H® tak, aby platilo:
H(ktDg®) =y, kde y® = g(xk D) — g(x(0)




Kvazi-newtonovské metody

Inicializace:
Matice H(0) muze byt libovolna pozitivné
definitni matice.

Neni-li znamo, ze minimalizacni uloha ma
n¢jakou specialni strukturu, voli se obvykle

HO =1,




Kvazi-newtonovské metody

Kvazi-Newtonovské metody jsou obecné
konstruovany tak, aby H&*D byla vzdy
symetricka a kladné definitni.

Diky tomuto faktu a diky své efektivité jsou
kvazi-newtonovskeé metody nejpouzivanéjSimi
minimaliza¢nimi metodami zalozenymi na
Taylorove véte.




Kvazi-newtonovské metody

Pokud chceme zkonstruovat efektivni metodu pro
generovani matic H®, méli bychom hledat
rekurentni vyjadieni H&™D z H®, Vypocet
H®&+D podle této rekurentni formule by se mél
dat provest pomoci relativné malého poctu
operaci, coz v praxi znamena ¢asovou slozitost
O(N?). Navic by matice H&"D m¢la byt
symetricka, pokud tuto vlastnost ma H®.




Kvazi-newtonovské metody

Nejjednodussi formuli, spliiujici pozadavky
uvedene na predchozim shidu, je:
H&D) = H® + of gu?

kde u je jisty vektor (obecné zavisly na H®,
st a y), Matice uu® ma fad 1 a jeji vypocet
vyzaduje jen n’ + n nasobeni.

Z rovnice H&Ds® = y(&) plyne:
y0 - HRs® = o yuT s®




Kvazi-newtonovské metody

Odtud je vidét, ze vektor u je skalarnim nasobkem
vektoru y® - HOs® nebot’ auu! s® = u(au’ sW)

a (au' sk)

R.Bez Uymy na obecnosti (z hlediska

vektoru u) mizeme proto volit u =y - H®gk):

Nyni muzeme rovnici y® - HOs® = o yu' s®
upravit nasledovné:

v - H®s® = (v - HOs®)oquT s®)




Kvazi-newtonovské metody

Predchozi rovnici nasobime zleva vektorem:
-1

(k) _ gy 50| (k) _ gy s Y
(o -mosf) o -r0.s)

Ziskame rovnici 1 = au' s®, ze které po uprave
dostaneme vztah pro vypocet d:
1
a = .
(yac) —H(").é(")) 50




Kvazi-newtonovské metody

Dosadime-l1 vztahy pro u a a do rovnice:

H&D = H® + of uuT

Ziskame vztah, ktery lze vyuzit pro vypocet HE):

(y(k) —H(").é(")).(y(") _H<k>.5<k>)T
(y(k) _H<k>.5(k))T.5<k>

Lze ukazat, ze tato formule obecn¢€ nezachovava
pozitivni definitnost matice H.

B = g 4




Kvazi-newtonovské metody

Je proto vhodn¢ analyzovat formule druheho radu:
H&D =H® + o uul+ 3 vv!
Zde 117 nejsou vektory u a v urCeny jednoznacné.
Po dosazeni do vztahu:
H (kD) = y(k)

Dostaneme:
y® = H®O§® + o uuTs® + 3 yvT sk




Kvazi-newtonovské metody

Odtud analogicky jako v predchozim piipadé
odvodime vztah pro vypocéet Hk+D:

T T
o vy Hss™ H
Hi = H o+ 2T

horni indexy (k) na prave stran¢ vynechavame.

Tuto metodu navrhli v roce 1970 nezavisle Ctyri
autof1: Broyden, Fletcher, Goldfard a Shanno.
Proto je oznaCovana jako metoda BFGS.




Kvazi-newtonovské metody

Jinou kvazi-newtonovskou metodu dostaneme,

kdyzZ buc

eme hledat feSeni vyhovujici rekurentni

formul1 druh¢ého tadu, ale pro inverzi matice

H(k). Po.

ozime-li B® = (HW)-1, jde o formuli:

B&t) =B® + a uut+ B vv!

Pokud nyni volime u = s a v =B®yl dostavame
obdobnym postupem jako u metody BFGS

vztah:

(k+1) _—
BDFP =B+

ss’ B Byy' B
T

s'y  y'By




Kvazi-newtonovské metody

Tato metoda byla v jisté podobé€ obsazena v praci
Davidona z roku 1959 a pozdéjr explicitng
popsana Fletcherem a Powellem v roce 1963.
Proto byva oznaCovana zkratkou DFP.




Cviceni
- klasicka Newtonova metoda

funkce: f(x) = 3x,? + 4x,% — 5x,X, — 2%,
bod: xO = (5, 5)T




Cviceni
- klasicka Newtonova metoda
funkce: f(x) = 3x,? + 4x,% — 5x,X, — 2%,

bod: xO = (5, 5)T

gradient v bodé x(©:
) — ( _ _ _ T _ T
g’ =|6x, —5x, -2, 8x, le) = (3, 15)

hessian v bodé x©:

5
-5 38

inverze hessianu: h, / h, / y 7
O™ = / D , D| - 523 623
" Mp) Das 94

P A
5) \% %) \18) (5] ) Y,




Cviceni
- klasicka Newtonova metoda I1

Priklad 2: Rosenbrockova funkce: f(x) = 100(x, — x,%)? + (1 — x,)?
bod: x©O = (-2, 1)T




Cviceni
- klasicka Newtonova metoda 11
Priklad 2: Rosenbrockova funkce: f(x) = 100(x, — x,%)? + (1 — x,)?
bod: x©O = (-2, 1)T
gradient v bodé x(©:
g = (-400x,(x, —x?)=2(1=x,), 200(x, -x?)) =(-2406,-600)"

hessian v bodé x©:

L0 (—1zoox5 —400x, +2 —4oox1j _ (—5198 800)
~400x, 200 800 200

Inverze hessianu:

Lo _ & %) e [) _(—0,000119 0,000476j
| _hy / h, / 0.000476  0.003095

bod x(:

. (—2) (—0,000I 19 0,000476) (—2406} (—2,000714}
x'’ = — ] =
1 0,000476  0,003095/ \ —600 4,002858




Cviceni
- klasicka Newtonova metoda Il

Priklad 3: Rosenbrockova funkce: f(x) = 100(x, + x,%)* + (1 — x,)?
bod: x©O = (-2, 1)T




Cviceni
- klasicka Newtonova metoda Il

Priklad 3: Rosenbrockova funkce: f(x) = 100(x, + x,%)* + (1 — x,)?
bod: x©O = (-2, 1)T

gradient v bodé x(©:
g = (400x,(x, +x2)=2(1-x,), 200(x, +x?)) = (-4006,1000)"
hessian v bodé x©:
L0 = (+1200x12 +400x, +2 400x1) _ (5202 —800)
400x, 200 -800 200
Inverzni hessian:

Lo _ L _( 0,0005 0,001998j

_hl/ hl/ - 10,001998 0,012992
D D

bod x:
—2j _( 0,0005 0,001998j (—4006) _ (-1.997003)

M = -
> 1) 10001998 0,012992)°\ 1000 ) | -3.988012




