Linearni programovani

- uvod

= optimalizace linearni funkce na mnozing,
omezene linearnimi funkcemi

Jsme schopni nalézt globalni mimimum.




Linearni programovani
- prikilad

Cokoladovna vyrabi 5 druhti vyrobkd. Jsou to vyrobky
V,,V,, V;, V,, a V.. Spottebovava k tomu 3 zikladni
surovniy: tuk, kakao a cukr. Tyto suroviny jsou k

dispozici v omezenych mnozstvich: 1500 kg tuku, 450
kg kakaa a 300 cukru na den.

Kapacita strojniho zafizeni je dostateCna, totéz se tyka
energie a pracovnich sil, 1 dalsi zdroje jsou k dispozici
v dostateCném mnozstvi.




Linearni programovani
- prikilad I1

Spotfeba surovin na 1 kg vyrobku je dana tabulkou:

Vi V2 V3 V4 V5

Tuk - 0.4 0,3 0,6 0,6
Kakao 0,05 0,2 0,1 0,1 -

Cukr 0,1 0,2 0,2 0,1 0,2

Cena [K¢/kg] 20 120 100 140 40

V tabulce jsou uvedeny rovnéz ceny 1 kg kazdého vyrobku.




Linearni programovani
- prikilad

Vyrobky jsou vyrabény technologicky nezavisle na
sob¢ navzajem. Vyroba se tedy uskuteCnuje ve forme
pét1 vyrobnich procest, které vSak nejsou navzajem
zcela 1zolované, nebot’ spoleCné spotfebovavaji
vyrobni zdroje, jeden proces na ukor druh¢ho.

Pro uCely matematické formulace zaved'me 5
prorpennych X;, poplsuv] .101ch mno;sty1 vyrobku V; v
kg (jen vzhledem k naSim 3 surovinam).




Linearni programovani
- prikilad
Matematicka formulace ulohy:

Hledame tedy nezaporne hodnoty proménnych x; = 0
Gg=1,2,...,5), vyhovujici nerovnostem:

0,4.x, +0,3.x; + 0,6.x, + 0,6.x; < 1500
0,05.x, +0,2.x, + 0,1.x; + 0,1.x, < 300

0,1.x, +0,2.x,+0,2.x; +0,1.x, + 0,2.x; <450

a maximalizujici ucelovou funkci:
f(x) = 20.x, + 120.x, + 100.x; + 140.x, + 40.x,




Linearni programovani
- prikilad
Optimalni feSeni tohoto problému:
x,"=0;x,” =0; x,”=1000; x,” =2000; x5 =0
Maximalni hodnota ucelove funkce:
f(x™) = 380 000 K¢

Poznamka: Ulohu lze také nasledovné rozsitit: Vyrobku
V, musi byt alespont 100 kg a vyrobku V. alespon
200 kg. Pak nezménéna matematicka formulace bude
navic obohacena dvéma nerovnostmi:

X, = 100; x5 =2 200




Linearni programovani
- aplikace

Vyrobni plan: Cilem je urcit, kolik vyrabét kterého
vyrobku tak, abychom maximalizovali zisk. Vime,
kolik kter¢ suroviny potiebujeme na jednotlive
vyrobky. Zname mnozstvi surovin, které mame k
dispozici.

Dopravni plan: Cilem je urcit kolik kterych vyrobku
prepravovat po jednotlivych trasach od vyrobce ke
spotiebitellim tak, abychom méli co nejniZsi naklady.




Linearni programovani
- aplikace 11

Smeésovaci problem: Chceme vyrobit slitinu
predepsancho slozeni ze surovin se znamym slozenim
tak, abychom dodrzeli metalurgické predpisy a
minimalizovali naklady.

Rizeni zasob: Cilem je planovat nakupy tak, abychom
uspokojili poptavku a pritom minimalizovali naklady
na uskladnéni.




Linearni programovani
- aplikace 111

Regresni analyza: Cilem je prolozit namérenymi
hodnotami primku tak, abychom minimalizovali
maximalni absolutni odchylku.

Dalsi aplikace: Linearni programovani ma aplikace
predevsSim v technologii (fizeni vyroby), ekonomice
(finan¢ni modely) a konstruovani (navrh struktury).




Linearni programovani

- historie

Starovek: V antice byly formulovany a pomoci geometrie
feSeny nektere 1zoperimetricke ulohy. Napriklad:
Najdéte rovnobeéznik nejveétsiho obsahu pii
konstantnim obvodu.

Stredovék: Pozdép byly formulovany zeyména ulohy
zalozen¢ na rozkladu Cisel na soucet a soucin tak, aby
urcité kritérium mélo optimalni hodnotu.




Linearni programovani
- historie I

Novovek: S rozvojem infnitesimalniho poctu se objevily
nyni klasické metody pro analyticke hledani extrému
(prub¢h funkce aj.). Nasledovalo postupné
rozpracovani teoretickych poznatku, ktere piipravilo
nastroje pro 20.stoleti.




Linearni programovani
- historie 11

20.stoleti: Koncem tficatych let Kantorovi¢ formuloval
ckonomickou ulohu pomoci linearnich omezeni. Béhem druhé
svétove valky byly rozpracovany zaklady matematickych metod
organizace vojenskych operaci. V roce 1941 Hitchcock
formuloval dopravni ulohu, v roce 1945 formuloval Stiegler
dietni problém. V roce 1947 Dantzig formuloval ulohu pozdé;ji
nazvanou Koopmansem ulohou linearniho programovani.
Navrhl algoritmus nazvany simplexova metoda pro jeji feSeni. V
diskusi Dantziga a Von Neumanna byl zaveden pojem duality a
nasledovala desetileti bouilivého rozvoje optimaliza¢nich
modelu a metod a jejich aplikaci.




Linearni programovani

- obecna formulace

Necht jsou dany vektory a, c JR"acislab. U R (1=1, 2, ..., m).
Poznamka: n je poCet proménnych a m pocet rovnic

Resime problem:

opt c'x opt LI {min, max}
Za predpokladu:

alx<b (10I)

alx>b. (10L)

alx=b (UI-I -1L)

kdeI={1,2,...m}; [ UL L UI




Linearni programovani

- obecna formulace - prikiad

ResSime problém:

Priklad:

max f(x) f(x)=20.x, + 120.x, + 100.x; + 140.x, + 40.x4
Obecné:

optc'x  opt [ {min, max}
Konkrétné:

max (20, 120, 100, 140, 40)'.x




Linearni programovani

- obecna formulace - prikiad

Za predpokladu:

Priklad: 0,4.x, +0,3.x; +0,6.x, + 0,6.x; <1500
0,05.x, +0,2.x, + 0,1.x; + 0,1.x, < 300
0,1.x,+0,2.x,+0,2.x;+0,1.x, +0,2.x; <450
Xx; =100
Xs = 200

Obecné: alx<b (G0OI)
alx=2b. (0L)
alx=b (GUOI-I-1)

kdeI={1,2,...m}; [, UL L, UI




Linearni programovani

- obecna formulace - prikiad

Konkrétng: (0, 0.4, 0.3, 0.6, 0.6)T.x < 1500
(0.05,0.2, 0.1, 0.1, 0)T.x < 300
(0.1,0.2,0.2, 0.1, 0.2)T.x < 450
(1,0, 0,0, 0)T.x > 100
(0,0, 0,0, )T.x > 200

Poznamka: n=>5
m=>3
[={1,2,3,4,5}
[, ={1, 2,3}
I, =14, 5}




Linearni programovani

- standardni tvar

Obecnou formulaci ulohy Ize zapsat v tzv. standardnim
tvaru:

Resime problém:
min c'x

Za predpokladu:
Ax=Db A O Rmxn
x 20




Linearni programovani

- standardni tvar 11

Vztahy, vyuzit¢ pfi prepsani na standardni tvar:

max -> min

max f(X) = - min -{(x)

Prepis rovnic:

aiT.X 2 b1 => -aiT.X S _bi




Linearni programovani
- standardni tvar 111

Nerovnost na rovnost:
T _ T — .
a'.xX<b. => a'.x+x,,=b,kde:x ,, =20
kde x,.. je uméla proménna, ktera se zaCleni do vektoru
proménnych x

=>novy vektor obsahuje prvky x,, X,, ..., X, puvodniho
vektoru x a navic pro kazdou 1-tou nerovnost Clen x_,.

puvodni vektor x: (X, X,, ..., X))

novy vektor x: (X1s Xoy vees Xipp X1 X425 ++0> Xpiimm)




Linearni programovani

- standardni tvar - priklad

Priklad:
(0, 04, 0.3, 0.6, 0.6)'.x<1500
(0.05,0.2, 0.1, 0.1, 0)L.x<300
(0.1, 0.2, 0.2, 0.1, 0.2)'.x<450

Ptepis rovnic na tvar A.x = b:

0 04 03 06 06 1 0 0 (1500)
005 02 01 01 O O 1 Ol.x=| 300
.01 02 02 01 02 0 O 1) \ 450

x = ()




Linearni programovani
- dalsi definice

Mnozina pripustnych feSent:
S={x; Ax=b;x=0}

V ramci této mnoZziny minimalizujeme funkce ¢'x.

Piipustné feSeni x* [ S nazveme optimalnim resenim
ulohy, jestlize:
clx > ¢'x Ox0OS




Linearni programovani

- reSenti ulohy

Grafické reSeni

NejstarSi metoda pro feSeni uloh LP.

Lze pouzit pro ulohy se dvéma ptipadné tfrem1 proménnymi.

Pristup vhodny pro manualni feSeni, obtizné
automatizovatelny.

Simplexova metoda

NejcCastéji1 pouzivany pristup.

Lze implementovat pomoci vhodneho progamovaciho
jazyka.




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke resenit

Priklad:

Hledejte mimimum funkce (x) = x; - x, na mnozin¢
nezapornych reseni soustavy:

2x;, + x, 22
3.x,+ 2x, <6

X, *+ X, <4




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni 11

Vypocet pruseciki rovnic s osami:
Rovnice 2.x;, + x, =22:
Px,'=(1, 0), Px,! = (0, 2)
Rovnice -3.x; + 2.x, <6:
Px,?2= (-2, 0), Px,? = (0, 3)
Rovnice x, + x, <4
Px.;3= (4, 0), Px,> = (0, 4)




Linearni programovani

- reseni ulohy - graficke reseni 111




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni IV

Mnozinu S tedy tvori pétidhelnik s vrcholy:
[0, 2]; [0, 3]; [1, O]; [4, O] a prusecCik rovnic:
X, *+Xx, <4

-3.x;,+2x, £6

=>

[2/5, 18/5]




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni V

Hledame minimum funkce {(x) = x, - X, na
mnozing S.

/nazornime-li soustavu rovnobézek:

X;-X, =k prok LIS

zjistime, ze funkce {(x) = X, - X, nabyva
nejmensi hodnoty na mnozin€ S ve vrcholu
[2/5, 18/5].




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni VI




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni VII

Priklad 2:

Hledejte mimimum funkce (x) = x; - x, na mnozin¢
nezapornych reseni soustavy:

2x;, + x, 22
3.x,+ 2x, <6

-X; - X, =21
X; =0
X, = 0




Linearni programovani
- reSeni ulohy - graficke reseni VIII

(4 3]




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni IX

Hledame minimum funkce {(x) = x, - X, na
mnozing S.

Ale z predchoziho obrazku je jasne, ze S =

=> nelze najit optimalni feSent




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni X

Priklad 3:

Hledejte mimimum funkce (x) = x; - x, na mnozin¢
nezapornych reseni soustavy:

2x;, + x, 22
3.x,+ 2x, <6
X; =0

X, =0




Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni XI
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Linearni programovani

- reSeni ulohy - graficke reseni XII

Hledame minimum funkce {(x) = x, - X, na
mnozing S.

Ale z predchoziho obrazku je jasne, ze
mnozina S je nekonecCna

=> nelze najit optimalni feSent




Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie

DEF:
Mnozina S [J R" je konvexni, pokud [Ix,, x, LI S:
ANlx,+(1-A)Ix, S prokazde A 1[0, 1].

DEF:

Bod A [x, +(1-A)[x,proA ][0, 1] se nazyva
konvexni kombinaci X, a x,.




Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie 11

DEF:

Konvexni obal mnoziny S je neymensi konvexni
mnoZina obsahujici S. Oznacuje se conv(S).

DEF:

Mnozina P [1 R" je konvexni polyedr, pokud P je
konvexnim obalem konecné mnoziny.




Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie 111

DEF:
Simplex je konvexni polyedr P = conv {v, ..., v..} LJR",
kde v —v,, ..., v{ — v, Jsou linearné nezavislé. Pokud

tedy m = n, jde o konvexni obal n + 1 bodu s
nenulovym objemem v R®,

DEF:

Polyedricka mnozina je prunikem konecného poctu
poloprostort (Ize je zapsat ve tvaru {x I R" alx > a },
kde a LI R, a LI R).

Je ztejme, Ze mnozina pripustnych feseni kazde ulohy
linearniho programovani je polyedricka.




Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie IV

DEF: Krajni bod konvexni mnoziny S L1 R" je prvek S,
ktery neni netrivialni konvexni kombinaci dvou
riaznych bodil z S. Neexistuje y,, y, S, y, Zy,, A [

0, 1):x=A0y, +(1-A) L,.




Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie IV

DEF: Smér (v bod¢€ x LI S) v uzaviené konvexni
mnozin¢ S [1 R je takovy nenulovy vektor d L] R™,
pro ktery LJa>0: x+a [d U S.

%




Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie V

DEF:

Krajni smér je sm¢r, ktery neni kladnou linearni
kombinaci dvou ruznych sméru.




Linearni programovani

- simplexova metoda - teorie VI

Véta:
Kladna linedrni kombinace sméru je opét smérem:
Je-lha, a,>0:
x+a,ld US
—>x+a,ld +a,d, US
=x+pl(a,[d, +a,[d,) TS pro3=0.
DEF:

Krajni smér je smér, ktery neni kladnou linearni
kombinaci dvou ruznych sméru.




Cviceni
- prikilad I
Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
-X,+3x,<9
2x, + 3x,<18
2x, - x,<10
x; 20
x, =0
Maximalizace ucelové funkce:
f(x) =4 x, +2Xx,




Cviceni
- priklad I - 2

z=28 Xq+3x,=9

4 A
z=4\ 2% 4 %, =10
2 xupt.

1 g

\ - . . . >
o 4/‘5 6 ?\H 9 .10 X,
2:':1 + 3:':2 =1

Optimdadlni FeSeni:

x1=6 x2=2 z=28




Cviceni
- prikilad I1
Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
-X, +2x,<4
2x, - x,<4
X, + X, <5
x; 20
x, =0
Maximalizace ucelové funkce:
f(x) = x; + X,




Cviceni
- priklad II - 2

2:-:1-:-:2=4

Optimalni reSeni:Uloha ma nekone¢né mnoho optimalnich reSeni -
vSechny body usecky AB, pro které ucelova funkce z = 5.




Cviceni
- priklad 111

Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
X, +x,24
-2x, +x,<2
X, - X,<0
x; 20
x, =0
Maximalizace ucelové funkce:
f(x) = 2x, + 4x,




Cvicent priklad IiI - 2

Optimalni feSeni: Uloha nema koneéné optimalni feseni, ucelova funkce mize
na neomezen¢ mnozin¢ pripustnych feseni nabyvat libovolné velkych hodnot.

V piipadé, Ze bychom fesili minimaliza¢ni problém, tj. hledali minimum funkce z
= 2x, +4x, pi1 stejnych omezujicich podminkach, optimalni feSeni by odpovidalo

bodu B.




Cviceni
- priklad IV
Podnik vyrabi 4 druhu vyrobku. Jsou to vyrobky V,, V,,

V; a V,. Spotiebovava k tomu material m (kg) a praci p
(hodiny). Pro vyrobky plati:

\2 | V2 V3 V4

Material [kg] 4 1 2 2
Prace [hodiny] 2 5 1 3
Cena [K(] 5 8 3 4

Kazdy den je k dispozici 30 kg materialu a 50 hodin
prace. V jakém mnozstvi vyrabét V,, V,, V; a 'V, tak,
aby byl maximalni zisk.




Cviceni
- priklad IV - 2
Matematicka formulace ulohy:

Hledame tedy nezaporne hodnoty proménnych x; = 0
G=1,2,3,4), vyhovujici nerovnostem:
4.x,+x,+2.x;+2.x,230 (omezeni na material)
2.x;+5x,+%x;+3x,250 (omezenina praci)
a maximalizujici ucelovou funkci:
f(x) =5.x, + 8.x, +3.x; +4.x,




Cviceni
- priklad V
Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
X; =0
X; TXx,20
2X;-X,<2
Maximalizace ucelové funkce:

fi(x) =x, - X,




Cviceni
- prikiad VI
Matematicka formulace ulohy:
Podminky:
X1, X, = 0
X; T X, <40
2.x; +x,<60
Maximalizace ucelové funkce:
f(x) =4.x, - 3.x,




