Minimalizace souctu ctvercii

- uvod

Optimalizuje teoreticky model tak, aby co nejvice
odpovidal namérenym datum.

=> Minimalizuje odchylku modelu od namétrenych
hodnot.

Vyuziti:
Vsude, kde mame co do ¢inéni s analyzou n¢jakého
piirodniho nebo technického systému.




Minimalizace souctu ctvercii
- uvod 11

Naméfena data si muzeme predstavit jako dvojice:

(t, y,), 1=1,..,m
kde:
t. [1 Rk bod méfeni (napiiklad ¢as nebo misto méfeni

nebo oboji)
Y; hodnota, namétena v t,




Minimalizace souctu ctvercii
- uvod 111

Dale pak mame n¢jaky matematicky model M:

Rk > R, ktery je zavisly na n volnych parametrech
X1, X5, ..., X, & pro ktery pozadujeme, aby:

M(t;, X) =y;

kde:
X = (X, oees X))
1=1,...,m

(m je tedy pocCet naméienych bodu, se kterymi
budeme pracovat)




Minimalizace souctu ctvercii
- uvod IV

V ulohach tohoto typu tedy pro m-
prvkovou mnozinu namerenych bodu
(t., y;) hledame parametry x,,..., X,
modelu M tak, aby dany model co
mozna nejlépe popisoval tuto
mnozinu.

=> Minimalizujeme odchylku modelu
od namétenych dat.




Minimalizace souctu ctvercii
- prikilad

Ohmuv zakon

Data: ((U,), L) kde U. je nap€ti na svorkach
rezistoru a [. je proud, ktery prochazi
rezistorem

Model: Obecné: M(t,, x) pro data (t, y;)

U

"

Konkrétné: M((U)),(R))=

Parametry modelu: x = (R), kde R je odpor
rezistoru.




Minimalizace souctu ctvercii
- prikilad I1

Radioaktivni rozpad

Data: ((t.), N.) kde t. je Cas od pocatku
méteni a N. je poCet atomu v Case t.

Model: Obecné: M(t,, x) pro data (t, y;)

t.

1

Konkrétné: M((ti), (N,, T)) - No.e_T.ln

Parametry modelu: x = (N, T), kde N, je pocCet
atomu v Case 0 a T je poloCas rozpadu.




Minimalizace souctu ctvercu
- prikilad 111

Potencialni energie molekuly

Data: ((S,..., S,), Epot) kde s,, ..., s, Jsou souradnice
jednotlivych atomu molekuly a E, je potencialni
energie molekuly

Model:  Obecné: M(t,, x) pro data (t,, y.)
Konkrétné:

M((SD‘"’Sn)? ()) = Ebn +Ean +Et0r +Evdw +Eel

Parametry modelu: je jich velmi mnoho — 1dealni
vazebne vzdalenosti, vazebné thly a torzni uhly,
konstanty imeérnosti, atd ...




Minimalizace souctu ctvercii

- obecne

Chceme minimalizovat odchylku modelu od
nam¢éienych dat =>

Chceme tedy, aby hodnoty rozdilu
r;i(x) = M(t;, X) - y;
byly v absolutni hodnoti co nejmensi.

To se da interpretovat jako minimalizace
normy vektoru:

r(x) = (ry(x), ..., 1(x))"




Minimalizace souctu ctvercii

- obecne 11

Nejeastej se pouziva euklidovska (L,) norma, pro
kterou dostavame minimalizovanou funkci ve

F0 = (%) 1(x) = . (x)

tvaru:

Namisto L, normy je také mozno pouzit normu L, (soucet
absolutnich hodnot r;) nebo L, (maximum z absolutnich
hodnot r,). Tyto normy maji svoje opodstatnini: napeiklad
L, norma lépe eliminuje body migeni, ktere ,,uletily®, ;.
jsou vyrazni mimo prubih zadany ostatnimi body, ¢asto v
dusledku chyby pe1 migeni. V peednaskach budeme dale

pracovat pouze s Euklidovskou normou.




Minimalizace souctu ctvercii
- obecne 111

Na funkce typu:
f(x)=r()"r(x) = Y 5,(x)

je mozno piimo aplikovat minimalizacni metody,
probrané v predchozich kapitolach. Pi1 vypoctech
ale muzeme usetiit mnoho Casu 1 paméti tim, Ze

vyuzijeme specialni vlastnosti tohoto problému :-

).




Minimalizace souctu ctvercii
- obecne IV

Gradient funkce f se da vyjadeit jako:

(%) = 2 05 ()1, (x) = 200 (x)

kde J(x) L0 R™™ je Jakobiho matice funkce {(x)
(1-ty vadek matice J(x) je gradient r; v bodi x).

Hessian funkce f se pak da zapsat jako:

G(x):2zm: r.(x). ri(x)T+2Zm: 1. (x).r.(X)




Minimalizace souctu ctvercii

- obecne V

Pokud je model M v dobr¢ shodi s daty, pak v
minimu x* ma funkce f velmi malou (kladnou)
hodnotu. Pak tedy r,(x) jsou mala eisla a v okoli
x* se proto da zanedbat druha suma ve vztahu:

G(x) = ZZ r.(x).0Or.(x)" + 22 1. (x).r.(X)
1=1 1=1
Hessian funkce f pak muze byt aproximovan jako:

G(x)= Zi r.(x).0r(x)" =2J(x)" J(x)




Minimalizace souctu ctvercii

- Gauss-Newtonovy metody

Metody, které kombinuji tuto aproximaci s
Newtonovskymi metodami se nazyvaji Gauss-
Newtonovy metody.

Klasicky Newtonovsky vztah pro vypocet sméru
presunu (s¥) z bodu x* do bodu xk*1:

G ¢ = _g(k)

je tedy preformulovan na vztah:

Job ylo ) — gt (k)




Minimalizace souctu ctvercii
- Levenberg-Marquardtovy metody

Pouziti dan¢ aproximace v metodé s omezenym
krokem dava Levenberg-Marquardtovu metodu
pro soucet Ctvercu. Puvodné byla Levenberg-
Marquardtova metoda vyvinuta prave pro tuto
aplikaci. Rovnice:

(G(k) + vI)6(k) = —g®
kterou vyuziva Levenberg-Marquardtova metoda se
v tomto specialnim pripad¢ prepisuje do tvaru:

(J(k>T.J<k> +VI)6(k) _ g7 L




Linearni uloha nejmensich ctvercu
- uvod

V tomto pripad¢ je model linearni vzhledem k aproximovanym
parametrum:

M(t, x) = @,(t).x, + ...+ @ (t).x
Pro odchylku modelu od redlného vysledku meéteni plati:

=>1;(X) = M(t;, X) - y; = @(t).x; + ... + @Q(t)-X, - Y;
Funkce, kterou budeme v rdmci metody minimalizovat, ma tedy
tvar:

f(x) = iri ()" = i[(pl(ti)'xl+"'+(pn(ti)'xn _Yi]2




Linearni uloha nejmensich ctvercu
- uvod I

Budeme tedy minimalizovat funkeci:

F0 = Y00, +. 46, (6)x, =y, ]

V minimu musi pro vSechny parametry x,, ..., X, modelu platit:
of
=0
ax

Po odderivovani tedy plati:

of

x -ichm[cpl(t)xl+ +,(t)).x, —y,] =0




Linearni uloha nejmensich ctvercu
- uvod 111

Rovnici:
> 2.6, ()@ (8)x, +..+ @, (1) x, —y,] =0
1=1

budeme dale upravovat:

>y (t) = 2[00+ 6 (1) x, 6 (1) =
= XY BB )+t X, Y G ()6 ()

Soustavu rovnice v tomto tvaru muzeme zapsat pomoci matice:
Ax=b




Linearni uloha nejmensich ctvercu
-uvod 1V

Soustavu rovnic:

i Yi-& (ti) :Xri ¢ (ti)'cpj(ti) Tt Xn’i ¢, (ti)'(pj(ti)

lze zapsat ve tvaru A.x = b nasledovné:
Ay — Z @ (t)-9,(t;) b, = Z ;@i (t;)
1=1 1=1
kde k, j LI{1, ..., n}

Mizeme tedy obejit naro¢ny proces minimalizace a ziskat
minimum primo feSenim teto soustavy.




Linearni uloha nejmensich ctvercu
- prikilad
Chceme fesit tento problém:
M¢éjme objekt, pohybujici se v Case t rychlosti v.
Name¢iili jsme, Ze objekt se v Case
t, =1s pohyboval rychlosti v, =1 m/s

t, =2s pohyboval rychlosti v, =6 m/s
t; = 3s pohyboval rychlosti  v; =2 m/s

Pohyb tohoto objektu povazujeme za rovnomérné zrychleny a
muzeme ho tedy modelovat pomoci vztahu:

v=at+v, kde:
a zrychleni objektu
Vo pocatecni rychlost objektu

Ukolem je uréit parametry a a Vo




Linearni uloha nejmensich ctvercu
- prikilad I1
Obecny vztah pro model:

M(t, x) = @, (t).x, +... T ¢ (t).X_
muzeme tedy v naSem piipad¢ prepsat do tvaru:

M(t;, (a, Vo)) = ¢,(t).a + @,(t).vy =a.t + v,
=>n=2

Pro ¢, a @, tedy plati:
¢ ()=t
¢, (t) =1




Linearni uloha nejmensich ctvercu
- prikilad 111

M¢érenim jsme ziskali 3 body: (1, 1); (2, 6) a (3, 2) (=>m = 3)
Problém lze obecné zapsat pomoci soustavy n rovnic A.x =b

a,; :Z_I:(pk(ti).(pj(ti) b, :Z_I:yi'(pj(ti) kde k, j L{1, ..., n}

V nasSem ptipadé¢ tedy bude platit:
a; =t .t +t.t, +t.t; =14

a,=t +t,+t;,=6

a,, =t Tt +t,=6

a,=1+1+1=3

b=yt +y, bty ;=19

b=y, ty,ty;=9

X;=a

X2 =V




Linearni uloha nejmensich ctvercu
- priklad IV

Budeme tedy resit soustavu rovnic:

14 6|19
6 3|9

ReSenti: a=0.5 m/s?

Vo =2 m/s
Soucet Ctvercu odchylek:

5= (M(t. 0=y, =3 (at, +v,)-,) =

1=1

-(0,5.1+2 1)? +(0,5.2+2-6)> +(0,5.3+2-2)* =
=1,5" +(-3)* +1,5° =13,5




Linearni uloha nejmensich ctvercu

- priklad V
Grafickeé znazornéni vysledku:
7
6 - &
y=0,5x+ 2
5 |
T4
Igl N
> 3 _
2 &
1 &
0 |
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

t [s]




Linearni uloha nejmensich ctvercu

- ulohy se dvéma parametry
S timto typem uloh se setkdvame v praxi velmi Casto, jedna se o
ulohy typu:
Mate zadano m bodu (t, y.), prolozte témito body piimku.
= naleznéte koeficienty k a q v rovnict y = k.t + q.

V tomto piipad¢ lze obecnou soustavu rovnic A.x =b

akj zzlcpk(tl)(FJ(tl) bk :ZIYI(pJ(tI) kde k:.] D{la s n}

Poepsat do tvaru:

m m \
iR
i=1 i=1

k;ti m 1 ZYi

y, \ i=l J




Linearni uloha nejmensich ctvercu
- ulohy se dvéema parametry I1

ReSenim teto soustavy:

( m m \
; t12 12:1: t; [kj B ; yi-ty
kiti m |\4

=1 J \i=l
Pak ziskame pro k a q vztahy:




Linearni uloha nejmensich ctvercu
- ulohy se dvéema parametry 111

Priklad:

Zadani stejné jako u predchoziho prikladu o ,,objektu, pohybujicim
se v Case t rychlosti v,

Mame tedy body: (1, 1); (2, 6) a (3, 2) a chceme jim1 prolozit
pfimku: v=a.t + v,

Konkrétni vypocet:

ivi.ti:w iti=6 ivi:9 itfzm
1=1 1=1 : ,




Kvadraticka uloha nejmensich ctvercu

- uloha se

tremi parametry

Nameérenymi body tedy chceme prolozit rovnici:

y=at’+bt+c

Analogicky jako v linearnim pripadé€ 1ze 1 v kvadratickém

piipadé¢ tuto specialni Ul
rovnic A.x = b, a to nasl

(m )

2t 2t
2

t’ Zm:ti.b

1=1 1=1

tf Zm:ti cm

\ 1=1 1=1 /

ohu zapsat pomoci soustavy
edovné'




Kvadraticka uloha nejmensich ctvercu
- uloha se tremi parametry 11

Metodou neyjmensSich Ctvercu najdéte polynom
2.stupné, ktery je nejblize bodum:

[1,1], [2,3], [4,6].

ReSime tedy soustavu rovnic:

[ m m o) [ m \
RS LD W 2.ty
=1 =1 i=1 (a) -1
20 2t Dt b= 2ty
1;11 2 1I:nl 1=1 \C/ 1=r1n

\;ti Z‘t .y =R




Kvadraticka uloha nejmensich ctvercu
- uloha se tremi parametry Il

=> goustava;: 273a+73b+21c =109
73a+21b+ 7¢ = 31
2la+ 7b+ 3¢ = 10

Vysledek je: _

= -1/6, -

b=15/2, 4

c =-4/3. E

N VPO DU B
6 2 3




Cviceni
- prikilad 1

Metodou nejmensSich Ctvercu najdéte primku, ktera je
nejblize bodum: (1,1); (2,6) a (3,2)

Pouzijte ,,pfimy pristup* - vytvofit funkci, odderivovat,
derivaci polozit rovnu nule, dotesit :-).
Reseni: Hledame piimku ve tvaru y =kx + g

Minimalizovana funkce:

fk,q) = (t.k+q-y,)’

1=1

f(k,q)=(k+q-1)"+(2k+q-6)° +(3k +q -2)’

f(k,q) =14k”* +12kq - 38k +3q° —18q + 41




Cviceni
- priklad 111

Derivace:

0 f 9t ok +6q-18
9 98k +12q - 38 = q
9k q dq

Re$ime tedy 0=28k+12g-38 a 0=12k+6¢-18

Minimum je vbodé k=0.5aq=2




Cviceni
- priklad 2

Metodou nejmensSich Ctvercu najdéte primku, ktera je

nejblize bodum:

(1,2): (2,2.3)a (3, 3)

Vytvorte soustavu rovnic A X = b a vyreste j1, obecngé:
Z(Pk(t )@.(t,) b, —Zylcp(t) kde k, j O{1,

, 1}




Cviceni
- priklad 2

Metodou nejmensSich Ctvercu najdéte primku, ktera je
nejblize bodum: (1,2);(2,2.3)a (3, 3)

Vytvorte soustavu rovnic A X = b a vyreste j1, obecngé:

Z(Pk(t)cp(t) b, —Zyl () kdek,j {1, ..., n}
Soustava:
a; = 14 a, =6 a,, =6 a,, =3

b=156  b,=7,3

Reseni: k=0,5 q=1,43




Cviceni
- priklad 3
Metodou neymensich ¢tverci najdéte primku, ktera je nejblize
bodum: (-2,0); (0,1)a(2,3) & &

Vyuzijte vztahy: i i
yiti =

1=1
3 3 3 3
—_ — — 2
2yt=6 2 =0 2y =4 ) t=8
1=1 1=1 1=1 i=1
6_% q=2740_ 33




Cviceni
- priklad 4
Metodou neymensSich Ctvercu najdéte polynom
2.stupné, ktery je nejblize bodum:
[1,2], [2,0], [3,3], [4.4].

Reseni: Op¢t hledame polynom ve tvaru V= ax® +bx +c

Tedy fesSime soustavu rovnic:

m m /" m \
Zt 2t th > tly,
i=1 i=1 i=1 (a) =1
26 2t 2t b= 2ty
1;1 2 1r:nl 1=1 \C/ 1:1111
\;ti Z;t .y &7




Cviceni
- priklad 4 11
=> goustava: 354a + 100b + 30c =93

100a+ 30b+ 10c=27
30a+ 10b+ 4¢c =9

Vysledek je: 3]
a=3/4, ;
b=-57/20, f
c=15/4. 4 s
y=3p 57,15 N
4 20 4 § ¢




