Intuice k C-Y-K algoritmu

S - AB | CD | EF
Plati S =* w ?
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Intuice k C-Y-K algoritmu

Problém: Lze v dané gramatice v CNF vygenerovat dané slovo w?

Reseni: Pro kazdé neprazdné podslovo u slova w spoéitAme mnozinu
T, vSech neterminald, z kterych Ize odvodit u.

mU=24
mU=ab
m U= abc
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Priklad

S > AB | SS | a Plati S =* abaa ?
A — AA | BC | a

B —- AB | b

C - SA | Db
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Priklad

S - AB | §S ‘ a T,',j: {X e N ’ X =* WiW; q ... W,'_|_j_1}
A — AA | BC | a w = abaa
B — AB | b
C — SA| Db
1 1
4 2 4 2
3 3 3 3
2 4 2 4
1 1
a b a a a b a a
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Algoritmus Cocke-Younger-Kasami

Vstup: gramatika G = (N,%X,P,S)v CNF slovow =wy...w, #¢
VYStUp: mnoiiny T,‘J = {X c N ‘ X="w... W,'_|_j_1}

. for i+ 1tondo
Tiq <0
for all pravidlo tvaru (A — a) € P do
ifa=wthen T;; < T;1 U{A}

;
2

3

4

5. forj+ 2to ndo

6: fori< 1ton—j+1do
/ T,',j — ()

8 fork < 1toj—1do

9 for all pravidlo tvaru (A — BC) € Pdo

0 fBeTixy N CeTigj_kthen T;; <« T;;U {A}
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Vlastnosti bezkontextovych jazyku

Véta 3.58. (a 3.61.) Trida bezkontextovych jazykll (£») je uzaviena
vzhledem k operacim:

sjednoceni
zretézeni
iterace
pozitivni iterace

prunik s regularnim jazykem

Véta 3.60. Tiida bezkontextovych jazykd (£,) heni uzaviena vzhledem
K operacim:

prunik
doplnék
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Sjednoceni

L1 je generovan CFG Gy = (N4, %4, P1,S1) a
L2 je generovén CFG Go = (NQ, Y o, P2, Sg)

Bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokladat Ny N No = .

Definujeme G = (Ny UN> U {S}, X1 UXo, P, S), kde S je novy symbol a

P:P1UP2U{S%S1,S%SQ}.

Kazda derivace v G zacne pouzitim bud S — S; nebo S — S,. Podminka
N; N N> = () zarudi, ze pii pouziti S — Sy (resp. S — S») Ize v dalSim
derivovani pouzivat jen pravidla z P4 (resp. P»).

Jazyk L = Ly U L, je generovan gramatikou G.
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Zretezeni

L1 je generovan CFG G1 = (N1, X1, Py, S1) a
L, je generovan CFG Go = (N, X5, Po, So).

Bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokladat Ny N No = (.

Definujeme G = (Nt UN> U {S}, X1 U5, P, S), kde S je novy symbol a

P = P; UPQU{S%SVSQ}.

Jazyk L = L4.L, je generovan gramatikou g.
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Iterace a pozitivni iterace
L1 je generovan CFG G1 = (N, X1, Py, S1).

Definujeme G = (Ny U {S}, X4, P, S), kde S je novy symbol a

P—P,U{S—SS | ¢l

Jazyk L = L} je generovan gramatikou gG.

Definujeme G = (N; U {S}, X1, P, S), kde S je novy symbol a

P—P,U{S =SS | S

Jazyk L = L je generovan gramatikou G.
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Korektnost konstrukce pro iteraci

Dokazeme L(G) = Lj.
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Prunik a doplnek

Ly ={a"b"'c™ | mn>1} Lo={a"b’c™ | mn>1}
Oba tyto jazyky jsou CFL.

Kbyby L, byla uzavrena vzhledem k operaci pruniku, pak by i
LiNL,=4{a"b"c" | n > 1} musel byt bezkontextovy, coz v§ak neni.

Neuzavrenost L, vUci doplnku plyne z jeji uzavrenosti na sjednoceni,
neuzavrenosti na prunik a z De Morganovych pravidel:

L1N Ly, =co—(co—LyUco—Ly),

tj., kdyby L> byla uzavrena na doplnék, musela by byt uzavrena i na
prunik, coz vsak neni.
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Protipriklad k uzavrenosti na doplnek

L={ww|we{a b}*} neni CFL.
co—L je CFL.
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Prunik s regularnim jazykem

L = L(P), kdePJe PDA P = (Q1,Z,r,51,q1,ZO,F1)
R = L(A), kde A je deterministicky FA A = (Qo, X, b2, Go, F>)

Sestrojime PDA P’ takovy, ze L(P’') = LN R.

7), — (07 Z) r7 57 qO7ZO7 F)! kde
m Q= Q1 X 02

® Qo= (g1, Q)
mF=FxF

mo:prokazdéepe Qi,ge Q,ac L U{e}, Z €T plati:

5P, q),a,Z) = {({P,q),7) | (P,7) €d1(p,a,Z)ads(q,a)=q}

Zrejme plati w € L(P') <= w e L(P)NL(A).
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Rozhodnutelné problémy pro bezkontextove jazyky

Problém prislusnosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G a slovo w
rozhoduje, zda w € L(G) Ci nikoliv.

Problém prazdnosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) = 0 Ci nikoliv.

Problém konecnosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) je konecny Ci nikoliv.

IB102 Automaty a gramatiky, 9. 12.2019 14/18



Konecnost

Veta 3.68. Ke kazdé CFG G lze sestrojit Cisla m, n takova, ze L(G) je
nekonecny prave kdyz existuje slovo z € L(G) takové, ze m < |z| < n.

Dukaz. Predpokladejme, Zze G je v CNF.

Necht p, g jsou Cisla s vlastnostmi popsanymi v Lemmatu o vkladani.
Polozme m=pan=p+q.

(<) Jestlize z € L(G) je takoveé slovo, Ze |z| > p, pak existuje rozdeleni
z = uvwxy spliiujici vx # ¢ a uv'wx'y € L(G) pro v8echna i > 0.
Tedy jazyk L(G) obsahuje nekonetné& mnoho slov tvaru uv'wx'y, je
tedy nekonecny.
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(=) Necht L(G) je nekonecCny. Pak obsahuje i nekonecne mnoho slov
délky vetsi nez p — tuto mnozinu slov oznacme M. Zvolme z M
libovolné takové slovo z, které ma minimalni délku a ukazme, ze
musi platit p < |z| < p+q.

Kdyby |z| > p + g, pak (opéet dle Pumping lemmatu pro CFL) Ize

Z psat ve tvaru z = uvwxy, kde vx # ¢, lvwx| < ga uv'wx'y € L(G)
pro vsechna i > 0.

Pro i = 0 dostavame, Ze uwy € L(G) a soucasne |uwy| < |uvwxy|.
Z nerovnosti luvwxy| > p+ q a |vwx| < q plyne, ze

luwy| > (p+ q) — q = p. Tedy uwy € M, coz je spor s volbou z jako
slova z M s minimalni délkou. Celkem tedy musi byt |z| < p+q. [
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Vlastnost sebeviozeni

Definice 3.70. Necht G = (N, X, P, S) je CFG. Rekneme, Zze G ma
vlastnost sebevlozeni, jestlize existuji Ac Na u,v € X takova, ze
A =T UAv.

CFL L ma vlastnost sebevlozeni, jestlize kazda bezkontextova
gramatika, ktera jej generuje, ma vlastnost sebevlozeni.

Veta 3.71. CFL L ma vlastnost sebevlozeni, pravé kdyz L neni regularni.

Dukaz. Viz skripta.
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Nerozhodnutelné problemy
pro bezkontextove jazyky

Problém regularity

Neexistuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) je regularni Ci nikoliv.

(Tedy neni rozhodnutelné, zda L(G) ma vlastnost sebevlozeni Ci nikoliv.)

Problém univerzality
Neexistuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) = X* Ci nikoliv.

Problémy ekvivalence a inkluze také nejsou rozhodnutelné (plyne
z nerozhodnutelnosti problému univerzality).

IB102 Automaty a gramatiky, 9. 12.2019 18/18



