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Dynamicky systéem

veliciny dynamického systému jsou funkci ¢asu (tzv. signaly)
cas je reprezentovan mnoZinou ¢asovych okamzik( T (napfr.
R, R, Ny, Z)
v daném okamziku t € T:

na systém pasobi vstupni veli¢ina (signal) u(t)

vystupem je vystupni veli¢ina (signal) y(t)

vstupni i vystupni veli¢ina jsou obecné vektorové

u(t) = [w(t), ..., u()]"
y(t) = [yi(t), ..., ym()]"

1/27



1V120: Definice dynamického systému, spojité dynamické systémy David Safranek

Dynamicky systéem

pFipustné hodnoty vstupnich veli¢in tvofi mnoZinu U - typicky byva (z
fyzikalnich ddvod() ohranicend, uvazuje se jako vektorovy prostor
vstupni signal je definovan jako funkce u(t) : T— U

matematické a fyzikalni pozadavky kladené na systém mohou omezit
volbu vstupnich signall, proto se zavadi tfida pfipustnych vstupt

% = {u(t): T— U}

analogicky je definovana mnoZina pripustnych hodnot vystupnich
veli¢in Y (vektorovy prostor) a tfida pFipustnych vystupnich signala
Yy ={y(t): T—> Y}
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Dynamicky systéem

pamétova vlastnost dynamického systému: hodnota y(t) nezavisi
pouze na aktualni hodnoté u(t), ale také na predchazejicim prabéhu
vstupni veliciny

k oddéleni minulého od souc¢asného zavadime klicovy pojem stav
systému

stav systému v Case t € T je urcen vektorem vnitinich (stavovych)
velicin x(t)

x(t) = [xa(t), xa(t), ..., xa ()17

znalost vychoziho stavu x(ty) v ¢ase ty a znalost vstupu u(t) na
intervalu to < t < t; jednoznacné urcuje vystup y(t) na tomto
¢asovém intervalu
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Dynamicky systéem

Definice

Dynamicky systém
S =M XU %Y, % 03)

T je usporadana mnozina casovych okamzika spliujici vlastnosti
pologrupy,

X je mnozZina stavd (mnoZina vektord reprezentujich hodnoty vnitinich

veli¢in),
U (resp. Y) je mnoZzina vektort okamzitych hodnot vstupnich (resp.
vystupnich) velicin,
 je trida pripustnych vstupnich signalt splnujici:
1. U#0

2. 9/ je uzavriena na sjednoceni

% je trida pripustnych vystupnich signald
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Dynamicky systéem

Definice

¢ je prechodova funkce tvorici stavy x(t):

x(t) = o(t, 7, x(7), u)

Vyznam: Systém je ve stavu x(t) v ¢ase t € T, pokud v ¢ase T € T byl ve
stavu x(T) € X a jestliZe vstupni signdl u pisobil na intervalu (T, t).
@ spliuje nasledujici vlastnosti:
orientace ¢asu: ¢(t, T, x, u) je definovana pro v3. t > T (nemusi byt def.
prot<T)
identita: Vt € T, x € X, u € U. o(t, t, x(t), u) = x(t)
Vi) <t, Sty, x€EX,u€ . o(ts, ty, x, u) = o(ts, to, 9(ty, ty, X, u), u)
kauzalita: je-liu, 0 € % au(t) = u(t) naintervalu t; < t < t,, pak

o(ta, tr, x, u) = o(ty, ty, x, U)

g je vystupni zobrazeni spliujici y(t) = g(x(t), u(t), t).
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Dynamicky systéem

Definice

systém je ryze dynamicky pokud plati:
y(t) = g(x(t), t)

udalost systému je dvojice (t, x(t)) prot € T, x € X

udalost okoli je dvojice (t, u(t)) prot € T,u € U

pro nefizeny (volny) systém plati %4 = {0}

n nazyvame dimenzi (fFAdem) systému &, zn. dim(%”) = n,
pokud existuje n € N, t.Z. X je mnoZina vektord dimenze n, pro lib.
te T.x(t) = [x(t), ... x,(t)] € X

systém nazyvame spojity (resp. diskrétni), pokud T je spojita (resp.
diskrétni) mnozina

systém je konecnéstavovy pokud X je kone¢na mnozina
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Dynamicky systéem
Reverzibilnost

dynamicky systém & je reverzibilni, pokud ¢(t, 7, x, u) definovana
provs.t, TET
tedy zejména zname-li o(t, T, x, u), pak zndme také o(, t, x, u)
systémy jejichz prechodova funkce nezavisi na case jsou typicky
reverzibilni
napf. systém logistického rastu, kinetika enzymd, vyrobni linka, kyvadlo
(obraceni znaménka vyvoje, sméru prechod()
reverzibilitu |ze pozorovat i u skakajiciho micku, termostatu (navic nutno
invertovat vyznam diskrétnich udalosti) ...
upozornéni - pojem reverzibility je pouzivan v jiném kontextu s jinym
vyznamem (napf. reverzibilni Petriho sit)
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Dynamicky systéem
Staciondrnost

dynamicky systém & je stacionarni (t-invariantni), pokud plati:
T tvori aditivni grupu (uzavienost na s¢itani)
9/ je uzaviena vuci posunutiv ¢ase z¥ 1 u — u:

Vt,veT.u(t) =u(t+ v) =2"(u(t))

plati:
o(t, T, x(1),u) = o(t+ v, T+ v, x(T + V), 2(u))

aktivita stacionarniho systému nezavisi na vychozim okamziku

nerozlisime mezi lib. dvéma rliznymi pozorovanimi systému

napr. konstantni zesilovac signalu, kyvadlo v klidové poloze, ustaleny
logisticky rast

vyrobni linka je prikladem nestacionarniho systému

vétsina prirodnich systému neni stacionarni, ale mdze se dostat do tzv.
stacionarni faze
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Dynamicky systéem

Linearita

systém je linearni pokud

X,U,%,Y, % jsou vektorové prostory

o(t, 7,.,.) : XX U— Xjelinearni zobrazeniprovs.t, T€ T

g(.,.,t) : X x U — Y jelinearni zobrazeni provs. t € T
systém je nelinearni pokud je linedrnost alespon jednoho zobrazeni z
prech. definice porusena
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Dynamicky systéem
Hladkost

dynamicky systém & je hladky, pokud plati:

T=R

zobrazeni (T, x, u) — o(., T, x, u) je spojité zobrazeni mapuijici prvky

T x X x 9/ na prostor spojitych funkci T — X
vyvoj stavu (aktivita) je spojitou funkci ¢asu pro libovolny vstupni signal
hladky systém Ize popsat diferencialni rovnici (nékdy se hovofi o
diferencialnich dynamickych systémech)

srovnej se skakajicim mickem
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Dynamicky systéem
Tvoricl funkce

pro hladké systémy definujeme tvofici funkci f:
o(t+ At, t, x, u) = x(t + At) = x(t) + f(x, u, t)At + e(At)

kde
At je maly ¢asovy okamzik
zména stavu za At je linearni funkci At

€(At) je chyba druhého Fadu (z Taylorova rozvoje)

vyjadrime zménu stavu:

x(t+At)—x(t) e(At)

=f(x u,t)+
At ( ) At

pro At — O dostavame stavovou rovnici

X o)
— =f(x,u,t
dt
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Dynamicky systéem

Autonomni tvorici funkce

pro stacionarni systém plati:
o(t+ At t, x(t), u) = o(t+ At+ v, t+ v, x(t + V), u)
pokud x(t) = x(t + v) potom:
fx(t), u, t) =f(x(t+ v), u t+v)

Tvorici funkce je tedy nezavisla na ¢ase, hovorime o autonomni tvofrici
funkci.
Zkracené piseme f(x, u).
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Dynamicky systéem
Operdtor toku

tvorici funkce definuje rychlost toku (zménu stavu) pro kazdou vnitini
veli¢inu ve vektoru x

Ize definovat operator toku ®; jako zobrazeni pfifazujici vychozimu
stavu x(0) hodnotu v ¢ase t (x(t)):

x(t) = @¢(x(0))

z definice ® a vlastnosti dynamického systému plyne:

®oie(x) = 95(2:(x))
B(P-1()) = Do (x) = x
<I>t—1 =o_,

inverzni operator toku definuje stav systému v minulosti
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Dynamicky systéem

Stavové rovnice systému

x(t) =f(x, u, t)
y(t) =3(x u,t)

u ... ridici vektor,
X ... stavovy vektor,
y ... vystupni vektor

pokud je f, g nelinearni funkce, hovorime o nelinearnim spojitém
dynamickém systému
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Dynamicky systéem

Stavové rovnice linedrniho systému

David Safréanek

x(t) = A(D)x(t) + B(Hu(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)

A(t) ... matice systému (rozmér n X n)

B(t) ... matice fizeni (rozmér m x m)

C(t), D(t) ... vystupni matice (rozmérym x nam X r)

pokud je systém stacionarni, jsou matice A, B, C, D nezavislé na case

pro striktné ryzi systém je matice D nulova
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Dynamicky systéem

Blokové schema
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Dynamicky systéem
Priklady - exponencidini rtst

T=RY
u = {0}
— VvV —Rt+
X—Y—R0

y(t) = x(t) (tim je ureno vystupni zobrazeni g)

x(t) = f(x, u, t) = ax(t)

systém je automni a nefizeny, Ize tedy psat f(x) = ax
systém je zjevné linearni a striktné ryzi

Feseni: x(t) = ce® pro pocate¢ni podminku x(0) = ¢
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Dynamicky systéem
Priklady - exponencidini rtst

maticovy zapis:
x(t) = Ax(t)

y(t) = Cx(t)
A= (a)
=D=0
C=E

David Safréanek
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Dynamicky systéem
Priklady - logisticky rdst

T=]Rg,@/ = {O},X=Y=Rg

y(t) = x(t) (tim je uréeno vystupni zobrazeni g)

x(t) = f(x u, t) = rx(t)(1—x(t))

systém je automni a nefizeny, Ize tedy psat f(x) = rx(1— x) = rx— rx?
systém je zjevné nelinearni a striktné ryzi

¢ — pro po¢. podminku x(0) = ¢

feseni: X(t) = W

Logistic growth time course for varying x(0) Logistic growth time course for varying r (2<r<8)
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Dynamicky systéem
Priklady - stejnosmérny motor

dynamika popsana soustavou
rovnic:

u=Ri+L3 + ko
ki=J’iT";’+mZ

do _
at — @

u(t) ... napéti na kotvé motoru

i(t) ... proud kotvy

w(t) ... thlova rychlost hfidele

o(t) ... poloha hfidele

m,(t) ... zatéZovaci moment hfidele

k, J ... momentova konst., moment setrvacnosti hridele

R, L ... odpor a indukénost kotvy
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Dynamicky systéem
Priklady - stejnosmérny motor

David Safréanek

rovnice Ize transformovat do stavového tvaru:

d _ _R:_k 1
G = [i—wtu
do _ ki 1
gt_.l Vi
a0 —

a — W

stavové veliciny: i(t), w(t), o(t)
vstupni (Fidici) velic¢iny: u(t), m,(t)

vystupni veli¢ina: y(t) = ¢(t)
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David Safranek
Dynamicky systém
Priklady - stejnosmérny motor

Maticovy zapis:

o
(@)
o
Il
O Ori=
|
]
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Hladké autonomni dynamickeé systémy
Zdkladni vlastnosti

Funkce f : D — R, D C R, je nazyvana Lipschitz-spojitd pravé kdyz existuje
k > 0t.z. pro vsechna x, y € D plati:

If(x) = ()] < klx—vyl

Picard-Lindelévova véta

Necht f : D — R je Lipschitz-spojita a necht xo € D. Potom existuje € > O
t.Z. inicialni problém
dx

i f(x), x(0) =xo

ma praveé jedno feseni x(t) provsechna0 <t <e.
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Hladké automni dynamické systemy
Zdkladni vlastnosti

libovolna dvé feseni pro libovolné dva rlizné inicialni problémy maji
prazdny prunik

vysledek Ize pfimo zobecnit na systémy rovnic

zejména kazda funkce, ktera je spojita a v kazdém bodé existuje jeji
derivace, je Lipschitz-spojita

tedy hladky dynamicky systém ma vzdy Lipschitz-spojitou tvofrici funkci
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Hladké autonomni dynamickeé systémy

Vicedimenziondlni systémy

dimenze systému n, uvazujeme stavovy prostor X = Rg"
stav je vektor x(t) = (x1(t), x2(t), ..., x, (D)) € X
f(x(1)) = (F(x()), F2(x(D)). ..., Ffa(x(£)))T

Vi. fi(x(t)) spojita a diferencovatelna na X

soustava:
Xy fi(x4, . Xn)

X fo(xa, ..., %)
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Hladké autonomni dynamickeé systémy
Fazovy portrét

David Safréanek

fazovy portrét je dan pro danou mnozinu inicialnich podminek
soustavou parametrickych krivek (trajektorii)

kazdy bod fazového prostoru nalezi pravé jedné trajektorii

trajektorie maji prazdny prinik
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Hladké autonomni dynamickeé systémy

Fazovy portrét
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