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Hybridńı Systémy

Hybridńı Systémy

Systémy v nichž se kombinuje v́ıce druhů dynamiky.

Spojité systémy ovlivněné diskrétńımi událostmi.

Oblasti výskytu HS

Mechanické systémy

Spojitý pohyb ovlivněn fyzickou p̌rekážkou.

Elektrické obvody

Spojitý pr̊uběh náboje ř́ızený p̌reṕınači.

Vestavné systémy

Poč́ıtačem ř́ızené systémy v analogovém prosťred́ı.
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Skákaj́ıćı balónek

Popis systému

Balónek upuštěn z výšky h na pevnou rovnou tvrdou
podložku. Na balónek působ́ı zemská p̌ritažlivost (zrychleńı
9.8m/s). Při odrazu balonku se část kinetické energie p̌reměńı
v ťreńı a teplo.

Fyzika

Zrychleńı = 1. derivace rychlosti podle času.

Rychlost = 1. derivace výšky podle času.

Abstrakce a zjednodušeńı

Modelováno hmotným bodem.

Instantńı (bezčasový) odraz od země.
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Skákaj́ıćı hmotný bod – hybridńı automat

Popis automatu

x1 — výška

x2 — vertikálńı rychlost pohybu (+ nahoru, − dol̊u)

c ∈ [0, 1] — ztráta hybnosti (pružnost a p̌reměna na teplo)

Schéma
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Skákaj́ıćı balónek – Cvičeńı

Rozš́ı̌reńı p̌ŕıkladu

Balónek je puštěn z výšky a zároveň uveden do pohybu
horizontálńım směrem směrem k p̌rekážce dané výšky.

Úkoly

Rozšǐrte model o komponentu horizontálńıho pohybu.

Rozšǐrte model na pohyb kulovitého tělesa s nenulovým
poloměrem.

Rozšǐrte model kulovitého tělesa o fázi deformace tělesa
v době odrazu balónku, tj. v době kontaktu se zeḿı.
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Převodovka

Popis problému

Motorové vozidlo poháněné motorem a čty̌rmi p̌revodovými
stupni vyj́ıžd́ı z bodu A (s nulovou počátečńı rychlost́ı) a jede
směrem k bodu B.

Zjednodušeńı

Zanedbáno ťreńı, modelováno hmotným bodem.

Bezčasová změna zǎrazené rychlosti.
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Převodovka – efektivita p̌revodových stupňů
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Převodovka – hybridńı automat

Popis automatu

x1 — ujetá vzdálenost

x2 — rychlost

gear ∈ [1, 2, 3, 4] — zǎrazený rychlostńı stupeň

u ∈ [umin, umax ] — pozice plynového pedálu

Schéma
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Převodovka – Cvičeńı

Rozš́ı̌reńı p̌ŕıkladu

Změna rychlostńıho stupně neńı bezčasová.

Úkoly

Rozšǐrte model o simulaci časové prodlevy v okamžiku změny
rychlostńıho stupně.

Rozšǐrte model o možnost řazeńı ”ob jeden”stupeň.

Rozšǐrte model o komponentu ťreńı (záporné zrychleńı), která
roste kvadraticky v̊uči rychlosti vozidla.
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Analýza a ř́ızeńı hybridńıch systémů

Otázky

Jaká doba uběhne mezi 4. a 5. odrazem balónku.

Jaká je optimálńı strategie řazeńı rychlostńıch stupňů pro
dosažeńı rychlosti 100 km/h v nejkraťśım možném čase?

Jaká je maximálńı rychlost vozidla?

Pro které rychlostńı stupně lze dosáhnout maximálńı rychlosti?

Hledáńı odpověd́ı

Nutnost p̌resného (formálńıho) popisu hybridńıho systému.

Algoritmické metody pro analýzu vlastnost́ı hybridńıch
systémů a syntézu kontrolér̊u a ř́ıd́ıćıch strategíı.
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Požadavky na modelovaćı systém

Dostatečně popisně obecný

Popis diskrétńı i spojité složky modelovaného systému.

Vyjáďreńı nejistoty doby trváńı (spojitá složka) a nejistoty
volby (diskrétńı složka).

Umožňuj́ıćı abstrakce

Zjednodušené modelováńı komplexńıch systémů.

Kompozicionálńı

Možnost kompozice složitěǰśıch systémů z jednoduš̌śıch.

Interakce komponent.
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Sekce

Hybridńı automaty
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Hybridńı automaty

Hybridńı automat je osmice

Q = {q1, q2, . . .} — množina diskrétńıch stav̊u

X = Rn — množina spojitých stav̊u

f : Q × X → Rn — vektorové pole

Init ⊆ Q × X — množina iniciálńıch stav̊u

Dom : Q → PowerSet(X ) — doména stavu (invariant stavu)

E ⊆ Q × Q — množina diskrétńıch p̌rechodů

G : E → PowerSet(X ) — mapa stráž́ı p̌rechodů

R : E × X → PowerSet(X ) — mapa reset̊u p̌rechodů
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Stav hybridńıho automatu

Stav hybridńıho automatu

Určen aktuálńım diskrétńım stavem a valuaćı spojitých
proměnných: (q,−→x ) ∈ Q × X .

Iniciálńı stav

Množina iniciálńıch stav̊u jak v diskrétńı, tak i ve spojité
složce.

(q0,
−→x0 ) ∈ I
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Přechod hybridńıho automatu

Plynut́ım času

Označme výchoźı stav (q,−→x ).

Spojitá složka pro každou proměnnou x z vektoru −→x plyne dle
p̌redepsané diferenciálńı rovnice

dx(t)

dt
= f (q, x), p̌ričemž x(0) = x

Diskrétńı složka je po tuto dobu neměnná.

q(t) = q

Čas může plynout pouze pokud plat́ı invariant stavu

x(t) ∈ Dom(q)
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Přechod hybridńıho automatu ze stavu (q0, x0)

Diskrétńım p̌rechodem

Je-li výchoźı stav (q,−→x ).

je možné (ne však nutné) provést p̌rechod dle hrany

(q, q′) ∈ E ,

pokud plat́ı stráž hrany, tj.

−→x ∈ G (q, q′).

V p̌ŕıpadě provedeńı p̌rechodu, se modifikuje spojitá složka

−→
x ′ := R((q, q′),−→x )

Ćılový stav po provedeńı diskrétńıho p̌rechodu je (q′,
−→
x ′ ).
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Rozumná omezeńı Hybridńıch Automat̊u

Omezeńı ve spojité složce

f (q,−→x ) je Lipschitz spojitá pro ∀q ∈ Q,
(̌rešeńı diferenciálńıch rovnic je dob̌re definované)

∀e ∈ E p̌redpokládáme neprázdné G (e)

∀e ∈ E a ∀x ∈ Q p̌redpokládáme neprázdné R(e, x)

Omezeńı v diskrétńı složce

Množina diskrétńıch stav̊u Q je konečná.
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Vodńı nádrže

Popis systému

Systém dvou vodńıch nádrž́ı, objem vody v nádrž́ıch x1 a x2.

Z obou nádrž́ı prosakuje voda konstantńı rychlost́ı v1 a v2.

Konstantńı rychlost́ı w p̌ritéká voda z hadice.

Hadice je vždy bud’ v jedné, nebo v druhé nádrži.
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Vodńı nádrže

Ćıl

Udržet objem vody v nádrž́ıch nad stanovené hranice r1 a r2.

V počátečńım stavu je objem vody dostačuj́ıćı.

Spouštěčem pro změnu pozice hadice je okamžik, kdy objem
vody v nějaké nádrži klesne na požadované minimum.
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Vodńı nádrže — Formálńı definice systému

Q = {q1, q2}
X = R× R

f (q1, x) =

[
w − v1

−v2

]
f (q2, x) =

[
−v1

w − v2

]
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Vodńı nádrže — Formálńı definice systému

Init = {q1, q2} × {x ∈ R× R | x1 ≥ r1 ∧ x2 ≥ r2}
Dom(q1) = {x ∈ R× R | x2 ≥ r2}
Dom(q2) = {x ∈ R× R | x1 ≥ r1}
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Vodńı nádrže — Formálńı definice systému

E = {(q1, q2), (q2, q1)}
G (q1, q2) = {x ∈ R× R | x2 ≤ r2}
G (q2, q1) = {x ∈ R× R | x1 ≤ r1}
R(q1, q2, x) = R(q2, q1, x) = {x}
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Hybridńı časová řada

Neformálně

Běh hybridńıho systému prob́ıhá v po sobě jdoućıch spojitě
plynoućıch úsećıch. V instantńıch časových okamžićıch na
pomeźı jednotlivých úsek̊u se děj́ı diskrétńı skoky systému.

Časové charakteristika běhu hybridńıho systému je
formalizována s využit́ım tzv. Hybridńı časové řady.

Definice

Hybridńı časová řada je (konečná, či nekonečná) sekvence
interval̊u τ = {I0, I1, . . . , IN} = {Ii}Ni=0 taková, že:

Ii = [τi , τ
′
i ] pro všechna i < N

Pokud N <∞, pak bud’ IN = [τN , τ
′
N ], nebo IN = [τN , τ

′
N)

τi ≤ τ ′i = τi+1 pro všechna 0 ≤ i < N.
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Grafické znázorněńı hybridńı časové řady
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Uspǒrádáńı časových okamžik̊u

Pozorováńı

Je-li každý časové okamžik spojen s nějakým intervalem,

pak lze časové okamžiky lineárně uspǒrádat.

Uspǒrádáńı ≺
t1 ∈ Ii , t2 ∈ Ij

t1 ≺ t2
def
= (t1 < t2) ∨ (t1 = t2 ∧ i < j)

Zobecněńı

Každá hybridńı časová řada je lineárně uspǒrádána relaćı ≺.
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Uspǒrádáńı hybridńıch časových řad

Prefix hybridńı časové řady

τ = {Ii}Ni=0

τ̂ = {Îi}Mi=0

Ř́ıkáme, že τ je prefixem τ̂ (znač́ıme τ v τ̂), pokud

τ = τ̂ , nebo

N je konečné ∧ IN ⊆ ÎN ∧ ∀i ∈ [0,N) : Ii = Îi

Striktńı prefix

τ @ τ̂ ≡ τ v τ̂ ∧ τ 6= τ̂

Relace v je částečné uspǒrádáńı

Existuj́ı τ a τ̂ takové, že τ 6v τ̂ a τ̂ 6v τ
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Př́ıklad

Př́ıklad – Najděte τ, τ̃ a τ̂ tak, aby

τ v τ̃
τ v τ̂
τ̃ 6v τ̂ ∧ τ̂ 6v τ̃

Řešeńı
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Hybridńı Trajektorie

Definice

Hybridńı trajektorie je trojice (τ, q, x), kde τ je hybridńı
časová řada τ = {I}N0 a dvě posloupnosti funkćı q = {qi}N0 ,
kde qi : Ii → Q, a x = {xi}N0 , kde xi : Ii → Rn.

Intuice

Spojitá složka hybridńıho automatu plyne v rámci jednotlivých
interval̊u časové hybridńı řady.

V rámci jednoho intervalu je diskrétńı stav neměnný.

Diskrétńı p̌rechody realizuj́ı p̌rechod na následuj́ıćı interval
hybridńı časové řady.
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Běh hybridńıho automatu

Běh hybridńıho automatu

Hybridńı automat H = (Q,X , f , Init,Dom,E ,G ,R).

Hybridńı trajektorie (τ, q, x).

Trajektorie (τ, q, x) je během automatu H, pokud definici H
vyhovuje: iniciálńı podḿınka, diskrétńı chováńı a spojité
chováńı.

Iniciálńı podḿınka

(q0(0), x0(0)) ∈ Init

Diskrétńı chováńı – Pro všechna i < N plat́ı

(qi (τ
′
i ), qi+1(τi+1)) ∈ E

xi (τ
′) ∈ G (qi (τ

′
i ), qi+1(τi+1))

xi+1(τi+1) ∈ R(qi (τ
′
i ), qi+1(τi+1), xi (τ

′
i ))
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Běh hybridńıho automatu

Běh hybridńıho automatu

Hybridńı automat H = (Q,X , f , Init,Dom,E ,G ,R).

Hybridńı trajektorie (τ, q, x).

Trajektorie (τ, q, x) je během automatu H, pokud definici H
vyhovuje: iniciálńı podḿınka, diskrétńı chováńı a spojité
chováńı.

Spojité chováńı – Pro všechna i ≤ N plat́ı

qi : Ii → Q je konstantńı nad t ∈ Ii ,

xi : Ii → X je řešeńım diferenciálńı rovnice

dxi (t)

dt
= f (qi (t), xi (t))

nad intervalem Ii zač́ınaj́ıćım v xi (τi ),

Pro všechna t ∈ [τi , τ
′
i ) plat́ı xi (t) ∈ Dom(qi (t)).
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Vodńı nádrže – p̌ŕıklad

Konkretizace

τ = {[0, 2], [2, 3], [3, 3.5]}
Konstanty r1 = r2 = 0, v1 = v2 = 0.5, w = 0.75

Iniciálńı stav q = q1, x1 = 0, x2 = 1.
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Vodńı nádrže – trajektorie
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Klasifikace běhů

Konečný

Pokud τ je konečná a posledńı interval v τ je uzav̌rený.

Nekonečný

Pokud τ je nekonečná sekvence, nebo součet časových
intervalu v τ je nekonečno, t.j.

ΣN
i=0(τ ′i − τi ) =∞.

Zeno

Pokud je τ nekonečná, ale

ΣN
i=0(τ ′i − τi ) <∞.

Maximálńı

Pokud neńı striktńım prefixem žádného jiného běhu H.
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Klasifikace běhů

τA konečný, τC a τD nekonečné, τE a τF Zeno.
Jaký je τB?
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