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Studijni materidly a zdroje

P¥evzato z

@ J. Lygeros: Lecture Notes on Hybrid Systems

On-line materialy
@ http://www.stanford.edu/class/aa278a/

@ http://web.mae.cornell.edu/hadaskg/courses/
mae6740.html

@ http://vimeo.com/22384801
° ...
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Hybridni Systémy

Hybridni Systémy
@ Systémy v nichZ se kombinuje vice druhi dynamiky.

@ Spojité systémy ovlivn&né diskrétnimi udalostmi.

Oblasti vyskytu HS
@ Mechanické systémy
e Spojity pohyb ovlivnén fyzickou p¥ekazkou.

o Elektrické obvody
e Spojity prib&h naboje ¥izeny pfepinali.

@ Vestavné systémy
o Potitatem ¥izené systémy v analogovém prostredi.
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Skakajici balének

Popis systému
@ Baldnek upustén z vysky h na pevnou rovnou tvrdou
podlozku. Na balének pisobi zemskd pFitazlivost (zrychleni
9.8m/s). P¥i odrazu balonku se &ast kinetické energie pfeméni
v tfeni a teplo.

Fyzika
@ Zrychleni = 1. derivace rychlosti podle &asu.

@ Rychlost = 1. derivace vysky podle &asu.

Abstrakce a zjednoduseni
@ Modelovano hmotnym bodem.

o Instantni (bez€asovy) odraz od zemé&.
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Skdkajici hmotny bod — hybridni automat

Popis automatu
@ x1 — vyska
@ x2 — vertikalni rychlost pohybu (+ nahoru, — doli)

@ c € [0,1] — ztrata hybnosti (pruZnost a pfemé&na na teplo)

Schéma
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Skdkajici balének — Cvi¢eni

Rozsiteni pfFikladu
@ Baldnek je pustén z vysky a zaroveri uveden do pohybu
horizontalnim smérem smérem k ptrekazce dané vysky.

Ukoly
@ Rozsifte model o komponentu horizontalniho pohybu.

@ Rozsifte model na pohyb kulovitého télesa s nenulovym
polomé&rem.

@ Rozsitte model kulovitého t&lesa o fazi deformace télesa
v dobé& odrazu balénku, tj. v dobé kontaktu se zemi.
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Popis problému

N4

@ Motorové vozidlo pohdanéné motorem a &tyfmi pfevodovymi
stupni vyjizdi z bodu A (s nulovou po&ate¢ni rychlosti) a jede
smérem k bodu B.

Zjednoduseni
@ Zanedbdno tfeni, modelovdno hmotnym bodem.

o Beztasovd zména zatazené rychlosti.
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Ptrevodovka — efektivita prevodovych stupiili
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Ptrevodovka — hybridni automat

Popis automatu
@ x1 — ujetd vzdilenost
@ x2 — rychlost
e gear € [1,2,3,4] — zaFazeny rychlostni stupeii

@ u € [umin, umax] — pozice plynového pedalu

Schéma

gear = 2 gear = 3 gear = 4

| dg = oy (@2 )u \ | iy = az(xa)u dg = ay(@g)u
Q"“ZI//\}\E““ /< >\g“‘*/<

gear =1 gear = 2 gear = 3

By o= .rx
iz = g (x2)u

gear:y
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P¥evodovka — Cviéeni

Rozsiteni prikladu

@ Zména rychlostniho stupné& neni bez¢asova.

Ukoly
@ Rozsifte model o simulaci ¢asové prodlevy v okamZiku zmény
rychlostniho stupné.

s n

@ Rozsitte model o moZnost fazeni "ob jeden”stupen.

@ Rozsifte model o komponentu t¥eni (zdporné zrychleni), ktera
roste kvadraticky vi&i rychlosti vozidla.
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Analyza a ¥izeni hybridnich systém

Otazky
@ Jaka doba ub&hne mezi 4. a 5. odrazem baldnku.

o Jaka je optimalni strategie ¥azeni rychlostnich stupfid pro
dosazeni rychlosti 100 km/h v nejkrat§im mozném Zase?

Jaka je maximalni rychlost vozidla?

Pro které rychlostni stupné Ize dosdhnout maximalni rychlosti?

Hledani odpovédi
@ Nutnost pfesného (formalniho) popisu hybridniho systému.

@ Algoritmické metody pro analyzu vlastnosti hybridnich
systém{ a syntézu kontrolérli a Fidicich strategii.
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Pozadavky na modelovaci systém

Dostateéné popisné obecny
@ Popis diskrétni i spojité slozky modelovaného systému.
e Vyjdd¥eni nejistoty doby trvani (spojita slozka) a nejistoty
volby (diskrétni slozka).

Umoziujici abstrakce

@ Zjednodugené modelovani komplexnich systémd.

Kompozicionalni

vvvvvv

@ Interakce komponent.
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Hybridni automaty
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Hybridni automaty

Hybridni automat je osmice

e Q=1{ql,q2,...} — mnoZina diskrétnich stavi
e X=R" — mnoZzina spojitych stavi
o f:@xX—=R" — vektorové pole
e nitC QxX — mnotzina inicidlnich stavi
e Dom: Q — PowerSet(X) — doména stavu (invariant stavu)
e FCQxQ — mnozina diskrétnich pfechoddi
e G: E — PowerSet(X) — mapa strazi ptechodi
@ R: E x X — PowerSet(X) — mapa resetl prechodii
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Stav hybridniho automatu

Stav hybridniho automatu

@ Uren aktudlnim diskrétnim stavem a valuaci spojitych
promé&nnych: (q,X) € Q x X.

Inicidlni stav
@ MnoZina inicidlnich stavid jak v diskrétni, tak i ve spojité
slozce.
H
e (q0,x0°) €1
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P¥echod hybridniho automatu

Plynutim ¢asu
o Oznatme vychozi stav (g, ).
@ Spojita slozka pro kaZzdou promé&nnou x z vektoru X plyne dle
pfedepsané diferencidlni rovnice
dx(t)
dt

= f(q, x), p¥itemz x(0) = x
@ Diskrétni sloZka je po tuto dobu neménna.

q(t)=q
o Cas mie plynout pouze pokud plati invariant stavu

x(t) € Dom(q)
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P¥echod hybridniho automatu ze stavu (g0, x0)

Diskrétnim pfechodem
o Je-li vychozi stav (g, x").
@ je mozné (ne vZak nutné) provést prechod dle hrany

(9,4') € E,
o pokud plati straZ hrany, tj.
X € G(q,9).

@ V pfipadé provedeni pfechodu, se modifikuje spojitd slozka
%
X ==R((q,¢),X)

%
e Cilovy stav po provedeni diskrétniho p¥echodu je (q’, x" ).
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Rozumnd omezeni Hybridnich Automati

Omezeni ve spojité sloZce

e f(q, 7)) je Lipschitz spojitd pro Vg € Q,
(¥eSeni diferencidlnich rovnic je dob¥e definované)

e Ve € E predpokladame neprazdné G(e)
e Ve € E a Vx € Q predpokldaddme neprazdné R(e, x)

Omezeni v diskrétni sloZzce

@ MnoZina diskrétnich stavil Q je kone¢na.
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Vodni nadrze

Popis systému
@ Systém dvou vodnich nadrZi, objem vody v nadrZich x; a xo.
@ Z obou nadrZi prosakuje voda konstantni rychlosti v; a vo.
@ Konstantni rychlosti w pFitékd voda z hadice.

e Hadice je vZdy bud v jedné, nebo v druhé nadrzi.
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Vodni nadrze

Cil
@ Udrzet objem vody v nadrzich nad stanovené hranice r, a r.
@ V pocdatetnim stavu je objem vody dostalujici.
@ Spoust&em pro zménu pozice hadice je okamZik, kdy objem
vody v né&jaké nadrzi klesne na poZzadované minimum.
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Vodni nadrze — Formalni definice systému

T > riAT2 >

o Q:{QI,%}
e X=RxR

o f(qu,x)= [ v Vl] f(q2ax):|: e ]

V2
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Vodni nadrze — Formalni definice systému

T > riAT2 >

e hnit={q1,2} x{xERXR|x1>nAxx>n}

@ Dom(gi1) ={x € RXR|xx>n}
Dom(q2) ={x e RxR|x3 > n}
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Vodni nadrze — Formalni definice systému

ml Z>riANTe =

Ty 2T AT > 1"2\ S
S < . —
/ " ra rz_ /
T1=w — vl &1 = —v1

‘\' Ig = —Ug F3 = w— v

E2 > Ta ry > T
Ti=x <TJ

o £ ={(q1,92),(q2,q1)}

e G(g1,q2) ={x e RxR|x2<r2}
G(g2,q1) ={x ERXR[x <n}

o R(q1,q2,x) = R(q2, q1,x) = {x}
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Hybridni ¢asova ¥fada

Neformalné

@ Béh hybridniho systému probiha v po sobé jdoucich spojité
plynoucich usecich. V instantnich &asovych okamZicich na
pomezi jednotlivych dsekd se d&ji diskrétni skoky systému.

o Casové charakteristika b&hu hybridniho systému je
formalizovadna s vyuZzitim tzv. Hybridni ¢asové ¥ady.

Definice
@ Hybridni ¢asova Yada je (kone&nd, & nekonetnd) sekvence
intervald 7 = {lo, ..., In} = {i}), takovd, Ze:
o I =[7;,7!] pro viechna i < N
o Pokud N < oo, pak bud Iy = [7n, 7], nebo Iy = [T, T1)

o 7; <7/ =741 pro viechna 0 < j < N.
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Grafické znazornéni hybridni asové fady
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Usporadani ¢asovych okamziki

Pozorovani
o Je-li kazdy ¢asové okamZik spojen s néjakym intervalem,

@ pak lze ¢asové okamziky linedrn& usporadat.

Uspofadani <
etelthel

° t1—<tgdg(t1<t2)\/(t1:t2/\i<j)

Zobecnéni

o Kazda hybridni ¢asova fada je linedrné usporddana relaci <.
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Usporadani hybridnich ¢asovych ¥ad

Prefix hybridni ¢asové fady
o T = {/-}’-V
{I }I =0

kdme, Ze T je prefixem 7 (znatime 7 C 7), pokud
T =7, nebo

07—
o Ril

N je konetné A Iy C Iy A Vi€ [0,N): 1l =1;

Striktni prefix

eTCT = TLT ATH#T

Relace C je &astetné usporadani

o Existuji 7 a 7 takové, Ze T L TaTIL T
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Priklad

Pr¥iklad — Najd&te 7,7 a T tak, aby

oeTLT

Regeni

1 1 1

2 2 2 H

% N |

0 } 0 C } _ 0L ] .
1 1 1
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Hybridni Trajektorie

Definice

@ Hybridni trajektorie je trojice (7, g, x), kde 7 je hybridni
¢asovd fada 7 = {/}1/ a dv& posloupnosti funkci g = {q;}Y,
kdeq;:l,-—)Q, aX:{X,'}(I)V, kdex;:l,-—)R”.

Intuice

@ Spojita slozka hybridniho automatu plyne v rdmci jednotlivych
interval( ¢asové hybridni ¥ady.

@ V ramci jednoho intervalu je diskrétni stav neménny.

@ Diskrétni pfechody realizuji pfechod na nasledujici interval
hybridni ¢asové Fady.
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Béh hybridniho automatu

Béh hybridniho automatu
@ Hybridni automat H = (Q, X, f, Init, Dom, E, G, R).
@ Hybridni trajektorie (7, g, x).
e Trajektorie (7, g, x) je b&hem automatu H, pokud definici H
vyhovuje: inicidlni podminka, diskrétni chovani a spojité
chovani.

Inicialni podminka
° (qg(O),Xo(O)) € Init

Diskrétni chovani — Pro vSechna i < N plati
° (qi(1}), gi+1(7i+1)) € E
o xi(1') € G(qi(7]), gi+1(7i+1))
o xi+1(7iv1) € R(qi(7]), Gi+1(7i41), xi(77))
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Béh hybridniho automatu

Béh hybridniho automatu
@ Hybridni automat H = (Q, X, f, Init, Dom, E, G, R).
@ Hybridni trajektorie (7, g, x).
e Trajektorie (7, g, x) je b&hem automatu H, pokud definici H
vyhovuje: inicidlni podminka, diskrétni chovani a spojité
chovani.

Spojité chovani — Pro v8echna i < N plati
@ g;: li — Q je konstantni nad t € [;,
@ x; : l; = X je YeSenim diferencialni rovnice

dX,'(t)
dt

= f(qi(t), xi(t))

nad intervalem /; zainajicim v x;(7;),
@ Pro viechna t € [r;,7!) plati x;(t) € Dom(q;(t)).
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Vodni nadrze — ptiklad

Konkretizace
o 7=1{[0,2],[2,3],[3,3.5]}
@ Konstanty n =rn =0, vy = v =0.5, w=0.75

@ Inicidlni stav g = g1, x1 =0, xo = 1.
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Vodni nddrze — trajektorie

2.5
q2 f
-7 Y P P U 4
at | [
0.5 I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
1
1 o P S DO 4
06l %2 i
17 e e _
. e
L
ook /// TN 4
x1 |
O e TR T .
02 I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

IV120 Hybridni systémy

str. 29/31



Klasifikace béhu

Konetny

@ Pokud 7 je koneéna a posledni interval v 7 je uzavfeny.

Nekoneény

@ Pokud 7 je nekone¢nd sekvence, nebo soulet Casovych
intervalu v 7 je nekonetno, t.].

Z, O(T — Tj) = 0.
Zeno
@ Pokud je 7 nekonend, ale

Z, o(tl = 7) < .

Maximalni

@ Pokud neni striktnim prefixem Zddného jiného b&hu H.
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Klasifikace béhu
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Ta koneény, T7¢ a Tp nekoneéné, T a T Zeno.
Jaky je 787
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